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ROZDZIAL VII

FUNKCJE CALKOWITE.
FUNKCJE MEROMORFICZNE NA CALEJ
PLASZCZYZNIE OTWARTELJ.

§ 1. lloczyny nieskoficzone. Niech bedzie dany cigg liczb
zespolonych as, @g,y ...y @n, ... TWorzymy nowy cigg liczb D1y D2y +eey Py oery
gdzie ,

Pn=010s... 0y (n=1,2,...).

< Liczbe p. nazywamy n-tym iloceynem czgsciowym iloczynu
nieskoniczonego
(1.1) alaz...a,,...znlan.

Liczbe ar nazywamy k-tym czynnikiem, albo k-tym wyrazem,
iloczynu (1.1).

Gdybysmy sie cheieli §ci§le wzorowaé na definicjach z teorii
szeregéw, to powiedzieliby§my, ze iloczyn (1.1) jest zbiezny do
wartodci p, jezeli p,—p gdy n—>oco. Definicja taka, jakkolwiek za-
sadniczo poprawna, bylaby z wielu wzgledéw niedogodna. Tak hp.
kazdy iloczyn majacy choé jeden czynnik réwny zeru bylby zbiezny,
podezas gdy skreslenie tego czynnika mogloby wywolaé rozbiezmogé
(np. w iloczynie 0-1-2-3-...). Wobec tego powyzsza definicja musi
byé zmieniona.

Przypusémy najpierw, ze wszystkie czynniki a; 53 rézne od 0.
Jezeli wowezas p,—p, gdzie p jest liczbg skonezong rézng od 0, to
powiemy, ze iloczyn (1.1) jest zbieiny do p, a p nazwiemy wartodeig
iloczynu. W ogélnym przypadku méwimy, ze iloezyn (1.1) jest
zbiesny, jezeli sa spelnione nastepujgce dwa warunki:

(a) istnieje taki wskaznik », ze dla #>v mamy a,==0,

(b) iloczyn @uit1@ui2@uis... jest zbiezny w sensie poprzedniej
definicji.
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Oznaczajae przez ¢ warto$é iloczynu @yt Gyis@pis..., Pryj-
mujemy wéwezas za warto$é iloczynu (1.1) liezbe

P=G10... v .

Zatem wartodé iloczynu nieskonczonego zbieznego jest réwna 0
wtedy i tylko wtedy, gdy choé jeden z czynnikéw jest réwny 0.

Eatwo widzieé, ze dodanie, ewentualnie skreflenie, pewnej
ilofei czynnikéw w iloczynie zbieznym nie wplywa na zbieznogé.
Wobec tego przy badaniu iloczynu zbieznego mozemy zatozyé,
gdy nam to dogodnie, ze wszystkie czynniki tego iloczynu sz od
zera réine.

Przyklady. Oba iloczyny

(=] [=-]

1.2) ]] (1+%), [] (1~;>

n=1 n==2

sy rozbiezne, gdys na iloczyny czeSciowe mamy odpowiednio wzory

234 ntl 123 'n——l_l
=

Pierwszy iloczyn jest wige rozbiezny do +-o0o; o drugim mozemy powiedzieé,
ze jest rozbieiny do 0, gdyz iloczyny czesciowe dazg do 0. Natomiast np. iloczyn
nieskofczony 0-1-1.1... jest zbiesny do 0.

(1.3) Warunkiem koniecenym i wystarczajacym zbiesnoses ilocaynu (1.1)
jest, aby dla dowolnego e>0 isinialo takie ng, 2 pray kaidym n>n,
i przy kasdym k>0

(14) [a,,+1 Ant-2ee. Oppfp — ll < &.

Twierdzenie to jest odpowiednikiem warunku Cauchy’ego na .

zhieznodé szeregu (lub ciagu). Méwi ono, ze jezeli sie dostatecznie
daleko posuniemy w iloczynie nieskodczonym zbieznym, to kazda
grupa kolejnych czynnikéw bedzie miata iloczyn dowolnie bliski 1.

Dla dowodu koniecznogci warunku przypudémy, odrzucajac
ewentualnie kilka pierwszych wyrazéw, ze wszystkie ezynniki a, sg
rézne od 0. Zatem p,=aias...a,—>p==0, a wiee istnieje taka liczba
dodatnia o, Ze |p>0 dla n=1,2,... Ze wzgledu na wspomniane
twierdzenie Cauchy’ego istnieje taka liczba Ny 26 [ Pugr—Du|<we
dla n>no. Dzielae te nieréwno§é przez |p,| i pamietajac, ze o< P4,
dostajemy (1.4).
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Dla dowodu wystarczalnogei, polézmy najpierw we wzorze
(1.4) e=% i niech pn=ant+1n42...an dla n>n, Z nieréwnodei (1.4)
dostajemy i<|pn/<8, a wiec, jezeli ciag {pn} jest W ogéle zbiezny,
to na pewno nie do 0. Rozwazajac teraz ¢ dowolne, widzimy, zZe
(1.4) moze byé napisane w postaci |pr+x/pr—1|<<e, a wiee

[pasir—pal<elpal<ie.

W myél twierdzenia Cauchy’ego ciag {pn} jest zbiezny. Ponie-
waz ma on granice rédzng od 0, wiee zbiezny jest tez iloczyn (1.1).

Przyjmujac k=1 w nieréwnofci (1.4), otrzymamy |a,—1|<e
dla n>n, A wiec:
(1.8) Warunkiem Fkoniecanym zbiednosct dloceynu (1.1) jesi, by jego
wyrazy a, dasyty do 1.

Zie warunek ten jest jedynie warunkiem koniecznym, a nie
wystarczajacym, widaé chociazby na przykladzie iloczynéw (1.2),
ktére sa rozbiezne, pomimo ze ich wyrazy daza do 1.

‘Wobec tw. 1.3, dogodnie jest nieraz pisaé iloczyn (1.1) w postaci

(=]

(1.6) T (1 us).

n=1

Warunkiem koniecznym zbieznogei iloczynu (1.6) jest, by u,—-0.
W dalszych rozwazaniach korzystaé bedziemy z nastepujacego
lemmatu: ’

(1.7) Dla kasdego x rzeczywistego zachodzi nierdwnosé
(1.8) 14+oe.

Dowdd. Dla >0 nierdwnosé (1.8) jest oczywista (p. wzér (7.1),
Rozdz. I). Azeby udowodnié ja dla #<0, wystarczy zauwazyé, zZe
réznica e*—(1-4x) ma pochodng ujemny dla <0, a wige jest funkeja

malejaca w przedziale [—oco,0]. Réznica ta znika dla =0, jest
wiec dodatnia dla z<0. :

(1.9) Jezeli wszystkie liceby u, sa nieuwjemne, to warunkiem koniecz-
nym i wystarczajgcym zbiesnosei iloczynu (1.6) jest zbiedmodd szeregu
Uy Ug - ... '

Dowdd oprzemy na nastepujacych dwu nierdéwnoseciach:
(1.10) (L4 22) (14 tha) .. {14 10) =1 s+ U+ ... 4 Uny
(1.11) 1 up e,
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Nier6wnosé (1.10) jest oczywista, jezeli uwzglednimy, ze prawa
jej strona zawiera tylko cze§é wyrazéw powstalych po wymnozeniu
strony lewej i ze liczby i, %s,... 83 z zalozenia nieujemne. Nie-
réwnosé (1.11) jest konsekwencja nierdwnosei (1.8).

Oznaczmy teraz n-tq sume czefciowy szeregu -ty ...
przez s, za$ n-ty iloczyn czefciowy iloczynu (1.6) przez p,. Po-
niewaz liczby wy,%s,,... 83 nieujemne, cigg py, P, ... jest niemalejacy.
Jest on wiec zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony.
Rozwazmy teraz nieréwnogei:

(1.12) P21+ 8n, P

Pierwsza z nich jest identyezna z (1.10). Druga powstaje przez
przemnozenie nieréwnogei (1.11) dla k=1,2,...,n. Ze wzordéw (1.12)
widzimy, ze warunkiem koniecznym i wystarczajacym ograniczo-
nosei ciagu {p, jest ograniczonodé ciagu {s.}, co dowodzi naszego
tmerdzema

Tloezyn (1.6) nazywa sie zbiegnym bezwzgl@dm(’, jezeli zbiezny
jest iloczyn

(1.13) Q (1+fn)),

albo — co w mysl tw. 1.9 na jedno Wychodz1 — jezeli zbiezny jest
szereg S‘[un( Jezeli iloezyn (1.6) jest zbiezny, 7za$ (1.13) roz-

blezny, to méwimy, ze iloczyn (1.6) jest zbiesny warunkowo.

Iloezyn (1 1) jest wigc zbiezny bezwzglednie, jezeli zbiezny jest
szereg Z|an—1[

‘Udowodnimy obecnie, ze wlasnodci iloczynéw bezwzglednie
‘zbieznych sg analogiczne do wlasnosei szeregéw bezwzglednie zbiez-

nych.

(1.14) Jezeli iloczyn (1.6) jest zbiesny bezwzglednie, to:
(a) jest zbiesny w sensie zwyklym,
(b) pozostaje zbieiny po dowolnej zmianie porzadkw czynnikow,
(0) wartosé iloceynu wie zaledy od wuporzadkowania czynnikow.
Dow6d. (a) wynika z tw. 1.3 oraz nieréwnosci -

(1 |"un~|—k —1|
1+Iun+k| —1.

(1.15) @ 1) (1 ) .
S (A t]) (T4en ) ...
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Dla otrzymania tej nierdwnogci wymnézmy lewsg strone i skréémy
skladniki -1 i —1. Jezeli teraz zastgpimy wszystkie wyrazy przez
ich wartodci bezwzgledne, a nastepnie znéw wprowadzimy wyrazy
—+11i—1, to dtrzymamy strong prawy.

(b) wynika z (a) oraz z tego, ze zbiezno$é szeregu |uy|-+|ugl+-...
nie zalezy od porzadku wyrazéw.

Dla dowodu (c¢) mozemy przypuscié, ze zaden z ezynnikéw
iloczynu (1.6) nie znika. W przeciwnym bowiem razie jest oczy-
wiste, ze, jakikolwiek bylby porzadek czynnikéw, wartodé ilo-
czynu bedzie zawsze ta sama, a mianowicie réwna zeru.

Niech p, i pn 0znaczajs odpowiednio n-te iloczyny czesciowe
iloczynu (1.6) oraz iloczynu powstatego z (1.6) przez dowolng zmiang
porzadku wyrazéw. Po skréceniu czynnikéw wspolnych w liczniku
i mianowniku mozemy napisaé
Pn__ (l—}—ukl) (1—!—-’!1102) e

(1.16) pr (L+u) (T+ug) ..

(I+ug,)
(g,

Mamy tu ki<bsy<<...<km oraz ki<ks<..<km, pPrzy czym wskaz-
niki te zalezg od n. Poniewaz kazdy wyraz iloczynu (1.6) wystepuje,
dla » dostatecznie duzego, zaréwno w p, jak i w pn, przeto wskaz-
niki poczatkowe k; i ki rosng nieograniczenie, gdy n—-oo. Zauwazmy
teraz (por. (1.15) oraz nieréwnos$é (1.11), w ktérej mozemy zastapié
up przez |ud), ze

(L4 )) (T4 1) e (1A 20, ) — 1 << (- g ) (L) o (1t ) — 1<
<exp (j}z%l)——l exp ( E ) —
=1 1 =

i ze ostatnie wyrazenie dazy do 0, gdy n—-oco. Zatem licznik ulamka
(1.16) dazy do 1, gdy % rofnie nieograniczenie. To samo, przez sy-
metrie, mozna powiedzieé o mianowniku. Zatem p./p,—1 i czesé (¢)
twierdzenia jest udowodniona.

W przypadku, gdy wszystkie liczby 4, sg niedodatnie, mamy
twierdzenie analogiczne do (1.9), a mianowicie:

(1.17) Jezeli v,=0 dla n=1,2,..., to iloczyn

(1.18)

=38

(1—wy)

i

jest sbieiny wtedy i tylko wtedy, gdy =biedny jest szereg vi+v5+ ...
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Dowéd, Jezeli szereg v+ v,+.. jest zbiezny, to w mysl
twierdzer 1.9 i 1.14 (a) iloczyn (1.18) jest zbiezny.

Zal6zmy teraz zbiezno§é iloczynu (1.18) i niech p oznacza
wartosé tego iloczynu. Odrzucajac ewentualnie kilka pierwszych
czynnikéw, mozemy przypuscié, ze 1—v,>0 dla n=1,2,... Jezeli
wiec polozymy pn=(1—v1)(1—02)...(1—pn) 0TaZ Sn=01+ Vg~ ... Vp,
to podstawiajac do (1.8) w=—wi, gdzie k=1,2,...,n, 1 przemnaza-
jac stronami otrzymane nieréwnogei, dostaniemy, ze p, < e~

7 zatozenia zbieznogei iloczynu (1.18) oraz z tego, Ze wszyst-
kie jego czynniki sy dodatnie i nie wigksze od jednosci, wynika,
ze p,=>p>0 dla n=1,2,... Z nieréwnofei p,<e *n otrzymujemy
e~sn2p, a wige ciag {s.} jest ograniezony z goéry. Poniewaz liczby vy
83 nieujemne, szereg v;-+v,+... jest zbiezny i twierdzenie jest cal-
kowicie udowodnione.

Zajmiemy sie obecnie iloczynami funkeyjnymi, t.j. iloczynami
postaci

(1.19) g (1+un(2)),
gdzie u,(2), Uy(2),... 83 funkecjami zmiennej zespolonej 2. Jezeli

iloczyn (1.19) jest zbiezny w kazdym punkcie pewnego zbioru Z
i jezeli cigg iloczynéw czedciowych p,(2) tego iloczynu jest na

Z szbieiny jednostajnie, wéwezas mdwimy, ze iloeczyn (1.19) jest'

zbiegny jednostajnie na Z. W przypadku, gdy iloczyn jest zbiezny
jednostajnie w kazdym podzbiorze domknietym Z zbioru otwartego @,
bedziemy méwié, ze iloczyn jest zbiesny niemal jednostajnie w G.
(1.20) Jezeli ua2),ua(2), ..., Un(2), ...
nych w obszarze G, a szereq

(1.21) [ (2)] + [u2(2)] 4 ... + n(2)] + ...

jest jedmostajnic zbieiny i ogramiczony w G, wéweczas iloceyn (1.19)
jest dla ze@ 2biciny bezweglednie @ jednostajnic do pewnej funkeji

F(z) holomorficanej w G, pray ceym F(z) znika w G tam i tylko tam,
gdzie znika choé jeden ceynnik loczyn.

jest ciagiem funkeyj holomorfics-

Dowdd. Zbieznosé bezwzgledna iloczynu (1.19) wynika na-
tychmiast z zalozeh twierdzenia. Oznaczmy nastepnie przez M kres
gorny sumy szeregu (1.21) dla ze@. Jezeli p,(z) jest m-tym ilo-
czynem czeSciowym dla (1.19), to

|pn(2) |<H (1+ |ux(2 |<exp( {uk(z)l)<eXpM-
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Sprawdzamy natychmiast, ze pa(2)—pr—1(2)=pr1(2) ur(z) dla
k=2,3,... Zatem

pn(z)=p1(z>+k_§;[m(z)“pk-l (N =pa(e)+3 pa (2) ).

Prawa strona jest tu n-tg sumag czedciowy szeregu jedno-
stajnie zbieinego w @, gdyz |pr—i(2) us(2)|<|ur(2)| expM, zas szereg
|1y (2)| 4+ |ug(2)|+... jest z zalozenia jednostajnie zbiezny. Zatem
iloczyn (1.19) jest jednostajnie zbiezny w @, afunkcja F(z)=1im p,(2)
jest holomorficzna w G. oo

Pozostala cze$é twierdzenia, dotyczgea pierwiastkéw funkeji
F(z), jest konsekwencja samej definicji iloczynu zbieinego.

Udowodnimy obecnie twierdzenie o rézniczkowaniu logaryt-
micznym iloezynu funkeyjnego:

(1.22) Jeseli obszar G nie zawiera punkiu oo, to, pray zatoiemiach
twierdzenia 1.20, w kazdym punkcie ze @, w ktorym F(2)=3=0, mamy wzdr
F(z) U (2)

F(z) ——v=1 1+u.(z)’

t.zn. pochodna logaryimiczna iloczynu (1.19) jest réwna sumie pocho-
dnych logarytmicenych czynnikdw. Szereg po prawej strowie wzoru
(1.23) zawiera co najwyzej skonczonag ilosé wyrazow majacych punkty
osobliwe (bieguny) w G. Jeseli wyrazy te odrzucimy, to pozostaly szereg
bedzie zbiesny niemal jednostajnie w G-

(1.23)

Dowé6d. Z zalozenia wynika, ze wu,(2) dazy jednostajnie do
zera w @, gdy m—co. Moina wiec dobrad tak duzy wskaznik =g,
ze 14u,(2)==0 na zbiorze G, gdy v>n, W szczegblnodei dla »>n,
wyrazy szeregu (1.23) sa holomorficzne w G. Polézmy

B (2)= (14 thnyi1(2) {1+ 2 () oo (1 2 (2)
i niech @(2)=1im,(2). W mysl tw. 1.20, ciag {D.(z)} dazy jedno-

[jest w tym zbiorze ho-

dla  n>n,

stajnie do @(z)%};a zbiorze @ i funkcja [P(2)
lomorficzna.

Niech teraz Z bedzie dowolnym zbiorem domknietym, zawar-
tym w @ Wartodé bezwzgledna funkeji @(z), jako ciaglej i rézne]j
od 0 w @, jest w zbiorze Z ograniczona z dotu przez liczbe dodatnia 7.
Ze wizgledu na zbieznosé jednostajna ciggu {D,(2)}, bedziemy mieli
|®n(2)|>1Ln dla n>n,. Z drugiej strony, na zbiorze Z cigg pochod-
nych {@;,(z)} zmierza jednostajnie do @'(z) (por. tw. 6.1, Rozdz. II).
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Ot6z, jezeli @,(z)—~>P(2) oraz @, (z)—>P'(2) jednostajnie na zbio-
rze Z i jezeli |@,(2)|>4n dla n>n, i zeZ, wowezas

(=]

I AC) YR 71 S 1
B(2) 1300 Bn(2) nveo o 14u(2) P 14w (?)

przy czym ostatni szereg jest zbieiny jednostajnie na Z.
Dla dokoﬁczeni& dowodu twierdzenia wystarczy zauwazyé, ze

F(z) = @(z) H (1-[— u,,(z)) i ze dla skonczonej lichy ezynnikéw po-

chodna logalytnnczna iloczynu réwna s1@ sumie pochodnych loga-
rytmieznych czynnikdw.

[¢=]
GWICZENIA. 1. Dla |f| <1 mamy wazér [] (1+22")=1/(1—2), przy czym

- ne=
iloezyn po lewej stronie jest zbieiny niemal jednostajnie w kole K(0;1).

2. Jezeli a,+0 dla n=1,2,..., to warunkiem koniecznym i wystarczajacym
zbieznosei 1loczynu

(*) Uy Gy Olg e
jest zbiezno&é szeregu
% Loga,+Loga,+ Logas+ ...

Jezeli p oznacza warto§é iloczynu (x), zas$ s sume szeregu (§), to p=exps.
3. W éwiczeniu poprzednim warunkiem koniecznym i wystarczajacym
zhieznosei bezwzglednej iloczynu (%) jest zbieznosé bezwzgledna szeregu (f).
4. Twierdzenia 1.9 1 1.17 nie 83 prawdziwe dla dowolnych iloczyndéw (por.
np. dalej éw. 8). Wykazaé jednak, ze jezeli nzereg 2|u"12 jest zbieiny, to

warunkiem konieeznym i wystarczajacym zbieznosci iloczynu r ] (14+mw,) jest
zbieinosé szeregu 3 u,. ’

[Wsk. Dla |zlgl<g mamy |Log(l+42)—2| <Als]?, gdzie 4 jest stala.]

8. Ogodlniej, jezeli dla pewnego naturalnego & szereg Ziu"V"H jest zhiezny,
to warunkiem koniecznym i wystarczajacym zbieznoéci" iloczynu [7(1+1¢n)

n
jest. zbiezno&é szeregu Zun, gdzie v,=u, ,_u /2—|—u /3— .. -}-(—ﬂl)"‘lul";/lc.
o
6. Weimy pod uwage dwa iloczyny H (14u,),

n

(a) _ w,= (—1"/Vn dla n=1,2,...
(b) Uy, _=—1/Vn, Uy, =1/ 1/n dla n=1,2,...
Wykazaé, ze w przypadku (a) szereg 2’"’:1 ‘jest zbiezny, zad iloczyn

gdzie odpowiednio

[1(1+u,) rozbiezny (do 0), a w praypadku (b), na odwrdt, iloczyn [[(14-u,) jost

n
zbiezny, za$ szereg 'w, rozbieiny.
n

n
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7. Niech @ bedzie dowolnym obszarem, {¢,} ciagiem punktéw wszedzie gestym
na brzegu'B obszaru @, zai {b,} ciagiem punktéw, w ktérym kazdy punkt ¢
wystepuje nieskoficzenie wiele razy. Zalézmy dla prostoty, ze B nie zawiera
punktu co. Niech {a,) bedzie dowolnym ciggiem punktéw nalezgeyeh do G i ta-

kich, ze szereg >'la,—b,| jest zbieiny. Wykazaé, ze iloczyn
- P

o0 N
2—a
'k
*
(+%) . l l 2—b,
k=1

jest zbiezny bezwzglednieiniemal jednostajnie w @ oraz ze przedstawia funkeje
F(z), dla ktérej G jest obszarem naturalnym (p. Rozdz. VI, §4) (Osgood).

[Uwaga. Konstrukeja innych funkeyj o analogicznych wiasnofeiach byta po-
dana na str. 243. Gdyby brzeg Bnie zawieral punktéw odosobnionych, to moznaby
nie rozwazaé ciagu (b} i w iloczynie (%) zastapié b, przez ¢,. Zalozenie, e B nie
zawiera punktu oo, nie jest ograniczeniem 1stotnym, gdyz stosumc inwersje,
mozemy przyjaé, ze punkt co nalezy do G-]

8. Niech a;,a,.a;,... bedzie dowolnym ciggiem punktéw nalezacych do
kola, K=K(0;1) i takich, ze szereg ,V’ (I —la,]) jest zbiezny. Dowiedé, ze wéw-

czas w K. istnieje funkeja F(z) holomorficzua i ograniczona, pesiadajaca pier-
wiastki w punktach ay,a,,..., a poza tym rézna od 0. Jezeli liczba 0 wystepuje
w clagu {a;} dokadnie k razy ijezeli {b;} jest ciagiem tych wszystkich liczb o,
ktére sg rézne od 0, to wiasnodei te posiada np. funkeja

oa

z2—b.
Fe)=2* ’ Z L,
z——b;"

=1

gdzie bf:l/?ji, przy czym iloezyn po prawej stronie jest zbiezny bezwzglednie
i niemal jednostajnie w K. Pierwiastek z, funkeji F(z) ma krotno§é 1, jezeli
punkt z, wystepuje I razy w ciagu {a,) (Blaschke).

[Wsk. Por. Rozdz. 1V, § 4, éw. 1, oraz Rozdz. V, § 4.]

§ 2. Twierdzenie Weierstrassa o rozkladzie funkeyj
calkowitych na iloczyny. Funkcjami catkowitymi nazywaja sie
funkecje holomorficzne na calej plaszezyznie otwartej. Punkt w nie-
skonczonodei jest dla funkeji catkowite] punktem osobliwym, jezeli
pominiemy przypadek funkeji statej (por. tw. 5.11, Rozdz. IT).

Kazda funkeja catkowita F(z) da sie przedstawxc przez szeleg
potegowy
(2.1) X ey n

n=0
o nieskonczonym promieniu zbieznogci. Szereg ten wyznacza wartosé
funkeji F(z) dla kazdego skolczonego z. Z tego punktu widzenia
moznaby uwazaé, ze ze wszystkich funkeyj analityeznych funkcje
calkowite majg najprostszg budowe.
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Specjalng klase funkeyj catkowitych tworza wielomiany. Mozna
je okreglié jako takie funkecje calkowite, ktére jako osobliwogéd
w nieskoriczonofei maja co najwyzej biegun. Funkcje catkowite,
ktére nie sa wielomianami, nosza nazwe funkeyj calkowitych prze-
stepnych. Mozna je scharakteryzowaé przez wilasno$é, ze ich roz-
winiecia Taylorowskie (2.1) majs nieskonczenie wiele spotezynnikéw
réznych od zera. Inacze] méwiage, funkecje calkowite przestepne
maja w nieskoriczonogel punkt istotnie osobliwy. ‘

Niech P(z) oznacza wielomian stopnia n. Przypudémy dla pro-
stoty, ze wszystkie pierwiastki 21,2, ...,2, réwnania P(z)=0 83 rbine
od zera. Mamy wéwezas rozklad

P(z)=C (1—51) (1”‘5;) (1_%) ’

gdzie ¢ oznacza pewns staly (latwo widzieé, ze 0=P(0)). Rozklad
ten jest jednoznaczny. Poniewaz funkecje calkowite przestepne sa
uogdlnieniem wielomiandw, nasuwa sie pytanie, w jakim stopnin
jest to prawdziwe dla funkeyj catkowitych przestepnych. Zagad-
nieniu temu jest poswigcony § niniejszy. Rozpoczniemy od uwag
ogdlnych o pierwiastkach funkcyj catkowitych.

Niech F(z) bedzie funkecjy catkowita. Liczba jej pierwiastkéw
moze byé skonczona Iub nieskoriczona. W tym drugim przypadku
nie mogy sie one skupiaé do zadnego punktu w skofczonosei, chyba
ze funkeja jest tozsamodciowo réwna 0. Zatem, jeieli funkeja cat-
kowita posiada nieskoliczenie wiele pierwiasthéw, a nie jest tossamo-
Sciowo réwna zerw (przypadek ten wylaczamy raz na zawsze spod
rozwazan niniejszego rozdzialu), pierwiastki te dadeq sie ustawid
W ClQY  B1y83y..ey¥ny... dadqey do mieskohczonodei. Mozna np. upo-
rzgdkowaé je wedlug wartodei bezwzglednych rosnacych, t.zn. za-
tozyé, iz |oo|<leo|<|egl<... Ze nic ponadto o pierwiastkach og6lnej
tunkeji catkowitej nie da sie powiedzied, wynika z nastepujacego
twierdzenia: ‘

(2.2) Jezeli #1322y ve03 8y . jest dowolnym ciagiem liceb zespolonych
v 2 —>00, to istnieje funkeja calkowita F(z) enikajaca w punktach
2122 ey Znyaee 4 UYlkO W tyeh punkiach.

(Nalezy pamietaé, ze nie wszystkie WYTazZy Ciagu 2i1,%a,...,2...
muszg b'yc od siebie rézne. Jezeli jakad liczba ¢ wystepuje w ciggu
df)kladme I razy, znaczy to, iz F(z) ma posiadaé w punkcie z={
pierwiastek I-krotny.)
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Zatézmy poczatkowo, ze wszystkie liczby 2, 83 rézne od zera.
Jezeli |2, zmierza do oo tak szybko, iz szereg D'1/[z,] jest zbiezny
n=1

(np. gdy 2,=n?), to latwo znaleZé szukang funkeje. Wystarczy
polozyé

(2.3) F(z):ﬁ(1~%),

n=1
gdyz ze wzgledu na tw. 1.20 iloczZyn (2.3), ktéry jest niemal jed-
nostajnie zbiezny w calej plaszezyzZnie otwartej, przedstawia funkeje
catkowity, majgeq pierwiastki w punktach z,2,,... i tylko w nich.

Jezeli jednak szereg ) '1/|¢, nie jest zbieZny; to iloczyn (2.3)
n=1

moze byé rozbiezny i nie przedstawiaé¢ zadnej funkeji.

Istotny pomyst w tej dziedzinie zawdzieczamy Weierstrassowi.
Pomyst polega na tym, zeby kazdy wyraz iloczynu (2.3) zaopatrzyé
w dodatkowy |czynnik, ktéryby z jednej strony uzbieznit iloezyn,
a z drugiej nie wprowadzil nowych pierwiastkéw. Poniewaz funkecja
wykladnicza ¢* nigdzie nie znika, naturalne bedzie wyzyskanie
jej dla zbudowania czynnikéw uzbiezniajaeych. W tym celu wpro-
wadzimy funkcje

81(2)=(1—2) gz+z2/'2+...+zl,/;.’

gdzie 1=1,2,... Polézmy ponadto &;(2)=1—z. Funkcje 6:(2) maja
tylko jeden pierwiastek: w punkecie z=1. Dla #=0 mamy & (z)=1.
W dowodzie tw. 2.2 istotng role odgrywaé bedzie nieréwnoddé:

(2.4) |6:(2)—1 <8l dla o3

~ Dla 2=0 nieréwnogé ta jest oczywista. W przypadku, gdy i>1
oraz l¢|<l, mamy 1—z=expLog(l—z)=exp(—~z—=22/2—2%/3—...).
Zatem

co LV
2y I
g;_ (z) = —;' - W
v==24-1

(2.5) §,(s)=expyg,(?), gdzie

Jezeli wiec zatozymy dodatkowo, ze |2|<%, to

PRSI N ey
» <2v£1|2| =51 <

«Q

(2.6) g, ()< D)
~,

Dla dowodu (2.4) potrzebne nam beda jeszcze dwie nieréwnosci
nastepujgce:

(2.7) |g:_.‘1|< gm__l, er—1< xe",
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gdzie ¢ oznacza dowolng liczbe zespolong, a @ rzeczywista. Pierwszg
z tych nieréwnodei otrzymamy, zastepujac w rozwinieciu ef—1 na
szereg potegowy kazdy wyraz przez jego wartod§é bezwzgledng,.
Druga nier6wno$é wynika z (1.8), jezeli zastgpimy tam przez —u.

By zakoriczyé dowod nieréwnodei (2.4), wystarczy zauwazyd, iz

) A+1 .
igz(z) __1|= leg,{(z)_llg. Glg;'(z)]——'1< 'gl(z” el!/;_(z)i < [z|'7'+1 6IZI < 3 Iz"H‘i’ K

gdys explet'<e<d dla [4<i.

Do dowadu tw. 2.2 potrzebny nam bedzie jeszeze lemmat
nastepujacy:

(2.8) Jezeli ciqglliczb {2y daty do nieskohiceonodel, pray ceym g,==0
dla n=1,2,..., wowczas isinieje ciqg liceb naturalnych Ay, Ay,... takich,
2e szereq

e A1
- nt

(2.9)

2

&n

- jest jednostajnie zbieiny w kazdym kole K(O;R) przy R<<co.
‘Wystarczy potozyé np. i,=n—1. Istotnie, poniewaz dla wszyst-
kich » dostatecznie duzych [e,|>2R, zatem, jezeli [¢/<R, to dla
wszystkich tych # bedzie : :
o R n 1
<)

Aptl
co wlagnie dowodzi jednostajnej zbiesmofei szeregu (2.9) w kole
K(0; R).
Udowodnimy teraz tw.2.2 w nastepujacej bardziej sprecyzo-
wanej postaci:

2
Zp|

K4

= Fa

(2.10) Jezeli zy,2y,....2n,... jest dowolnym ciggiem liceb réimych od 0
i zmierzajacych do oo, to istwieje funkcja calkowita F(z), majqca
pierwiastki w punktach z,2s, ..., 24, ..., 0raz pierwiastek o krotnodei k=0
w punkecie 0, a poza tym wszedwie réina od 0.

Jeseli {A} jest dowolnym ciagiem Tliced naturalnych takim, se
szereq (2.9) jest zbiesny niemal jednostajnie w calej plaszczyénie otwartej,
to funkeja taka moze byé okreslona praez dloczyn bezwzglednie zbiciny

@11 =[[s, (i) — ot (1__i> {i 1 ﬁ) Y EANN
n=1 & #n n]:..-z R o < }_ 2 Zn + “i /1,, &n }

n
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Dowdd. Stosujac tw. 1.20 i piszac &, (¢/2,)=1+[8; (2/e,)—1],

widzimy, ze iloczyn (2.11) jest niemal jednostajnie zbieiny w plasz-

czyZnie otwartej do funkeji calkowitej, jezeli tylko szereg

n=1

jest jednostajnie zbiezny w kazdym kole K(0;R) o promieniu skoriczo-
nym. Ot6z, jezeli || <R, to dla wszystkich n wiekszych od pewnego n,
bedziemy mieli [z/e-|<<} i stosujgc nieréwnodé (2.4), widzimy, ze dla
n>n, wyrazy szeregu (2.12) nie przekraczaja 3|z/z,,|’1"+1. Wiystarezy
teraz zauwazyd, ze szereg (2.9) jest w mysl zalozenia zbiezny
jednostajnie dla |2|<R. :

Ze funkecja F(z), okreflona przez iloczyn (2.11), ma przepisane
pierwiastki, jest oczywiste. Tw. 2.10 jest wiee udowodnione.

Rozumowanie powyzsze zachowuje swa moc, gdy ciag 2,2,,...
jest skoticzony. Mozemy wtedy polozyé A==2Ay=...=0 i iloczyn (2.11)
redukuje sie do wielomianu.

Przypusémy teraz, ze dwie funkeje caltkowite #(z) i G(2) maja
te same pierwiastki, odpowiednio z tymi samymi krotnosciami.
Tloraz ich H(z) =G (2)/F(2) jest funkecja calkowity nigdzie nie
znikajacg. Odwrotnie, jezeli H(z) jest dowolng funkejg catkowita
nigdzie nie znikajgca, funkeja G(z)=F(2)H(2) ma te same pierwiastki
co F(z). Zatem, najogdliniejsza funkeje catkowitq, majacq te same
pierwiastki co funkcja catkowita F(z), moina przedstawié w postact
F(z) H(z), gdzie H(z) jest dowolng funkcjg catkowitq nigdzie nie
znikajaca.

Z drugiej strony wiemy juz (por. tw. 3.1, Rozdz. IV), ze
kaida funkcja catkowita H(z), wszedzie rdééna od 0, daje sig wyrazié
WEOTeIN

H(z)=¢"®,

gdzie h(z)=log H(z) jest rdwniez funkcjq cotkowitq. Biorge to pod
uwage i opierajge sie na tw. 2.10, otrzymujemy wniosek naste-
pujacy:

(2.13) Jezeli F(z) jest funkejg catkowity, majacq pierwiastek k-krotny
w punkcie 0, zas 2,,2,, ... jest ciagiem réinych od 0 pierwiastkéw funkeji
F(z), wowczas

9 (2) ok i 2{+%(;)2+"'+%(z1)2ﬂ
(2.14) Fz)=e¢ z‘]](l——;ﬂ)e n ' 2z nienl

n
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gdzie h(z) jest fumkcja catkowitd, za$ Ticeby natumme .ll, Ay ... Majq g
wlasnodé, se szereg (2.9) jest niemal jednostajnie zbieény w plaszeryé-
nie otwarte]. o . o

Tloceyn (2.14) jest 2biedny bezweglednie © niemal jednostajnie
w plaszceysnie otwartej. W szezeqdlnoder warto$é dloczynu (2.14) nie
zalesy od porzadku czynnikéw.

Twierdzenie to, udowodnione przez Weierstrassa, gra po@stawowad
role w teorii funkeyj catkowitych. Jest ono odpowiednikiem
twierdzenia o rozkladzie wielomianu na czynniki liniowe. Rozklad
(2.14) nie jest jednak jednoznaczny, gdyz ciag {%.) moze byé wy-
brany na rézne sposoby. Szczeg6lnie wainy jest przypadek, gdy na
A1y A2y wery Ay ... MOZemy wzigd jedng i te samgy liczbe A. Bedzie tak
zawsze, gy szereg

(2.15)

jest zbiezny.

Funkeje & (2/2,) nNO0SzZd Nazwe ceynnikdow pierwszych Weier-
strassa, a sam rozklad (2.14) nazywa sig zazwyczaj rozkladem funkeji
caltkowitej ma czynmiki pierwsze. Wyrazenie &, (z/2,) réini sie od
wyrazenia liniowego (1—=2/2.) obecnofeiay czynnika wykladniczego.
Ozynnik ten nie posiada pierwiastkéw i wprowadzenie go mialo Ina
celu uzbieznienie iloczynu (2.3).]

Zastosowanie wzoru (2.14) w poszcezegdélnych przypadkach moze
nastreczaé trudnodei. Gléwng z nichfjest znalezienie funkecji A(z).
W dalszych §§ niniejszego rozdzialu poznamy twierdzenia, ktore
oddaja duze ustugi przy stosowaniu tego wzoru. Kilka konkretnych
przykladéw znajdzie lezytelnik nizej w § 5.

CWICZENTIA. 1. Niech a,,a,,... bedzie dowolnym ciagiem punktéw réznych
od 0, nalezacyeh do kola K=XK(0;1) i zmierzajacych do okregu tego kola.
Wykazaé, ze istnieje funkeja F(2) holomorficzna w K, majaca pierwiastlki
w punktach an, pierwiastek k-krotny w punkeie 0, a poza tym réina od O.
Jezeli polozymy an=|anle¥n i bn=6n, to funkeja F(z) dana jest przez wzér

[=e]
- h(2) h Z—0Qan , Gn—Dbn
F(r)=e z]]#“z—bn U'Zn(z—-b,, .
n=1

gdzie h(z) jest funkeja holomorficzng w K, A, sg liczbami naturalnymi stosownie
dobranymi, zaé &1, czynnikami pierwszymi Weierstrassa (Picard).

[Wsk. Dowéd analogiczny do dowodu tw. 2.13.]

icm

[§3] Twierdzenie Mittag-Lefflera. 289

2. Niech {z;} bedzie ciaggiem réinych liczb zespolonych dazacych do oo,
{1y dowoluym ciagiem liczb zespolonych, zas w(z2) funkeja catkowits o pierwiastkach

. (==}
jednokrotnych w punktach z,. Wykazaé, ze jezeli szereg Z]a;k/zkw’(zkﬂ jest

S @) k
Ny w(z
F(z)= 5—,--——
w'(2,) 2—2,
‘ k=1
przedstawia funkeje catkowita, przyjmujaca wartoéei », w punktach z, (por.
Rozdz. IV, § 7, éw. 2).

3. Niech {2,} bedzie ciagiem réznych liczb zespolonych, odmiennych od 0
i dazacych do oo, a {5,) dowolnym ciagiem liczb zespolonych. Wykazaé, ze

zawsze istnieje funkeja calkowita przyjmujaca dla 2=z, wartoéei 5,. Funkeje
takg okreslié mozna np. wzorem

o w(@) [z \ 7k
Y g
F(N)_‘Z w’(zk) Z—‘Zk (-z:) ’

k=1

zbiezny, to wzér

gdzie w(2) jest dowolng funkeja o pierwiastkach jednokrotnyeh w punktach z,,
zad ¢, sa liezbami catkowitymi nieujemnymi. (Czynniki (z/zk)qk grajg tu te sama
role co czynniki &, w iloczynie Weierstrassowskim. Wprowadzenie ich ma na
celu uzbieznienie szeregu, okreélajacego F(z).) Gdybysmy cheieli uwzglednié
jeszoze punkt 2,=0, to do szeregu okreslajacego F(z) nalezaloby dorzucié wyraz
70 0(2) /20’ (0), zakladajae, ze ©(0)=0, a ®’(0)=0 (Pringsheim).

§ 3. Twierdzenie Mittag-Lefflera o rozkladzie funkeyj
meromorficznych na ulamki proste. Funkeje F(z), meromor-
ficzng w plaszezyznie otwartej, bedziemy nazywali w niniejszym
rozdziale po prostu funkcjq meromorficenqg. Jedynymi osobliwogciami
funkeji meromorficznej, polozonymi w skoriczonosei, s3 bieguny.
Biegunéw tych moze byé ilo$é skonezona lub nieskonczona. W tym
drugim przypadku, poniewaz nie moga sie one skupiaé do zadnego
punktu w skoiiezonogei, mozna je wszystkie ustawié w cigg nie-
skoneczony zi,zzy...,2n,..., gdzie &,—co.

Wiemy juz (por. tw.7.3, Rozdz. III), ze funkeja meromor-
ficzna F(z), majgca tylko skonczona ilogé biegunéw na plaszezyznie
domknietej, jest funkeja wymierng Oznaczajac przez 25,2s,...,%, te
punkty w skoneczonogei, w ktéryech F(z) posiada bieguny, mamy
wzér (p. tw. 7.5, Rozdz. I1T)

(3.1) Ple)= j‘e( L)+,

g—&;
gdzie funkcje Gy(z),Go(2),...,Gr(z) 1 Plz) s3 wielomianami, przy
czym G,-(l J(z—=z)) jest czedcia gtéwna funkeji F(z) w biegunie ;. Bio-

8. Saks i A. Zyrmund. Fonkeje analityezne. 19
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rac za Gy, Gs,...,Gx i P dowolne wielomiany, otrzymamy najogél-
niejszg funkcje wymierng. Wzér (3.1) — rozklad funkeji wymiernej
F(2) pa ulamki proste — uwidoeznia zachowanie sig funkeji F(z)
w otoczeniu jej punktéw osobliwych.

W § niniejszym zajmiemy sie wyprowadzeniem analogicznego
wzoru dla ogélnej funkeji meromorficznej. Udowodnimy w tym, celu
przede wszystkim, ze poza warunkiem g,—>-oo bieguny funkeji me-
romorficznej (w przypadku gdy jest ich nieskoriczenie wiele) nie po-
dlegaja zadnym innym ograniczeniom. Podobnie, czesei gléwne dla
punktéw polozonych w skoriczonogei moga byé przepisane z gory.
Dokladniej:

(3.2) Niech 2y=0,2,25, ... bedzie dowolnym ciagiem rogmych liczb
skoriczonych emierzajacych do oo i miech {Ga(2)), gdezic n=0,1,2,..,
bedzie dowolnym ciggiem wiclomiandw, o wyrazach statych réwnych 0.
Istnieje wowczas funkcja meromorficena F(z), holomorficena w skosi-
c20n08¢i P02 co najwyie] PUnktami 2y, 2 2g,..., PTRY CRYM c2eseiq glowna

funkeji F(z) w punkcie 2, jest G ;;1—2— gdrzie n=0,1,2,...

?
Zastrzezenie, ktére§my zrobili w tym twierdzenia co do wielo-
mianéw G,(2), jest naturalne, gdyz w mysl definicji cze$é gldwna
rozwiniecia funkcji w otoczeniu punktu osobliwego nie zawiera
Wyrazu statego (p. str. 132). Nie wylgezamy poza tym mozli-
wosei, ze niektére z wielomiandéw @, sg tozsamogciowo réwne zeru,
a wiee ze odpowiednie punkty =2, sa punktami holomorficznodei

funkeji F(z).
W pewnym szezegélnym przypadku dowéd twierdzenia 3.2

o]
jest natychmiastowy. Przypudémy mianowicie, ze szereg 2(7',, ( ziz )

n==]

jest jednostajnie zbiezny w kazdym kole skoezonym K(0;R), jezeli
tylko odrzucimy wyrazy majace bieguny w tym kole lub na jego
brzegu (jest tak, w szczegbélnodei, zawsze, gdy liczba biegundw
jest skonczona). Wowezas mozemy polozyé

(3.3) F(z):%'an (-é_—fz—) .

Ze funkcja F(z) moze mieé osobliwodci wylacznie w punktach
Zgy%y-.., jest jasne. Z tego tez powodu, odrzucajac w szeregu (3.3)
wyraz odpowiadajacy n=m, otrzymamy funkcje holomorficzng
w punkcie s=2,. Dodajac odrzucony wyraz z powrotem, widzimy,
ze F(z) ma w 2n biegun o czedci gléwnej @ (1/(z~—~z,,,)).
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Na og6l jednak zalozenie zbieznoseci szeregu (3.3) nie jest
spelnione. Dla przezwycigzenia tej trudnosei zastosujemy sposéb
analogiczny do uzytego przez nas przy rozwijaniu funkeji catkowite]
na iloczyn nieskonczony: od kazdego skladnika szeregu (3.3) odej-
miemy pewien wyraz, ktéryby z jednej strony nie wpltywat na cha-
rakter osobliwogei, a z drugiej strony czynil szereg zbieznym.

Dowdéd tw. 3.2 oprzemy na nastepujacym lemmacie:

(3.4) Niech H,(z),H,(2),... bedzie ciqgiem wielomiandw lakich, Ze szereg

(3.5) &, (%) 4 S‘ Gn( E
n=1

2—2n
jest zbiesny bezwzglednie je(lnostdjnie w kazdym kole K(0;R) o pro-
mieniu skohiczonym po odreuceniu skoiiczone] liczby wyrazéw majgeych
osobliwodei w tym kole lub na jego brzeqgu. Wowezas suma F(2)
szeregu (3.5) jest funkcjq czynigeq zadod$é twierdzeniu 3.2.

)fﬂn (z)}

Dowéd. Rozumujemy tak jak przy szeregu (3.3). Funkeja F(z)
moze mieé osobliwosei wylgeznie w punktach zy,2,2,..., & odrzuca-
jac w szeregu (3.5) m-ty wyraz, otrzymamy funkcje holomorficzng
w punkcie 2. Dodajac ten wyraz z powrotem, widzimy, ze czesé
gtéwna funkeji F(z) w punkeie 2, jest ta sama co czesé gidwna
funkeji G (1/(z—2m))—Hn(2) (ewentualnie funkeji Go(1/e), jezeli
m=0), a wiec jest réwna Gm(l/(zmzm)). Lemmat 3.4 jest wige
udowodniony.

Dla znalezienia wielomianéw Hn(2), posiadajacych wlasnosei
wymagane wtym lemmacie, przypusémy, ze m>0, i rozwazmy roz-
winiecie funkeji G,,,(l/(z—-zm)) na szereg potegowy w otoczeniu
punktu O:

(3.6) Gm(

) = ¢ + oM z+ i 2% - ...

B—2&m

Szereg ten jest zbiezny w kole K(0;[¢a), a w kole K(0;%|em|) zbiez-
no$é jego jest jednostajna. Niech Hn(2) oznacza sume czesciows

‘szeregu (3.6), taka, by

(3.7) dla  2eK(0;%]em]).

GIII( - 1

o —
~ ~m

)— Hulz)|<27™™

Wrykazemy, ze wowczas szereg (3.5) bedzie spelnial zalo-
zenia lemmatu 3.4. Ustalmy w tym celu R>0 i przypuéémy, Ze
R<llzn| dla m>=m, Nieréwnosé (3.7) bedzie wiec spelniona dla
2eK(0;R), jezeli tylko wskaznik m nie bedzie mniejszy od me.
19%
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Stad wynika, ze odrzucajac w szeregu (8.5) pierwszych My wyrazow,
otrzymamy szereg jednostajnie zbiezny w K(0;R). Oczywidcie
szereg (3.5) bedzie réwniez jednostajnie zbiezny w K(0;.R), jezeli
tylko odrzucimy w nim wyrazy majace w tym kole osobliwogci.
TUdowodniliémy wi¢e istnienie wielomiandéw Hn(z) spelniajacych
zalozenia lemmatu 3.4. Tym samym zostalo udowodnione tw. 3.2.

Jezeli F(z) i Fy(2) sa dwiema funkejami spelniajacymi warunki
tw. 3.2, to réznica Fy(2)—F(2)=H(z) jest funkcjg catkowita. Od-
wrotnie, jezeli H(z) jest funkcja catkowita, zaf F(z) spelnia warunki
tw. 3.2, to i Fy(s)=H(2)+F(2) spelnia te warunki. A wigc:

(3.8) Najogdlwiejsza funkeja F(z) spetniajaca warunki tw. 3.2 dana
jest przez wzor

1 s 1
(3.9) F(z)=H(z)+Go(g)+ 2> {Gm{*m)—fzum},

&&m
m=1

gdzie H(z) jest dowolng fumkeja catkowitq, za$ {Hu(z)) ciqgicm
wielomiandw takich, ée szereg po prawej stronie wzoru (3.9) jest zbieciny
jednostajnie i bezwzglednie w kasdym kole X(0;R) o promieniu skovi-
czonym po odrauceniu skoriczone] liczby wyrazow majqcych osobliwodei
w tym kole. Za Hny(2) mosne wezial kazdg dostatecznie dalekq sumg
cze$ciowq szeregu (3.6).

Twierdzenia 3.2 i 3.8 zawdzieczamy Mittag-Lefflerowi. Roz-
winiecie (3.9), ktére nazywa sie zazwyczaj rozkladem funkcji
meromorficznej ma utamki proste, odgrywa w teorii funkeyj mero-
morficznyeh role analogiczng do rozkladu Weierstrassowskiego
w teorii funkeyj catkowitych. Oczywideie rozklad (3.9) nie jest
jednoznaczny.

Uzupelniajgc tw. 3.8, rozpatrzymy nieco szezegélowiej przy-
padek, gdy punkty zg,2;,2,... §8 biegunami jednokrotnymi. Niech
@y Oy Oy ... OzDACZAJQ Odpowiednie residua. Woéwezas dla m>0
mamy wzoér

2

‘ 1 a VK
3.10 , =g =
( ) G (z—z,,,) —2m Zam 2

pe=0 m

prey [el<leul-

Oznaczajac przez H, sume pierwszych A,-+1 wyrazow szeregu
(3.10), otrzymujemy po prostym rachunku

(3.11) G (_—1_) — Hn(#) =anm (i)xmﬁ_],_.

—2m Cm =2

icm
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Mozemy tu wziaé za {4.} dowolny ciag liczb catkowitych nie-
ujemnych, byleby szereg o wyrazach (3.11) byt zbiezny bezwzglednie
i jednostajnie w kazdym kole K(0;R) po odrzuceniu ewentualnie
kilku pierwszych wyrazéw. Wystarezy np., by spetnione byly nie-
réwnosei (3.7).

W zastosowaniach spotykamy czesto Przypadek, ze wszystkie
residua a, 3 ograniczone co do wartosci bezwzglednej przez pewng

liczbe dodatnig C. ;Wéwczas wystarczy na Am wybraé liezby takie,
“IIZ~+_1

by szereg EI—:— byl jednostajnie zbiezny w kazdym kole
“m

K(0; R) przy R<4 oo (por.lemmat 2.8). Istotnie, jezeli |2m|>R+1,
co zachodzi dla wszystkich dostatecznie duzych m, to dla 2cK(0; R)
Wartos’;ﬁ Eezwzgl@dna, prawej strony réwnosci (3.11) nie przekracza
Clzfew] ™.
W szezegdlnosei, jezeli szereg ZH% jest zbieiny dla
Zm
pewnego catkowitego 1>0, mozemy przyjaé A =IA,=..=21.

Udowodnimy obecnie twierdzenie nastepujgce:

(3.12) Warunkiem koniecanym i wystarczajacym na to, by funkeja F(z)
byta meromorficzna, jest aby bylta ilorazem dwu funkeyj catkowitych
Gi(z) i Gy(z), 2 ktdrych Go(z) nie znika todsamodciowo.

Dowéd. Wystarczalno§é warunku jest oczywista, gdyz
jezeli G4(2) 1 Gy(») s calkowite, to iloraz F=@&, /G, jest holomorficzny
w kazdym punkcie, gdzie mianownik nie znika, i moze mieé co naj-
wyzej bieguny w punktach, gdzie G,(2)=0. Dla dowodu koniecz-
noseci, oznaczmy przez Gy(z) funkcje catkowity, ktérej pierwiast-
kami sg bieguny F(z), przy tym krotno§é pierwiastkéw Gy(z) ma
byé ta sama co krotnosé odpowiednich biegunéw F(z). Wobec tego
iloczyn F(z)G,y(2) bedzie pewna funkeja calkowita G(z). ‘

Zauwazmy, ze—jak wynika z samej konstrukeji — pierwiastki
funkeyj G4(2) 1 Gy(2), rozwazanych w dowodzie koniecznogei warunku,
sg rozlaczne, t.zn. ze pierwiastki funkeji F(z) sg identyczne z pier-
wiastkami funkeji Gy(2), za bieguny F(z) z pierwiastkami Gy(z).

CWICZENIE. Wyprowadzié tw.2.2 Weierstrassa z tw. 3.2 Mittag-Lefflera.

[(Wsk. Jezeli 2,2,... jest ciagiem réznych punktéw dazacym do oo,

Ny g, ... dowolnym ciggiem liczb naturalnych. zaé F(z) funkeja catkowity majaca

keie 2, czedé gldwna n/(v—z,) dla k=1,2,....]
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§ 4. Metoda Cauchy’ego rozwijania funkeyj meromor-
ficznych na ulamki proste. Gléwng trudnodé w stosowaniu
twierdzenia Mittag-Lefflera do przypadkéw konkretnycl} stanowi
(analogicznie jak w twierdzeniu Weierstrassa) wyznaczenie funkeji
catkowitej H(z), wystepujacej we wzorze (3.9). Z tego‘wzgl(gdu zagha-
guje na uwage pewna metoda, podana jeszeze przed. l\{.[ltt:ag-]}efﬂeren%
przez Cauchy’ego, ktéra pozwala otrzymad rozwinigcia na wlamki
proste dla dodé obszernej klasy funkey]j meromorﬁcznych.‘

Niechaj F(z) bedzie funkcjs meromorficzng o biegunach

bedzie czedeiy gléwnag funkeji

21,22y .00y Zmy... 1 Diech G —

F(z), odpowiadajaca biegunowi zn. Dogodnie bedzie zalozyd, ie
#=0 jest punktem holomorficznodei. Gdyby tak nie bylo i gdyby
Go(1/2) bylo czedcig gtéwng funkeji w punkeie =0, stosowalibydimy
dalsze rozwazania do funkeji F(2)— Gy(1/2).

Niech C=0(0;R), gdzie 0<RE<+4oco, bedzie dowolnym okre-
giem, nie przechodzgcym przez Zaden z biegundw funkeji F(z). Roz-
wazmy catke 1 P(2)

2m t—z i,

gdzie z jest dowolnym punktem lezacym w kole K=K (0;R) i od-
miennym od 2,2,... Calka ta rézni sie od F(2) o sume residudéw
tunkeji F(£)/({—2), rozciagnigty na te sposréd punktéw =iz, ...,
ktore lezg w kole K. Niech 2, jbedzie jednym z takich punktéw,
738 Gm(1/({—2m)) odpowiadajaca mu czefcia glowng funkeji F(¢).
Wykazemy, ze residuum g, funkeji F()/({—=2) w tym punkcie
wynosi —Gn (1/(z—zm)). Residuum to jest réwne residuum funkeji
O (L) =Gm(1/(E—2m))/({ —2) W punkcie z,. Funkeja @n(¢) jest
holomorficzna w kazdym réinym od z, i 2z punkeie plaszezyzny
domknietej. Niech ¢ oznacza residuum funkeji @,(¢) w punkcie 2.
Latwo widzieé, ze o = m(1/( m)). Poniewaz z iz lezg w K,

wige 2zi(0,,+0,) jest réwne catce funkeji @,,(¢) wzdluz . Za-
uwazmy teraz, ze @,() jest funkeja holomorficzng w dopel
nieniu kota K i ze rozwinigeie jej na szereg Laurenta Za,,/é"
n=0

0 frodku oo jest zbiezne jednostajnie na okregu €. Calke funkeji
On(l) wzdluz C otrzymamy wige, calkujge wzdluz ¢ szereg Lau-
renta wyraz po wyrazie. Poniewaz jednak D,.(L) posiada w punk-
cie oo pierwiastek co najmniej dwukrotny, przeto ao_. ay==0 i calka
funkeji @,(¢) wadhuz ¢ jest rowna 0. Zatom 0n=—0,(1/(z—2,)).

icm
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W zwigzku z poprzednimi uwagami daje to nam wzér

(4.1) P(2) 29( ﬂ) 2m F 5)

gdzie wskaznik (¢ pod znakiem sumy oznacza, ze uwzgledniamy
wylacznie bieguny z, lezace wewnatrz K.
Niech % bedzie dowolng liczba naturalng. Poniewas

1 1 1. = &t &k
T—e ta—ef) ot ta tary
przeto
1 rFC) ..
(4.2) —2—75"; C—zdc“_

1 1 gh—1 '
=5, F(f)( cf* _ ) Bt g z/c

Pierwsza calka po prawej stronie jest réwna sumie residudw
funkeji podcatkowej w punkcie =0 oraz w punktach 2, lezacych
wewngtrz C. Przyjmijmy z,=0 i niech Om=0C(2m;¢), gdzie ¢ jest
tak male, by wszystkie kola XK(2m;e) (o $rodkach wewnatrz K)
lezaly na zewnatrz siebie. Rozwazane residua sa réwne

1 il i1

a wige 83 wielomianami stopnia <% wzgledem 2. Oznaczmy je dla
m=0 przez Hy(=), za$§ dla m>0 przez —H,(z). Poniewaz =0
jest punktem holomorficznodei funkeji #(¢), wiec Hy(z) jest sumg
pierwszych k& wyrazéw rozwiniecia F(z) na szereg potegowy w otocze-
niu punktu 0. Biorac to pod uwage, otrzymamy z (4.1) i (4.2):

4 11 (&—1)
(4.4) F(z):F(O)—]—Fl('O)Q_i_P 0) oy . +1*(’ ()O)zk_ur
N 1 2 F({)
+2{ o) H"'(z)}“_@ Ti—a %

Zeby wyznaczyé wielomian Hpy(2) dla m>0, zauwazmy, ze
w calce (4.3), rownej —H,(2), mozemy zastapié funkeje F(Z) praez
jej czesé glowng G(1/(C—ew)) w punkcie g,. Niech ¥,(Z) oznacza
nowy funkeje podealkows. Zatem —H,(z) jest residuum funkeji
Yi(l) dla (=g, Funkeja ta posiada tylko dwa punkty osobliwe:
C=2n i {=0, a poniewaz ¥,(¢) ma w nieskonczonogei pierwiagtek


pem


296 ~ ROZDZIAL VII. Funkeje calkowtte.

przynajmniej dwukrotny, wiec suma residuéw w tych dwu punk-
tach jest réwna 0. Ale residuum funkeji ¥n () w punkeie (=0
jest réwne sumie k pierwszych wyrazéw w rozwinigciu funkeji
G,,,(l/(z——zm)) na szereg Taylora w otoczeniu punktu z=0. A wiec
wielomiany Hn(2) we wzorze (4.4) sq, dla m>0, réwne sumie & pierw-
szych wyrazow w rozwinigeiu funkeji Gy (1/(z——zm)> na Szerey Potegowy
w oloczeniu punkiu 2=0.

Przypu$émy teraz, ze istnieje ciag okregéw O =((0 s Ry)
0 promieniach nieograniczenie rosnacych i takich, ze

4.3)  |FQ)|<alt® da teC®,  gdzie en—0, gdy n—>oco.

Zastapmy C przez C” we wzorze (4.4). Calka tam wystepujgea
bedzie zmierzaé do 0, gdy n—»oo. Jezeli bowiem R, przekroczy R
to warto$¢ bezwzgledna catki nie bedzie wigksza od liczby

Izlk.Ean’ EnRﬁ =\zlk &n Rn
97 BE(Bu—ld]) Bn—le]’

zmierzajacej do 0 wraz z 1/n.
Tak wiec otrzymujemy z (4.4) nastepujacy wazor:

k-1
(4.6) F(z):ZO'F(")(O) §;+ 2> [Gm ( . _1%” )— H,,,(z)J,

w ktérym ostatni szereg rozciagniety jest na wszystkie bieguny
funkeji F(2) polozone w skoriczonosei.
Nalezy jednak pamietad, iz szereg ten otrzymali§my jako granice

sum Y dla m—oco, tak, ze musimy tu na ogol zwracad uwage na
¢l

porzadek wyrazéw oraz laczyé pewne wyrazy w grupy. Jezeli jednak,
jak nieraz sie zdarza, szereg w (4.6) jest zbiezny bezwzglednie, to
zar6wno porzadek jak grupowanie wyrazow nie grajg roli. Oczywi-
seie rozklad (4.6) podpada pod ogélne twierdzenie Mittag-Lefflera,.

Streszezajge, otrzymujemy nastepujace twierdzenie Cauchy’ego:

(4.7) Niech F(z) bedzie funkejq meromorficzng, majacq  bieguny
w punktach 2,2,... réinych od oo, holomorficeng dla 2=0 3 takq,
ze dla ciagu okregow C™=C(0;R,) o promieniach nicograniczenie
rosngeych spelniony jest warunek (4.5), gdzie & jest liczbg naturalng.
Zachodzi wéwezas wzdr (4.6), gdzie G,,,(l/(z—z,,,)) 0RNACRN (e8¢ glowmng
funkeji F(z) w punkcie Pmy 2as$ Hp(z) sume k pierwsaych wyrazdw
rozwiniecia G (1/(3——2,,,)) na szereq potegowy w otoczeniu punkiu 0.
Drugq sume po prawej stronie (4.6) nalezy rosumieé jako lim M.

n—>00 o (n)
.

icm
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Tw. 4.7 pozostaje prawdziwe (a dowéd nie ulega zmianie), jezeli ot
oznacza np. obwéd kwadratu o frodku w punkeie 0 i bokach nieograniczenie
rosngeych. Nieznaczne — przynajmniej, jezeli idzie o strong rachunkowg — zmiany
w dowodzie pozwalaja nogélnié to twierdzenic na kraywe ¢ znacznie ogdlniejsze.
W zastosowaniach jednak rozwazanie kol i kwadratow zupehie wystarcza.

Wzoér (4.6) upraszeza sie w praypadku, gdy bieguny 2z, sg
jednokrotne. Niech odpowiednie czesci gléwne réwne beda ay [(2—2p).
Jezeli spelniony jest warunek (4.5), to, jak wykazuje latwy
rachunek, mozemy przyjaé

1 »
Om "

(4.8)  Hap)=—tm ( z_>.

&m Zm
=0

W szezegdlnodel, jezeli funkeja F(2) jest jednostajnie ograni-
czona na okregach }’("), fo mamy (4.5) dla k=1. Mozemy wige
wtedy przyjac Hu(z)=—on/2m.

§ 5. Przyklady rozwini¢é funkeyj calkowitych i mero~
morficznych.

a) Rozwingé funkcje ctgz na ulamki proste.

Funkecja ctgz jest meromorficzna na plaszezyZnie otwartej.
Osobliwodciami jej s punkty z,=mn, gdzie m=0,41,42,... Sg
to wszystko bieguny jednokrotne o residuach réwnych jednofei.
Aby otrzymaé szukane rozwiniecie, najdogodniej bedzie skorzystad
z tw. 4.7, rozwazajace zamiast ctge funkeje F(z)=ectgz—1/2, holo-
morficzng w punkeie 0.

Niech C’(")zC(();(%—I—.})n) dla n=0,1,2,... W mys$l tw. 9.12,
Rozdz. I, funkeja F(2) jest ograniczona na okregach o™, Mozemy
wiec zastosowaé wzor (4.6) z k=1. W naszym przypadku (por. uwagi
przy koncu §4):

1 1 _ _]:_
F(0)=0, Gm(z—zm) “e—mn Holz)= ma

gdzie m przebiega wartodei + 1,4 2,... Ze wzgledu na tw. 4.7

mamy wiec
n
1 .. -y 1 1
(6.1) lf‘(z)zctgz——-gzlllgg 2 (z—m +E>’

e ]

przy czym znak ' wskazuje, ze wyraz odpowiadajacy »=0 jest
OPUSZEZONY PIZY SUmMowaniu.
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Przypusémy, ze || < R i niech |v] bedzie tak duze, by |»n>>2R.
Warto§é bezwzgledna »-tego wyrazu w sumie (5.1) wynosi
R B 2R

Shla(pr—R) < Pla(blm—ip[m)  2a®

V7L (8 —v7)

Mozemy wiec wzdr (5.1) przepisaé jak nastepuje:

1 </ 1 1
5. == el
(5.2) ctgz o +72 (z~m -+ m_):

przy czym szereg po prawej stronie jest bezwszglednie i jednostajnie
zbiezny w kazdym kole ograniczonym XK(0;R), jezeli tylko odrzu-
cimy wyrazy majace osobliwodci w tym kole Iub na jego brzegu. Jest
to szukany rozklad ctgz na ulamki proste. [Egczae wyrazy odpo-
wiadajace wskaznikom +», mozemy przepisaé (5.2) w postaci

[~0]
2z
zz __.:1}2 ﬂ-z— :

=]

. (5.3) ctgz=g.+

Do tego wzoru stosujg si¢ te same uwagi co do (5.2).

Przy sposobnofci wyprowadzimy tu pewne wzory, z ktérych
korzystaé bedziemy w Rozdz. IX.

Funkeja ctgz—1/z jest holomorficzna dla |¢l<w. Mozemy wiec
napisaé

1 [>=]
(5.4) etgz~-z—=2anz", gdzie |el<m.
n=0
Ciekawa jest budowa arytmetyczna spélezynnikéw a,. Zau-
wazmy przede wszystkim, ze dla |e|<z
2 % 1 2
R L L s T R g

(5.5)

ot ).

Ze wzgledu na (5.3) oraz na tw. 5. 9, Rozdz. ITI, otrzymamy
szereg potegowy (5.4), dodajac do s1eb1e formalnie szeregi (5.5)

22

22 2 )

dla »=1,2,... Zatem:
B 2 1 .
(5.6) a2k =0, 06%+1=—-W2W.T_'_57 gdrie k=0,1,2,...
Liczby =
51 2@k v 1 -
(5.7) By= (2%)2"21)2"’ gdeie k=1,2,...

=}
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noszy nazwe lieceb Bernoulli’ego. Wyst@i)ujay one w niektérych roz-

winigciach funkeyjnych. Poniewaz, jak nietrudno widzieé, kolejne

pochodne funkeji ctgz—1/z w punkcie 0 g3 liczbami wymiernymi,
przeto, ze wzgledu na drugi ze wzoréw (5.6), liczby Bernoulli’ego
89 tez wymierne.

% réwnosel

el 2i
etg big=—1 zz—i—:l —i— 2% T’
L 2 . o & 2k+1 (— 1) Bt
lip— 2 ot (—1)" (: _—
otg $iz—— mzlzo ot (—1) (L2 -2 2 T Iy
otrzymamy po latwych przerébkach wzor
1 Y 'B,
53 e e o e Il . T |
(5.8) . o= +% 21} 1,

b) Rozwinaé funkeje sinz na iloczyn nieskonczony.

Zastosujemy tw. 2.13. Pierwiastkami funkeji calkowitej sinz sa
punkty 0, 4=, +2mx,... Sg to pierwiastki jednokrotne. Jezeli ciag ich
napiszemy w postaci 2,=0, 2,2, ..., t0 latwo spostrzec, ze szereg
(2.15) jest zbiezny dla A=1 i rozbleZny dla A=0. Pozwala nam
to przyjaé w (2.14) A=21,=...=1. Otrzymany iloczyn bedzie, jak
wiemy, bezwzglednie zbieiny, a wiec mozemy go napisaé w postaci

. o z 0 z o 9
Sinz=6h(z)z ’ ’ (1__ ® )(I,nm. ’ -’ (1+ i )6 Ilmf:gh(z)z ? ? (1____.,____6 2).
- m mm mem

m=1 m==1 m=1

Wykazemy obecnie, ze h(2)=0 tozsamosciowo, t.]. ze

co

(5.9) sing= z[( m%z)

Moznaby dowodzié tego wzoru wprost, ale krécej bedzie
wyprowadzié go ze wzoru (5.3). Przerzuémy w tym ostatnim
wzorze wyraz 1/z ze strony prawej na lews i rozwazmy pozostaly
szereg, ograniczajgc sie chociazby do wartosel rzeczywistych =.
Rozwazany szereg bedzie zbiezny jednostajnie w przedziale 0<2<(,
jezeli (< m. Przecalkujmy ten szereg wyraz po wyrazie na odcinku
[0,¢]. Poniewaz funkeja (sine)/e przyjmuje warto§é 1 dla 2z=0,
otrzymujemy rownosé N

3 - 2
Logﬁ}%: 'Log(l———g—g>-

m=T7
m==1
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Usuwajac tu logarytmy i zastepujac { przez 2, dostaniemy wzér
(5.9). Ten ostatni zostal wiec udowodniony dla 0<e< 7. Poniewaz
obie strony wzoru (5.9) sa funkecjami calkowitymi, jest on praw-
dziwy ogdlnie. ' :

Podstawmy z=4= do (5.9). Po prostych przerébkach dostaniemy
z_224466 2m 2m
2 133557 2m—12m+1.

Rownogé ta nosi nazwe weoru Wallisa.

¢) Zbudowadé funkeje calkowita F(z), majacy pier-
wiastki jednokrotne w punktach 0, —1, ~—2,... 1 nie znika-
jaca poza tymi punktami.

Mozemy znéw zastosowaé tw.2.13, przyjmujae h=ly=..=1.
Dostaniemy wowezas '

5.10 — ) 2),
( ) F(z)=e z]Z(l+n)e
=
Pewien szczegélny przypadek zastuguje tu na specjalng uwage.
Przyjmijmy we wzorze (5.10) h(z)=yz, gdzie y oznacza liezbe zwang
stalq Eulera, okre§lony przez wzér
n 1
. 1 )
5.11 = g n
(5.11) y=Ilim (21} Log n).

n—yco
pe=1

Otrzymujemy w ten spos6b funkeje catkowita, ktérej odwrot-
nosé oznacza sie przez [(z) i nazywa funkcja gamma Eulera albo
wprost fumkejq gamma. Tak wiec

1 12 oc 2 "f
=l [ )
n=1
Funkeja [(2) jest meromorficzna i posiada bieguny jednokrotne
Wp'unktach = 0,—1, —2,... Jest ona wszedzie rézna od 0 i przyj-
muje wartosei rzeczywiste dla z rzeczywistych. Odgrywa ona wazng
role w Analizie.

Zauwazmy, ze na mocy wzoru (5.11) 1/l (2) jest dla m—>oco
granica wyrazenia

expj(j%—Logn)z}-zﬁ(z—:y)-exp I’——:;Z"‘ 71’}7

v==] p==]

e

che 302 Dowdd, ze granica wystepujaca w (5.11) istnieje, podajemy dalej na
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skad natychmiast wynika, iz

rz :1 %zn! .
) n]-?olof”«(z+l)(z+2)... 2+n)

Wzor ten na funkeje [(z) zawdzieczamy Gaussowi.

Istnienie granicy we wzorze (5.11) jest konsekweneja nastepujacego ogol-
nego twierdzenia, ktére—zazwyczaj w postaci nieco stahszej—nosi nazwe kryterium
callowego na zbieinoié szeregéw.

(5.12) Niech f(u) bedzie funkeiq okreslong dla w1, ogramiczony, dodatniq, a po-
nadto monolonicznie malejqeq do 0, gdy w—-oco. Niech

n 1
M= 3 f(»), In={ f(u) du.

=t f
Wéwezas dla n nieograniczenie rosnqeego réinica Sa—In dgdy do granicy
skotiezonej g. W seezegdlnobei, szereg [(1)+ [(2)+f(3)+ ... jest cbiciny wtedy i tylko
~+o00
wtedy, gdy ecalka ff(u)d% jest skonezona.
i

Dowdd. Poniewasz f(u)-0, gdy uw-co, wiee wystarczy pokazaé, ze
Sn—Int1-+g. Jezeli polozymy

-1 11
Su=f(w) — [ flw) du=[{j(»)— f(w)} du,
» "
to (| e f(m)——f(’l’—]- 1)
Poniewaz szereg o wyrazach f(w)—f(r+1), gdzie »=1,2,..., jest zbieiny
(jego m-ta suma czeciowa wynosi f(1)—f(n-+1), a wiee zmierza do f(1)), przeto
ze wzgledu na nieréwnodei spelnione przez liczby d»  zbiezny jest takze
szereg d,+4dy4... Oznaczimy przez ¢ jego sume. Z definicji liezb d, wynika, ze
O14-Oo4.o.4-0p=8p—Lnt1. Zatem Sp—Ipy1—~g 1 twierdzenie jest udowodnione.
Ze wzorn Gaussa wynika latwo, ze
Me+1) =2l (2).
Poniewaz ze wzoru Gaussa wynika réwniez, ze [(1)=1, wiec
przez indukecje otrzymujemy, ze
MNn+1)=mn! dla n=1,2,...
Innymi slowy, funkeja [(z) jest uogélnieniem silni.
Bardziej szezegélowo omdéwimy zachowanie sie funkeji [(2),
gdy 2—>oo, w Rozdz. IX. Obecnie udowodnimy tylko wzoér

n
Vnt=n/e,

ktory wystareza do wielu zastosowan. Znak =, ktérego tu uzywamy,

(5.13)
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nosi nazwe znaku rdwmnodei asymplotycznej i moze byé okrelony
jak nastepuje. Jezeli dane s3 dwa ciggi liczbowe {an} i {b.}, to
méwimy, ze a, jest asymptotycenie rowne by, 1 piszemy
n=bn,
gdy iloraz a,/b, dazy do 1, wraz z n—>-co.
Dla, dowodu wzoru (5.13) zauwazmy, Ze
N prl o n n? )
=14+ —+..+—+— 1 <<
o=ltqt +(n—1)!+n!( toriT s mes
nt nt n
P <n~|—1

)v =(2n+1)%’;-

7 drugiej strony jest oczywiste, ze en>n"/n!. Zatem
nrlen<nml<<(2n-+1)n"/[e".

Wzér (5.13) otrzymujemy stad, wyciagajac tu pierwiastek
n-tego stopnia i uwzgledniajae, ze I/2n+1~+1, gdy m-—>oo.

d) Niech w i o’ beda dwiema liczbami zespolonymi,
ré6znymiod 0, o ilorazie nierzeczywistym. Zbudowaé fun-
‘keje catkowity F(z), majaca wylacznie pierwiastki jedno-
krotne polozone w punktach

(5.14) mo-+now’,

gdzie m i n przebiegaja niezaleznie od giebie wszystkie
wartogei calkowite (dodatnie ujemne i zero).

Zeby zorientowaé sie w roz-
ktadzie punktéw (5.14) na plasz-
czyznie, przeprowadzmy przez
poczatek ukladu 0 i przez
punkt o prostg I; podobnie
niech 7' oznacza prosta Ow'.
Przez punkty mw, lezgce na I,
prowadzimy proste réwnolegle
do I'; przez punkty ne’ na I
proste réwnolegle do 1. Otrzy-
mane dwie rodziny prostych réwnoleglych podziela nam plaszezyzne
na siatke réwnoleglobokéw (jak na rysunku). Wierzcholki tiyeh réwno-
leglobokéw majg byé wiagnie pierwiastkami szukanej funkeji.
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Niech zo=0;z1, Ry ... Oznacza zbiér liczb (5.14) ustawionych
w cigg. Udowodnimy przede wszystkim, ze szereg

(5.15) 2 1leal?
n=1

mw sume skonczong.

Oznaczmy w tym celu dla kazdej liezby catkowitej %=1
przez G zbiér wszystkich punktéw me-+ne’, dla ktérych bads
m=d=k oraz —k<n<k, badz n=+4% oraz —k<m<k. Punktéw
tych jest oczywidcie 8% i lezy one na obwodzie réwnolegloboku
o srodku w punkeie 0 i o bokach réwnoleglych do prostych
0wilw’. Kazdy wierzcholek rézny od 0 nalezy dokladnie do jednego
zbioru G,

Niech 8§, oznacza sume wyrazéw 1/[z,°, rozciggniets na wszystkie
wierzcholki 2, nalezgce do @ Oznaczmy przez h mniejsza z dwu
wysokodel naszych réwnoleglobokéw (p. rysunek). Fatwo widzied,
ze gdy 2peGr, 0 |2,|>=Fh, a wiec

13

Poniewaz suma szeregu (5.15) jest réwna 8-+ S,+ S;+ ...,
przeto ze wzgledu na ostatnia nieréwnodé suma ta nie przekracza

1 L
% —, & wiec jest skonczona.
Y k"

k=1

Jezeli przez h’ oznaczymy wieksza z dwu przekatnych naszych réwno-
leglobokéw, to otrzymamy |z,|<kh’ dla z,¢6,. Powtarzajge rorumowanie analo-
giezne do przeprowadzonego wyzej i opierajac sie na rozbieznofci szeregu
harmonieznego, wnioskujemy latwo, e szereg (5.15) stanie sie rozbiesny, jezeli
zastapié w nim wykladnik 3 przez 2.

Zeby otrzymaé szukang funkcje, mozemy wiee zastosowad
tw. 2.13, przyjmujac k=1, A;=2A,=...=2. Polézmy jeszcze h(z)=0.
Dostajemy iloczyn

co z  17z\® z 1 z 2
e e
2 2, 2\z,, 2 me-+nw’ ' 2\mw--no
5.16) # [[(1—=]e™ " =2 [ [ {1~ — e ,
( ) 2y mow-+nw’
v==1 m,n
gdzie znak ' oznacza, e opuszezamy czynnik odpowiadajacy
M=n=0. ‘
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Funkeje okredlong przez iloczyn (5.16) 0ZNACZA sie przez o(z).
Nosi ona nazwe funkcji sigma Weierstrassa. Funkeja o(2) posiada
pierwiastki (jednokrotne) w punktach (5.14) i tylko w nich.

e) Zbudowaé funkeje meromorficzng, majgcg w pun-
ktach (5.14) bieguny jednokrotne, o residuach réwnych 1,
a poza tym wszedzie holomorficznag.

Liczby w, ', m in majy tu te same znaczenia co w przykladzie d).

Zastosujmy wzoér Mittag-Letflera (3.9), przyjmujac H(z)=0.
W rozwazanym vprzypadku czedé gléwna G, (l /(z—z,,,)) szukanej
funkeji w punkcie 2, wynosi 1/(#—zm). Poniewaz szereg (5.15)
jest zbieiny, przeto za Hn(z), gdy m>0, mozemy wziaé sume
pierwszyeh dwu wyrazéw w rozwinieciu 1/(z—=z,) na szereg Taylora
w otoczeniu punktu =0 (por. str. 293). Zatem H,, (2)=—1 /ey —z2/cy.
Warnnki zgdane spelnia wiee funkeja '

1,w( 1 1 e
C(Z)=g+2 (z—__z:-r;;"f*—.,), .

p=1

(5.17)

gdzie 2;,2,,... jest ciagiem wszystkich punktéw (h.14) réznych od 0.

Funkeja {(2), okreslona przez wzér (5.17), nazywa sie funkejq £(2)
Weierstrassa (w odréznieniu od funkeji { Riemanna, ktéra poznamy
w Rozdz. IX). Pordwnujge (5.16) z (5.17) i stosujae tw. 1.22, otrzy-
mujemy natychmiast wzor

(5.18) )

c(z)=%10ga<z>=%}@
dla punktéw nie bedacych pierwiastkami funkeji a(z) (loga(z) jest
funkeja wielowartosciows, ale poniewaz jej galezie jednoznaczne
r6znig sie o stale, wiec rézniczkowanie usuwa wielowartodciowogd).

Szereg (5.17) jest zbiezny jednostajnie w kazdym kole o pro-
mieniu skodczonym, jezeli odrzucimy kilka pierwszych wyrazdw.
To samo mozna wige powiedzieé o szeregu, jaki otrzymamy z (5.17)
przez zrézniczkowanie formalne. Oznaczmy przez — p(z) sume sze-
regu zrézniczkowanego. Zatem

1 o~ 1 1

gdzie liczby 2z, maja te same znaczenia co w wyrazeniach
(5.16) i (5.17). Funkcja @ (czyta sie: pe) nosi ZAZWYCZ] NAZwe
funkeji o Weierstrassa. Jest ona meromorficzna i posiada  bie-
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guny drugiego rzedu w punktach postaci mo-no', 4 poza tym jest
holomorticzna. Z definicji funkeji @(2) oraz ze wzoru (5.18) wynika, ze
9

8‘)(252—%10g0(z): o™(z2) —o(2) " (2) .

a*(2)
Dla uwidoeznienia zaleznosci funkeyj o(=), &(2), p(2) od
i o' uzywa sie nieraz znakowania o(z;m,w’), {(z;0,0'), P(zsm,0").
Funkeje te odgrywaja podstawowa role w teorii funkeyj elip-
tycznych. Oméwimy je szezegélowiej w Rozdz. VIIL

CWICZENIA. 1. Udowodnié WZOry:

[ae) [=-]
4
3 1 QU 1 1\ 1 v (— 1)
- == — —1)7 =422 e
(@) gin ez z+2 1 g—n +vn, z+ 22—
=00 n==1
o0
1 a \? Y 1
h —_—]= 2 -t
(b) sinsre (&~ )2
1m0
(] o]
© gin w2 “‘(-—1)" nEinne , cosaz 1 22 ' (—1) cosne
' sinwg 7w 2/ 2B m2 sinmz w2 w P—m?
n==1 n==1

Znak ‘ w (a) wskazuje, ze wyraz odpowiadajacy m=0 jest opuszczony
przy sumowaniu. We wzorze (c) mamy —z<a<lur.

o0
1 N 2
ia S ] p® 2\,
2. Udowodnié wzor e. l=e z]](1+——4n27r2)
n=1
3. Udowodnié bezposrednio, nie poslugujac sie wzorem (5.3), ze za funkcje
h(z) we wzorze

[=2]
2
(%) gin z=¢"® zﬂ (1——7—n—2—n—§>

m=1
(p. str. 299) mozemy przyjaé 0.
[Wsk. Utworzyé pochodng logarytmiczng ohu stron wzoru (x), wynik jeszcze
raz zrézniczkowad; skorzystaé z tw. 9.12, Rozdz. I, i 5.8, Rozdz. IL.]
4. Niech dla dowolnego zespolonego « oraz dla |z|<C1

_(r%m:figa) FAP s AP 2,

gdzie lewy strone rozumiemy jako exp (—(a-4-1) Log (1—¢)). Pokazaé, ze

a) At letlet?). ) (”'1‘“), b AD=n®/D(at1),
7! n
przy czym wzor b) zachodzi dla a: —1, —2, ...

5. Sumy czedciowe szeregu Taylora funkeji F2)=(1—»"", gdzie i jest
jednostky urojonu, sa wspdlnie ograniczone w kole domknigtym K(0;1).
(Przez (1--2)"! rozumiemy funkeje exp (—i Log (1-—=2).)

[Wesk. Zastosowad polyn'zedni(e Gw. 4, oraz éw. 4, Rozdz. 111, § 2.]

20

S, Saks i A. Zygmund. FPunkeje analityezne.
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6. Niech ¢,+¢,2+¢,224... bedzie szeregiem Taylora funkeji rozwazanej
w éw. poprzednim. Wykazaé, ze szereg

[>=]
O oon
2 Logn ?
n=2
jest zbiezny jednostajnie, ale nie bezwzglednie, na okregu C(0;1) (Bohr).
- [Wsk. Zastosowaé éw. poprzednie oraz tw. 2.6 (b), Rozdz. III.]
7. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym zbieznodei bezwzglednej

szeregu

Y n!
() 2 T G+ 2] ()
n=1
w jakimkolwiek punkeie 2z+0,~—1,—2,... jest zbieznoié bezwzgledna szeregu
® D)

n=1
w tym punkeie. (Szeregi (+) nosza nazwe sezeregdw fakulietowych; szeregi po-
staci (¥) nazywa si¢ seeregami Dirichleta. Tymi ostatnimi zajmowad sig he-
dziemy w Rozdz. IX.) ‘

§ 6. Rzad funkeji calkowitej. Pozostaly czedéé rozdziatu po-
$wigeimy szczegélowszemu nieco zbadaniu wilasnogei funkeyj calko-
witych. Zaczniemy od oméwienia t. zw. rzedu funkeji catkowitej.

Niech F(z) bedzie funkeja holomorficzng w kole K(0;R). Roz-
wazmy wyrazenie

.

M(r; F)=Max |F(z)

|2|=r

Jest ono okrelone dla wszystkich wartodei r spelniajacych
nierdwnosé 0<r<R, przy czym M(0;F)=|F(0). Gdy niec bedze
obawy dwuznacznofci, bedziemy wprost pisaé M(r) zamiast M (r;.F).
Ze wzgledu na zasade maximum (p. str. 158), wielkogé M (r) mozemy
rowniez okreslié jako maximum |[F(z) dla |of <r. Stad wynika,
ze M(r) jest funkeja nie malejacg zmiennej r. Co wigeej, pomijajac
przypadek, gdy F(z) jest staly, mozemy powiedzieé, ze M(r) jest
funkeja rosngcy r.

W przypadku, gdy F(z) jest funkeja catkowita, M(r) jest okre-
Slone dla wszystkich r nieujemnych. Tw. 5.11, Rozdz. 1T, méwi, ze
o ile F(z) nie jest stala, to M(r) wzrasta nieograniczenie wraz z r.
Szybkosé wzrostu funkeji M(r), gdy r—-oo, daje nam pewne wiado-
mosci o zachowaniu sie funkeji F(2). Nasuwa si¢ myél, aby scharak-
teryzowaé funkcje M(r) przez poréwnanie jej z jakimi$ prostymi
funkcjami zmiennej r, dazacymi do nieskonczonodei wraz z .
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Najprostsza funkcja tego rodzaju moglaby sie wydawaé np.
funkeja 7*. Tw. 5.8, Rozdz. II, powiada jednak, ze jezeli dla
wszystkich » dostatecznie duzych mamy

M(r)<Ork,
gdzie O jest pewng staly, to F(z) jest wielomianem stopnia nie
przekraczajacego k. Jezeli wieec usuniemy z rozwazan przypadek
wielomianu, to musimy poréwnywaé M(r) z funkejami rosngcymi
szybeiej niz kazda potega r.

Najwlasciwsze z wielu wzgledéw jest wybranie za funkeje
sywzorcowa™ funkeji wyktadniczej expr4. Dla danej funkeji catko-
witej F'(z) moze zajéé jedna z dwu ewentualnogei:

1° istnieje liczba skohezona A taka, ze dla wszystkich r do-
statecznie duzych spelniona jest nieréwnogé
(6.1) M{r; Fy<e™,

2° takiej liczby A nie ma.

W przypadku 1° méwimy, ze F(z) jest funkejy rzedu skosiczo-
nego; woprzypadku 29 ze jest rzedu mieskosiczonego.

Jezeli wige F(2) jest rzedu nieskonczonego, to, jakkolwiek
wielka bylaby liczba A, nieréwno$é (6.1) bedzie falszywa dla
pewnego nieograniczenie rosnacego ciggu wartodci r. Jezeli zad
F(2) jest rzedu skorczonego, to mozemy rozwazaé kres dolny liczb
dodatnich 4, dla ktérych nieréwnosdé (6.1) jest spelniona, przynaj-
mniej poczynajae od pewnej wartodei r. Oznaczmy ten kres dolny,
ktory jest liczba nieujemns, przez p. Liczba ¢ nosi nazwe rezedu
wezrastanta, albo po prostu reedw funkeji catkowitej F(z). Zatem
dla kazdego >0 nieréwnogé
(6.2) M(r)<e®t®
jest spetniona, jezeli tylko » jest wigksze od pewnego r,=ry(s). Jezeli
natomiast e<0, to nier6wnogé (6.2) nie jest spelniona dla pewnych
dowolnie wielkich wartodei ». O przypadku =0 nic sie nie da po-
wiedzieé. Gdy F(z) jest rzedu nieskonczonego, to przyjmujemy g=oco.

Logarytmujac nieréwnogé (6.2) dwukrotnie, latwo sprawdzamy,
ze rzgd ¢ mozna okreslié przez wzér

. . Log Log M (r)
(6.3) Q:hrgiup ——-——i—a-g—;————--

Nastepujgpen uwaga dogodna jest w wielu przypadkach. Jezeli
zachodzi nierdwnodé (6.1), to oczywidcie p<<A. Ot6z, jezeli zamiast
(6.1) zachodzi jedna z nierdéwnogei

20*
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M(r)<Be* Wb M(r)<er da >,
gdzie B jest staly, to i wtedy o<<4. Dla dowodu wystarczy zau-
wazyd, ze dla dowolnego >0 kazda z tych nierdwnogei pocigga
za sobg M(r)<exprit:, jezeli tylko » jest dostatecznie duze.
Zatem rzad p nie przekracza liczby A4--¢ a poniewaz & moze byé

dowolnie male, wiec p<<A4.

Przylklady. 1. Niech F(z)=¢°. Dla 2= rel® otrzymujemy rownosé:
|F(z)|=exp (r cos ). Stad wynika, ze M(r)=¢", a wiec ¢=1I.

2. Niech F(z)=exp(expz). Wowczas M(r)=exp(expr), a wiee funkeja F(2)
jest rzedn nieskonezonego.

3. Jezeli F(z) jest wielomianem, to ¢=0.

4. Niech F(z)=expP(z), gdzie P(2)=co+ ¢ 2+ 6,2%+...+¢, 2k jost wielo-
mianem stopnia k. Polézmy ¢ =a,—ib, gdzie a, i b, sy liezbami rzeczywi-
stymi, za§ §=0,1,....k. Wowezas latwo sprawdazié, ze

k
|F (re®)|= exp AP (re?) = exp( Z (@, cosst+ b sinsb) 9'“) .
$=0
Spétezynniki przy r° sa funkejami ograniczonymi zmiennej #. Oznacznjac
przez B pewny staly, mamy M(r)<exp Brf, gdy 1>=1. Stad wynika, ze o<k.
Oznaczmy teraz przez 6, liczbe, dla ktdérej dwumian a,coski-+b,sinky
osiaga swe maximum l’ aﬁ—l— bi=le,|. Dla wszystkich r dostatecznie duzych
bedziemy wiec mieli
k
T(a cossfy+ b sinsh r"‘\} rk ice  Mr)e Ly k)
- (4 o+ b o) >3 leyi v, a wige (r)z=exp é»}gk, 7 )
s=0

Zatem o=k, co w zwigzku z nieréwnoseig przeciwng daje o=1.

~
<

5. Funkeja cos lr’§=1~2‘ +i;'-... jest rzedu ; Istotnie, z jednej strony,

dla z=re" mamy zawsze

IOOS l/%lz % ’ei V'E+e~i],’gl < e}/;’
a .os e I 1 ]/; —]/1_' 1 [/;
a 7 drugiej,"dla #=—r mamy ooslz=§ (e" " +e )>§e .
Udowodnimy obecnie kilka twierdzen o rzedzie funkcyj
catkowitych.

(6.4)' Jezelz: Fi(2) i Fyz) sa funkejami catkowitymi odj)()wic(lma
reedow o, i g, i jedeli 01<0y to reqd o sumy Be)=0(2)+-Fyz)
jest réwny g, )

Dowdéd. Przypusémy, ze @ Jest liezbg skoriczong. Wowezas
dla >0 mamy
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(6.8)  M(r Fit-Fy) < M(ryFy)+-M(r; Fy) < 9+ -+ < greste

jezeli tylko » jest dostatecznie duze. Stad wynika, ze ¢ nie prze-
kracza g,+e¢, jakiekolwiek byloby >0, a wiec nie przekracza i g,.
Z drugiej strony, jak wynika z definicji rzedu funkeji, dla pewnego
ciggu liczb ry—o0 mamy M(r,; Fe)>exp(r¥ ™), a wiec

Mr; Pt o) — »Tﬁzwa(l_e*ﬁ‘+e—”fi‘“s)>%e’f%’ |
jezeli tylko e jest tak male, ze o,+e<g,—e, za§ wskaznik n jest
dostatecznie duzy. Zatem ¢>g,. W konkluzji: rzad sumy Fi(z)4-Fy(2)
jest réwny g,. Dowéd stosuje sig, bez istotnych zmian, réwniez
do przypadku, gdy g,=co.

W przypadku ¢,= g, tw. 6.4 jest falszywe. Wystarczy rozwazyé
nastepujacy przyklad: Fy(z)=e?, Fy(s)=—e, gdzie =0,=1, za§
rzad o sumy Fi(2)--Fy(2) jest réwny 0. Oszacowanie (6.5) wska-
zuje jednak, ze gdy g,<<g,, to 0<p,.

Analogiczne twierdzenie mamy dla iloczynu:

(6.6) Jezeli funkeje catkowite Fy(z) © Fy(2) maja odpowiednio reedy
01 % @ay PrRY cRYM @10y, 10 1204 0 iloceynu Fy(2)Fyf2)nic preekracza g,.

Dowéd. Dla kazdego ¢>0 i dostatecznie duzego » mamy
M (73 FuTo) <M (r; Fy) M (75 ) < ortr e gré e g,

Daje to nieréwnogé o<g,+¢, o wiee o< g,
Tw. 6.6 bedzie uzupelnione dalej (por. tw. 10.19). Obecnie
wykazemy tylko, Ze

(6.7) Jezeli F(2) jest fumkcjq catkowitq rzedu. g, za$ P(2) jest wielo-
mianem stopnia dodatniego, to iloczyn F(2)P(z) ma rzqd . Jezeli
iloraz F(2)/P(z) jest funkejq catkowitq, to jest réwnies reedu o.

Dowé6d. Z tw. 6.6 wynika, ze rzad iloczynu F(z)P(z) jest
<@, gdyz rzad wielomianu P(2) jest zerem. Z drugiej strony, po-
niewaz |P(2)|>1, jezeli tylko |¢| jest dostatecznie duze, przeto dla
tych wartodei ¢ mamy nieréwnosé |F(z)P(z)=|F(z). Stad wynika,
ze rzad iloczynu F(2)P(2) jest >p. Zatem pierwsza czedé twierdzenia
jest udowodniona. W szezegélnosei, jezeli iloraz F(z)/P(2) jest funkejs
catkowita, to rzad jej jest ten sam co rzad funkeji [F(2)/P(2))P(z)=F(z).
Daje to druga cze$é twierdzenia.

(6.8) Funkeja catkowita F(2) i jej pochodna F'(z) sq tego samego rzedu.
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Dow6d. Niech g bedzie rzedem funkeji F(z), a ¢, rzedem po-
chodnej F'(2). Polézmy M(r)=M(r;F) i M,(r)=M(»;F'). Poniewaz
F(z)—F(0). jest catka pochodnej F'(2) wzdluz odeinka [0,2], przeto

M) <|FO)[+ [ Myw) dus< |F(0)]+ ry(r),
0

co bez trudnodei daje p<<oy
Rozwazmy teraz okrag C, = C(z;1), gdzie |z|=r. Mamy

=l (E—2)®

z

@)= [ ——E-‘—C)—dc} <M(r+1),

gdyz maximum |F()| na okregu O, nie przekracza M(r--1). Zatem
M (r)<M(r+1). Jezeli wiec r jest dostatecznie duze, to

M) <M{r+1)< M(2r)<exp(2r)™".

Z nieréwnofei tej wynika, ze o,<g, co w zwigzku z udowod-
3 (LS
niong juz nierdwnoseig przeciwng daje réwnogé o,=o.

Definicje rzedu funkeji catkowitej otrzymujemy, poréwnujae funkcje M (7)
7z funkeja exprd. W niektérych zagadnieniach pozadana jest nieco wicksza
doldadnosé w oszacowaniu funkeji M(r). Mozemy ja osiggnaé przez rozwazanie
t. zw. typu funkeji catkowitej.

Przypudémy, se funkcja calkowita F(z) jest rzedu skoiiczonego i dodat-
niego ¢. Dla kazdego wigc e>>0 i dostatecznie duzego r mamy nieréwnodé (6.2).
Sq teraz dwie mozliwosci: albo istnieje taka liczba dodatnia B, ze

(6.9) M(r) < B

dla wszystkich dostatecznie duzych », albo tez takiej liezby B nie ma. W pierw-
szym przypadku kres dolny rozwazanych liczb B jest pewny liezby nicujemng,;
oznaczamy ja przez ¢ i nazywamy typem funkeji F(z). Zatem dla kazdego ¢>>0

(6.10) M(r) < evHort,

jezeli tylko » jest dostatecznie duze. Natomiast jezeli <20, to nieréwnodé (6.10)
jest falszywa dla pewnych dowolnie duzych wartoéci ». Pojecie typu funkeji
Tozszerzamy i na drugi z rozwazanych przypadkéw, gdy nieréwnosé (6.9) nie jest
spelniona, jakkolwiek wielkie byloby B. Przyjmujemy wéwezas = co.

Jezeli 1= 0, wzglednie r=oc0, to méwi sie, ze F(z) jest rzedu ¢ i typu mini-
malnego, wzglednie maksymalnego. Jezeli 0<r<<co, méwimy, Ze F(2) jest rzedu ¢
i typu poéredniego. '

Jezeli F(z) jest rzedu g, gdzie 0<o<oo, to z definicji liczby « wynika, Ze

(6.11) z=Hm sup M@
r-co 70

Funkeje catkowite F(z), spelniajace dla r dostatecznic duzego warunek

HM(r)<<exp Ar, gdzie 4 jest stata, nazywa si¢ czesto funkejami typu wylkladniczego.
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CWICZENIA. 1. Wykazaé, ze funkeja F(2) z praykladu 4, str.308, ma
typ ’Ick!' ) .

2. Funkeja calkowita F(2) i jej pochodna F‘(z) maja nie tylko ten sam
rzad (por. tw. 6.8), ale i ten sam typ.

[es)
4
. . . z\*n .
3. Rozwazajac szereg potegowy wszedzie zbiezny 5 (7—1) » gdzie {1}

n=1
jest dostatecznie szybko rosngeym ciagiem liczb naturalnych, wykazaé, ze dla

dowolnej funkeji rzeczywistej p(r), okredlonej dla 7==0, ograniczonej w kazdym
przedziale skofiezonym i dazacej do nieskonczonodci.wraz z 7, istnieje funkeja
catkowita I'(2) taka, ze M(r;I)=p(r) dla 72=0. Innymi stowy, funkeja M(r;F)
moze rosnaé dowolnie szybko (Poincaré).

§ 7. Zaleino$¢ rzedu funkeji calkowitej od spél-

czynniké6w jej rozwiniecia na szereg Taylora. Warunkiem
koniecznym i wystarczajacym, by szereg

(7.1) Cot+C12-+e . a2 ...

przedstawial funkeje calkowita, jest, by jego promien zbieznosci
byl nieskonczony. Korzystajac ze wzoru na promien zbieznoei sze-
regu potegowego (tw. 1.1, Rozdz. III), widzimy, ze warunek ten
jest réwnowazny nastepujacemu: VEJ ma zmierzaé do 0, gdy
n—-oco. Celem niniejszego § jest wykazanie, ze szybkodé tego zmie-
rzania do 0 jest $cidle zwiazana z rzedem funkeji (7.1).

(7.2) Jezeli istnieje taka licgba nicujemna & oraz taki wskaénik ng, de

(7.3) Vied<n=¢  d@la n>n,,

to rzad @ funkejt calkowitej F(z) danej przez szereg (7.1) nie prze-
kracza 1/&. )

Dow6d. Dla. £=0 jest to oczywiste, mozemy wiec zalozyé,
ze '€ jest dodatnie. Mozemy réwniez przyjad, ze my>1/&, czyli ze
ne&>1. Niech P(2) oznacza sume pierwszych ngt+1 wyrazdéw sze-
regu (7.1) i niech F(z)=F(z)—P(z). Wowezas

o (T
S 2 /;F‘lzz (EM)E" )

n=ny+1 n=ng+1

(7.4) M Fy) < D lew
n=n,+1
Oznaczmy przez m, czesé catkowity liczby né. Liczby m, tworza
ciag niemalejgcy, pray czym kazda liczba naturalna k wystepuje
w tym ciggu co najwyzej (skonczong ilogé) A razy, gdzie 4 jest
pewny stalg zalezng wylacznie od & Przyjmijmy &rlf=r,. Woéwezas
dla r,>=1 ostatnia suma w (7.4) nie przekracza
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[>=] o0 [~=] k
N mp,+1 . m,, v g
2 %27'1 21 %‘ <n AZV k"z LAdemry,
1 n
n=ny+1 e n=ny+1 Men k=1

gdyz ¥>k! dla k=1,2,... Innymi stowy M(r;F;)<<A&r'¥exp &rlk,
Wynika stad, ze dla kazdego ¢>0 i dostatecznie duzego r mamy
’ 1
e
M(r, Fy)<expr*
Zatem rzad funkeji Fy(2) nie przekracza 1/&. Poniewaz P(2) jest
wielomianem, przeto rzad p funkecji F(z) jest réwniez <1/£.

Udowodnimy teraz twierdzenie w pewnym sensie odwrotne do
poprzedniego: '
(7.5) dJezeli dla funkeji catkowitej F(z) oraz pewnych o>0 4 7,>0
zachodzi nierdwnosé

M(r;F)<expr®, gdy r>ry,

wowezas pray w dostateceanie dugym spdlezynniki ¢, funkeji F(z) spet-
niajg nierdwnosé

(7.6) . l;lm <A nVe,
gdzie A jest stalg, zalesng tylko od a. .

Dowéd. Dla r>r, mamy (por. Rozdz. III, §4, str. 135)
(7.7) loa| <M (r) froSr—ner”.

Zeby otrzymaé najlepsze oszacowanie na |¢a|, wezmiemy takie r,
przy ktérym prawa strona jest tu najmniejsza. Rachunek, ktéry
pozostawiamy czytelnikowi, wykazuje, ze wyrazenie r—» expr® osigga
swe minimum dla 7=n'“¢""% a samo minimum wynosi e afnyme,
Podstawmy r=n'“a"%* do prawej strony wzoru (7.7). Poniewasz
dla n dostatecznie duzego mamy n!“qVe>p, zatem dla dosta-

n
tecznie duzych n mamy réwniez J|o,|<<(ea)Vn="%, t.zn. wzoT (7.6).

Jezeli rzad funkeji F(z) wynosi g, to w nieréwnogci (7.6) mo-
zemy za a wzigé kazdg liczbe wiekszg niz ¢.- Co wiecej, liczbe 4
mozemy wtedy zastapié przez 1. Stad oraz z tw. 7.2 wynika, ze,
gdy 0<p<<oo, to liczbe 1/p mozna okreglié jako kres gérny liczb &
speliajacych warunek (7.3). Z tw. 7.5 wynika, ze twierdzenie to
zachowuje sie dla p=0, zag z tw. 7.2 wynika jego prawdziwosé i
dla p=oco. Zatem ogélnie:
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(7.8) Odwrotnodé 1/o reedu funkeji F(z), danej praez rozwiniecie (7.1),
moina okreslic jako Fres gorny liceb & spelniajqeych warunek (7.3).

Warunek (7.3) mozna przepisaé w postaci <ol ", & wiee
kres gorny liczb & spelniajacych ten warunek jest réwny granicy
dolnej ilorazu Logle) ' /nLogn dla n—oco. Zatem:

(7.9) Read o funkeji catkowitej (7.1) dany jest praes wedr

L tirn ing H08 L/lon],
>0 %Logrn,

SWICZENTIA. 1. Niech « bedzie liczba rzeczywista dodatnia. Wszystkie
trzy funkeje calkowite:

0 (=2

2N v oht -y o
e 2 (n1) 2 T(an+1)

n=1 n=1

D

=
i
L

gy rzedu 1/e.

2. Niech @({) oznacza funkeje ciagly i skoticzong w przedziale skoficzonym
b
a-tstb. Funkeja F(z) = / & B (t) dt jest funkejg catkowita typu wykladniczego.
a ,
8. Jezeli szereg (7.1) przedstawia funkeje catkowity F(2) rzedu o, to typ =
funkeji F(2) okreflony jest przez wzér

) n
(veg)V® = lim sup n1/¢ I/Tc:[
1500
W szezegélnodei F(z) jest typu minimalnego wtedy i tylko wtedy, gdy
Il‘__ ,
lim |/ e, ] 710 =0.
n—»co
[Wsk. Dowdd jest analogiczny do dowodéw tw. 7.21 7:5 (p. wzér (5.13)).]
4. Typy funkeyj rozwaszanych w éw.1 sa odpowiednio: eje, @, 1.
5. Z kazdym szeregiem potegowym
(%) Co+ e 2+ a2 ...
skojarzyé mozemy szereg potegowy
(¥ eo+1le o4 2l 6224 . +nlen 2"+ ...

Udowodufé, ze warunkiem koniecznym i wystarezajacym, aby szereg (x)
przedstawial funkeje typu wykladniczego, jest by szereg (%) mial promien zbiez-
nodei dodatni. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym, by szereg (%) przed-
stawial funkeje co najwysej rzedu 1 typu minimalnego, jest by funkeja (¥) byla
catkowita, '
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6. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym, by F(z) byla funkeja catko-
wita typu wyktadniczego, jest by
1
e =g
4

e g,

gdzie G({) jest funkoja holomorficzna w punkcie co, za$§ O=C(0;R), przy czym
E jest dostatecznie duze. Jezeli F(2) jest co najwyzej rzedu 1 typu minimal-
nego, to G({) jest funkeja calkowita zmiennej 1/¢.

[Wsk. Zastosowaé éw. 5.]

§ 8. Wykladnik zbieZnoS$ci pierwiastkéw funkeji cal-
kowitej. Niech zy,2,... bedzie ciagiem wszystkich réznych od 0
pierwiastkow (z uwzglednieniem ich krotnosei) funkeji catkowitej
F(z) nie znikajgcej tozsamosdciowo. Rozwaimy szereg

(8.1) .
n lz"I

gdzie a jest liczby dodatnig. Jezeli jest on zbiezny dla pewnej

wartosei a, to tym bardziej bedzie zbiezny dla kazdego a'>a. Kres

dolny p liczb dodatnich >0, dla ktérych szereg (8.1) jest zbiez-

nj, nazywaé bedziemy wyktadnikiem ebieinosei pierwiastkow zy,2,,...

Zatem szereg SII% Jest zbiezny dla >0 i (o ile ciag {2, jest
Zn
n

nieskonezony) rozbiezny dla e<<0; dla e=0 szereg ten moze byé
badz zbiezny, bad rozbiezny. Jezeli ciag #,2y,... jest skoticzony, to
oczywiscie u=0. W przypadku, gdy funkcja F(z) nie posiada pier-
wiastkéw, przyjmujemy réwniez u=0. Odwrotnie, nieréwnogé >0
wskazuje, ze ciag 2;,2,,... jest nieskonczony. Jezeli szereg (8.1) jest
rozbiesny dla kazdego >0, przyjmujemy u=oco.

Liczba u daje pewne wyobrazenie o rozkladzie pierwiastkéw
funkeji F(z) na plaszczyznie. Jezeli u jest male {albo réwne zeru),
pierwiastki 2;,2,,... sa ,rzadkie“. Sytuacja jest odwrotna, gdy u
jest duze.

Przyklady. 1. Jezeli z":n;', gdzie n=1,2,... i 2>0, to u=1/A.

2. Gdy 2,=2" dla n=1,2,...,, to a=0.

3. Jezeli 2, =Togn dla n=2,3,..., to p=oo,

(8.2) Rzqd ¢ funkeji cathowitej F(z) oraz wyktadnik zbiesnosci p pier-
wiastkow tej funkeji sq zwigzane raleinoseia p<o.

Twierdzenie to méwi, ze im wyzszy jest rzad funkeji calkowi-
tej, tym wiecej pierwiastkéw moze ona posiadadé w danym obszarze.
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W dowodzie mozemy przypugeié, ze o<eo, gdyz w przeciwnym
razie twierdzenie jest oczywiste. Jezeli F(z) ma pierwiastek k-krotny
w poezatku ukladu, to rozwazajac zamiast F(z) funkcje F(z)z *%
ktéra ma ten sam rzad co F(z), mozemy przyjad, ze F(0)==0.
Drzielae przez stala, mozemy nadto przyjaé, ze F(0)=1.

Niech n(r) oznacza liczbe pierwiastkéw funkeji F(z) w kole
domknietym K(0;7). Funkeja n(r) jest niemalejaca. Szybkosé jej
wzrostu mowi o gestodei rozkladu pierwiastkow funkeji F(2) na
plaszezyznie. Funkeja n(r) jest zwiazana z F(z) wzovem Jensena
(Rozdz. IV, tw. 4.1), ktéry, ze wzgledu na F(0)=1, przyjmuje postaé

r

() g1 [
/ " d%~2n,, Log |P(re)| dob.
0 .

Dowod tw. 8.2 oprzemy na nastepujacym lemmacie:
(8.8) Jezeli funkeja catkowita F(z) jest reedu o, a ¢ jest liczba dodatnia,
to n(r)y<rttt dla r>ry(e).

Dowdéd. Zastepujac we wzorze Jensena » przez 2r, otrzymamy
2r

(8.4) / ol'%:b—) du<<Log M(2r).
0
7 drugiej strony n(u) jest funkeja niemalejaca, a wiee
2r 2 2
(8.5) / Mdu}/ Mdu}n(?")/ @zn(r)Logl
2% U U
0 r r

Uwzgledniajge (8.4) i (8.5), dostajemy

(8.6) n(r) << Log M(2r) [ Log2 L rett dla  r>74(e).

Przechodzge do dowodu tw. 8.2, polézmy |2,)=7,. Podstawmy
rn za r w nierdwnodei n(r)<rets Otrzymamy woéwezas na mocy
lemmatu 8.3:

n<<rite dla n>mn,,
gdzie n, oznacza liczbe naturalng taks, Ze r,>7y(e).

Stgd wnosimy, ze szereg (8.1) jest zbiezny dla a=g¢-2e,
bowiem gdy n>mn,, wyrazy jego sg mniejsze odpowiednio od liczb
n @2+ tworzgeyceh szereg zbiezny. Zatem p<p.

Zouwazmy jeszeze, ze w ostatniej nieréwnogei znak < na ogét
nie da sie zastgpié przez znak =. Widad to chociazby na przy-
kladzie funkeji ef, dla ktorej p=1 1 p=0.
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CWICZENIA. 1. Zachowujac poprzednie oznaczenia, udowodnié¢ twier.
dzenie nastepujace, ktére jest nieco precyzyjniejszym wystowieniem tw. 8.2:
50 .

.o * Log M(r)
Jezeli calka / - ]

dr jest skoficzona przy k>0, to szereg 2 |z,,|_"’
n

jest zhieiny (Vali;on).

[Wsk. Oszacowaé przy pomocy pierwszej z nieréwnosci (8.6) liczbe pier-
wiastkéw funkeji F(z) w pieripieniach P(0;2%,28), adzie N=0,1,2,...]

2. Jezeli funkeja calkowita F(2) posiada pierwiastki na kaidym okregu
C(0;n), gdzie n=1,2,..., a nie znika tozsamosciowo, to F(z) nie moze spelniaé
nieréwnosei M(r;F)<expkr, przy k<1, dla wsazystkich dostatecznie duszych »
(Estermann).

[Wsk. Zastosowad tw. 4.1, Rozdz. IV i wzdr (5.18).]

§9. Noczyn kanoniezny. Niech F(z) bedzie funkejg calko-
wita rzedu skonezonego, nie znikajaca tozsamosciowo, 2y,2,,... cig-
giem jej pierwiastkéw réznych od zera i k>0 krotnogcig jej pier-
wiastka w punkcie 0. Niech 1 oznacza najmniejszg liczbe cal-
kowita nieujemna, dla ktérej szereg

vy 1

(9-1) ) ]zn|l+1
n

jest zbiezny. Istnienie takiej liczby wynika z tw. 8.2. Tloezyn Weier-
strassowski (2.11) daje nam funkeje catkowits o pierwiastkach %1y %, ...
oraz k-krotnym pierwiastku w poezatku ukladu. Wobee zbieinogci
szeregu (9.1), mozemy przyjaé A=Jdy=..=1 i rozwazany iloczyn
przyjmie postad

z 1 2 1/z\%
(9.2) zk]] (]_:;) e;n+'z‘(zzj) +...+1(;’;) .

Widzimy wiee, ze z kazda funkcjg catkowita rzedu skonezo-
nego, nie znikajgcs tozsamogciowo i posiadajaca pierwiastki, mo-
zemy skojarzyé pewien dcigle okreglony iloczyn Weierstrassowslki (9.2).
Tloezyn ten nosi nazwe dloczynu kanonicenego funkeji #(z). Jezeli
funkeja nie posiada pierwiastkéw, to za jej iloczyn kanoniczny
przyjmujemy 1. Funkeja F(z) rézni sie od swego iloczynu kano-
nicznego czynnikiem wykladniczym exp h(z). Czynnik ten moze mieé
istotny wplyw na zachowanie sig funkeji F(e) i dlatego jej wia-
snosei mogg byd inne niz wiasnogei jej iloczynu kanonicznego.

Zauwazmy jeszcze, ze jezeli wyldadnik zbieznogci w dla ciggu
21y 2y -oc jest liezby nie catkowita, to 1 jest réwne czedei calkowitej
Nliczby . Jezeli 4 jest catkowite, to A=pu—1 albo 1= iy W ozalez-
nosei od tego, czy szereg N1 jest zbiezny, czy nie.

n
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W kazdym razie zachodzi nieréwnodé

(9.3) A <A1
(9.4) Dla iloczynu kanonicenego mamy zawsze = 0, t.j. rzqd iloceynu
kanonicznego jest rowny wyktadnikowi zbieinovsei jego plerwiastkow.

Poniewaz u<g dla kazdej funkeji, wystarczy wykazaé, ze u>g.
Poza tym, mozemy zaloZyé, ze iloczyn kanoniezny posiada pier-
wiastki, gdyz w przeciwnym razie tw. 9.4 jest oczywiste. Rozpo-
czniemy od oszacowania czynnikéw pierwszych &x(2), wprowadzo-
nych na str. 285. Udowodnimy mianowicie lemmat nastepujacy:

(9.8) Dla kaddego A=1,2,... mamy nierdwnodé

(9.6) [82(z)|<exp Al dla A<a<<A+1,
gazic A jest stalq zaleing wylgcznie od a. Nierdwnodc (9.6) zachodzi
i dla A=0, jeseli tylko A<a<<A+1.

Dow6d. Przypudémy najpierw, ze 1>0. Ze wzoréw (2.5) i (2.6)
wynika, ze gdy [¢ff<4, to |6(2)| nie przekracza exple/™', a wiec i
exple“. Gdy [¢/>1, to pamietajac, ze 1-4|¢|<Cexple|, otrzymamy:

92 1 A o
&1(2)| < exp (2]¢] {-—%Iz]‘—%...%— 7 lzli) <exp(i+1) |z|7 <exp (A+1) ¢

Wreszeie, gy ) <<|¢|<1, funkeja expA|e“ zmierza jednostajnie
do nieskonczonodei wraz z 4. Zatem nieréwnogé (9.6) bedzie spel-
niona w pierdcienin $<<|o|<<1, a wige 1 na calej plaszezyznie, jezeli
weszmicemy A dostatecznie duze.

Przypudémy teraz, ze A=0, t.j. ze 8;(2)=1—=z. Dla [z|<] otrzy-
mamy dokladnie to samo oszacowanie co w przypadku A>0. Dla
| > iloraz Log(1+2])/l2|“ nie przekracza pewnej stalej B; zatem
&(2)| nie przekracza exp Ble|“. Lemmat 9.5 jest wiec udowodniony.

Przechodzge do dowodu tw. 9.4, przypudémy najpierw, ze
ALu<A-+1, i niech w, bedzie dowolng liezbg spelniajaca nielic?,wn.oéé
A< << A+ 1. Z definicji liczby p, wynika, ze szereg .'.?jleI - jest
zhiezny. Zaldzmy, ze w wyrazeniu (9.2) mamy k=0 (dzielgc przez z*
nie zmieniamy rzedu iloczynu kanonieznego), i zastosujmy wzor (9.6),
piszae g, zaminst a. Widzimy, %e iloczyn (9.2) nie przekracza co do
wartodei bezwzgledne]j
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(9.7) [[ exp A |—|=exp (A |2]f "'27[2,4—" ") =exp 4, [,

gdzie A, oznacza pewna stala. Poniewaz g, moze byé dowolnie
bliskie u, wiec w rozwazanym przypadku p<u.

Pozostaje jeszcze przypadek p=A1+1. Polézmy u;=21-1.
Pamigtajac, ze szereg (9.1) jest zbiezny, znéw znajdziemy, ze wartogé
bezwzgledna iloezynu (9.2) nie przekracza (9.7), a wiee o<{A+-1= -

4
Zn

CWICZENIA. 1. Niech ¢>1. Z dwu funkeyj catkowityeh:

oo [e=]
b3 I3
n=1 n=1
pierwsza jest rzedu 1/o, druga rzedu 0.
2. Niech P(2) bedzie iloczynem kanonicznym utworzonym z pierwiastkéw
2152, ... Jezeli e jest wykladnikiem zbieznodei ciggu {#,) 1 jezeli szereg Z[z"r’ @
jest zbieiny, to P(z) jest funkeja rzedu e typu minimalnego, t.zn.”Ze dla
kazdego £>0 mamy
(%) M(r;P) < exp ar®,
jezeli tylko r jest dostatecznie duze.
[Wsk. Rozumowanie podobne do dowodu tw. 9.4.]
3. Warunek zbieznodei szeregu Z|zn[_“ -Jest warunkiem wystarczajacym,
ale nie koniecznym, by zachodzila nier(')gmoéé (¥), éw.2. Ograniczajac sie do przy-

padku e=1, wykazaé, ze jezeli 1@} jest dowolnym ciagiem liczb zespolonych,
réznych od 0, dazacych do oo, i takich ze kf|a)| zmierza do 0, to funkeja
- f==]

o= )

n=1
jest co najwyzej rzedu 1 typu minimalnego, t.j. mamy (%) z a=1.
Ostatni iloeczyn jest kanoniczny, gdyz moze byé napisany w postac

y _Z
]](l—i) ¢n <1+—i) e “n (Pringsheim).
A a,
n .
[Wsk. Przy oszacowaniu |P(z)] wykorzystaé wzdr (5.9).]

§ 10. Twierdzenie Hadamarda. Nastepujace twierdzenie,
ktére zawdzieczamy Hadamardowi, odgrywa wazng role w teorii
funkeyj catkowitych rzedu skonezonego.

(10.1) Jezeli F(z) jest funkeja catkowity rzedu skonezonego g, to
(10.2) Ple) =62 P(z),

gdzie P(2) jest iloczynem kanonicenym funkeji, zas h(z) wiclomianem
stopnia nie praekraczajqcego g.

icm
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Dowdd oprzemy na innym twierdzenin (a wladciwie na jego
szezegblnym  przypadku), dotyezacym oszacowania funkeji calko-
witej z dolu. Niech
m(z")mm(r;F):MinIF(z)].
Z|=1"

Funkeja m(r) zachowuje sie na ogét w sposéb mniej prosty niz
M(r), gdyz jezeli F(z) ma pierwiastek na okregu C(0;7), to m(r)=0.
Zobaczymy jednak, ze jezeli pominiemy te — i sasiednie — wartogci
na 7, to mozemy daé na m(r) pewne oszacowanie z dotu, przy
czym, zgrubsza méwiae, m(r) jest tego samego rzedu co 1/M(r).

Rozpoezniemy od dowodu nastgpujacego lemmatu:

(10.3) Niech P(=) bedwie iloczynem kanonicenym rzedu skorczonego g,
aas 1 dowolng licebq dodatnig. Niech #,2,... bedq pierwiastkami
funkeji P(z) rdénymi od 0 ¢ niech |a=rn, |¢|==r. Jeseli z plaszczyeny
usuniemy kola otwarte K,=X(z.;777), to dla pozostalych punktéw
bedziemy mieli pray dowolnym >0 oszacowanie

(10.4)

jezeli tylko r>rye).

| P(2)| >exp(—rets),

Dowoéd. Zauwazmy przede wszystkim, ze rozumowanie, ktore

dalo nam nier6wnosé [8:(2)|<exple/* dla [2/<3 (por. (2.5)1 (2.6)),

daje tez nieréwnodé [6:(z)>exp (— ") dla |o|<<i. Poza tym nie
trudno widzieé, ze » ‘

le+2" 124+ A< BR  dla >4,

gdzie B, podobnie jak nizej B, i B,, oznacza staly niezalezng od 2.
Ustalmy |¢|=r. Wowczas przyjmujac, ze P(z) jest postaci (9.2),

manmy
3 o 2 o ® o d
eei=r ] |& {5 )= |55 A1
2n Zn Zn
2 rp>2r

n
jezeli r=1. Stosujac rozwazane przed chwilg nieréwnogei i uwzgled-
niajac, ze jezeli r,>=2r, to [|¢/z]<4, dostaniemy dla »>1:

- 2y M
< "n 2 ¥n
ryler ry

)

17

2
~n

(10.5)

Log|P(#)|> > Log

9
Iy 2r

Skorzystamy teraz z uwagi, ze wykladnik zbieznofei w ciagu
piewiastkéw iloczynu kanonicznego P(2) spelnia nieréwnosé (9.3).
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Przypusémy najpierw, ze u<A+1l. Niech u<p'<i-+1. Jezeli
ra=2r, to ()T ()’ jezeli za§ r,<2r, to
(rfra) =274 @ ra) <M (@0 fra)
T p—tt!

Stosujage to do (10.5) i pamietajac, ze szereg N1y
n

jest zbie-
zny, znajdziemy:
(10.6) Log |P(z)| > ZLog

rp<2r

—B" dla >,

2
1 ——
Zn

Gdyby wu=A2i+1, to kladac u'=p i uwzgledniajac zbieznogé
szeregu M7, znéw otrzymamy nierdwnodé (10.6). Bedzie wiee
ona tymnbardziej prawdziwa dla p'>pu.

Jezeli z nie nalezy do zadnego z k6t K, wéwezas |1 —z/zq =171,
a wiec pierwszy wyraz po prawej stronie (10.6) jest nie mniejszy
niz n(2r)Log(2r)", gdzie n(r) oznacza liczbe pierwiastkdw funkeji
P(z) dla l2|<<r. Biorge pod uwage tw. 8.3 oraz 9.4, otrzymujemy
n(2r)<Byr'" dla r>r,. Zatem dla r dostatecznie duzych

(10.7)  Log|P(s)>—(1+1)Bar' Log2r— By >—1"",

gdzie p">p'>p. Poniewaz u”' moze byé dowolnie bliskie u, zad
#=g, przeto z (10.7) wynika lemmat 10.3.

Ozytelnik zapewne zauwazyl, Ze W DPOWyZszym rozumowaniu
wielkog¢ liczby ! nie odgrywala roli. Jezeli jednak zatozymy, ze
I>p=p, wéwezas szereg Yra! bedzie zbieiny, a wiee suma $red-

nie wszystkich k6t K, bedzie skoficzona. Istnieje wiec cigg liczb
Rj—+-oo taki, ze okregi C(0;R;) nie maja punktéw wspélnych z ko-
tami K, Inaczej méwige, dla pewnego ciggu Bj—+-c0

(10.8) m(R;; P)=exp (—RIT),  gdy  j>jy(e).

Do dowodu tw.10.1 beda nam potrzebne jeszeze wzory, wy-
razajace spélezynniki szeregu potegowego przez cze$é rzeczywisty
funkeji. Niech F(2)=U(z)+iV(2) bedzie sumg szeregu potegowego
ot 12+ 02+ ..., gdzie 2=rel?, a UiV sy funkejami rzeczywistymi.

Wzér 2nic,= / F(z)z="'dz napisaé mozna w postaci
;1)

25
(10.9) (e,,r":%flﬂ(re“‘) e qp,
0

icm
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Poniewaz F(z)e"' jest funkejg holomorficzng, gdy n>1, wiec
jej catka wzdluz okregu O(0;r) znika, t.j.

2

0

Zastapmy funkeje podealkowa przez wyrazenie sprzezone.
Otrzymamy réwnogé

27
1 [
(10.10) 5 / Fre®) el @p=0 dla n>1,
0

gdzie F(z)=U(z) —iV (). Z(10.9)i(10.10) otrzymujemy przez dodanie

201

(10.11) (e,,')'”-—zi/ U(reye=m0de  dla  n>1,

0
6. j. wzér, o ktéry nam chodzilo. Dla n=0 nie jest on prawdziwy,
ale biorge czedel rzeczywiste po obu stronach (10.9) dla n=0,
dogtajemy '

2

(10.12) % / Ulrei®) @0 =280,
0

Udowodnimy teraz jeszcze jeden lemmat, bedacy uzupehmieniem
tw. 5.8, Rozdz.I1.

(10.13) Jezeli exesé reeceywista U(2) funkeji calkowitej F(z) spetnia
dla pewnego nicograniczenie rosnaeego clagu wartosel T nierdwnosé
(10.14) U(rel?y <L Crk, 00 2m,

pray esym C i kb sq stalymi dodatnimi, wiezalesnymi od r 4 0, to F(2)
jest wiclomianem stopwia wie wigkszego od k.

gdzie

Dowdd. Poniewaz calka funkeji e~ rozciggnieta na przedzial
002 znika, przeto wzér (10.11) moze byé przepisany w postaci
2o
0,,:;% {U(rett)—Ortye=m0 @9 dla  n>=1.
0
Zatem ze wzgledu na (10.12) dla wartodei », dla ktérych jest
prawdziwa nierdwnodé (10.14), mamy

< ,1__ / [Ork—U(re'?)] @0 =2Crk—n—2 & egr—n,

(10.15)

’”“ Pyl
0
Biorye 7 dowolnie duze, otrzymamy, ze ¢,=0 dla n>k, co
dowodzi prawdziwosel lemmatu 10.13. '

S. Saks i A, Zygmund, Funkejo analilyezno. 21
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Powréémy teraz do dowodu twierdzenia I—Ia‘Jdarx.lard'(L.. Przy-
puséémy dla ustalenia uwagi, ze funkeja F(z) ma 131(5.I'W12LS1}1(1. J ezeh
F(z) jest rzedu g, to wykladnik zbieznogei u dla ciggu 28 jE]
pierwiastkéw bedzie <<g. W my$l tw.9.4 iloezyp k.anomczny P(z)
funkeji F(z) jest ragdu u. Zauwazmy, %e P(2) spehn/a Illeré'ynoéé (10:8)
dla peWnego ciggu liczb R;, dazgcego do nieskon?zonoécl, & ponie-
waz exp h(z)=F(z)/P(z), wiec kladac h(z)=U(2)+1V(2), otrzymamy:

exp U(Rye'’)=loxp h(Bye”)| < M(By; F) jm(Ry; P)<exp Rf - exp R,

Zatem U(R;e®)<2R{™, co ze wzgledu na (10.13) wskazuje,
78 h(z) jest wielomianem stopnia <Cp+e' Ale ¢ moze byé dowolnie
mate, wiec stopien h(z)nie przekracza g i tw.10.1 jest udowodnione.

Twierdzenie 10.1 pozwala nam 7 kolei otrzymadé z lemamatu
10.3 nastepujace twierdzenie ogélne:
(10.16) Niech F(2) bedeie fumkcjg rzedu skotczoncgo @, =as$ 2,z,...
jej pierwiastkami réénymi od 0. Wiwezas dla z spelniajgcych te
same warunki co w lemmacie 10.3 4 dla dowolnego >0 mamy

(10.17) [F(z)[=exp (—r**);  gdy  7>7y(e).

Dowéd. Zauwazmy, ze F(2)=e"@P(z), gdzie P(z) jest ilo-
czynem kanonicznym dla F(2), a wiec jest rzedu <¢. Wyrazenie
h(z) jest wielomianem stopnia <Cg, co daje |i(2)|<<Ar® dla r>r,
gdzie 4 jest niezalezne od r. Zatem, uwzgledniajac nieréwnosé (10.4),
w ktorej zastepujemy. & przez te, dostajemy
(10.18) |F(e)=¢ " |P(s)|> exp(— Ar°)exp (—r1%) > exp (—r*F)
dla z nie nalezageych do zadnego z k6t K(en;r7?) i » dostatecznie
duzych. Wzér (10.17). jest wiec udowodniony.

Korzystajac z twierdzenia Hadamarda, udowodnimy teraz
twierdzenie nastepujace:

(10.19) Jezeli Fi(2) i Fy(z) sa funkcjami odpowiednio reeddw g, % gy
pray czym @, <@, 0,<¢, & jeteli iloraz Fy(2)[Fy(2) jest funkejg catko-
witq, o jesi on reedu <g.

Dow¢d. Bez ograniczenia ogélnosci mozemy przyjad, ze F,(0)=R0,

Fy(0)==0. Niech &i,23,... oraz #{,4s,... beda odpowiednio pierwiast-
kami funkeyj F, i F,. Rozwasmy wzory

oz me=ee [Ta () mer=on[] o (2]

7
“n
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gdzie spotezynnik przy e’ jost iloczynem kanonicznym odpowiada-
jacym funkeji F;, zad h; jest wielomianem stopnia <g,<g. Niech
A=Max (4, 25). W iloczynach (10.20) zastapimy A; przez 1. Moze to
wprowadzié dodatkowe czynniki wykladnicze do &, ale wplyw ich
mozemy zréwnowazyé przez odpowiednia zmiane wielomianu #,.
Ze wzgledu na (9.8) i na tw.8.2 mamy 4<g, a poniewaz p,<p,
wiec nowy wielomian h; nie bedzie stopnia Wyzszego niz g. Oczy-
widcie, nowe iloczyny w (10.20) moga juz nie bydé kanoniczne.
Dzielgc réwnogei (10.20) stronami, otrzymﬁjemy

Fl(z) — ph(2) 2 ) —
Fg(z)_b Jn[[é‘,L Z; s gdzie  h=h,—hy,

przy czym (, oznaczaja te pierwiastki #, ktére nie 89 pierwiagt- -

(10.21)

- kami F,. Tloczyn (10.21) nie musi byé kanoniczny, ale mozemy go

takim uczynié, wlgezajac zbedne czynniki wykladnicze do '@,
Stopiedl tak zmienionego wielomianu % bedzie w dalszym ciggu <e.
Niech wige rozklad (10.21), ktéry napiszemy w postaci " P(z),
bedzie kanoniczny. Poniewaz {Z} jest ciagiem wybranym z {z;},
wiee rzad P(z) jest <o, <o. Rzad " jest tez <p, a wiec to samo
mozna powiedzieé o rzedzie ilorazu F,(z)/Fy(z).

CWICZENIA. 1. Niech \n;} bedzie ciggiem rosnacym liczb naturalnych,
spelniajacych warunek
() limksup (Myyy —) =c0.

Dowiesé, ze jezeli funkeja calkowita przestepna F(z):Z‘ak 2"k jest rzedu
k

skofezonego, to przyjmuje kazdy warbosé skoniczony a nieskonczenie wiele
razy (Pélya).

[Wsk. Gdyby F(2) przyjmowala np. wartoéé a=0 co najwyzej skoriczona
ilosé razy, to mielibySmy F(s)=¢"® P(z), gdzie h(z) i P(s) sa wielomianami.
Rézniczkujac otrzymujemy (#F")P=F-(2P’'42h'P). Poréwnaé szeregi Taylora
obu stron tej réwnosei i uwaglednié warunek () oraz fakt, ze szereg

© D my,a, 2 = 2T (2)
£

zawiera dokladnie te same potegi co szereg Zak #"k=TF(z) (Biernacki).]
k

2. Jezeli funkeja F(z) jest holomorficzna w kole K(0;R) i A(r) oznacza
maximum funkeji #F(2) na okregu C(0;7), gdzie 0<<r<<R, to pomijajac przy-
padek, gdy F(z) jest stala, A(r) jest funkeja rosngeq r.

[Wsk. Por. Rozdz. ITI, § 12, 6w. 3.]

3. Jezeli funkeja F(z):»}-—l—clz—l-czzz-}—...+cnz"—]-... jest holomorficzna
w kole K(0:1) i ma w nim czedé rzeczywista dodatnia, to le,|<<1 dla n=1,2,...
(Carathéodory).

[IWsk. Zastosowaé wzory (10.11) i (10.12).]

21%*
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4. Niech F(2)=cy+ €2+ c2®+... bedzie funkeja holomorficzng w Lole
domknigtym K(0;R) i niech A(r) oznacza maximumn funkeji #F(2) na okregu
C(057), gdzie 0<r<R. Dowiesé, ze dla O0<r<R zachodzi nieréwnosé

2 nJ
64 M(r)<|eo| + R_’T (A(R)—ey},
a wiec tym bardziej
- , M(T)~§%{A(R)+[F(O)I} (Carathéodory).

[Wsk. Zastosowaé ¢éw. 3 do funkeji @ (2)=A(R)—IF(LZz) holomorficznej
w kole K(0;1) i majace] w nim ozgéé rzeczywisty dodatniy (p. éw. 2). Zauwazyé,
ze M (r)<|eg|+|eyfr+|esfr?+...]

5. Twierdzenia podane w éw. 2 i 3, Rozdz. I1I, § 11, udowodnié przy po-
mocy nieréwnodci Carathéodory’ego (¥) z éw. 4. ‘

§ 11. Twierdzenie Borela o pierwiastkach funkeyj cal-
kowitych. Oméwimy teraz nieco szczegilowiej kwestie rozkladu
pierwiastkéw réwnania F(z)—a=0, gdzie a jest dowolny liczbg
zespolong. Z tw. Hadamarda 10.1 wynika, ze jeieli F(z) jest funkejy
catkowitq rzedu skoviczonego, nigdzie nie 2nikajaca, to F(z)=-exph(z),
gdzie I(z) jest wielomianem stopnia mie przekraczajacego g. Stad wno-
simy, ze funkeja catkowita F(z) reedu ulamkowego o muss mied nieskoin-
czente wiele pierwiastkdw. Jest jasne, ze F(z) ma pierwiastki, gdyz
w przeciwnym razie bedac postaci exph(z), gdzie h(z) jest wielo-
mianem, bylaby rzedu catkowitego (por. § 6, przyklad 4). Gdyby
jednak miala tylko skoriczong ilogé pierwiastkow 21,82y .0y By 1O
funkecja

G(z)=F(2)[(2—21) (2—22) ... (6 —2z)

bylaby na zasadzie tw. 6.7 funkeja rzedu ¢ hez pierwiastkéw
i znéw mieliby$my sprzecznogé.

Mozemy jednak udowodnié co§ wiecej: jeseli F(z) jest rzedu
utamkowego g, to wykladnik zbieinosei u pierwiasthkéw 2y, Ry ... funkcji
F(2) jest réwny o. Istotnie, wiemy, ze p<g, i przypusémy, whrew
temu, co checemy udowodnié, ze u<<g. Poniewaz iloczyn kano-
niezny P(z) funkeji F(z) jest rzedu u, wiec P(z)|<expr' dla
duzych 7. Z drugiej strony funkcja h(z) we wzorze B(z)=e"® P(z)
jest wielomianem stopnia p<{g, a poniewaz g jest ulamkowe,
wiee p<<o. Przeto, oznacrajgc przez A pewny stalag, mamy
(11.1) |F(2)| < e‘h(zNﬁP(z)l <" Qg

Poniewaz p<g, u<p, wige jezeli & jest dostatecznie male, zad »
dostatecznie duze, prawa strona nieréwnogei (11.1) nie przckracza
o—e . . . .
eXpr -, co przeczy zalozeniu, ze F(z) jest rzedu 0.

Rl Ty
r=>1.
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Jezeli o jest stata, to rzad F(z)—a jest ten sam co rzgd F(z).
A wige otrzymany wynik moze byé sformulowany w nastepujacej
postaci ogélnej:

(11.2) Jezeli F(2) jest funkeja reedu wtamkowego e, 2as a dowolng,
liczbq, zespolong, to pierwiastki funkeji F(z) —a majq wykladnik zbies-
nosci 0. W saczegdlnodei, jest ich nieskovniczenie wiele.

Przyklad funkeji F(z)=e¢* oraz statej a=0 wskazuje, ze tw.11.2
jest falszywe, gdy ¢ jest calkowite. Przegladajac jednak podany
wyzej dowdd, latwo sprawdzamy, ze tw.11.2 pozostaje prawdziwe,
gdy F(z) jest funkecja calkowita przestepng rzedu 0. Ale druga
czesé twierdzenia nie jest juz wtedy konsekwencjg pierwszej.

Nieprzyjmowanie przez funkeje calkowita pewnych warbogei
jest raczej czym§ wyjatkowym. Dla funkeyj rzedu skonezonego
fakt ten ujmuje nastepujace twierdeenie Borela:

(11.3) Niech, dla dowolnego a, cigg z(a),2(a), ... bedzie ciggiem wszyst-
kich rdénych od 0 pierwiastkéw réwnamia F(z)—a=0. Wiwczas,
jedeli F(2) jest ragdu skovezonego g, to dla wszysikich wartosei a, 2 wy-
jatkiem co najwyzej jednej, wykladnik zbieznosei ciagu 2y(a),z(a), ...
jest réwny g.

Dowéd. Z uwagi na tw.11.2 mozemy zalozyé, ze ¢ jest liczby
naturalng. Przypu$émy, ze istnieja dwie réine wartodci wyjatkowe
a i b. Mamy wowezas wzory:

(11.4) I(2)—a=e"AP,(z), Fla)—b= D P,(z),

gdzie P; 1 P, sy iloczynami kanonicznymi rzedu mniejszego niz g,

©a wige By ihy, sg wielomianami stopnia dokladnie p. Odejmujae

réwnogei (11.4) stronami, dostaniemy:
(11.5) b—a=¢hP;—en Py, (b—a)e=P;—ehuP,,

Lewa strona ostatniej réwnosei jest rzedu g, a poniewaz P,
jest rzedu <<p, wiec Peexp(h,—Fh,) jest rzedu g. Poniewaz, z dru-
giej strony, P, jest rzedu <g, wigc exp(hy—h,) musi byé rzedu g,
a zatem h,—h, jest wielomianem stopnia p.

Zrézniczkujmy pierwszy wzér (11.5). Otrzymamy
(11.6) e () Py Pt)= e (hy Py + P3).

Ze wzgledu na tw. 6.8, Py i Pi sa rzedu mniejszego niz g, a wiee
to samo mozna powiedzieé o funkejach calkowitych hiP;--Ps
i ha Py Ph.
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Wzér (11.6) mozna napisaé w postaci

przy czym iloraz po prawej stronie réwnofei jest funkejg calkowity,
rzgdu mniejszego niz ¢ (por. tw. 10.19). Tu dochodzimy do sprzecs-
nosei, gdyz hy—h, jest stopnia p. Twierdzenie 11.3 jest zatem udo-
wodnione. '

GWICZENIA. 1. Udowodnié¢ nastepujace uogélnienie tw. 11.3: Jezeli F(z) jest
funkeja catkowita przestepng rzedu o<<-+oo to dla wszystkich wielomiandw &(z),
z wyjatkiem co najwyzej jednego, pierwiastki réwnania F(z)—d(z)==0 majg,
wykladnik zbieznoéci ¢ (Borel).

2. Funkeja calkowita

(=]
n
Toe= D (=1
0 =~ ( 2lll(n!)2

posiada nieskoficzenie wiele pierwiastkéw, ktéryeh wykladnik zhieznogei jest
réwny 1. Funkeja Jy(2) nosi nazwe funkecji Bessela.

[Wsk. Jy(Vz) jest funkeja calkowity rzedu b (por. tw.7.9 i wzdér (5.18)).]

§ 12. Male twierdzenie Picarda. Jednym z najwazniej-
szych etapéw w rozwoju historyeznym teorii funkeyj calkowitych
byto udowodnienie przez Picarda nastepujacego twierdzenia:

(12.1) Kazda funkcja catkowita rdéma od stalej prayimuje wssystkic
mozliwe wartosei skoticzone z wyjatkiem co najwyie] jednej.

Funkeja catkowita ¢ nigdzie nie jest réwna zeru. Wartogci
wyjatkowe moga wiec rzeczywidcie istnied.

Oryginalny dowdéd Picarda jest krétki, ale opiera sie na pew-
nych glebszych wlasnoseiach t. zw. funkeji modulowe], wystepujacej
w teorii funkeyj eliptyeznych?); nie mozna g0 wiec nazwaé elemen-
tarnym. Pé7niej podano szereg innych dowodéw, bardziej elemen-
t?urnych, ale tez bardziej skomplikowanych. Dopiero niedawno udato
sig Blochowi otrzymad dowéd -calkowicie zadowalajacy zardwno
z punktu widzenia elementarnogci rozwazan jak i icli prostoty.
Dowéd ten podajemy nizej. ‘

T’W. 12.1, zwadne. matym twierdzeniem Picarda, jest przypadkiem
szezegblnym nastepujgcego t. zw. wielliego twierdsenia Picardu:

1) P. Rozdz. VIII, §11 oraz §12, &w. 5.
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(12.2) Jezeli a jest punltem dstoinie osobliwym funkeji F(z), to
w dowolnym otoczeniu pierScieniowym punkiu a funkcje F(z) preyj-
muje nieskonceenie wiele razy kaddg skoviczona wartodé z wyjathiem
co najwyzej jednej. ,

W szezegdlnodei, funkeja catkowita przestepna prayjmuje nieskon-
czente wiele razy kagdg wartosé skofczong 2 wyjatkiem co najwyze] jedne;.

Twierdzenie to méwi znacznie wiecej niz udowodnione
w Rozdziale ITI, § 6, twierdzenie Casoratiego-Weierstrassa; to ostatnie
stwierdzato tylko, ze wartodei funkeji pokrywaja wszedzie gesto
plaszezyzne. Zauwazmy jeszeze, ze dla funkeyj catkowityeh F(2)
rzedu skonczonego tw.12.2 jest konsekwenejs tw.11.3.

W § niniejszym dajemy dowdéd tylko malego twierdzenia Pi-
carda., Wielkie twierdzenie Picarda wymaga rozwazan dodatkowych
i dowéd jego odkladamy do § nastepnego. Obecnie przejdziemy do
dowodu kilku lemmatéw, z ktérych bedzie wynikaé tw.12.1.

(12.3) Jezeli funkeja D(z), dana przez szereq
(12.4) 24 ae2 ... ap" ...,

jest holomorficena na kole domknigtym K(0;1) ¢ spelnia w nim nieréw-
n0$é |D(=)| < M, wowezas zbidr wartodci, jakie funkeja D(2) przyjmuje
w K(0;1), wypelnia catkowicie koto XK(0;1/6.1M).

Dowé6d. Rozwazmy réznice D(2)—w,. Jezeli na okregu G(0;p),
gdzie g<1, stale bedzie |@(z)|=a>0, to w mysl twierdzenia Rouché
(Rozdz. 111, tw. 10.2) dla dowolnej liczby zespolonej w,, spelnia-
jacej nier6wno$é |wy|<a, réwnanie
(12.5) D(2) —wy=0

bedzie mialo w kole K(0;g) tylez pierwiastkéw co réwnanie D(z)=0
— a wiec przynajmniej jeden, gdyz ®(0)=0. Zatem wartosci, jakie
przyjmuje funkcja D(z) w kole K(0;¢), a tym bardziej w kole
K(0;1), wypehia koto K(0;a).

Ot6z z zalozen wynika, Ze |a <M dla n=1,2,..., przy czym
a;=1; dla |zg|=r<1 znajdziemy wigc
|D(z)| =z -+ {P(2) 2l > o] —Max [D(z) —2| >
(12.6) el

>r—M(rt4- 3. =r—Mr/(1—r).

Polozmy r==1/4M. Poniewaz M>a;=1, przeto prawa strona
nieréwnodei (12.6) wynosi :
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1 1
1 Mw 1 a1,
AM©T 1 T4M 3 T 6M T
TAM 4

W my§l poprzednich uwag, mozemy przyjaé ¢=1/4M, a=1/6M.
A wige wartodei, jakie przyjmuje funkeja @(z) w kole K(0;1), wy-
pelnia catkowicie kolo X(0;1/6.M).

Spélezynnik 1/6 w udowodnionym lemmacie 12.3 nie jest
istotny; nie jest to zreszta spélezynnik mozliwie najlepszy. Gdy-
byémy 1/6 zastapili przez dowolng inng staty dodatnia, znaczenie
lemmatu nie ulegloby zmianie. :

Lemmat 12.3 wyslowié mozna w nastepujgeej, nieco ogdl-
niejszej postaci:

(12.7) Jezeli F(z) jest funkejq holomorficeng w kole dombknigtym
K(0; R) i spetnia w nim warunki | F(2)| <M, F(0)=0 oraz [F'(0)=a>0,
wowezas wartosei jej wypetniaja catkowicie kolo K(0;R2a*/6M).

Dowé6d. Funkeja @ (2)=F(Re)/RF'(0) spelmia dla |¢]<<1
warunki |@(z)|<M/R|F'(0)] i ®'(0)=1, a wiec w my§l lemmatu 12.3
zbibr wartodei funkeji @(z) zawiera kolo o promieniu R|F'(0)|/6M;
stad natychmiast wynika lemmat 12.7.

Warto zwrécié uwage, iz przy statym M promied kola wy-
pelnionego catkowicie przez wartosei funkeji F(e) zalezy tylko od
iloczynu Ra i jest duzy, gdy Ra jest duze.

(12.8) Jezeli funkeja F(z) okreslona preez szereg (12.4) jest holomor-
ficzna w kole domknigtym K(0;1), to wartodei jej pokrywajq pewne
koto o promieniu B, gdzie B jest stala dodatniq miczalesng od F.

Lemmat ten stanowi jadro dowodu twierdzenia Picarda i tym
sig r6zni od lemmatu 12.3, ze nic nie zakladamy o Max|F(z)|,
ale tez i nie twierdzimy, ze pokryte kolo bedzie miato ¢rodek w po-
czatku ukiadu. Np., poniewaz funkcja ¢ nigdzie nie znika, to funkecja

1
F,l(z)_—mﬁ(e"‘~1)=z+».}-nzz—|~...
nie przyjmuje wartogei —1/n, ktéra moze lezed dowolnie blisko 0.

Lemmat 12.8 bedzie udowodniony, jezeli dowicdziemy istnienia

takiego [eXK(0;1) oraz takiego kota domknietego ATmK(C;Q), itk
wartego w kole K(0;1), ze:

1 |P(e)—F(O)<1
20 |F(¢)e=A4,

dla  zel;

gdzic A jest stalq dodatniq niczaleing od I,
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Stosujac bowiem (12.7) do funkeji G(z)=F(2)—F({), rozwa-
zanej w kole K, 1 przyjmujge M=1, R=g, znajdziemy, ze wartoei
funkeji G(2), a wieei F(z), pokrywaja pewne kolo o promieniu A2/6.

Warunek 1° mozna zastapié przez

30 o|F'(e)<l dla zek.
;:
Istotnie, wiwezas |F(z)—F(C)|=1 /F’(u)dufglz——cl/ggl, jezel

cel. Wystarczy wiee, by byly spelnione warunki 2°i3°. Poniewaz

z istoty rzeczy o<{1—|fl, przeto ze wzgledu na 2° naturalne

jest rozwazenie funkeji
o(r)=(1—r) Max | F'(2),

" gdeie 0<r<1.

Jest ona ciggla, przy czym «(0)=11i w(1)=0. Niech r, bedzie
najwiekszym pierwiastkiem réwnania o(r)=1, t.zn. ze w(r)<<l
dla ry<<r<1. Niech ¢, gdzie |f|=7,, bedzie tym punktem kola dom-
knigtego K(0;r,), gdzie |[F'(2)| osiaga swe maximum. Zatem
(12.9) | (O (L —ry)=1.

Pol6zmy g=}(1—ry) i m=7y+0; & wiec r; jest drodkiem od-
cinka r,<r<<1. R6wnosé (12.9) pocigga warunek 2° z A=1{. Co sie
tyczy warunku 3% to bedzie on tez spelniony, gdyz K jest zawarte
w kole K(0;7,), & wiec, poniewaz I\%ax |F'(2)| (L —7y) = w(ry)<1, przeto

{Z|=Iy
Max [F(2)|<1/(1—ry)=1]e.
ZE

Lemmat 12.8 jest wige udowodniony, przy czym za B mozemy
przyjaé A*/6=1/24.

Dowéd matego twierdzenia Picarda bedzie polegal na zastoso-
waniu lemmatu 12.8 do pewnej funkeji specjalnej. Przypusémy wbrew
temu, co mamy udowodnié, ze istnieje funkeja catkowita F(z) rézna
od stalej i nie przyjmujaca dwu wartofei a i f. Poniewaz funkeja
calkowita (F(z)—a)/(B—a) nie przyjmuje wtedy wartofei 0 i 1,
przeto od razu mozemy przypufcié, ze a=0 i f=1.

Niech wiec F(z) bedzie funkejg catkowita nie przyjmujaca war-

, -1
todei 0 ani 1. Oznaczmy przez L(z) galas jednoznaczng 2—7£10g1ﬂ(z),

v L . ,
prayjmujacy w punkeie z==0 warto§é pw Log F(0). Poniewaz I7(2)

nigdzie nie znika, galaz taka istnieje i jest funkeja catkowits.
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Co wiecej, poniewaz F(z) jest rézne od 1, L(z) nie przyjmuje
wartodei catkowityeh 0,41,4-2,.. Polézmy z kolei

2)=VL(z)—VI(z)—1

Pod znakiem pierwiastka mamy tu funkeje calkowite réine
od 0. Przez VI(z) i VI(z)—1 rozumiemy tu ktérekolwiek galezie
tyeh p1erw1astk0w Zatem G(z) jest funkcjay catkowits i i, jak natych-
miast widad, wszedzie rézng od 0. Powiadamy, ze G(2) nie prayjmuje
réwniez wartodei |n4|/n—1, gdzie n=1,2,... Istotnie, gdybysmy
dla pewnego # mieli T(z)—)I(e)—1= Vnil/—bl to biorae od-
wrotnogei, otrzymalibyémy JI(z) z)~|—|/L —1=)nFlVrn—1. Dodajac
obie réwnosci, dostalibyémy L{z)=n, co jest niemozliwe.

Funkeja @(2), jak juz wspomnieliémy, nigdzie nie znika.
Oznaczmy przez H(z) galaz jednoznaczng log@G(z) przyjmujacs
w punkeie 2z=0 warto§é Log G(0). Zatem H(z) jest funkeja calko-
wita—jak latwo widzieé—rézna od stalej i nie przyjmujgca wartodei

y m==0,41,-4-2,...

Gdyby’émy cheieli wyrazié H(z) bezposrednio przez F(2), otrzy-
maliby$my wzor :

(12.10) Log(VntVn—1)+ 2mni, gdzie n=1,2,...

(12.11) H(z)=log

Vlog’ﬁ’(z) _ !/ logF(z) _ 1},.

2mi 2mi

Liczby rzeczywiste Log(lfﬁ:}: Vn_—:f) dazg odpowiednio do
+oco. Kladac m,,:Log(l’ﬁ{—l/m), widzimy, ze wn~m,,-..1—¥(), gdy
#—>-00. Te samg wilasnodé maja liczby mL:Log(Vﬁ—Vm)-:——m,,,
a wiee punkty (12.10) stanowia wierzcholki pewnej siatki prosto-
katéw pokrywajacych . plaszezyzne i majacych boki ograniczone.

Inacze] méwige: jezeli tylko € jest dostatecznie duze, to wartosei

funkeji .H(z) nie wypelniaja zadnego kola o promieniu (.
Tu juz latwo dojdziemy do sprzecznodci. Jezeli bowiem H (&) %0
to funkcja 7

S

przyjmuje w kole domknietym ﬁ(f 1) wartodei wypelniajgee kolo
0 promieniu B (por. lemmat 12.8), a wiec H(z) wypu]nm kolo o pro-
mieniu B|H'(£)|. Jest to niemozliwe, jezeli BH' (&)=, a praccies
zawsze mozemy znalezé takie £, aby ostatnia uu,rownuso byla spel-
niona, gdy tylko H'(z) jest funkeja catkowity rozng o(.l stalej.

(12.12) =(2—£)+ ay(z—&)* + ...
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Ale H'(z) nie jest staty, gdyz woéwczas funkeja H(z) by-
laby liniowa, a wige przyjmowataby wszystkie wartodci, podezas
gdy — jak wiemy — nie przyjmuje wartosei (12.10). Zatem tw.12.1
jest udowodnione.

Ze wzgledu na dalsze zastosowania sformulujemy lemmat 12.8
w postaci nastepujacej:

(12.13) Jezeli funkcja D(z) dana preez szerey (12.4) jest holomor-
ficzna w kole domknigtym XK(0;R), to jej wartosei wypelniajg pewne
koto o promieniuw BR.

Dla dowodu wystarezy zastosowaé lemmat 12.8 do funkeji

()= DCR)=C g+ .

holomorficznej dla |£|<1. Poniewaz wartosei ¥({) wypelniaja kolo
o promieniu B, wigc wartofei @((R), gdy |{|<1, wypelnia kolo
0 promieniu BR.

CWICZENIA. 1. Liczba a, skonczona lub oo, nazywa si¢ wartodciq asym-
ptotyezna funkeji calliowitej I'(2), jezeli istni eje taka krzywa ciagta O o kohcu
w punkeie co, ze F(2) zmierza do a, gdy 2 zmierza do co, przebiegajac krzywa C.

Wykazaé, ze oo jest wartodcia asymyptotyczna kazdej funkeji catkowite]
F(z) (Iversen).

[Wsk. Kazda ze skltadowych zbioru punktéw 2, w ktérych

Ge)=|(F()—F(0)) /2| >1,
ma punkt w nieskonczonofei jako punkt brzegowy.]

2. Jezeli funkeja catkowita F(z) przyjmuje wartodé a co najwyzej skod-
czony ilo&é razy, to a jest wartofcig asymptotyczna dla F(2).

[Wsk. Niech P(2) bedzie wielomianem stopnia p takim, ze funkeja
B(2)=P(2)/{ F(z)— a} jest calkowita. Zastosowaé éw.1 do funkeji catkowitej
7P B(2)—Q(2)), gdzie Q(z) jest wielomianem stopnia <p—1.]

§13. Twierdzenie Schottky’ego. Twierdzenie Montela.
Wielkie twierdzenie Picarda. Dow6d wielkiego twierdzenia
Picarda oprzemy na dwoéch innych twierdzeniach, ktére sa wazne
i ciekawe same przez sie. Pierwsze z niech nosi nazwe twierdzenio
Sechotiky’ego 1 brzmi jak nastepuje:

(13.1) Jezeli

(13.2) F(z)=ag+ a2+ a2+ ...

jest fumkejq holomorficena w kole domkwigtym K(0; R), mie prayj-
MAUJe 4@ w mim wartosei O ani 1, to w kasdym  kole K(0;6R), gdeie
0<0<1, funkeja I'(z) spelnia merownoé(

(13.3) | F(2)| < 2(a,0),

gdzic Q(ay,0) jest wielkodeiq zalegng wylacznie od 0, za$§ ay=FK(0).
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Nieréwno$é (13.3) jest wiec spetniona przez wszystkie funkeje
F(z) holomorficzne dla |¢/<E i nie przyjmujace dla tych z war-
todei 0 ani 1. Funkcje takie nie mogg przeto zbyt szybko rosngé,
gdy || dazy do R, i to stanowi istotny sens twierdzenia 13.1.

Dowéd. Rozwazmy funkecje H(z) okredlong przez wzoér (12.11).
Funkcja H(z) jest holomorficzna dla [¢|<R i nie przyjmuje dla
tych z wartofei (12.10). Rozwazmy teraz funkeje H,(2) dang
przez wzér (12.12), gdzie & jest dowolnym punktem takim, ze
|f|<R oraz H'(£)4=0. Jest ona holomorficzna w kole domknigtym
K(&R—|E). Niech B i ¢ maja te same znaczenia co w §12.
Ze wzgledu na lemmat 12 13, wartodei funkeji Hy(2) wypelniaja pewne
kolo o promieniu B-( ——|£| a wiec wartodei funkeji H (=) wypel-

niajg kolo o promieniun B-(R—|g)-|H'(£)]. Ostatnie wyrazenie nie
moze wiec przekraczaé C, sk@d

, 1
(13.4) |H'(¢ |<B F—l

Nieréwno$é ta jest prawdziwa réwniez, gdy H'(£)=0, a wiec
dla kazdego & o warto$ci bezwzglednej mniejszej od R.

Poniewaz H(£)—H(0) jest réwne calee funkeji H'(z) wazdluz
odcinka [0, &], przeto ze Wzgledu na (13.4)

C’ : C R

Jezeli wiec [z|<6R, to

(13.5) [ <IH(0)| -+ Tiog .

Stad wyprowadzimy oszacowanie |F (2)]. Wzér (12.11) daje

| ()| =lexp L mil{exp 2H(z)+ exp (— 2)l|<expmiexp2|H(z)|},

skad, biorae pod uwage (13.5), otrzymujemy

(13.6) | F(z)| < exp a%’

gdzie k=20/B, za$ liczba A=mexp2|H(0)| zalezy wylgeznic od

F(0)=a,. Nieréwnosé (13.3) jest oczywisty konsekwencjy nierow-
nosei (13.6), a wiec tw. 13.1 jest udowodnione.
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Uzupelnimy otrzymany wynik kilkoma uwagami.

1% Zalozenie, ze funkeja F(2) nie przyjmuje wartogei 0 i 1,
zrobione bylo wylgeznie dla ustalenia uwagi. Istota twierdzenia 13.1
pozostanie nie zmieniona, jezeli zatozymy, ze F(z) nie przyjmuje
jakichkolwiek dwu wartodei skonczonych o i B. Wystarczy zasto-
sowaé tw.13.1 do funkeji G(z)={F(2)—a}/(f— a), nie przyjmujacej
wartodei 0,1 i majacej w rozwinieciu Taylora wyraz staly rowny
(ag— a)[(f—a). Dostaniemy wowezas

FE@I<el-+1p—ole [ =

by —

,0) dla  |<OR.

2°W tw. 13.1 mozemy zatozyd, ze tunkeja F(z) jest holomorficzna
w kole ot wartym K(0;R). Niech bowiem R'<R. Poniewaz F(2) jest
holomorficzna dla |5)=i &', wiee (13.3) jest prawdziwe dla || <OR'.
Gdy R'—R, nierdwnogé (13.3) okaze sie prawdziwa ze wzgledu na
cigglogé funkeji F(2) réwniez dla |s|<OR.

3" Pokazemy teraz, ze tw. 13.1 daje sig uogélnié jak nastepuje:
(13.7) Jegeli F(2) jest funkejg holomorficeng w kole K(0;R), nie
prayimujaeq w nim wartosei 0 ani 1, 1 jedeld
(13.8) | 7(0)] < By
gdeic B jest pewng liczbe skoticzong, wowezas w kaidym kole K(0;0R),
prey 0<0<1, funkeja F(2) spelnia nierdwnodé
(13.9) | (=) < 2%(8,0).

Dowdd. Wykazemy najpierw, iz jesli poza nieréwnoscia (13.8)
funkeja F(z) spelnia jeszeze 0)| =>a, gdzie a>0, to

(13.10) |7 ()| <2 (ay 5,0) dla |2 <0OR,
gdzie ' zalezy wylacznie od a, 1 0.

Przegladajac dowdd nieréwnodei (13.6), widzimy mianowicie,
ze (13.10) bedzie udowodnione, jezeli wykazemy, iz | H(0)| mnie
przekracza wyrazenia zaleinego wylacznie od a i f. Nie bedzie
zadnym ograniczeniem ogélnosei, jezeli przypuseimy, ze 0<a<l< B.

Okredlajae tunkeje H(z) przez wzor (12.11), przyjelismy za

logl'{z) te galag logarytmn, ktéra ma dla ==0 cze$é urojony
zawarty miedzy —a a = Ten sam warunek natozylismy na

log(¥z), gdzic (Hz) oznaczy wyrazenie zawarte w nawiasach figu-
rowych wzoru (12.11).
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Polézmy Log F(0)/27i = u. Iloczyn liczb VitV —1 jest

réwny 1, a wiee |H(0)|=|Logl/u £ Vu—1|. Przyjmijmy po prawej
stronie ten ze znakéw 4, dla ktérego wyrazenie stojace pod

znakiem logarytmu ma warto§é bezwzgledngy >1. Poniewaz
|H(0)|<|RH(0)|+ 7, przeto

[Toog[FO)] . 1, |/TLog[F(O)] , 3|
(13.11) |H(0)I<L0g|ll/ g2¥n +§+/~—%—,— +2]+n

7 nieréwnosei a<<|F(0)|<p wnosimy, ze [Log|F(0)| nie prze-
kracza wiekszej z dwu liczb Logg i Logl/e, a wiec tym bardziej ich
sumy. Na mocy (13.11), |H(0)| nie przekracza wyrazenia zaleznego
od a i f, a wiec nieréwnosé (13.10) jest udowodniona.

Przechodzge teraz do dowodu nierdwnodci (13.9) przy jedynym
zalozeniu (13.10), rozwazmy dwa przypadki:

(@) [FO)=1, (b)) 0<IF(0)|<].

W pierwszym przypadku na zasadzie wyniku dobychezasowego
mamy nieréwnogé (13.10) z a=1%, a wiee
P& <250 dla [f<OR.

W drugim przypadku poldzmy &(z)=1—F(z). Funkeja &(z)
réwniez nie przyjmuje wartogei 0 i 1. Mamy woéwezas nierdwnogé
1<|O(0)|<B+1, & Wige [1—F() <2'(5,p+1,0) dla [¢|<OR, skad

|P(2)|<Q(5E+1,00+1  dla |o|<OR.

Nieréwnosé (13.9) bedzie wige spelniona, jezeli weZmiemy za
Q2*(B,0) wiekszg z dwu liezb 2'(4,8,6) i Q'(L,p-+-1,0)+1.

Drugie twierdzenie, na jakim sie oprzemy przy dowodzie
wielkiego twierdzenia Picarda, dotyezy rodzin normalnych
(Rozdz. I, § 3) funkeyj. Jest to nastepujace twierdzenic Montela:

(13.12) Niech § bedzie rodeing funkeyj holomorficenych w pewnym
obszarze G, nie prayjmujacych w nim wartoder 0 ¢ 1. Wowezas T jest
rodzing normalng w G.

Dowdd. Ze wzgledu na tw. 3.3, Rozdz. I, wystarezy ndowodnié,
ze w otoczeniu kazdego punktu zge@ rodzina § jest normalna.
W tym celu wykazemy, ze kazdy ciag WFa(2)) funkeyj nalezgeyceh
do § zawiera podcigg -{Fnk(z)}, ktory w pewnym ustalonym kole
K(2p; R) jest bad# ograniczony, badz niemal jednostajnie rozbiezny
do co. Liczhe R wybierzemy tak mala, by K(z,; 2R)C 0.
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Rozwazmy dwa jedynie mozliwe przypadki:

(a) Istnieje ciag wskadnikbw n,<m,<...<mp< ... taki, ze cigg
liceb |Fy, (%) jest ogramiczony. Jezeli \Fy,(20)| < dla k=1,2,..., to,
w my$l tw.13.7, bedzie |Fnk(z){<.(2*(/3,r;-) dla zeK(2; R). W szeze-
gélnodei rodzina § jest normalna w K(zo;R) (p. Rozdz. 11, tw. 7.1).

(b) Ciag takich wskainikéw nie istnieje, t.zn. Iy(zg)—>c0, gdy
n—-oco. Funkeje @n(2)=1/F,(2) sg holomorficzne w @ i nie przyj-
muja tam wartosei 0,1, przy czym @,(z,)—0. Na mocy wiee wyniku
otrzymanego w (a) istnieje podcigg ~{Gnk(z)‘,r zbiezny niemal jedno-
stajnie w K(zy; R). Poniewaz Gnk(zo)=1/ﬁ'nk(zo)—+0, wiee cigg {Gnk(z)}
dagzy do 0 w kole K(2,;R) (por. Rozdz. 111, tw. 11.2). Zatem
'{Fﬂk(z)}' dazy w nim niemal jednostajnie do co i tw. 13.12 jest
udowodnione.

Przechodzae do dowodu wielkiego twierdzenia Picarda, rozwazmy
funkeje F(2) holomorficzng w pewnym otoezeniu pierdcieniowym
punktu 2, istotnie osobliwego dla F(z), i przyjmujaca w tym oto-
czeniu kazdg z dwu wartosei a i f co najwyzej skoriczona ilogé razy.
Przypudémy, dla ustalenia uwagi, ze z,=0. Mozemy réwniez zatozyé,
ze a=01ip=1. Niech ¢ oznacza pierdcied P(0;1,2). Rozwaimy w G
cigg funkeyj

(13.13) F(z) =F(z/2").

- Funkeja F,(s) przyjmuje w pierdcieniu G te same wartodci
co funkeja F(z) w pierdcieniu P(0;27"Y, 27), Zatem funkeje F,(z)
s3, dla n dostatecznie duzych, holomorficzne w & i nie prayj-
mujg w G wartosei 0,1. W mysl tw. 13.12 ciag {F.(2)) tworzy w &
rodzing normalng. Mozemy wiec znalezé podciag {If’nk(z)}-, ktéry
na okregu C(0;1), lezgeym w @, badz jest ograniczony, badz dazy
jednostajnie do oo.

- Jezeli zachodzi przypadek pierwszy, to funkcja F(z) jest
ograniczona na sumie okregéw C(0;27"). Tym samym, ze wzgledu
na zasade maximum (Rozdz. III, tw. 12.6), funkecja F(z) jest
ograniczona w pewnym otoczeniu pierdcieniowym punktu 0, a- wiec
#==0 jest punktem holomorficznodei dla F(z). Jest to sprzeczne
z zalozeniem, ze 2=0 ma byé punktem istotnie osobliwym
funkeji #(z).

W prazypadku drugim F(z) dazy do oo na sumie okregéw
O(0;27"r), gy z—oco. A wige funkeja G(2)=1/F(e), ktéra tez jest
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holomorficzna w otoczenin pierscieniowym punktu 0, dazy do 0 na
sumie tych okregéw, gdy z—-oco. Zatem, podobnie jak w praypadku
poprzednim, G(z) bylaby holomorficzna w punkcie 0. Stad wynika,
iz punkt 0 bylby dla funkeji F(z)=1/G(2) co najwyzej biegunem,
i znéw dochodzimy do sprzecznosei. A wiee tw.12.2 jest udowodnione.

Powyzszy dowdd daje nam twierdzenie nieco ogdlniejsze od
tw.12.2. Niech bowiem F(z) bedzie dowolna funkeja holomorficzng
w otoczeniu pierdcieniowym punkfu z, i majaca 2y 24 punkt istot-
nie osobliwy. Przypudémy znow, ze zy=0. W my§l poprzedniego
rozumowania, cigg funkeyj F,(z) okredlonych przez wzor (13.13) nie
tworzy rodziny normalnej w pierdcieniu G=P(0;4,2). A wiec istnieje
punkt (e@, taki ze, jakiekolwiek wezmiemy kolo K=K(;¢) za-
warte w @, cigg {Fa(2)} nie tworzy w I rodziny normalnej.

Wykazemy teraz, ze kazda liczba zespolona, z wyjatkiem co
najwyzej jednej, jest w kole KL wartodcig nieskonezenie wielu funk-
cyj Fn(2). Przypusémy bowiem, ze istnieja dwie liczby a i 8, ktére
88 w K wartoSciami co najwyzej skonczonej ilofei funkeyj F,(z).
Stad by wynikato, ze funkeje G (2)={Fn(2)—a}/(f—a) nie przyjmuja
w K wartodei 0,1, jezeli tylko n>n, Zatem cigg {G.(2)}, a wiec
ciag {Fn(2)}, tworzytby w K rodzine normalng, co — jak wiemy —
nie jest mozliwe. ‘

Pamietajac o zwigzku (13.13), mozemy powiedzieé, ze funkeja
F(z) przyjmuje kazda warto§é skonczong a, z wyjatkiem co naj-
wyzej jednej, w nieskonczenie wielu kotach I,=XK(£/2";¢/2").

W dalszych rozwazaniach przez kqt, jako obszar utworzony
przez dwie rézne pélproste wychodzace z punktu z,==co (wierz-
cholka), bedziemy rozumieli kazdy z dwu obszaréw, na jakie te
dwie pélproste dzielay plaszezyzne. Kat o wierzehotku oo utoisa-
miamy z katem o wierzcholku 0. Stosujac wiee przesuniecie lub
inwersje mozemy zawsze sprowadzié wierzcholek kata do punktu 0.

Rozwazmy teraz pélprosta wychodzaca z punktu 0 i przecho-
dzaca przez punkt 2. Niech 6 bedzie dowolna liczba dodatnig.
Kat —0+ Argl<Argz<d-+Argl zawiera wszystkie kota K, z wy-
jatkiem co najwyzej kilku, jezeli tylko ¢ wezmiemy dostatecznie
mate. Zatem:

(13.14) Jezeli 2, jest punktem istotwie osobliwym  funkeji F(z), lo
isinieje taka polprosta p wychodeqea = punkin gy, de w kasdym kqeie
0 wierzchotku z), zawierajgcym Py funkeja F(z) prayjmuje wicsko-
czenie wiele razy wszysthie wartodei skonezone, 2 wyjgtkicm co naj-
wyzej jedne;.
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To uogblnienie wielkiego twierdzenia Picarda udowodnil Julia.
Polprosta p nosi nazwe kierunku Julis, albo kierunky J.

Wartodei wyjatkowe, ktérych istnienie dopuszeza wielkie twier-
dzenie Picarda, sa z zalozenia skonczone. Gdybysmy rozwazali
rowniez wartogé oo, to funkeja F(z) z tw. 12.2 moglaby mieé dwie
wartodci wyjatkowe, przy czym jedna z nich bylaby co. W tym
sformulowaniu twierdzenie jest prawdziwe dla obszerniejszej klasy
funkeyj:

(13.1B) Jezeli dla funkeji F(z) meromorficene] w pewnym otoczeniu
pierscieniowym P punkiu z, istniejq tray réine wartosei a,b,¢ (skoh-
czone lub mie), & ktérych kaida funkeja prayjmuje w P co najwysej
skoticzong ilo$é razy, to funkeja F(z) posiada w punkeie 2, co naj-
wysej biegun.

Dowéd. Mozemy zalozyé, ze zadna z tych wartodei a,b,c nie
jest rdwna co. W' przeciwnym bowiem razie, funkeja bylaby ho-
lomorficzng w otoczeniu piercieniowym punktu 2y 1 twierdzenie
byloby konsekwencja tw. 13.14.

Rozwazmy teraz funkeje G(2)={F(z)—a}/{F(2)—b}. W kazdym
punkeie, gdzie F(z) posiada biegun, funkeja G(z) jest holomorficzna.
Zatem, skoro IF'(z)==b, funkcja G(z) jest holomorficzna w P i twier-
dzenie znéw jest konsekwencja tw. 13.14.

CWICZENIA. 1. Funkeja exp ¢ ma w punkeie 2=oco dwa kierunki J,
& mianowicie polosie urojone, dodatnia i ujemna. Dla funkeji expexpz kazdy
kierunek Arge =e, gdzie —jn<a<in, jest kierunkiem J.

2. Niech § bedzie rodzing funkeyj F(z) holomorficznych w obszarze @ i nie
przyjmujacych w & dwu wartodel @ i b. Wartoéei te moga sie zmieniaé zaleinie
od funkeji F, ale spelniaja warunki:

gdzie e i M sa niezalezne od funkeji F. Wykazaé, ze & jest rodzing normalng
w G (Montel).

3. (a) Jezeli § jest rodzing funkeyj holomorficznych w obszarze G i jezeli
zadna funkeja F(2) tej rodziny nie znika nigdzie w &, a wartoéé 1 przyjmuje co
najwyzej p razy (p niezalezne od F), to § jest rodzing normalng w Q.

la—bz=2>0,

(b) Nieco ogdlniej: jezeli zadna funkeja F(z) nalezaca do § nie przyjmuje
w (¢ pewnej wartodel a, za§ pewng inng wartosé b przyjmuje najwyzej p razy,
to § jest rodzing normalng w @ (Montel).

8. Saks i A, Zypmunid, Funkeje analityezne, : 22
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[Wsk. ad (a). Niech &, &,...,¢p bedy pierwiastkam'_ii stopnia p++1 z 1,
P
W otoczeniu dowolnego punktu 2,e@ funkeja (l)(z)»——VI"(z) jest rézma od
pewnego &, Rozwazyé funkeje @(z)/ep.]

4. Montelowi zawdzigezamy nastepujace uogélnienie pojecia rodziny normal-
nej: Rodzina § funkeyj holomorficznyeh w obszarze @ je».st quasi-azorwrgal1za,
jezeli kazdy ciag {Fp(2)} funkeyj nalezacych do § zawiera podciag {F"k(z)}» zhieiny
niemal jednostajnie (do granicy skoriczonej lub do oo) w OTJ.sza.xtze powsta-
jacym z @ przez usuniecie ¢ punktéw. Punkty, w ktérych otoczeniu ciag { Fnk(z)}
nie jest zbiezny jednostajnie (i ktére usuwamy z &), nosza nazwe punktdw nie-
reqularnych dla ciagu {F,(z)}. Moga one zalezeé¢ od ciagu {F,,k(z),\, natomiasgh
liczba ¢ ma byé od tego ciagu niezaleina. Najmniejsza mozliwa liczba ¢ nosi
nazwe rzedw rodziny quasi-normalnej. Szezegélowsze oméwienie wiasnofei r.odzin
quasi-normalnych znajdzie czytelnik w ksiazee Montela cytowanej na str. 50,

Niech P(z) bedzie ustalonym wielomianem, a ¢ staly dowolng. Wykazaé,
ze rodzina funkeyj eP(z) jest quasi-normalna na plaszezyinie otwartej i ze
rzad jej réwna sie ilo$eci réznych pierwiastkéw réwnania P(2)== 0.

5. Rodzina § funkeyj holomorfieznych w obszarze @, przyjmujacych
w nim wartoéé 0 co najwyze] p razy, za$ warto§é 1 co najwyzej g razy, jest
quasi-normalna w G rzedu »<Min(p.q) (Montel).

[Wsk. Przypu$émy, ze p<q. Dla danego ciagu {Fn(z)} funkeyj nalezacych
do § rozwazyé punkty skupienia pierwiastkéw funkeyj Fa(2). Wykazaé, e istnieje
podciag {F,,k(z)} oraz uklad co najwyzej p punktéw ay,a,.. takich, ze po
usunieciu z G dowolnie malych otoczen K,,X,,... tych punktéw funkcje F,lk(z)
nie maja pierwiastkéw w G——;‘,'Ki, jezeli tylko k jest dostatecznie duze. Zasto-

sowaé wynik éw. 3.]

6. Niech F(z)=a,+az+...+ apeP+...Fa,2"+... bedzie funkeja holomor-
fiezng w kole K(0;R), nie prayjmujgca w nim wartoéei 0 wiecej niz P razy i war-
tosei 1 wigee] niz ¢ razy. Wowezas w kazdym kole K(0;0R), gdzie 0<0 <1, mamy

| F(z)l<C,
gdzie O zalezy wylacznie od 6 i od g, @1y .eentty, (Montel).,

[Wsk. Wszystkie funkcje F(z) spelniajace zalozenia éwiczenia i majgce
rozwinigeie Taylora rozpoczynajace sie od @y+aq2+ ...+ a,2” tworza rodzing §
quasi-normalna; wystarezy wykazaé, ze rodzina ta jest normalna. Gdyby tak nie
bylo, istnialby ciag {Fa(2)! wyiety z G, dazaey jednostajnie do oo na kazdym
okregu C(0;¢) o promieniu dostatecznie matym. Zastosowaé tw. Rouché (str. 152).]

§ 14. Twierdzenie Landau’a. Tw. 13.1 Schottky’ego moéwi,
ze nieprzyjmowanie przez funkcje F(z) holomorficzng w kole K(0;R)
dwéch wartodei, np. 0 i 1, jest juz silnym ograniczeniem zachowa-
nia sie funkeji. Nastepujacy wynik, ktéry zawdzieczamy Landau’owi,
stwierdza ten sam fakt z innej strony: :
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(14.1) Niech a i B bedg dowolnymi Liczbami zes olonymsi Y ez
B=0. Jezeli funkcja . : PR, ey ceym

(14.2) _ F(z)=a+ﬁz+a2z2+a3z3+...

jest holomorficena w kole K(0 s R) 4 mie prayimuje w wim wartosei 0 11,
to R<L(a,p), gdzie L(a,p) zaledy wylacenie od o i B.

D o-wéd. W mysl tw. 13.1 oraz uwagi uzupehiajgcej 2° (str. 333),
mamy nieréwno$é |[F(z)|<Q(e,1) dla 2eK(0; 4 R). Wyrazajac sp6t-
czynnik B przez funkeje, dostaniemy ’

|1 F(z) 1 Qa,d) B 20(a,1)
A S L)
O R) )
Zatem

E<20(0,%)/|fl=L(q, )
i tw. 14.1 jest udowodnione.

Mozna je wystowié jeszeze inaczej: Dla kaidego o oraz B==0
istnieje taka liceba L(a,pB), se jedeli funkeja (14.2) jest holomorficzna
dla [|<I(a,B), to musi tam chod raz prayjaé jednq praynajmnies
2 wartoées 0,1. Poniewaz na okregu kola zbieznogei funkeja posiada
co najmniej jeden punkt osobliwy, wiec mozemy powiedzieé jeszeze
nieco inaczej: Dla katdego o oraz B0 funkcja dana przes szereq
(14.2) musi w kole domlnictym |2 <L(a,p) bad? prayimowad wartosd 0,
badé wartosé 1, badé szereg ton posiada w tym kole punkt o0sobliwy.

Zalozenie f==0 mozna zastapié przez inne, ogllniejsze: Prey-
pusémy, se A==0 oraz se funkcja

(14.3) F(z)=a+/’{z’+al+1z’+1+al+2z’+2—|—...

jest holomorficzna w kole K(0; B) @ nie preyjmuje w nim wartosci 0
ant 1. Wowesas R<L(a,A,1), gdzie wielkosé L zalety wylgeznie od ar-
gumentow a, A, L.

Dowéd jest ten sam co przedtem. Ze wzoru

LTyl L 2, 2 O

Cos §R)

1A =

2 (3BT 2 (4R)

Qi

mamy R<20"(q, 1) /A = La, 4,1).
22%
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Kazda funkeja catkowita F(z) rézna od statej moze byé napisana
W postaci (14.3). Poniewaz promien zbieznogei I szeregu. (14.3) jest
wtedy nieskonczony, wiec nier6wnosé R<L(a, A1) nie jest spelniona,
Dowodzi to, ze F(z) musi przyjmowaé choé jedng z wartogei 0,1.
A wige twierdzenie Landaw’a zawiera male twierdzenie Picarda,
nawet w postaci zaostrzonej. Daje bowiem oszacowanie na promien
E kola K(0;R), wktérym F(z) przyjmuje na pewno badZz wartosé 0,
badZ wartogé 1.
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