ROZDZIAL VI
FUNKCJE ANALITYCZNE

§ 1. Uwagi wstepne. Juz w Rozdz. T (§§ 9, 10, 11) wprowa-
dziliémy pewne wyrazenia wieloznaczne, jak np. arge, logz, Vz,
a w Rozdz. IV (§§ 3,10) rozwazane byly wlasnodei topologiczne
obszar6w,. w ktorych istnieja jednoznaczne i ciagle (holomorficzne)
.galezie” tych wyrazer. Analogiczne badania bylyby banalne
w dziedzinie rzeczywistej. Jezeli x przebiega tylko wartodci
rzeczywiste, to przyjmujac np. f(w):—l—l/m dla 30 i f(w)=-i)]x]
dla z<0, otrzymujemy galaz ciagla [z na ecalej osi rzeczywistej;
oczywidcie, mogliby$my rowniez okreslié jeszcze inne galezie ciggle
Vz na osi rzeczywistej i zbyteczne by bylo wyrézniaé specjalne
obszary liniowe, na ktérych galezie takie daja sie okredlié. Roéznice
istotng miedzy plaszezyzng zespolong a osia rzeczywista wyjasnia
fakt, ze na plaszezyznie od jednej wartosel rozwazanych wyrazen
wieloznacznyeh do innej mozemy na ogét przejéé w sposob ,.ciagly”,
wychodzac z jakiego§ punktu z jedna wartoseia i powracajac
doh z inna po pewnej krzywej zamknigtej. Jezeli np. poruszamy
sie po okregu z=e¢, gdzie 0<t< 2w, wychodzge z punktu z=I1
przy t=0 z wartofcia 1 pierwiastka V2, wowezas, zmieniajac
warto§é tego pierwiastka w sposéb ciagly, wrécilibyémy do punktu
s=1 dla t=2xn z wartodcig VE réwng —1. Przyklad ten poka-
zuje, Ze na rozwazanym okregu nie mozna okreflié jednoznaczne]
i ciaglej galezi VE, a zarazem prowadzi w §poséb naturalny
do pojecia funkecji wieloznacznej. Definicja takiej funkeji nie
moze oczywifcie polegaé tylko na formalnym wuogélnieniu pojecia
funkeji jednoznacznej przez przyjecie, ze kazdej wartodel ,zmien-
nej niezalesnej“ przyporzgdkowana jest na ogét nie jedna, lecz
kilka wartodei ,zmiennej zaleznej“. W ogélnej definicji funkeji
analityeznej wieloznacznej idzie mam przede wuzystkim o powig-
zanie z sobg w sposéb naturalny rozmaitych wartofei funkeji,
0 ustalenie sposobéw przechodzenia ,cigglego“ od jednej wartodei
do drugiej. Definicje taka zawdzieezamy Weierstrassowi, ktory
opart jg na pojeciach elementu analityeznego i przediuzenia anali-
tycznego. Pojeciom tym po§wiecone beda pierwsze §§ tego rozdzialu.
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§ 2.- Element analityczny. Nazywaé bedziemy elemeniem
analitycenym pare {F,a}, zlozong z punktu a oraz funkeji F(z) mero-
morficznej w tym punkeie; punkt ¢ nazywadé sie bedzie $rodikiem
elementu {F,a}. M6éwié bedziemy takze, iz funkeja F(z) wyznacza
w punkcie a element analityezny {F,a}.

Wezmy pod uwage kota K o §rodku a, na ktére funkeja F(z),
meromorficzna w punkeie a, daje sie rozszerzyé z zachowaniem mero-
morficznogei, t.zn. takie kola, w ktérych istnieje funkeja meromor-
ficzna, identyezna z F(z) w otoczeniu punktu a. Wiréd ko6t tych
istnieje jedno najwigksze; nazwiemy je kolem elementu {F,a}, a pro-
mien jego promieniem tego elementu. Funkeje meromorficzng w kole
elementu {#,a), identyczna z F w otoczeniu punktu a, oznaczaé
bedziemy przez Fi. '

Rozréznienie funkeji F i funkeji Fo jest niekiedy niezbedne. Gdy np.
funkeja F(z) dana jest w obszarze G, wéwezas w kazdym punkeie ae@ wyznacza
ona element {F,a} o pewnym kole K,. Funkeja F(2) pokrywa si¢ wowezas z Fa(2)
w tej skladowe] zbioru otwartego K@, ktéra zawiera punkt a. Zbiér KqG moze
jednak nie byé obszarem i posiadaé inne jeszeze skladowe, w ktérych funkeje
Fau(z) i F(2) moga sie réznié.

Dwa elementy {F,a} i {@,b} uwazamy za identyczne i piszemy
{F,a)={@,b}, jezeli a=b i jezeli funkcje F' i G sa identyczne w pe-
wnym otoczeniu punktu a=b; elementy te maja wéwezas wspélne
kolo, przy czym F,=G, W szczegélnoci zawsze {F,a}={Fa,a}.

Kotem elementu {F,a} moze byé cala plaszczyzna; jak wynika
z tw. 7.8 Rozdz. III, zachodzi to wtedy (i tylko wtedy), gdy F jest
funkeja wymierng. :

Preediuseniem bezposrednim elementu {F,a} bedziemy nazywali
kazdy element analityczny {Fa,b), gdzie b jest dowolnym punktem
kola K elementu {F,a}. Funkeja F,(2) okreslona jest w calym kole
K, a wiec element {F,,b} okreslony jest w kazdym punkecie beK.
Jezeli a<=co0, wowezas promien elementu {F,,b} jest co najmniej
réwny liczbie dodatniej r—|b—a|, gdzie 7 oznacza promien kota K,
gdyz kolo o §rodku b i promieniu r—|b—a| zawiera si¢ w kole K.

Punkt z lezacy wewnatrz lub na brzegu kola elementu {F,a)
nazywaé bedziemy punkiem przedtuzalno$ci tego elementu, jezeli
zawiera sie wewngtrz kola przynajmniej jednego elementu, ktoéry
jest bezposrednim przediuzeniem elementu {F,a}; W przeciwnym
razie punkt z nazywaé sie bedzie punkiem nieprzediuzalnoset roz-
wazanego elementu. Oeczywifcie wszystkie punkty wewnatrz kola
elementu sa punktami przediuzalnogei.
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(2.1) Zbidr punktéw niepraedtusalnodci clementu amalitycznego jest
domkniety 1, wyjawsey preypadek gdy kolo elementu jest calq plase-
cRyznag, niepusty.

Dow6d. Niech {F,a} bedzie elementem analitycznym o kole
E=K(a;R). Mozemy zalozyé oczywiscie, iz funkeja F(z) jest mero-
morficzna w catym kole K. Jasne jest, iz jezeli jaki§ punkt z okregu
kola K jest punktem przediuzalnodei elementu, wéwezas wszystkie
punkty tego okregu, polozone dostatecznie blisko punktu z, sg
réwniez punktami przedtuzalnosei. Zbiér Z punktéw nieprzediu-
zalnodei jest wiec zbiorem domknigtym.

Azeby pokazaé, iz zbiér Z jest niepusty,
oznaczmy dla kazdego punktu bell przez K,
A koto elementu {#,b}={F,b}, a przez @G sume
wyzystkich kétl K, dla beXK. TFunkcje #,(2)
Iaycznie wyznaczajg jedng funkeje H(z) w calym
zbiorze otwartym @, t.j. jedli jakid punkt e,
nalezy do dwu ko6t Ky, i Ky, gdzie byell i bye K,
t0 Fy(zy)=Fs,2,). Istotnie, skoro I(s -1, =0,
wowezas, jak spostrzegamy od razu (p. ry-
sunek), réwniez K-Kp-K;==0. W obszarach
K-Ks, i K-K, mamy jednak odpowiednio F(2)=Fy (2) i F(2)=F),(2),
& wiee Fy (2)=F,(2) w zbiorze K.-Kp-K;. Stad jednak wynika
(Rozdz. IT1, tw. 8.6), ze funkeje Fy(2) i Fy(2) sa identyczne w ca-
Iym obszarze Ki-K,, i ze, w szczegblnosei, Fy (2, =Hy, (#).

Funkeja H(z) jest oczywiseie meromorficzna w @ i identyczna
z F(z) w K. Gdyby teraz okrag kola K nie zawieral punktéw nie-
przediuzalnodei, wowezas mieliby§my KC@. Istnialoby wiee koto K*
takie, iz KCK*C@, a w nim funkeja meromorficzna H(z), iden-
tyezna z F(z) w kole K. Koto K nie byloby tedy kolem elementu {7, al,
wyjawszy przypadek, gdy K=K, t.j. gdy K jest caly plaszezyzna,
a wige gdy funkecja F(z) jest funkeja wymierns,.

~ Natomiast zbiér punktéw przedtuzalnofci elementu na okregu kota zbie-

fnofei moze byé pusty réwniez i wtedy, gdy promief kola elementu jest skon-
czony. Najprostszym przykiadem jest element {F, 0}, gdzie

[==]
F(z)=3 2"
n==0
Mamy mianowicie dla kazdej pary liczb catkowitych dodatnich %, p
oraz r<1 oo

©a
}F (”"XP g?) =| D' exp 2™ lomi| = — (p1) 4 e
skad =0 nespt
(2.2) lim {p (r’- exp @)l =00.
r>1— 9P
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Punkty postaci z=exp(kzi/2P), gdzie k i p sy liczbami calkowitymi do-
datnimi, tworzg zbiér wszedzie gesty na okregu C(0;1); poniewas zaé funkcja
meromorficzna moze przyjmowaé warto$é co co najwyzej tylko w zbiorze od-
osobnionym, zatem z (2.2) wynika, iz K(0;1) jest kolem rozwazanego elementu,
a zarazem iz zaden z punktéw okregu tego kola nie jest punktem przedhizalnosci
tego elementu. .

Definicje powyzsze odbiegaja nieco od tradycyjnyeh. Orygi-
nalna definicja Weierstrassa elementu analityeznego (oraz pojeé po-
chodnych) tym si¢ mianowicie ré6zni od definicji przyjetej w tym §, iz
zamiast warunku meromorficznosei rozwazanych funkeyj wyste-
puje w niej warunek holomorficznogeci, ktéry jest bardziej ograni-
czajacy. Poniewaz zas kazda funkeja holomorficzna w pewnym punkeie
rozwija sie w otoczeniu tego punktu na szereg potegowy, a kolo
zbieznosci tego szeregu jest najwiekszym kotem o $rodku w danym
punkeie, na jakie funkeja dana moze byé rozszerzona z zacho-
waniem holomorficznosei, przeto przez element analityczny o $rodku a,
w sensie Weierstrassa, mozna rozumieé wprost szereg potegowy
o $§rodku ai dodatnim promieniu zbieznogei. Odpowiednikami §rodka,
kota i promienia elementu analitycznego sa §rodek, kolo zbiez-
nogci i promien zbieznofei szeregu potegowego. Zmieniajae
analogicznie definicje bezposdredniego przediuzenia elementu
analitycznego oraz punktéw przedtuzalnogei i nieprzedtuzalnoci,
otrzymujemy definicje bezposredniego przediuzenia szerequ potegowego
(ktérym jest znowu pewien szereg potegowy) oraz punkidw pree-
dtusalnosei 1 nieprzedbuzalnosci szeregu potegowego. Dalsze rozwazania
tego rozdzialu (w szezegdlnodei tw. 2.1) przenoszg sie formalnie na
teorie przediuzenia analitycznego szeregu potegowego. Rozwazony
wyzej przyklad (str. 232) elementu analitycznego bez punktéw prze-
diluzalnodci jest zarazem przykladem szeregu potegowego, ktéry nie
ma punktéw przediuzalnodei na okregu swego kola zbieznogei.

Punkty nieprzediuzalnogci szeregu nazywa si¢ czesto punk-
tami osobliwyms szeregu.

Nastepujace przyklady ilustruja powyzsze zwigzki. Funkecja wymierna
wyznacza w kazdym punkecie plaszezyzny element analityczny, ktérego kolem
jest cala plaszezyzna, w kaidym za§ punkcie 2, nie bedacym biegunem
funkeji — szereg potegowy o promieniu réwnym odleglosei punktu 2z, od naj-
blizszego bieguna w skoficzonosci. Funkeja holomorficzna w calej plaszczyzZnie
otwartej wyznacza w kazdym jej punkeie zaréwno element analityczny, jak
1 szereg potegowy, o promieniu nieskoficzonym. Funkeja expl/(z—a) wyznacza
w kazdym punkeie 2g4:-a zaréwno element analityczny, jak i szereg potegowy,
o promieniu réwnym ¢(a,%,) (réwniez i wtedy, gdy 2,=c=). Jedynym punktem
nieprzediuzalnodei dla tego elementu (jak réwniez dla szeregu potegowego) jest
punkt a.
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GWICZENIA. 1. Funkcje rozwazane w éw.5—8, §2, Ro.zdz. IV, wyzma-
czaja elementy analityczne o kole K(0;1), nieprzediuzalne w Zadnym punkeie
okregu tego kota. , . ' o

9. Niech ¢ bedzie lukiem zwyklym regularnym, zas f(z) funkejq ciagla,
na C. Funkeja ,
_1 (1@,

Fe)=g5 | 3%
C

i

jest wowezas holomorficzné w calej plaszezysnie poza C. Pokazaé, ze jezeli f.un-
keja f(2) jest okre§lona i holomorficzna w otoczeniu pewnego punktu LL‘kI'Zy?VBJ 0,
ktéry nie jest kohcem tej krzywej, to dla kazdego punktu b,,' nie lezgcego
na € i dostatecznie bliskiego punktu a, kolo' elementu {F,b} zawiera punkt a.

3. Na to, aby szereg potegowy Zan 2" o kole zbieznodei K(0;1) mial na

okregu tego kota dokladnie jeden punkj? nieprzedluzu.lnoéci.: a mianowicie lai/e;g;un
jednokrotny w punkcie 1, koniegzne_jest i wystarcza, aby 11111"511P|“,, 10, <1
(Pringsheim). o

(Punkt o na okregu zbieinofci szeregu potegowego nazywa sig bwgun'em
kkrotnym tego szeregu, jefeli funkeja réwna sumie danego szeregu w.jego
kole zbieznofci rozszerza sie jako funkeja meromorficzna z biegunem k-krotnym
w punkcie o na obszar zawierajacy punkt a.)

4. Jezeli L .
® Po)=Sla, "
n .

jest szeregiem potegoivym -zbieznym_vs} kole K(0;R) o promieniu gkonczonym,
wowezas, dla kazdego punktu 2, = re'® e K(0; R), szereg

(m)
@ Z‘F (%) (r—2g)"

n!
n

jest bezpoérednim przedtuzeniem szeregu (x) i posiada promien zbieznosei =R —r.
Jezeli z,+0, wéwezas na to, by punkt' Re® byt punktem nieprzediuzalnofei
szeregu (+), konieczne jest i wystarcza, by promien zbiez‘moé.ci szeregu (¥) byt
réwny B—r.

5. Jezeli szereg 2"’11 2" o spGlezynnikach rzeczywistych nieujemnych

n T : .
posiada promien zbieznogei 1, wowezas punkt 1 jest punktem 1lieprzedlu2a,1;1oéci
tego szeregu (Pringsheim, Vivanti, Dienes).
~ 6. Niech Zan 2" i Zﬂn 2" beda szeregami o spélezynnikach rzeczywistych
n n i
i o promieniu zbieznodei =>1. Wéwozas, jezeli punkt 1 jest punktem przediu-
zalnofei dla szeregu Z (@,+16,)2", to jest on réwnies punktem przediuzalnodei
n

dla obydwu szeregéw danych.

Wywnioskowaé stad, ze w éw. 5 warunek, iz spélesynniki an sy rzeczy-
wiste nieujemne, zastgpié mozna przez warunek nieco ogélniejszy, iz |Jan|<C-Jan

dla n=1,2,..., gdzie O jest staty dodatnia skohczong, a takie przez warunek,
26 Rap,>0 dla n= 1,2,...1 ze szereg E(e‘ﬂa,,,)z" ma promiein zbieznodei 1.
n
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7. Niech {n,} r=0,1,... bedzie ciagiem rosngeym liczb catkowityeh dodatnich
takim, ze ‘
Ny —M=an, dla k=0,1,2,..., gdzie a>>0.

Wowezas kazdy szereg potegowy postaci
(%) 2 473 2"k,
k

o ile posiada skoficzony promien zbieznogei, jest nieprzediuzalny w kazdym pun-

"keie okregu swego kola sbieznoéei (Hadamard: twierdeenie o szeregach pote-

gowych Jukowych*).

[Wsk. Zakladajac, ze szereg (*) ma promien zhieznodei 1 i ze jest np.
przediuzalny w punkeie 1, oznaczmy przez F(z) funkeje holomorficzng w obszarze
obejmujacym kolo K(0;1) oraz pewne otoczenie punktu 1 i okre$lona w K(0;1)
przez szereg (x). Funkeja G(3)=F(33(3+1)), gdzie p>>1je jest liezba catkowita
dodatnig, jest wéwczas holomorficzna w pewnym kole |3j<r, gdzie r>1. Otrzy-
mujemy szereg potegowy funkcji G(z) w kole [3<<1, zastepujac w szeregu (x)
wyrazy 2" rozwinigeiami wyrazen a,[}3P(3--1)]% wedle potég zmiennej 3
(p. Rozdz. IV, § 9, éw. 5); poniewaz zaé szereg funkeji G(3) jest zbiezny w catym
kole [3)<Cr, przeto, wracajac znéw do zmiennej 2, otrzymalibyémy, ze szereg (%)
byiby zbiezny we wszystkich punktach pewnego otoczenia puunktu 1, a wiee
w pewnych punktach poza swym kolem zhieznosci (Faber, Mordell).]

8. Przyklady szeregdw spetniajqeych warunek tw. Hadamarda z éw. 7: szeregi
ok
2225, 3'2¥/2% o promieniu zbiesnodci 1 (zbiezne jednostajnie na catym kole
& k

domknigtym X(0;1)); ogélniej: kazdy szereg postaci Y a,2™ o skohczonym
£

promienin zbiezno$ci, gdzie {m,} oznacza eciag rosnacy liczb catkowitych
dodatnich, w ktérym kasda liczba nastepna jest wielokrotnogeig catkowita,
poprzedniej. Udowodnié bezposredunio, nie opierajae sie na tw. Hadamarda,
ze kazdy taki szereg jest nieprzedtuzalny we wszystkich punktach okregu kola
zbieznosei.

9. Uogdlnié tw. Hadamarda z éw.7, jak nastepuje. Niech {'”k}kzog,...
bedzie ciagiem rosnacym liczb calkowitych dodatnich i niech

(%) Za,n 2"

bedzie szeregiem potegowym o skoficzonym promieniu zbieznodei takim, ze a,=0
dla nk<n<(1+a)'n-k, k=0,1,2,..., gdzie ¢>0.

Woéwezas, jezeli '<Sn(’°'))'n=_0,1,... oznacza ciag sum czastkowyeh szeregu (),
to podeiag {s"k(z)}'kzo,l,.“ tego ciggu jest zbiezny jednostajnie w otoczeniu kaz-
dego punktu przedhizalnodei szeregu (x*) (Ostrowski: twierdeenie o szeregach
potegowych z ,lukami*).

[Wsk. Metoda analogiczna do metody wskazanej w éw. 7 dla dowodu tw.
Hadamarda (Estermann).]

10. Szereg potegowy nazywa sie nadebiesnym w pewnym obszarze G za-
wierajacym kolo zbiesnoéci szeregu, jezeli z ciagu jego sum czastkowych wybraé
mozna podeigg niemal jednostajnie zbiesny w G. Jezeli obszar ten wykracza
poza kolo zbieznodei, wéwezas wszystkie punkty okregu tego kola, ktére zawarte
sy w &, sy punktami przedluzalnofei rozwazanego szeregu.
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Prayklad szerequ potegowego, kidry jest nadzbiedny w obszarze wykraczajqcym
poza kolo zbieinoéei. Dany jest szereg

[2(1—2)] ]4"
(x) ) 2

n=1
Udowodnié, ze: 10 szereg ten jest niemal jednostajnie zbiezny w obszarze
K(0;1)--K(1;1) i okreslona przezen funkeja F(2) jest przeto holomorficzna w tym

ohszarze; 20 rozwiniecie funkeji F(2) na szereg potegowy o érodku 0 otrzymuje-

sie przez formalne otworzenie nawiaséw w szeregu (X) i uporzadkowanie wedle
poteg zmiennej z (p. Rozdz. IV, §9, éw.5); 3° kolem zbieznosei tego rozwinigeia
jest koto K(0;1).

Poniewas za$ ciag sum czastkowych szeregu (X) jest pewnym podciagiem
ciagu sum czastkowych rozwiniecia funkeji F(=), zatem szereg potegowy funkeji
F(2) jest nadzhiezny w obszarze K(0;1)-+ K(1;1), wykraczajacym poza kolo zbies-
nosei K{0;1) tego szeregu.

[Wsk. Mamy |2(1—2)|<<2 dla zeK(0;1)+K(1;1), zad [2(1—2)|=2 dla 2=—1.]

11. Niech @ bedzie obszarem ograniczonym jednospdjnym, zawierajacym
wewnatrz koto K(0;1), a na brzegu przynajmniej jeden punkt okregu tego kola.
Zbudowaé szereg potegowy o §rodku O i promieniu zbieznofei 1, nadzbiezny
w ohszarze G (p. éw. 10). .

K
a
1. 2.

[Wsk. Niech a bedzie punktem wspélnym okregu C(0;1) i brzegu obszaru @
{rys. 1). Niech anz(l——g—) a, K,=X(a

“a
-b

s 1—[a,]). Przedstawiamy @ jako sume

ciagu wetepujacego {F,} zbioréw domknigtych, przyjmujac jako F,, zbiér wszyst-

kich punktéw ze G takich, ze g(z, CG) >2/3" (wowezas a,eF, dla k=1,2,..., n—1,

natomiast F,-K, =0 dla n=1,2,..). Korzystajac z tw. Rungego (Rozdz. 1v,

tw. 2.2), okreslamy przez indukeje cigg wielomiandw 1P (2)} s 1,2,.. Oraz ciag

TOSNgey {M,},q 5  liczb calkowitych tak, ze: (a) liczba m,, jest wieksza od sto-

glma. wielomianu z”’n—an_l (=), (b) [P (2)|<1/2" dla zel, () |o"'n P (2)]z=n
az=a,

Szereg Z'z’”nPn(z) porzadkuje sie w szereg potegowy (p. Rozdz. IV, §9,
n
éw. 5) o zadane] wiasnosei. ]
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12. Bzereg - potegowy moze byé rozbiezny nawet i w tych punktach
okregu zbieznosci, w ktérych jest przedluzalny (przyklad: szereg geometryczny
1424224 ... jest przediuzalny we wszystkich punktach swego okregn zbiez-
nosei z wyjatkiem punktu 1, a w zadnym z nich nie jest zbiezny). Jednak:

Jezeli szereg potegowy 2(1 2" ma promieil zbieznogei 1, zad a,~0 gdy
n—+00, Wéwezas szereg ten jest zblezny w kazdym punkeie OleO"ll C(O 1), w kt6-
rym jest przediuzalny (Fatou, M. Riesz).

[Wsk. Niech 1 bedzie punktem przediuzalnoiei rozwaszanego szeregu; wy-
znaczyé mozemy wyeinek kolowy domkniety W (str. 236, rys. 2), wykraczajacy poza
kolo K(0;1) i zawierajacy wewnatrz punkt 1, tak by istniala funkeja holomor-
ficzna F(2) na W, réwna sumie danego szeregu w czegel wycinka zawartej w kole
K(0;1). Przyjmujae s,(2)=ay+ a2+ ...+ a,2", rozwa,Zamy‘ funkeje
F(2)—s,(=)

R (=)= i

(e+ a)e—a)

(por. rysunek). Udowodnié nalezy, ze R, (2) dasy jednostajnie do zera na obwodzie
wycinka W, a wige tym samym (Rozdz. III, tw. 12.7) na calym tym wyecinku;
W tym celu szacujemy |R,(2)| na obwodzie wycinka, rozwazajac kolejno odeinek
[0, —a] z wylaczeniem punktu —a, odeinek [—a, —b], tuk [—b, b] i pozostale,
analogiczne czefei obwodu.]

§ 3. Przedluzenie analityczne wzdhiz krzywej. Méwimy,
ze rodzina elementéw analityeznyeh {P(1)le<ics, zaleznych od para-
metru rzeczywistego ¢ przebiegajacego przedziat [a,b], jest lascu-
chem elementéw wediué krzywej C, danej przez réwnanie 2==2(t), gdzie
a<t<b, jezeli:

19 dla kazdego te[a,b] punkt 2(t) jest §rodkiem elementu P(t),

20 kazdemu te[a,b] odpowiada taka liczba >0, iz, gdy |hl<e
oraz t+hela,b], woéwczas element P({-+h) jest przedluzeniem bez-
posrednim elementu P(t).

Element analityczny P, nazywamy przediuseniem elementu P,
wedtug kraywej z=-2(1), gdzie a<t<b, jezeli istnieje lancuch elemen-
10w {P(t)jecics wzdluz tej krzywej taki, ze P;=P(a) i P,=P(b);
wiwezas méwimy takze, ze latcuch {P({)} laczy element P, z P,.
‘Widoczne jest, iz jezeli element P, jest przediuzeniem elementu P;
wzdluz krzywej C, to element P, jest przediuzeniem elementu P,
wzdluz krzywej —C.

Z definicyj powyzszych wynika natychmiast tw. nastepujace:

(3.1) Jezeli F(z) jest funkejq meromorficeng w zbiorze otwartym G,
wowezas dla kaidej kreywej z=z(t), gdeie a<t<b, przebiegajacej w G
rodzina clementéw amalitycenych P(t)=\F, #(t)} jest taicuchem elemen-
tow wadlui tej krzywej.
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Element analityczny P, nazywa sie preedtugenicm elementu P,,
jezeli jest jego przedluzeniem wzdituz jakiejkolwiek krzywej. Jezeli,
w szezegblnodei, Py jest przediuzeniem elementu P; wzdluz krzywej
przebiegajacej w jakimg zbiorze otwartym ¢, wéwezas P, nazywa
si¢ przediuzeniem elementu P; w 2hiorze G.

(3.2) Kazdy element posiada co najwyiej jedno przedluzenie wedlus
krzywej wychodzgceej 2z jego $rodka.

Dow6d. Zatézmy, iz {P(t)} oraz {R(1)} sa dwoma lancuchami
elementéw wzdluz krzywej z=2(t), gdzie a<\t<b, oraz iz P(a)=R(a).
Niech T, oznacza zbi6r tych punktéw ¢ przedziatu [a,b], dla ktérych
P(t)=R(t), za§ T, niech bedzie zbiorem pozostatych punktéw tego
przedziatu. Jezeli ¢, jest punktem skupienia zbioru T, wéwcezas dla
wartodei ¢ zbioru 7' dostatecznie bliskich punktu ¢, elementy P(#)=R(t)
sg bezpogrednimi przedhuzeniami zaréwno elementu P(t,) jak i R(t,);
poniewaz za$ elementy P(4) i R(f;) maja wspélny grodek, zatem
P(t,)=R(t;) 1t,eT;. Podobnie, jezeli t, jest punktem skupienia zbioru 7,
to P(ty)==R(ly), a wiee tye Ty: istotnie, gdyby P(t,)=R(l,), woéwezas
dla kazde] wartodei ¢ dostatecznie bliskiej punktu #, elementy P(t)
i R(t) bylyby przedtuzeniami bezpofrednimi, o wspélnym frodku,
tego samego elementu i mielibysmy przeto P(t)=R(t), a wiec te T,
co sprzeczne jest z tym, ze t,¢T,. Obydwa zbiory T, i T, sg tedy
domkniete; jeden z nich jest wiec na pewno pusty. Poniewaz zaé
Pla)=R(a), t.j. aeT,, zatem T,=0 i przeto P(t)=R(t) dla kazdego t
przedziatu [a,b]. W szezegélnogei P(b)=R(b).

'§4. Funkecja analityczna. Nazywaé bedziemy funkcjq ana-
litycang w obszarze @ kazda (nie pusta) rodzing P elementéw anali-
tyeznych o §rodkach w punktach obszaru G taka, iz:

1° z kazdych dwu elementéw rodziny P jeden jest przediuze-
niem drugiego w obszarze @,

29 kazdy element analityczny, ktory jest przedluzeniem w ob-
szarze @ elementu analitycznego, nalezgcego do P, nalezy réw-
niez do P. »

W przypadku, gdy @ jest cala plaszezyzng, funkeje analityczng
W G nazywamy wprost funkejq analitycendg.

Jezeli P jest dowolnym elementem analityeznym o $rodku
w obszarze G, wowezas zbiér wszystkich przedluzen tego elementu
w o.bszavrze G jest pewng funkeja analityezng w tym obszarze,
zawierajagcy P. Jest to jedyna funkeja analityezna w @, ktéra za-
wiera P. Kazdy zatem element analityezny (o §rodku w obszarze ¢ )
wyznacza funkeje analityezng w tym obszarze!
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Jezeli P jest funkeja analityczng w obszarze @, a H jest obsza-
rem zawartym w @, woéwczas kazdy element funkeji P o $rodku
w obszarze H wyznacza w H pewns funkcje analityezng. Kazda
taka funkeja nazywa sie gafeziq funkeji analitycznej B w podobsza-
yze H obszaru @; wszystkie jej elementy nalezy oczywiscie takze
do funkeji P.

Odwrotnie, gdy R jest funkeja analityezng w pewnym obszarze
H, a G dowolnym obszarem zawierajacym H, wéwezas funkcje R
uwazaé mozemy za gataz pewnej funkeji analitycznej § w G. Funkeje
te — ktory nazywamy przedluieniem funkeji R na obszar @ — otrzy-
mujemy jako zbiér wszystkich przedluzen w obszarze G dowolnie
obranego elementu funkeji R.

(4.1) Jezeli P jest funkcjq analityczna w obszarze G, za$ P={F,a)
jest elementem tej funkcji, wowczas wszystkie przediuienia bezposrednie
tego elementu, o $rodkach nalezqcych do pewnego otoczenia K punktu a,
sq réwniez elementami funkeji B; jezeli G jest catq ptaszczyznag, wowczas
otoczeniem takim jest kolto elementu P.

Dowé6d. Niech K bedzie kotem o ¢rodku a, ktére zawarte
jest jednoczes$nie w @ i w kole elementu P. Dla kazdego punktu
be K element {F,,b} jest wtedy (na moecy tw. 3.1) przediluzeniem
elementu P wzdhiz odecinka [a,b] zawartego w @ i nalezy przeto
do .

Jezeli {F,a} jest elementem funkeji analitycznej P, woéwezas
F(a) nazywa sig wartosciq funkeji P w punkecie-a. Wartosei funkeji P
w punkcie ¢ oznaczamy ogélnie przez P(a). Piszemy takze czesto
— tradycyjnie, choé nie calkiem konsekwentnie — 9P(z) zamiast P,
oznaczajac przez z punkt zmienny obszaru, w ktérym funkecja P
jest okreglona.

Wartosei funkeji P okreglone sg tylko w tych punktach, ktére
sg frodkami elementéw tej funkeji. Ze wzgledu na tw. 4.1 zbiér
tych punktéw dla funkeji P analitycznej w obszarze G jest pewnym
podzbiorem otwartym G, obszaru @. Poniewaz przy tym kazde dwa
elementy funkeji P sa nawzajem swymi przedtuzeniami wzdiuz
pewnej krzywej iaczacej ich §rodki, przeto widoczne jest natych-
miast, iz G, jest zbiorem otwartym sp6jnym, t.j. pewnym pod-
obszarem obszaru . Nazywaé go bedziemy podobszarem naturalnym
funkeji analityeznej P w obszarze @, a w przypadku gdy & jest
caly plaszezyzng — wprost obszarem naturalnym tej funkeji.
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Jezeli {F,a) jest elementem funkeji analitycznej P, wowezas
w my$§l tw. 4.1 wartodei funkeji F(2) w punktach pewnego otoczenia
punktu @ sa zarazem wartociami funkeji B w tyeh punktach;
innymi stowy:

(4.2) W dostatecente matym otoczeniu kaidego punkiu podobszary
naturalnego funkeji analitycenej P istnieje funkeja meromorficena,
ktorej wartosei w punktach tego otoczenia sq w mich zarazem wario-
$ctami funkeji P. ‘ '

Niech P bedzie funkejg analityczng w obszarze @. Jezeli istnieje
liezba skohczona p taka, ze kazdy punkt tego obszaru jest grodkiem
co najwyzej p elementéw funkeji P, woéwezas funkeja ta nazywa sie
skonczenie wartosciowq w @, w przeciwnym za$ razie nieskornczenie
warto$ciowq. Jezeli kazdy punkt obszaru G jest drodkiem co naj-
wyzej p elementéw funkeji P, a istnieja przy tym punkty ze@,
ktére sa frodkami dokladnie p element6éw, wéwezas funkeja P na-
zywa sie p-warto$eiowq w G. Wreszeie, jezeli kazdy punkt podobszaru
naturalnego funkeji P jest §rodkiem tej samej ilogei p elementéw
funkeji, to o funkeji P méwimy, ze jest w obszarze @ écisle p-warto-
$ciowa lub p-wartodciowa w 2naceeniu $cislejseym,

datwo zauwazyé, ze jezeli P jest funkcja analityczna p-warto-
Sclowg (p==c0) W obszarze @, wéwezas zbiér tych punktéw el
ktére sa drodkami p réinych elementéw funkeji, jest zbiorem
otwartym.

W punkeie, ktéry jest §rodkiem p elementéw funkeji anali-
tycznej, funkcja przyjmowaé moze mniej niz p wartodei réznych.
Zbiér jednak talich punktéw jest co najwyzej przeliczalny. Do-
Kladniej: jezeli pray p=oco kasdy punkt ebioru Z jest §rodkiem przy-
najmniej p réznych elementdw funkeji B, to zbidr tych punktow zeZ,
w kidrych funkcja prazyjmuje mmniej miz p wartodei résmych, jest od-
osobniony i domknigly w Z. Istotnie, jezeli punkt a jest §rodkiem p
réznych elementéw {W®, g}, (W ), ey WP, g} funkeji B, wéwezas
(Rozdz. ITT, tw. 8.6) w zadnym punkcie z<a dostatecznie malego
ofoczenia punktu o zadne dwie z funkeyj WY, dla j=1,2,...,p,
nie przyjmujg tej samej wartosei. W szezegélnosei wiee kaida

funkcia analityczna $cisle p-wartosciowa w obszarze G prayjmuje -

doktadnie p-wartosci régnych w kazdym punkeie swego podobszaru
fnatu{‘alnego, & wyjatkiem co najwysej punktow pewneyo zbioru odo-
sobnionego, domknigtego w tym podobszarze.
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Jezeli W(z) jest funkcja meromorficzna w obszarze G, wowcezas
zbidr elementéw analitycznych, jakie funkeja ta wyznacza w pun-
ktach obszaru @, jest, z uwagi na twierdzenia 3.1 i 3.2, pewna
funkeja analityezna jednowartodciows w (. Wartodel jej sg oczy-
widcie w kazdym punkeie obszaru G identyczne z odpowiednimi
wartosciami danej funkeji meromorficznej W. :

Odwrotnie, jezeli I jest funkejs analityczna w pewnym ob-
szarze (f, majacg w kazdym punkeie swego podobszaru natural-
nego G; dokladnie jedna wartosé, wowezas, przyjmujac W(z)=(z)
dla- ze Gy, otrzymujemy na mocy tw. 4.2 funkceje W meromorficzna
W G, przy czym widzimy natychmiast, ze funkcja 2B jest zbiorem
elementéw analitycznych, jakie funkeja W wyznacza w punktach

-obszaru  @.

‘Pojecia funkeji meromorficznej i funkeji analitycznej
jednowartosciowej w swym obszarze (lub podobszarze) natu-
ralnym sg tedy réwnowazne, dzieki czemu w dalszym ciagu bedziemy
mogli wprost utozsamiaé, bez obawy nieporozumienia, funkeje ana-
lityczng jednowartosciows z odpowiadajaca jej funkeja meromor-
ticzng. Z drugiej strony, z rozwazan powyzszych wynika zarazem,
ze na to, aby funkcja analitycena byta jednowartoéciowa, koniecene jest
1 wystarcza, aby preyjmowata dokladnie jedna warto$é w kazdym

punkcie swego obszary (lub podobszaru) naturalnego.

Funkeje analityezng w obszarze Gf nazywamy réinowartoéciowaq
lub jednookazowa '), jezeli nie przyjmuje jednej tej samej wartogei
w zadnych dwu punktach tego obszaru. Nalezy odrézniaé termin
Hfunkeja réznowarto§eiowa™ od terminu ,funkeja wielowarto-
Sciowa”; przez funkeje wielowarto$ciowq rozumiemy bowiem kazda
funkeje, ktéra nie jest jednowartosciowa.

Jako przyklad funkeji analitycznej wielowartosciowej, ktora
Jest zarazem réznowartosciowa, okreslimy logarytm. Oznaczmy dla
kazdego punktu « réinego od 0 i oo przes Lg))(z) galaz jednozna-
czng ?) logz w kole XK(a;lal), przyjmujaca w punkcie a warto§é

1) Pierwszy z tych terminéw uzywany jest przez prof. Sierpitskiego, drugi
przez prof. Dicksteina. Odpowiadaja one nazwom: ang. univalent funetion,
franc. fonetion univalente, niem. schlichte Funktion. Méwimy takze
ogdlniej, ze funkeja analityczna jest p-okazowa (franc. fonection p-valente
(Montel), jezeli kazda swa wartoié przyjmuje co najwyzej w p punktach
i jezeli istnicja wartodei, ktére prayjmuje dokladnie w p yéznych punktach.

*) Rozumiemy tu galagz w sensie ustalonym w Rozdz. I, §11. Jak sie
okaze z dalszego cingu, galaZ logarytmu w tym sensie moze byé uwazana za galas
logs réwniez 1 w sensie prayjetym obecnie ogélnie dla funkeyj analityeznych.

S, Saks @ A, Zygmund. Funkeje analilyczne, 16
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Loga, i niech LY (2)=La(2)+2kai. Otrzymujemy w ten s_poséb, gdy &
przebiega wszystkie liczby calkowite, wszystkie galezie jednoznaczne

logz w kole K(a; |la|) (por. Rozdz. I, §11). Oznaczmy przez £ zbiér

wszystkich elementéw analitycznych r{Lf,"),a,},_ gdzie a==0, (L:l:o'o,
k=0, 4+1,+2, ... Udowednimy, iz zbiér ten jest pewna funkcjs
analityeznag. _ : )

- Wezmy w tym celu pod uwage jeden z tych e}ementow, np.
A{Lﬁo),l}, i niech 2, bedzie funkeja analityczna przeze(g:)l v\vyzgzuczpna.
Poniewaz expL(P)(z):z, wiec przediuzajac element -{'Ll ,1}do Jaul;legoj
kolwiek punktu b wzdhuz jakiejkolwiek krzywej nie .przechodzqvce,]
-przez 0 ani co, otrzymamy zawsze element {F,b} t‘o‘uk],‘IZ ez‘q).lf’(z)zz,
2 wiec element postaci (¥ ), by. Zatem £,C8. Z drugiej strm}y,
jezeli b jest dowolnym punktem réznym od 0 i oo, to oznaczajac
przez C, okrag z=bexpit, gdzie 0<I<2m, przechodzgcy przez b,
stwierdzamy natychmiast, iz przediuzajgc wzdtuz Cp dov_volny element
{ZP,b} od punktu b do tego samego punktu, otrzymujemy 91911),@11,1;
{L%k)—]—2ni, b} i, ogélniej, przediuzajac ten elem?lr)m WZ(]:]‘U.Z krzy-
wych n(C, otrzymujemy wszystkie elementy (L’ +2nmi, b}, gdzie
n==0,4-1, +2, ..., t.j. wszystkie elementy rodziny £ o Srodku b.
Wynika stad, iz 8C8,, a wiec ostatecznie £=2,. .

Rodzina £ jest zatem funkejg analityczng i okredlamy ja jako
funkeje amalitycena logz. Analogicznie okredlamy funkcj¢ analityceny [/5,
ktéra jest prayktadem funkeji dwuwartofciowej, funkeje anality-

n

.coma, V= (gdzie n jest dowolng liczba calkowity rézng od zera), ktéra
jest przykladem funkeji n-wartoeiowe]j (w znaczeniu deidlejszym), i t.p.
Obszarem. naturalnym dla kazdej z tych funkeyj jest plaszezyzna
pozbawiong punktéw 0 i oco. .

GWICZENIA. 1. Galgz jednoznaczna arctgz istnieje w otoczeniu kaz-
dego punktu a#ti i wyznacza w tym punkcie element analityczny. Okredlié
promief tego elementu.-Sprawdzié, ze wszystkie elementy wyznaczone w ten
sposéb przez galezie jednoznaczne arctg tworza jedna funkeje analityczna
nieskonczenie wartofciows. Funkeje te nazywamy funkcje analitycene arctg.
Okreflié jej obszar naturalny.

Analogiczne éwiczenie dla arccos oraz arcsin.

2. Obszarem naturalnym funkeji VH— Vz jest cata plaszezyana z pomi-
nieciem punktéw 0i co. Funkeja ta jest dwuwartodciowa, jednak nie §eifle dwu-
wartodciowa: kazdy punkt z==1 jej obszaru naturalnego jest frodkiem dwu ole-
mentéw, natomiast punkt z=1 jest &rodkiem tylko jednego elementu funkeji.

3. Jezeli kazdy punkt zbioru Z jest Srodkiem nieskoficzenie wielu clomen-
téw funkeji analitycznej P, a jednoczefnie w kazdym z punktéw tego zbioru
funkeja P przyjmuje tylko skorficzona ilosé wartobei réznych, wéwenas zbiér %
jest co najwyzej przeliczalny.
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4. Jezeli P jest funkeja analityezng jednookazowa w obszarze @, wéw-
czas ilos¢ wartofei, jakie funkeja ta przyjmuje w punkeie ae@, jest réwna
ilofei elementéw funkeji P o $rodku w tym punkeie. Na to wiee, aby funkeja
analityczna jednookazowa w ohszarze G byla &ciéle p-wartodciowa, konieczne
jest i wystarcza, aby w kazdym punkeie obszaru przyjmowata dokladnie p
warto$ei réznych.

5. Niech Zlk bedzie szeregiem bezwzglednie zhieznym o wyrazach

&

réznych od zera i niech 4={a,,a,,..) bedzie ciagiem punktéw (réznych) na
okregu C(0;1). Szereg

A
(*) & Zz—ka
& k

jest wowezas niemal jednostajnie zbiezny zaréwno w kole K(0; 1), jak i zewnatrz
tego kola, t.zn. w kole K(oo;1). Niech Fy(2) i Fy2) oznaczajs funkeje holomor-
ficzne dane przez szereg () odpowiednio w kotach K(0;1) i K(oo;1).

Dowiedé, ze jezeli zbidr A jest wszedzie gesty na okregu C(0;1), to kola
te sa odpowiednio obszarami naturalnymi funkeyj Fi(2) i Fy(2); jezeli natomiast
zbiér A nie jest wszedzie gesty na C(0;1), to zbiér CA’ (gdzie A’ oznacza zbidr
punktéw skupienia zbioru A4) jest obszarem obejmujacym K(0;1) i K(co;1),
a szereg () przedstawia w obszarze CA’ funkeje meromorficzng, dla ktérej obszar
ten jest obszarem naturalnym.

6. Dany jest dowolny obszar @. Zbudowaé funkecje holomorficzna w G,
dla ktérej obszar G jest obszarem naturalnym.

(a) Metoda I. Niech R bedzie brzegiem obszaru G. Mozna przyjaé, ze
R nie zawiera punktu oco. Niech A={an} bedzie ciagiem punktéw odosobnio-
nych brzegu (o ile punkty takie istnieja), za§ B={b,) ciagiem wszedzie gestym
w R—4. Kazdemu punktowi b, przyporzadkowujemy ciag \‘bff)h:l,-z,.“ punktéw
obszaru G zbiezny do b,.

Niech 7, oznacza kres dolny liczb {bfﬁ)——bnl, a o, kres dolny liczb

exp [—l/lbg?—an]], gdzie m=1,2,...,n—1 oraz k=1,2,... Funkecja

O 0, €xp [1/(2—a,)] vy 7,
Fey =, > )

n

n
posiada wéwezas zadang wlasnofé.

(b) Metoda II, oparta na twierdzeniu Rungego (Rozdz. IV,
tw. 2.1). Dla kazdego n mozemy pokryé brzeg E obszaru @ skoficzonym ukltadem

kot Kg"),K‘(Z"),...,KEI’;L o promieniach <C1/n i érodkach na R. W kazdym z két KJ(."),
gdziej=1,2,...,m , obieramy dwarézne punkty
pj(.")eG oraz qj(.")eG (jak na rysunku dla j=1
i j=2). Oznaczajac przez H™ sume tych kél,
mozemy dlan=1,2,... uklady Kg"),Kg”), ""Kggl
wyznaczyé w ten sposéh, by eiag {H,) byt
zstepujacy oraz by

])}tt) ¢ G__H(n+l), (1}”)6 G_H(n—H)
dla j=1,2, M,

16*
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Okreélamy teraz przez indukeje, korzystajac z twierdzenia Rungego, cigg
tunkeyj W, (2) holomorficznych w obszarze G w ten sposdéh, by

10 |7, (<l/2" dla zeG—HY,

20 |, (2)+ Wy(#)+ ...+ W, (2)] bylo <1/2" dla 2= p}m, zad >2" dla 2= qy’),
gdzie j=1,2,...,m,.

Szereg ZWn(z) jest woéwezas niemal jednostajnie zbieiny w @, a suma

jego jest funlzcjae holomorficzna o zadanej wilasnodei (funkeja ta nie posiada
granicy, skonezonej ani nieskoficzonej, w zadnym punkcie brzegu R obszaru &
przy zblizaniu sig z wnetrza tego obszaru).

7. Niech H oznacza przestrzen, ktérej elementami sa funkeje holomor-
ficzne w dowolnie ustalonym obszarze @ (Rozdz. II, § 7, éw. 3).

Niech K,,K,,...,K, bedzie dowolnym ukladem ko6t o frodkach na brzegu
obszaru @, zaé e dowolng liczba dodatnia. Niech P oznacza rodzing wszystkich
funkeyj P(2) holomorfieznych w Gi takich, ze dla kazdego j=1,2,...,n zbidr Kpa
zawiera punkty, w ktérych |P(2)|<e, jak réwniez punkty, w ktérych |P(z)|>1/e
Dowiesé, ze funkeje holomorticzne w @, ktére nie nalezg do P, tworzg w przestrzeni
H zbiér domknigty nigdzie gesty.

Wywnioskowaé stad (nie opierajac sie na wyniku éw. 6), Ze istniejs funkeje
holomorficzne w obszarze @, dla ktérych @ jest obszarem naturalnym, i ze wia-
" snoéé te posiadaja nawet wszystkie funkcje holomorficzne w @ z wyjatkiem co
najwyzej funkeyj tworzgeych w H zhidr pierwszej kategorii (Mazurkiewicz).

(Por. analogiczne éwiczenia 6-8, Rozdz. IV, § 2.)

8. Przyklad funkcji amalitycznej dwwwartoéciowej takiej, ée kazdy punlt
pewnego obszaru jest §rodkiem tylko jednego elementu funkcji (por. éw. 2).

Niech H oznacza sume pélplaszezyzny J2<<0 oraz kola |2|<<1 (rys. 1)
iniech @(2) bedzie funkeja holomorficzna, dla ktérej H jest obszarem naturalnym

(por. éw. 6). Niech, z drugiej strony,

7N G oznacza obszar dwuspdjny, jaki

-1 . 7 ( .0 ‘,J———— otrzymujemy usuwajac z plaszezyzny
A z " / punkt 0 oraz przedzial [1, +oo] osi
L “2“/ rzeczywistej (rys. 2). Obszar G jest

wéwezas obszarem naturalnym fun-

- keji ®(V2). Nadto kazdy punkt obszarn & nalesacy do kola K(0;1) jest §rodkiem
dwu réznych elementéw tej funkeji, podezas gdy kazdy z pozostalych punktéw
obszaru @ jest érodkiem tylko jednego elementu.

§ 5. Odwrdcenie funkeji analitycznej. Element anali-
tyezny R={F,z,} nazywaé bedziemy odwracalnym, jezeli funkcja F(z)
przyjmuje w punkeie 2z, wartodé w,=F(z,) jednokrotnie (Rozdz. III,
§ 8). Funkeja F(z) posiada wowezas w otoczeniu punktu z, funkeje
odwrotng F_l(w) (Rozdz. III, tw.12.4); element {F" l,wo} na-
zywaté bedziemy elementem odwrotnym albo odwrdceniem elementu
R={F,z,} i oznaczaé przez R .

Yatwo zauwazyé, ze kazda funkcjo analitycena R, ktora nie
jest. stalq, posiada elementy odwracalne. W samej rzeczy, jezeli | F,z,)
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jest dowolnym elementem funkeji R, woéwezas (por. Rozdz. III,
tw.12.1) w kazdym punkecie 2,42, dostatecznie bliskim punktu z,
funkeja F(z) przyjmuje swg wartosé F(z,) jednokrotnie, a przeto
odpowiedni element {#,z2;}, ktéry — jako przedluzenie bezposrednie
elementu {¥,z,} — nalezy réwniez do R, jest elementem odwracalnym.

(5.1) Jedeli Ry={F,2;} oraz R,={D,z} sq elementami odwracalnymi
funkeji R, wowezas polaczyé je moéna pray pomocy tacucha ztozonego
wytacenie 2 elementéw odwracalnych.

Dowdd. Niech R(t)={F?,2(t))}, gdzie a<t<b, bedzie laricuchem
elementow, laczacym element R, z R,. Oznaczmy przez T zbidr
tyeh wartodei ¢ przedzialu [a,b], dla ktérych element R(f) daje sie
polgezyé z Ry=R(a) laricuchem elementéw odwracalnych. Niech t,
bedzie gérnym kresem zbioru 7 i niech K, oznacza otoczenie pun-
ktu 2(f;) dostatecznie male na to, by funkeja F% () przyjmowala
wszedzie w K, z pominigciem co najwyzej punktu 2(i,), kazda swg
warto$é jednokrotnie. Niech dalejt, bedzie punktem zbioru T, dla
ktérego =z(t;)el, i dla ktérego R(t) jest bezposrednim przediu-
zeniem elementu R(t,); wreszeie niech €, oznacza krzyws, wzdluz
ktérej tancuch elementéw odwracalnych lgczy element R(f) z ele-
mentem FR(a).

Zauwazmy teraz, iz ty=>b. Istotnie, przypuszezajac, iz ty<b,
mogliby§my wyznaczyé pewien punkt i, tak, by t,<<t,<<b, 2(t,)eK,,
2(ly)==2(t,) oraz by element R({,) byl bezpodrednim przediuzeniem
elementu R(t,). Niech €, oznacza dowolng krzyws przebiegajaca
w K, i laczaca punkty =z(t), =2(f,). Ponadto, jezeli =2(f)===2(%),
moglibyémy zalozyé, ze krzywa ta nie zawiera punktu 2(i,). Prze-
diuzajac woéwezas element R(e) wzdluz krzywej C+C,, otrzymali-
bys$my taricuch elementéw odwracalnyech, laczacy element R(1,)
z R(a). Mieliby$my wiec t,¢T, co jest niemozliwe z uwagi na &;<t,.

Zatem t,=b. Funkeja F”(2)=®(2) we wszystkich punktach
odeinka [2(t,), 2(b)]C K, przyjmuje wiec wartoci swe tylko jedno-
krotnie i przediuzenia bezposrednie elementu R,=R(b) o $rodkach
na tym odcinku sg wszystkie odwracalne. Przedluzajac tedy element
R(a) wzdluz krzywej C,+[2(t,), 2(b)], otrzymujemy lafcuch elemen-
téw odwracalnych, laczacy element R,=R(b) z elementem R,=R(a).

(5.2) Jezeli Py i Py sq dwoma elementami analitycenymi odwracalnymi

B . . p —1 —1 PR
funkeji analityeznej B, wowezas elementy Py~ oraz Py~ naledq rownies
do jednej funkeji analitycenej.
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Dowé6d. W mysl tw. 5.1 elementy P; i P, polaczyé mozemy
ladcuchem elementéw odwracalnych P(t):JF(’), 2(t)), gdzie a<t<b.
Niech £(1)=F"(2(t)) i niech H?(¢) oznacza odwrécenie tunkeji F9(z)
w otoczeniu punktu z(:). Elementy P_l(t)——-{H (t), (1)}, gdzie a<t<b,
tworzg woéwezas laneuch wzdluz krzywej (={(t), taczgcy elementy
P a)=Pr" oraz P'(b)=P; . Elementy te naleza wigc do jednej
funkeji analitycznej.

Z tw.5.2 wynika, ze wszystkie odwrécenia elementéw odwra-
calnyeh funkeji analityeznej P wyznaczaja jedns i te sama funkeje
analityczng. Funkeje te nazywamy odwrdceniem funkeji B i ozna-
czamy przez P . Spostrzegamy od razu, iz funkeja P jest z kolei
odwréceniem funkeji $. Poza odwréceniami elementéw funkeji P
funkeja P moze zawieraé jeszeze i inne elementy, elementy te
jednak, jak latwo zauwazyé, nie mogg byé odwracalne. Np. odwré-
ceniem funkeji [z (ktérej wszystkie elementy sa odwracalne) jest
funkeja Z%, ktorej elementy o §rodku 0 i co nie sg odwrdceniami
zadnego elementu funkeji VE i zreszta w ogéle nie s3 odwracalne.

CWICZENIA. 1. Wyréznié elementy nieodwracalne funkeyj expz, cosz,
sinz, tgz. Sprawdzié, se funkcje logz (§ 4, str. 242), arccoss, arcsinz, arctge
(§ 4, éw. 1) sa odpowiednio odwréceniami funkeyj expez, cose, sing, tgz.

2. Na to, aby odwrécenie funkeji analitycznej P bylo funkeja jednowarto-

Sciowa (t.j. meromorficzna, p. §4, str. 24 ), konieczne jest i wystarcza, aby
funkeja P byla jednookazowa. :

§ 6. Funkcje analityczne dowolnie przediuzalne w ob-
szarze. Jezeli kazdy element funkeji analityeznej w obszarze G
posiada przediuzenie wzdiluz kazdej krzywej, wychodzacej z jego
frodka i przebiegajacej w @, wéwezas mowimy, iz funkeja jest
dowolnie przedtuzalna w G; podobszar naturalny takiej funkeji po-

. krywa sie oczywidcie z calym obszarem G, za$ kazdy punkt tego
obszaru jest Srodkiem tej samej (skoriczonej Iub nieskontczonej) ilogei
elementéw funkeji. :

Najprostszym praykladem funkeyj analitycznych dowolnie przediuzalnych
W obszarze G sa funkcje meromorficzne w @ (por. §4). Przyktadem funkeyj
analitycznye]i wielowartosciowych dowolnie przedluzalnych w obszarze sy fun-
keje logz, Jz it.p. (§4, str. 242) w obszarze, ktéry otrzymujemy usuwajoo
z plaszezyzny punkty 0 i co. Dwuspéjnodé tego obszaru gra tu role istotng,
gdyz, jak wynika z twierdzenia o monodromii (p- dalej, tw.6.3), kazda
funkeja analityezna dowolnie przedinzalna w obszarze jednospéjnym jest w tym
obszarze jednowartosciowa.
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(6.1) Jezeli funkcja analityezna P w obszarze @ jest dowolnie pree-
dtuzalna w tym obszarze, wéwczas, wyjawszy praypadek, gdy G jest
plaszozyzna, koto kazdego elementu fumkeji B posiada, wewnatrz lub
na breegu, punkty dopelnienia obszaru G.

Jedeli G fjest plaszozyeng, t.§. CG=0, .wowczas kolem kaidego
elementu funkcji B jest cala plaszezyzna.

Dowdd. Niech P,={F,a} bedzie dowolnym elementem fun-
keji 3 1 niech K bedzie kolem tego elementu. Przypudémy, iz K
nie jest caly plaszezyzng oraz iz KCG. Niech b bedzie dowolnym
punktem okregu kola K, za§ z=g(t), gdzie 0<i<1, g9(0)=a,
9(1)="0b, dowolng krzyws, laczacy punkty @i b oraz przebiegajace
dla 0<t<1 wewnatrz kola K. Przediuzajac wzdhuz te] krzywej
element P;, otrzymujemy lancuch elementéw P(t) taki, iz (por.
tw.3.1 1 3.2) P(t)=\Fa,g(t)} dla 0<t<1; w szezegblnodei P(0)=P,.
Elementy P(f) sa wiec dla ¢==1 bezpogrednimi przedluzeniami
elementu P,. Z drugiej strony, dla wartodci ¢ dostatecznie bliskich 1
element P(t) jest bezposrednim przedluzeniem elementu P(1)
o drodku b, a kolo elementu P(f) zawiera punkt b. Kazdy zatem
punkt b na okregu kola elementu P, byltby punktem przediuzal-
nosel tego elementu, co sprzeczne jest z tw.2.1.

Wynika stad natychmiast twierdzenie o monodromii dla kola:

(6.2) Jedeli funkeja analitycena P w kole K jest w tym kole dowolnie
praediugalna, wéwczas jest funkcjq jednowartoéciowaq, t.j. meromor-
ficana. Jedeli wige K jest calq plaszczyzng, wowceas B jest funkejq
WYMLErndg.

Dowéd. Niech a bedzie §rodkiem kota K i niech P,=!F,a}
bedzie elementem funkeji B. Z tw. 6.1 wynika, ze kolo K zawiera
si¢ w kole elementu P,, a wiec ze funkeja F,(2) jest okreslona w ca-
fym kole K i meromorficzna w K. Tym samym (por. tw.3.11 3.2)
funkcja P posiada dla kazdego punktu beKX dokladnie jeden element
o frodku w tym punkecie, mianowicie {F,,b}, i jest przeto funkeja
jednowartoseiows, co nalezato udowodnié.

Niech W(z) bedzie funkeja meromorficzng jednoznacznie od-
wracalng w obszarze G i niech H=W(F). Kazdemu elementowi
P={F,w,}, gdzie wyeH, przyporzadkowaé woéwezas mozemy jedno-
znacznie element {FW,z,), gdzie z,=W '(w,)e@; oznaczmy ten
element przez PW. Mamy oczywifeie P=PW-W ' i ustalona
odpowiedniodé miedzy eclementami o §rodkach w obszarach H i G
jest jedno-jednoznaczna.
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Jezeli {P(t)} jest ladcuchem elementéw wzdluz pewnej krzywej
w=g(t) (a<t<b) przebiegajacej w obszarze H, W(’)W('}Z&S elgl}lenty
P(t)W tworzg laficuch elementéw w G wzdiuz krzywej z==.W (g(t)v),
gdzie a<\t<b. Jezeli wiec element P, jest przedluzeniem w H
elementu P, wéwczas element P,W jest przediuzeniem w AG ele-
mentu P,W; to samo zachodzi, gdy przestawimy obszary H i @,
zastepujac jednoczesnie W przez W Jezeli przeto P jest funkeja
analityezng w obszarze H, wéwezas zbidr wszystkich elementéw
postaci PW, gdzie PeP, jest pewna funkejg analityczng w @.
Oznaczmy te funkeje przez PW. Jezeli funkeja P jest dowolnie
przedtuzalna w H, wowezas funkeja PW jest dowolnie przediuzalna
W (; jezeli funkeja P jest jednowartodciowa w H, wowezas funkeja
PW jest jednowartofciowa w @. Twierdzenia odwrotne sg oczy-
wifcie prawdziwe, poniewasz P=PW.-W .

Niech teraz H bedzie obszarem jednospéjnym, a B funkejg
analityezng dowolnie przediuzalng w H. Za obszar G przyjmu-
jemy kolo otwarte, a za W(z) funkcje' meromorficzng przeksztal-
cajacy wiernie (p. Rozdz. V, tw. 6.14) kolo G na obszar H.
(Gdyby obszar H byl caly plaszezyzng lub plaszczyzng bez
jednego punktu, woéwezas za G nalezaloby przyjaé roéwniez calg
plaszezyzng lub plaszezyzne otwarta.) Funkeja PW przedtuza sie
wéwezas dowolnie w kole @ i, w mygl tw.6.2, jest jednowarto-
$ciowa w ¢. Tym samym funkeja P jest jednowartodciowa w H.
Otrzymujeny w ten sposéb ogdlne twierdzenie o monodromis:

(6.3) Funkeja analityczna w obszarze jednospdinym H, dowolnic prae-
dluzalna w tym obszarze, jest w obszarze H jedmowartoéciowa.

Twierdzenie 6.3 uwazaé mozna za uogélnienie twierdzen 3.1 i 3.2,
Rozdz. IV, o istnieniu galezi jednoznacznych logarytmu w obszarach jednospdj-
nych. Zarazem twierdzenie o monodromii zawiera pewny definicje analityczng,
jednospdjnosci obszaru. Mianowicie: Na to, aby obszar @ byl jednospéiny, koniecane
jest i dostateczne, aby kasda funkejo analityezna.w obszarze @, dowolnie prezediu-
2alna w G, byla w obszarze tym jednowartodciowa (kryterium Rado). Koniecznosé
warunku zawarta jest bezpoérednio w tw. 6.3. W celu udowodnienia dostatecz-
nosei zalézmy, iz obszar @ spehiajacy powyzszy warunek nie jest jednospéiny.
Stosujac ewentualnie inwersje i przesunigeie, zatozyé mozemy, iz punkty 01ioco
nalezg do réznych skladowych dopelienia obszarn G. Kazdy element funkeji
logz przediusa sig wéwezas dowolnie w obszarze G. a jednak wyznacza w tym
obszarze funkeje wielowartosciows (por. Rozdz. IV, tw. 10.3)

CWICZENIE. 1. Niech & bedzie ptaszezyzna pozbawions, punktéw 0 i co,
a Z(CG dowolnym zbiorem przeliczalnym. Zbudowad funkeje - analityezng R
dowolnie przediuzalng w @ i taka, e; 10 kazdy punkt zbiorn Z jest Srodkiem nic-
skoficzenie wielu elementéw funkeji P, 2° w kaizdym punkeie zbioru Z funkeja
P przyjmuje tylko skohczong ilosé wartoei réinych (por. §4, éw. 3).
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§ 7. Twierdzenie Poincarégo-Volterry. Twierdzenie to
orzeka, iz

(7.1) Jezeli B jest fumkcjo analitycana, wéwezas kaidy punkt plasz-
czyzny jest Srodkiem co najwyzej preeliczalnej ilosei elementow funkeji P.

- Funkcja analityczna przyjmowadé przeto moze w kazdym punkecie co

najwyzej przeliczalng ilosé wartodei réémych.

Dowod opiera si¢ na paru prostych rozumowaniach pomocni-
czyeh. Méwimy, iz cigg skodczony elementéw Pi,Ps,...,P, laczy
elementy analityczne 4 i B, jezeli w ciagu tym kazdy na-
stepny element jest bezpodrednim przedluzeniem poprzedniego
i jezeli elementy skrajne P; i P, sa odpowiednio bezpodrednimi
przedtuzeniami elementéw 4 i B.

(7.2) Jezeli jeden z dwu elementéw B i C jest bezposredmim przedtu-
zentem drugiego i jezeli element B moina polaczyé z pewnym elemen-
tem A preez ciag skoiczony elementéw o $rodkach wymiernych,
wowezas element € moina véwniez polaczyé = A preez ciqg skoriczony
elementéw o $rodkach wymiernych.

Dowéd. Niech Py, Ps,..., P, bedzie ciggiem elementéw o grod-
kach wymiernych, lgczacym elementy A i B. Niech p,,p,,...,p, beda
§rodkami elementéw Py, Ps,...,Pn, & Ky, Ks,..,K,,Kp,Kc odpo-
wiednio kotami elementéw Py, Ps,...,P,, B,(. Niech wreszcie
B={F,b}. Mozemy przyjaé, iz F(2) jest funkejg meromorficzng
w calym kole Kp.

Zatozmy, iz O jest bezposrednim przedluzeniem elementu B.'
Zatem C={F,c}, gdzie ceKp. Ponadto réwniez P, ={F,p }, przy
czym p, e K. Mozemy wige okredlié w kole K, ciag skonezony két
Koy, Knyoy oy Hnpm 0 Srodkach wymiernych p, . ,, 9, gy Dy W bELL
sposob by p, K, ., dla j=1,2,..,m oraz by p, eK, Przyj-
mujac P, ={F,p, } dla j=1,2,..,m, widzimy natychmiast, iz ciag
P1,Pay.cy Pryoooy Prp jest zgdanym ciggiem elementéw o §rodkach
wymiernych, iaczacym elementy A4 i C.

Ten sam rezultat, przy pomocy podobnego rozumowania, otrzy-
mujemy, zakladajac, iz element B jest bezposrednim przedinzeniem
elementu (.

(7.3) Naide dwa elementy funkeji analitycenej polaczyé moina ciggiem
skonezonym elementdw o $rodkach wymiernych.
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Dowéd. Niech 4 i B beda dwoma elementami. funkeji anali-
tyeznej P. Istnieje tedy (por. §§4, 3) tancuch elementéw P(t), gdzie
a<t<b, taki, iz P(a)=A oraz P(b)=B. Niech T oznacza zbidr tych
wartosel ¢ przedziatu [a,b], dla ktérych element P() daje sie polg-
czyé z A=P(a) przez cigg skonczony elementéw o grodkach wy-
miernych. Niech ¢, bedzie kresem gérnym zbioru 7. Poniewaz dla
wszystkich warto$ei ¢ przedziatu [¢,b] dostatecznie bliskich punktu to
wezystkie elementy P(f) sa bezposrednimi przedluzeniami elementu
P(t,), przeto z tw.7.2 wynika przede wszystkim, iz f,e7, a na-
stepnie, iz wszystkie punkty ¢ przedzialu [a,b] dostatecznie bliskie
punktu #, nalezg réwniez do 7. Poniewaz t, jest gérnym kresem
zbioru T, zatem t=b, a tym samym beT, co nalezalo udowodnié.

Przechodzge teraz do dowodu tw. 7.1, wezmy pod uwage do-
wolng funkeje analityezna P i ustalmy pewien jej element P,
Kazdemu elementowi P funkeji  mozemy w my¢l tw.7.3 przy-
porzgdkowaé ciag skoriczony punktéw wymiernych taki, iz istnieje
cigg elementéw o srodkach w tych punktach, Igczacy elementy
Py i P. Widoezne jest, iz réznym elementom P funkeji B o wspol-
nym frodku odpowiadaé beda w ten sposéb réine ciggi punktéw
wymiernych. Poniewaz za zbiér wszystkich skonczonych ciggow
punktéw wymiernych jest przeliczalny, zatem zbidr wszystkich
elementéw funkeji P o wspélnym $rodku jest réwniez co najwyzej
przeliczalny.

*§8. Funkeja analityczna jako przestrzen abstrakeyjna.
Niech K oznacza zbiér wszystkich elementéw analityeznych. Zbiér
ten uwazaé mozemy za pewng przestrzen abstrakcyjng, rozu-
miejac przez ofoczenie (p. Wstep, §3) zbiér elementéw, wyzna-
czonych w punktach dowolnego kola K(a;r) przez dowolna funkeje
meromorfiezng wtym kole. Innymi stowy, otoczeniem w przestrzeni E
jest kazda funkeja analityczna, dowolnie przedluzalna w jakim-
kolwiek kole. Kolo to nazywamy kolem rozwazanego otoczenia.
Otoczenie o kole wymiernym (Wstep, §8, str. 21) nazywad bedziemy,
dla krétkosei, otoczeniem WYMLernym.

Xatwo zauwazyé, iz okredlona w POWyZszy sposdb rodzina oto-
czeti dla przestrzeni E spelnia warunki postulatéw 1111 Wstepu, § 3.

Funkeje analityczne (rozumiane jako zbiory elementéw an:-
lityeznych) pokrywajg sie ze sktadowymi przestrzeni E, a funkcje
analityezne w obszarze @ (§4) — ze skladowymi zhioru w prze-
strzeni E, utworzonego z elementéw o §rodkach nalezacych do ¢.
fowléd nie przedstawia trudnosei i moze by¢é pozostawiony czytelni-

owi.
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Kazda funkeja analityczna 8 moze byé sama takze uwazana
za przestrzen abstrakeyjng. Rodzine otoczen dla P tworza te wszyst-
kie otoczenia przestrzeni F, ktére skitadajg sie z elementéw funkeji .
Na mocy twierdzenia Poincarégo-Volterry (tw.7.1) w rodzinie tej
otoczenia wymierne stanowia mnogogé przeliczalng, ktéra zarazem,
jak stwierdzamy latwo, jest ogrodkiem praeliczalnym rodziny
otoczert (Wstep, §3). Zatem:

(8.1) Funkejo analitycena, wwaiena za przestrzer, abstrakeyjnag, fjest
przestrzenia oSrodkowq. Elementy tej funkeji o $rodkach wymiernych
tworeg, w niej 2bidr preeliczalny wszedzie gesty.

Jezeli F(z) jest funkcja meromorficzng w kole K(a;7), woéwczas,

przyporzadkowujac kazdemu elementowi {F,z), gdzie ze K (a;r),
punkt (z—a)/r, gdy a=koo, a punkt 1/re, gdy a= oo, otrzymujemy
odwzorowanie homeomorficzne zbioru tych elementéw na kolo
K(0;1). Innymi slowy:
(8.2) Kazda funkcja analityczna jednowartoéciowa T w kole K(a;r),
uwagana 2 preesirzen  abstrakeying, jest homeomorficena z kolem
K(0;1); otraymujemy mianowicie odpowiedniodé homeomorficana, pray-
porzadkowujac elementows funkeji P o Srodku zeK(a;r) punkt (z—a)/r
lub punkt 1/rz kola K(0;1) zaletnie od tego, czy a==oo, czy a=oo.

Odpowiednioé te miedzy elementami funkeji P a punktami
kola K(0;1) nazywaé bedziemy kanoniczng.

Tw.8.2 mozZemy réwniez tak sformulowad: Fkaide otoczemie
w przestrzeni elementéw analityeznych jest homeomorficene 2 kolem.

CWICZENIE. 1. Kazda funkeja analityezna posiadaé moze co najwyzej
przeliczalng ilo§¢ elementéw nieodwracalnyeh (§5, str. 244) i, jezeli funkeje
analityczng uwazaé za przestrzen abstrakeyjna, to zbiér tych elementéw jest
zbiorem odosobnionym domknietym.

§ 9. Funkcje analityczne w otoczeniu pierscieniowym
punktu. Niech W(z) bedzie funkcjg meromorficzna w obszarze @,
nie redukujaca sie do stalej, i niech H=W(@&). Jezeli 2, jest punktem
obszaru @, a P=|F,w, dowolnym elementem analitycznym o grodku
wo=W(z,)e H, wéwczas element {FW,z, nazywaé bedziemy ele-
mentem PW. Znakowanie to wprowadzone juz bylo w §6 dla fun-
keji W(z) jednoznacznie odwracalnej. Jezeli funkeja W(z) nie jest
jednoznacznie odwracalna, to istnieje na ogét wiele punktéw z,e@,
spelninjacych warunek wy,=W(z,) dla ustalonego punktu w,eH,
i przeto dla danego elementu P={F,w,} istnieje na ogdél wiele
elementow PW.
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Jezeli P jest funkejg analityezng w H, wowezas kazdy ele-
ment PW, gdzie PP, wyznacza pewng funkcje analityczna w @.
Otrzymane w ten sposéb funkeje nazywadé bedziemy funkecjami PW.

Jezeli funkeja W(z) jest jednoznacznie odwracalna, to istnieje
dla danej funkeji P tylko jedna (por. §6, str.247) funkcja PW
i funkeja ta jest zbiorem wszystkich elementéw postaci PW, gdzie
PeP. Jezeli jednak funkeja W(z) nie jest jednoznacznie odwra-
calna, woéwezas funkcy] PW moze byé wiele i funkeje te moga
zawieraé elementy nie koniecznie postaci PW. Przyjmujac np. za
H i @ plaszezyzne, W(z)=2% oraz iB(z):VQ, otrzymujemy jako PW
funkecje liniowe z oraz —=z.

(9.1) Jezeli W(2) jest funkeja meromorficena, nie redukujacq sie do
stalej w obszarze G, i jeseli P jest funkejq analityczng, dowolnie prze-
dtusalng w obszarze H=W(G), wiwcras kasda z funkeyj PW jest
dowolnie przedtusalna w obszarze G 4 utworzona jest wylgcanie z cle-
mentow PW, gdzie Pe'f.

Dowéd. Wystarezy dowiedé, iz kazdy element postaci P,W,
gdzie P.eP, przediuza sie wzdiuz kazdej krzywej, wychodzgcej
z jego frodka j przebiegajacej w @, oraz iz otrzymane przedluzenie
wzdtuz tej krzywej jest réwniez elementem postaci P,W. Niech
w tym celu Po={F,w,}, gdzie wo,=W(z,) i 2,¢@, bedzie elementem
funkeji P i niech Ry={FW,z,). Niech z=g(t) (e <t<b) bedzie
krzywa w &, wychodzacg z punktu z,. Krzywa w=W(¢(t)) (a<<t<b)
przebiega w H, wychodzge z punktu w,. Istnieje wige lanicuch ele-
mentéw P(t)={F, W(g(t))} funkeji P wzdtuz krzywej w=W(g(t)) taki,
ze P(a)=P,. Elementy R(t)=\F(t)W,g(t)} tworzag wowezas ltancuch
wzdtuz krzywej z=g(t), pray czym R(a)={F“W,g(a)}={FW,2)= Ry;
z drugiej strony R(b):{E(”)W,g(b)} jest elementenmy P(b)W, gdzie
P(b)eP, co nalezalo udowodnié.

Jezeli W(z) jest funkcjg meromorficzng w obszarze H, wowezas
kazdemu elementowi analitycznemu P={F,a} takiemu, iz F(a)e H,
przyporzadkowaé mozemy element {WF,a}, kt6ry bedziemy oznaczali
przez WP. Jezeli P jest funkeja analityczng w obszarze @, ktorej
wszystkie wartosei nalezg do obszaru H, wowezas kazdemu elemen-
?owi PeP odpowiada element WP. Widoczne jest, iz, jezeli P,
1 P, 53 elementami funkeji P, przy czym P, jest przedluzeniem
clementu P, wzdluz pewnej krzywej przebiegajacej w ¢, woéwezas
WP, jest przedtuzeniem elementn WP, wzdluz tej-samej krzywej.

icm

{§ 9] Funkeje analityczne w otoczeniu piericieniowym punktu. 253

Wizystkie wige elementy WP, gdzie Pe®P, wyznaczaja w ¢ te sama
funkcje analityczna, oznaczaé ja bedziemy przez WR. Widoczne jest,
iz, jeteli funkcju P jest dowolnie przediuzalna w obszarze G, wéwezas
funkejo WP jest takze dowolnie przediusalne w G i jest zbiorem
wszystkich elementéw postaci WP, gdzie PeP.

Wreszeie, jezell P i R sg dwiema funkejami analitycznymi,
za$§ P={F,a}, R={®,b) odpowiednio elementami tych dwu funkcyj
takimi, ze @(b)=a, wowczas funkcja F@(z) jest meromorficzna
w otoczeniu punktu b i element {F®,b} wyznacza pewng funkecje
analityczng. Otrzymane w ten sposoéb z funkeyj P i R funkeje
analityczne nazywaé bedziemy funkcjami PR. Oczywiscie moze sie
zdarzyé, ze funkeje B i R nie posiadaja w ogdle elementéw P i R,
spelniajacych wyzej podany warunek; wtedy nie istnieje zadna fun-
keja PR. ’

(9.2) Jezeli fumkeja R, onalitycena w otoczeniu pierScieniowym
P=P(a;0,r) pewnego punkiu a, jest dowolnie przediuzalna w tym oto-
czentu 1t jedeli pewien element R funkeji R jest identycany ze swym
przedtuseniem wedtuz krzywej p-C, gdzie p jest licebg calkowitq,
za$ C oznacza okrag o $rodku a, wychodzqecy ze $rodka elementu R,
wowezas funkcja R jest co najwyzej p-wartodeiowa i jest postaci
p P

@(V;-——a) (lub postaci O(1/)z) jeseli a=o0), gdezie ®(z) jest funkcja
meromorficeng w pierscieniu P(0;0,71P),

Dow6d. Mozemy zatozyé oczywidcie, iz a=0 (stosujgc przesu-
niecie lub, jezeli a=oc, inwersje). Mozemy przyjad takze (stosujge
ewentualnie obrét), iz R={F,r,}, gdzie 0<r,<r, a wiee, iz C=C(0;7).

1° Rozwazymy najpierw przypadek p=1. Niech (, oraz 0,
oznaczajy odpowiednio gérny i dolny pélokrag okregu C. Poniewaz
element R jest identyczny ze swym przedtuzeniem wzdtuz C, przeto
posiada to samo przediuzenie wzdiuz kazdego z pélokregéw C 1 Cy;
niech R*={F* —r,} bedzie tym przedluzeniem. |

Oznaczmy teraz przez G, oraz (f, obszary jednospljne, jakie
otrzymujemy z otoczenia pierdcieniowego P, usuwajge zen odpo-
wiednio odecinki [—r4,0] i [0,74] osi urojonej; przez H i H* ozna-
czymy czesei pierdcienia P polozone na prawo i na lewo od tej osi.

W my$l twierdzenia o monodromii (tw.6.3) element B wy-
znacza w obszarach @ i G, funkeje meromorficzne; oznaczmy je
odpowicednio praez Iy (2)i Fy(2). Mamy wige Iy (z)=TF,(z)=F(z) w oto-
czeniu punktu ry i Fy(3)=Fy(2)=F*(z) w otoczeniu punktu —r,.
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Poniewaz r,e HCG, - Gy 1 —rye H*CGy- Gy, przeto Fy(z)=F,(z)
zar6wno w obszarze H jak i w obszarze H*, a wiec w calym,
zbiorze otwartym ¢;-@, Funkcje Fy(z) i Fo(2) wyznaczaja tedy
lacznie w catym obszarze P=G,+ @, jedng funkcje meromor-
ficzng. Funkeja ta, jako identyczna z F(z) w otoczeniu punktu 7,
pokrywa si¢ z funkcjs R, jako wyznaczong w obszarze P przez
element R={F,r,). o

20 Niech teraz p bedzie dowolng liczbg calkowity dodatnig
iniech W(z)=2r. Funkeja W(z) przeksztatea pierdcien Py=P(0;0,:1r)
na piereien P=P(0;0,7), a w szczegolnodci okrag Ci=0(0;7)7) na
pC. Element {FW,rt?} przechodzi tedy w siebie przy przedtu-
zeniu wzdtuz okregu €, a z drugiej strony (por. tw.9.1) wy-
znacza W pierscieniu P; funkcje analityezng dowolnie przedluzalng,.
' Na mocy 1° (dla przypadku p=1) funkcja ta jest pewna funkeja
meromorficzng &(z) w pierdcieniu P,. Mamy zatem w otoczeniu
punktu r}? tozsamodciowo F(2P)=FW(z)=>(2), a wiec F(2)=D[((2)]
w otoczeniu punktu r,, gdzie G(z) oznacza te galaz jednoznaczng
p .

Ve w otoczenin punktu r,, ktéra przyjmuje wartogé riP W tym
punkeie. Tym samym funkeja analityczna R, wyznaczona przez

P
element R={F,ry}, jest identyczna z funkecja (b(‘/z), wyznaczong
przez element {O@,r,).

(9.3) Kazda funkeja R analitycena, dowolnie preediuzalne i n-warto-
Sciowa (gdzie n jest liczba skotceonq) w piercieniu,  P=P(a;0,7),

jest postaci ®(Vz—a) jeseli a-=oco, lub postaci B(1/Vz) jeseli =00,
gdzie P(2) jest funkcjg meromorficena w plerscieniu P(0;0,r1n),

Dowdd. Podobnie jak w dowodzie twierdzenia poprzedniego
przyjaé mozna, iz a=0. Niech R={F,r,} bedzie dowolnym elemen-
tem funkeji R o $rodku w punkeie 7,>0 i niech ¢ =0(0;7,). Poniewaz
funkcja R posiada tylko n elementéw réznych o grodku r,, przeto
istnieje taka liczba p<m, iz element R przechodzi w siebie przy
prz’?dluZeniu wzdtuz krzywej p.C. Funkcja R jest wiec postaci
Q(VE), gdzie 9(3) jest pewng funkejg meromorficzng w pierdcieniu
P(0;0,77). Otrzymujemy zarazem, iz p==n: istotnie, mamy z jednej

b
strony p<Cm, a z drugiej p>mn, poniewaz funkeja &()z) jest co
najwyzej p-wartogciowa.

CWICZENIE. 1. Kazda funkeja analityezna dowolnie przedluzalng w oto-
czenin pierScieniowym P(0;0,7) punktu 0 jest postaci @(logz), adaio Bw)  jost
funkeja meromorficzng w péiplaszezyinie dw<Logr.
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*§ 10. Funkeja analityczna w otoczeniu pierScieniowym
jako przestrzen abstrakeyjna. W §3 ustaliliSmy pewns (kano-
niczng) odpowiedniogd homeomorficzng miedzy punktami kola
jednostkowego a elementami funkeji analitycznej dowolnie prze-
dtuzalnej (a wiec jednowartoiciowej) w pewnym kole. Analogiczny
wynik otrzymadé mozemy dla funkeji analitycznej skonczenie warto-
sciowej i dowolnie przedluzalnej w otoczeniu pierdcieniowym P(a;0,7)

Przyjmijmy dla prostoty a=0 i wezmy pod uwage funkcje Jz
w pierscieniu P(0;0,r). Przyporzadkowujac elementowi {G,2} te fun-
keji punkt G(z)/r", otrzymujemy, jak spostrzega sie natychmiast,
odpowiednio§¢ homeomorficzng miedzy elementami funkeji anali-

tycznej )z w P(0;0,7) a punktami pierscienia P(0;0,1). W odpo-
wiedniogci tej punktowi 3eP(0;0,1) przyporzadkowany jest element
funkeji Vz o $rodku g=r3",

Wezmy teraz pod uwage jakakolwiek funkeje R analityczng do-
wolnie przedluzalng i n-warto$ciows w pierscieniu P(0;0,r). Funkeja
R jest w mys] tw. 9.3 zhiorem elementéw postaci {0G,2}, gdzie @
jest pewna funkejg meromorfiezng w pierdcieniu P(0;0,7V), a G, 2)

dowolnym elementem funkeji I/E Przyporzadkujemy kazdemu ele-

n
mentowi {¢,2} funkeji Jz element {®@,2) i pokazemy, ze odpowie-
dniogé ta jest jedno-jednoznaczna, t.j. ze jezeli elementy 16,2y}
) n o . . .

1 {Gy,2) funkeji Vz w kole K(0;7) sa rézne, wéwezas rézne sg takze
elementy (@G, 2, {PGy,2,). Jest to oczywiste, gdy z,%2, Jezeli
natomiast 2 =z, wéwczas, jak widzimy natychmiast, w otoczeniu
punktu z; mamy tozsamofciowo Gyz)= G,(2)-exp(2nki/n), gdzie
0<k<n ze wzgledu na Gy(2)#G,(2). Tym samym element {G, =)
przechodzi w element {@Gy,2,}, a element {D@,%} w element {PGy,z,)
przy przediuzeniu wzdtuz krzywej k-C, gdzie C=0(0;lz]). Gdyby
wiece elementy {@Gy, 2} i {PGy,2} byly identyczne, wowezas na mocy
tw 9.2 funkeja R bylaby co najwyzej k-wartosciowa, co sprzeczne
jest z tym, iz k<mn.

Ustalona wiec odpowiednio§é miedzy elementami funkeyj R(z)
oraz |z jest jedno-jednoznaczna i co wiecej, jak sprawdzamy. Jatwo,

odwracalnie ciggla (Wstep, §7). Z drugiej strony ustalilismy juz wyzej
pewng odpowiednio$é homeomorficzng miedzy elementami funkeji
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u ,
analityczne]j Vz w pierscieniu P(0;0,7) a punktami pierdcienia
P(0;0,1). Otrzymujemy w ten sposob homeomorfizm miedzy fun-
keja R a piereieniem P(0;0,1). W rezultacie:

(10.1) Migdey punktami pierscienia P(0;0,1) a elementami funkeji
analitycznej R, dowolnie preedluzalnej i n-wartodciowej w pierdeieniu
P(a;0,7), gdzie r==c0, ustalié moina odpowiedniosé homeomorficang
w ten sposéb, i punkiowi 3 odpowiada element fumkcji o $rodku
p=a-+13" jedeli a==oco, lub o $rodkw 1[r3" jezeli a= oo.

‘ § 11. Punkty krytyezne. Jezeli R jest funkecja analityczng
w obszarze @, za§ o dowolnym punktem tégo obszaru, wéwczas na
to, aby w kazdym otoczeniu tego punktu istniata gataz (p. § 4, str. 239)
funkeji R, konieczne jest i wystareza, aby punkt ten lezal wewnatrz
lub na brzegu podobszaru naturalnego. Punkt ae@, lezacy we-
wnatrz lub na brzegu tego podobszaru, nazywadé sie bedzie punkiem
zwyczajnym funkeji R, jezeli posiada takie otoczenie, w ktdrym
kazda galgz funkeji R jest dowolnie przediuzalna i przeto w mysl
twierdzenia o monodromii (tw.6.2) jest funkejs meromorficzng;
w przeciwnym razie punkt o nazywaé sie bedzie punkiem Ikry-
tycenym funkeji R. Jak wynika natychmiast z tej definicji, kazdy
punkt zwyeczajny funkeji analitycznej lezy w jej podobszarze natu-
ralnym, a wige tym samym kazdy punkt brzegu tego podobszaru,
nalezgey do obszaru G funkeji, jest jej punktem krytycznym.
?unkt zwyczajny funkeji analityeznej R nazywa sie jej biegunem,
jezeli jedna przynajmniej gatas tej funkeji, dowolnie przedhizalna
(a wiec meromorficzna) w pewnym otoczeniu tego punktu, posiada
w tym punkeie biegun. '

' Zbiér punktéw krytyeznych funkeji analitycznej w obszarze G
jest, oczﬁywiécie, domknigty w tym obszarze. Punkty odosobnione
tego zbioru nazywaja sie punkiami krytycenymi odosobnionymi.

(11.1) Jezeli .SR jest Z‘?mlacm analityceng w obszarze G, wéwczas kaidy
eleme@t R 1ej z‘wn,kc]z preedluza sig wedtuz kasdej kreywej €, wycho-
dzqee] z jego $rodka, prezebiegajacej w G i nie zawierajqee] punktow
krytycznych funkeji. ‘

Na to wige, aby funkeja R byla w obszarze swym dowolnic prze-

atuzalna, konieczme jest i wystarcza, aby nie posiadala punkicw kry-
tyeznych. ‘
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Dowé6d. Niech krzywa ¢ dana bedzie przez réwnanie z=2(?),
gdzie a<<t<b. Oznaczmy przez T zbiér wszystkich punktéw v prze-
dziatu [a,b) takich, iz element R jest przediunzalny wzdluz tuku [a,7]
krzywej O (t.zn. wzdluz krzywej z==2(t), gdzie a<<t<z). Niech {,
bedzie kresem goérnym zbioru 7. Punkt z(f,) lezy wiec na pewno
wewngtrz Iub na brzegu podobszaru naturalnego funkeji; a ze krzywa
C nie zawiera punktéw krytyeznych, przeto punkt o(f;) posiada
otoczenie K, w ktérym kazdy element funkeji R jest dowolnie prze-
dhuzalny. Niech t, bedzie dowolnym punktem zbioru T takim, by
tuk [t,,t,] krzywej C zawieral sie calkowicie w K, i niech R, bedzie
przediuzeniem elementu R wzdhiz tuku [a,t] tej krzywej. Prze-
dtuzajac element R, wzdiuz tuku [4,%,], otrzymujemy wiec prze-
dtuzenie elementu R wzdiuz calego luku [a,%,], skad wynika, iz
toe T. Mamy przy tym t,=b; w przeciwnym bowiem razie mogli-
bysmy w ten sam sposéb otrzymaé przediuzenie elementu K
wzdluz pewnego tuku [a,i,] krzywej C, obierajac punkt t, tak, by
ty<t,<<b oraz by tuk [fy,t,] krzywej C zawierat sie w kole K ; mieli-
bysmy wigc ty<<tye T, co sprzeczne jest z definicjs punktu ¢, Zatem
b=t,e T, a wigc element R jest przediuzalny wzdiuz calej krzywej C.

7 twierdzenia 11.1 wynika natychmiast, iz:

(11.2) Na to, aby punkt krytyceny funkeji analitycznej byt punktem
krytycenym odosobnionym, koniecene jest i wystarcza, aby posiadat
otoczenie pierdcieniowe, w ktdrym kasda gataé funkeji jest dowolnie
przediuialna.

(11.3) Na to, aby =2bidr punktéw krytyczmych fumkeji R analitycanej
w obszarze G byt odosobniony, konieczne jest ¢ wystarcza, aby kazdy
element tej funkeji preediusal sie wedbuz kazdej kraywej, wychodzacej
z jego $rodka, zawartej w G i nie zawierajgoej punkiéw pewnego zbiory
E odosobnionego i domknigtego w obszarze G.

Jezeli warunek ten jest spelniony, wowczas funkejo R wie zawiera
punktéw krytycanych poza zbiorem B.

GWICZENIA. 1. Punkeja analityczna w obszarze G posiadaé moze w tym
obszarze co najwyszej przeliczalng mnogo$é biegundw.

2. Niech @ oznacza plaszezyzne pozbawiong punktéw 0 i oo, i niech BCG
bedzie dowolnym zbiorem przeliczalnym. Zbudowaé funkeje analityczna dowolnie
przedtuzaing w @, ktora posiada biegun w kazdym punkeie zbioru B.

(Funkeje taka zbudowaé moina dla dowolnego obszaru @ o stopniu
spojnodel " -2.)

17

S.osaks i A Zyvemund, Funkeje analityezne.
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§ 12. Punkty krytyczne algebraiczne. Niech a bodzie
punktem lezacym wewngtrz lub na brzegu obszaru naturalnego
funkeji analitycznej R. Liczbe 4 (skodczong lub nieskoniczong) nazy-
wamy gramicg ftunkeji R w punkcie a, jezeli kazdej liczbie e>( odpo-
wiada taka liezba >0, iz wszystkie wartosci funkeji R w kole K(a; #)
nalezg do kola K(4;e).

Punkt krytyczny odosobniony a funkeji analitycznej R nazywa
sie punktem krytycenym algebraicenym, jezeli w pewnym otoczeniu
pierdcieniowym punktu a kazda gataz funkeji R jest skorczenie
wartosciowa i posiada granicg w tym punkcie. Punkty krytyczne
odosobnione, ktére nie sy algebraiczne, nazywaja sie preestgpnyms.

(12.1) Na to, aby punkt krytyceny o fumkcji analitycenej R byl alge-
braiceny, koniecame jest i wystarcza, aby w pewnym otoczeniu pierdcie-

ntowym P(a;0,r) tego punkiv kazda gatas funkeji R bylta postaei &( V%:_E)

jeseli a== oo, lub postaci D(1/ VE) jezeli a=oco, gdzic D jest funkejq
meromorficeng w kole K(0;r1n),

Dowé6d. Dostatecznos§é warunku jest widoczna. W celu
udowodnienia koniecznogei przyjmijmy, dla prostoty, a=0 i za-
uwazmy, iz gdy punkt 0 jest punktem krytycznym algebraicznym
funkeji R, to w mysl tw. 9.3 istnieje takie jego otoczenie pierscie-
ni(lwe P(0;0,7), w ktérym kazda galgs funkeji R jest postaci

o(Vz), gdzie D(z) jest funkeja meromorficzng w P(0;0,7Y7). Skoro

galg? (D(Vz) posiada granice w punkeie 0, przeto funkeja @(z) po-
siada takze granice (skohczong lub nieskoniczong) dla z—>0 i po
stosownym okresleniu jej wartosei w punkeie 0 jest meromorticzna
réwniez w tym punkeie (por. Rozdaz. ITI, §6, str. 140).

N Funkeja analityczna w calej Plaszezyznie, skonczenie warto-
seiowa i nie posiadajgca punktéw krytycznych poza algebraicznymi,
nazywa sie algebraiceng. Poniewaz zbidr odosobniony i domkniety
W.calej plaszezyznie jest skonezony, przeto funkeja algebraiczna
mieé moze tylko skoriczons ilogé punktéw krytycznych. Funkeja
ana,litycm.la, (w calej plaszczyznie), ktéra nie Jest algebraiczna,
nazywa sie preestepng. "

n
ot Funkeja Vz posiada tylko dwa punkty krytyczne: 0 i co, obydwa algo-
Iralc]z)n?i. Funkeja logz posiada rg’»wniez‘ tylko dwa punkty krytycsne: 0 i oo
ge.o ydwa przest.epne. Funkcja Jiogz posiada tray punkty krytyczne: alge-
ralczny w punkeie 1 oraz przestepne w punktach 0 i oo, o )
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1§ 13]

CWICZENIA. 1. Wyrézni¢ bieguny i punkty krytyczne (algebraiczne,
przestgpne) funkeyj analityeznych arceosz, arctgz, log(aretgz), lm

2. Wyznaezyé punkty krytyczne funkeji analitycznej, ktéra otrzymujemy
z przediuzenia funkeji holomorficznej

1
L [1G)
F(z)=2‘—.”:6 P d3

’

gdzie f(2) jest funkeja holomorfiezng w calej plaszezyznie otwartej, nie znikajacs
tozsamosdciowo (por. § 2, éw. 2).

§ 13. Twierdzenia pomocnicze algebry. W dalszym ciggu
korzystaé bedziemy z paru podstawowych twierdzen algebry, doty-
czacych rozkladania wielomiandéw na czynniki. Rozwazaé bedziemy
wielomiany wzgledem w postaci
(13.1) T(z,w) = Ao(2)w" 4+ A1(2)w™ 1+ ... + An(2)

0 spélezynnikach A4;(2) meromorficznych wzgledem z w pewnym
ustalonym obszarze G. Jezeli Ay(z) nie znika tozsamogciowo, wow-
czas wielomian (13.1) nazywa sie wielomianem n-tego stopnia. Jezeli
T(z,w)=Q(z,w) - P(z,w), gdzie Q(z,w) i P(z,w) s3 réwniez wielo-
mianami rozwazanej postaci, wéwezas kazdy z wielomianéw Q(z,w)
i P(2,w) nazywadé sie bedzie podzielnikiem wielomianu T(z,w). Jezeli
wielomian stopnia n posiada podzielnik stopnia dodatniego, mniej-
szego od m, woéwezas wielomian ten nazywa sie rozkladalnym.
Wielomiany majace wspélny podzielnik stopnia dodatniego nazy-
waja sie spdldzielnymi.

(13.2) Jezeli dla zeG mamy toisamosciowo

(13.3) whb Ay(Z)wt . A () =
=[w™+ Bi(2) w1+ ...+ B (2)] [wP +C1(2) wF ... 4 Op (2)],

ydzie A;(2), Bi(2) i C;(2) sq funkejami meromorficznymi w obszarze @,
woéwezas spotczynniki B;(z) 1 Cj(z) nie posiadaja biegundw poza
biegunami spdlezynnikow A z).

Dowéd. Zalézmy, iz punkt a 4=o0 jest biegunem jednej z funkeyj
Bj(z) lub Cj(z), lecz nie jest biegunem zadnego ze spétczynnikéw A(z).
Niech % i b oznaczaja odpowiednio najwyzsze krotnogeil) punktu a
jako bieguna funkeyj Bj(e) i funkeyj C;(z). Niech

: k : h
Bj=lim (z—a)" B{(2), Cy=1lim (z—a) Cyz),
> z>1
1) Jezeli funkeja jest holomorficzna w pewnym punkeie, wéwezas przez
jego krotnoié jako bieguna tej funkeji rozumiemy liczbe 0.
17+


pem


260 ROZDZIAL VI. Funkeje analityczne.

gdzie dla symetrii prayjelimy Bo(2) =(0,(2)=1. Mnozgc obydwie

strony réwnosei (13.3) przez (z—a)"*, otrzymujemy tozsamogciowo
(Bow™ -+ Bywm =14 ... &+ Bp) (CowP 4-CrwP ™ + ... - Cp) =0,

co jest jednak niemozliwe, poniewaz nie wszystkie spolezynniki By,

ani nie wszystkie spélezynniki ¢}, znikaja jednoczesnie. Analogicznie

rozumujemy, jezeli a=rco.

Wezmy teraz pod uwage dwa wielomiany:
T](Z,M)) = Ao(z)w" -+ A-l(z)wn—_1 4 A,,(Z),
Ta(2,w) = Bo(2)w™+ B1(2)wm ... 4 Bu(#),

0 spétezynnikach meromorficznych wobszarze G. Zat6ézmy, ze nz=m>0.
Stosujac do wielomianéw tych algorytm Euklidesa (kolejne dzielenie),
wyznaczamy dwa ciagi skonczone wielomianéw, @, Qz,...,thz 0rag
Ty, Ty, ..., T, spelniajace warunki nastepujace:

(18.4) T,=Q,T,+ T, T,=Q,T,+Ty ..., T, ,=Q, T, ,+T,

(18.5) stopnie wielomiandw Tsy Ts,...,Tp tworze ciag malejacy ¢ 1), jest
stopnia O wzgledem w, a wige jest funkcjg jednej tylko zmiennej z.

‘Widoczne jest, iz wielomiany @i T, 83 okreglone jednoznacznie
przez te warunki; spélezynniki ich wyrazajy sie wymiernie przez
spotezynniki wielomiandw T(z,w) i Ty(2,w), & wiec sg réwniez mero-
morficzne wzgledem z w obszarze G; w szezegdlnodei funkeja mero-
morficzng w @ jest ,ostatnia reszta® T,=T,(2). Oznaczmy przez K
zhiér (odosobniony i domkniety w &) punktéw, w ktérych spét-
czynniki wielomianow T (z,w) i Q,(2,w) posiadaja bieguny.

Stwierdzamy natychmiast, iz jezeli ostatnia reszta T',(2) znika
dla pewnej wartofcl z=z,eG—F, woéwezas oznaczajac przez w,
pierwiastek réwnania Tp—1(2y,w)=0, mamy bezposrednio z (13.4)

T'u(20,10) = T'ao( 20, w0) = . . =T'p—1(20, w0) =0,

o znaczy, iz réwnania T(z,,w)=0 i Ty(z,,w)=0 posiadaja wspdlny
pierwiastek w=w,. Odwrotnie, jezeli w, jest wspdlnym pierwiastkiem
tych dwu réwnan (przy z,eG—E), wowezas z (13.4) otrzymujemy
w analogiczny sposéb, iz Ty(20)=0. Z drugiej strony, albo 1° zbi6r
pierwiastkow funkeji T'h(2) jest odosobniony i domkniety w @, albo
2° funkeja ta tozsamogciowo znika.

W przypadku 2°, jak widzimy bezposrednio z (13.4), przed-
ostatnia reszta Tp—1(2,w), ktéra jest wielomianem stopnia. >0 wzgle-
dem w, jest wspélnym podzielnikiem wielomiandw Tizyw) 1 Ty(z,w0).
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Jezeli wiec przy tym wielomian T, i(z,w) jest (wzgledem w) stopnia
<n, to wielomian T,(z,w) jest na pewno rozkladalny; jezeli nato-
miast Tp_y(2,w) jest stopnia n, wéwezas stwierdzamy, ze p—1=2,
n=m, i wielomiany T,(z,w) oraz Tyz,w)=Tp _1(2,w) rézniy sie wobee
tego co najwyzej czynnikiem zaleznym tylko od z.

Streszezajac powyzsze wyniki, otrzymujemy twierdzenie:

(13.6) Jeseli Ty(z,w) i Ty(z,w) sq wielomianami stopni odpowiednio
n i m wzgledem w, o spdlezynnikach meromorficenych wzgledem 2
w obszarze @, © n=m>0, wiwczas badé 1° dla 2adnej wartosei z,
poza pewnym zbiorem odosobnionym ¢ domknigtym w @, wielomiany
Ti(z,w) © Ty(z,w) nie majq wspolnych pierwiastkow, bads tez 2° wielo-
miany te sq spdldzielne 1 przeto albo réiniq sig co najwyzej caynnikiem
niezalesnym od w, albo wielomian Ty(z,w) jest rozkladalny.

Przyjmujac w twierdzeniu powyzszym  Ty(2,w)=1(z,w) oraz
To(2,w)=Tw(#z,w) i uwzgledniajac banalny przypadek, gdy T(z,w)
jest stopnia 1 wzgledem w, otrzymujemy wniosek nastepujacy:

(13.7) Jezeli T(z,w) jest wiclomianem stopnia dodatniego wzgledem w,
o sptezynnikach meromorficenych w obszarze G wzgledem 2, wéwczas
albo dla 3adnej wartosei z, poza co najwyzej zbiorem odosobnionym
i domknietym w @, wielomian T(z,w) nie posiada pierwiastkow wielo-
Erotnych, albo wielomian ten jest rozkladalny.

§ 14. Funkeje o punktach krytycznych algebraicznych.
W Rozdz. III, §14, rozwazaliSmy istnienie funkeyj w=W(z) wy-
znaczonych przez réwnanie postaci F(z,w)=0, gdzie F(z,w) jest
funkeja holomorficzng zmiennych 2z i w. Rozwazania te mialy jednak
charakter wylaeznie lokalny i ograniczaty sig¢ do stwierdzenia
istnienia, w otoczeniu pewnego punktu z,, funkeji holomorficznej W(z)
przyjmujacej w tym punkecie dang z géry wartosé w,. Pojecie funkeji
analitycznej pozwala w pewnych przypadkach polaczyé te roz-
wigzania lokalne w jedna calogé.

Wezmy pod uwage dla dowolnego obszaru G réwnanie postaci

(14.1) T(z,w) =w"+ Ay(2) w4 ... 4 An(2)=0,
w ktérym spolezynmiki Ay z) sq funkcjami meromorficenymi w G.

Powiemy, iz element analityczny R={W,z,}, gdzie 2,¢ G, spelnia
to réwnanie, jezeli w pewnym otoczeniu punktu z, mamy tozsamo-
gciowo T(z, W(z))=0. O funkeji R analitycznej w G powiemy, iz
spetnia roOwnanie (14.1), jezeli kazdy jej element spelnia to réwnanie;
widoczne jest, iz na to, aby funkcja R spelniata réwnanie (14.1),
wystarczy juz, aby spelnial je jeden jakikolwiek element tej funkeji.
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(14.2) Kazde réwnanie postaci (14.1) spelnia w obszarze G preynaj-
mniej jedna funkcjo analityczna.

Kasda funkeja R(z) spetniajaca réwnanie (14.1) jest co najwyzej
n-wartodciowa i nie posiada biegundw ani punkidw krytycznych poza
tymi punkiami 2, ktére sq biegunami spdleeynnikéw réwnania ub dla
kidrych réwnamie to posiada pierwiastki wielokrotne; wszystkie punkty
krytycene funkeji R sq przy tym algebraiczne.

Dowéd. Niech J oznacza zbiér tych punktéw ze@, ktore
bad# sg biegunami spétezynnikéw réwnania (14.1), badz dla ktérych
réwnanie to posiada pierwiastki wielokrotne. MoZemy przyjaé
z uwagl na tw. 13.2, iz wielomian po lewej stronie réwnania (14.1)
jest nierozkladalny, a wiec w mysl tw.13.7 iz zbiér J jest odosob-
niony. Niech z,eG—dJ.

Na mocy tw.14.6, Rozdz. III, istnieje z uwagi na twierdzenie
podstawowe algebry (tw.5.12, Rozdz.II) w otoczeniu punktu z,
funkeja holomorficzna W(z) taka, iz tozsamogciowo T'(z, W(z))=0.
Element {W,z,), & wiec i wyznaczona przezen w obszarze G fun-
" keja analityezna, spelniaja wéwezas réwnanie (14.1).

Niech z drugiej strony R bedzie funkejg analityczna w @,
spelniajgeg to roéwnanie. Wezmy pod uwage dowolny punkt
ae@—dJ. Istnieje dokladnie n réznych wartodei w spelniajacych
réwnanie T(a,w)=0. Niech wy,ws,...,w, beda tymi wartogciami
i niech Wi(2), Wy(2),..., Wa(2) beda funkcjami holomorficznymi
w pewnym otoczeniu KCG—J punktu a, takimi, ze W;(a)=w; dla
j=1,2,...,n oraz T(z, Wi2))==0 tozsamodciowo w otoczeniu pun-
ktu-a (por. Rozdz. III, tw.14.6). Kazdy element analityczny ReR
0 frodku zeK jest postaci {W;2}, gdzie j=1,2,...,n, i wyznacza
przeto w kole K funkeje analityczng jednowarto$ciowa, identyczng
z odpowiednig funkejg holomorficzng W(z). Wszystkie zatem punkty
krytyczne i bieguny funkeji R w @ zawarte sg w zbiorze odoso-
bnionym J. Nadto, poniewas kazdy element funkcji R o $rodku
aeG—dJ pokrywa sie z jednym z elementéw -’Wj, a}, wige funkeja
ta jest co najwyzej n-wartodciowa.

Weimy z kolei pod uwage dowolny punkt b obszaru G. Niech
PCG bedzie otoczeniem pierdcieniowym tego punktu, nie zawiera-
jacym punktéw krytyeznych ani biegunéw funkeji R. Kazda zatem
galaZ tej funkeji w otoczeniu P przediuza sie dowolnie w tym oto-

czenin i w mysl tw. 9.3 jest postaci F Vz—b gdzie F(3) jest funkejy
holomorficzng w otoczeniu pierdcieniowym punktu 0 (jezeli b=oo,
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wowezas #—b nalezy zastapié oczywiscie przez 1/z). Pokazemy, iz
funkcja F(3) ma co najwyzej biegun w punkeie 0. Istotnie, mnozae
obydwie strony réwnania (14.1) przez stosowng potege dwumianu
z—b, mozemy napisaé réwnanie to w postaci

Ti(2, w) = (2—Db)? T(2,w) = Bo(2)w" -+ B1(2)w" " + ... + Ba(2) =0,

o spélezynnikach Bj(z)=(2—b)?4,(z), holomorficznych w otoczeniu
punktu b i nie znikajacych jednoczesnie w tym punkeie (jezeli b nie
jest biegunem zadnego ze spélezynnikéw A z), wéwczas przyjmu-
jemy g=0). W pewnym dostatecznie malym otoczeniu ‘pierscienio-
wym punktu 0 mamy tozsamodciowo T(b+3",F(3))=0, a wiec réwniez
T.(b+3", F(3))==0. Jezeli tedy w oznacza dowolng skonczong wartosé
graniezng funkeji #(3), gdy 3—-0, woéwezas T(b,w)=0, t.j. w speinia
réwnanie stopnia co najwyzej n, o spélezynnikach nie znikajacych
tozsamogciowo. Funkeja F(3) posiada tedy tylko skoriczong ilodé
roznych wartodei granieznych w punkeie 0 i w mysl tw. Casoratiego-
Weierstrassa (Rozdz. III, tw.6.1) posiada w tym punkeie osobli-
wos$é pozorng lub biegun. Tym samym kazdy punkt be@ jest dla
funkeji R punktem zwyezajnym lub punktem krytycznym algebra-
icznym.

Twierdzeniem odwrotnym wzgledem (14.2) jest twierdzenie
nastepujace:

(14.3) Jezeli R jest funkcja analityczng n-warto$ciowa w obszarze @,
posiadajaca tylko algebraiczne punkty krytycene, wowezas isinieje jedno
t tylko jedno réwnanie n-tego stopmia postaci (14.1), kidre funkcja to
spetnia. Lewa strona tego réwnania jest wiclomianem nierozkladalnym,
ktorego spiteaynniki nie posiadajq biegundw poza biegunams i punkiami
krytycenymi funkeji R.

Dowdéd. Niech L bedzie zbiorem punktéw - krytycznych
fllllkCJl R. Oznmczmy dla kazdego punktu aeG—L przez
’W,, ,a,,\Wf,), a}y .. W,, ya} elementy funkeji R o $rodku a; niech
K, bedzie dowo]me ustalonym kolem o érodku «, zawartym
w obszarze ¢ —L i jednoczednie w kolach wszystkich elementéw
Wa, dla j=1,2,...,n.

Niech dalej 8(x1,s,...,2,) bedzie dowolnym wielomianem syme-
trycznym wzgledem zmiennych xy,2s,...,2, i niech

I3 (1 2
S,,(Z):S( d (1)(3)7 Wﬁ,)(Z),..., Sln)(z))
dla zeH,. Powindamy, iz okreslone w ten sposéb w kolach K,

funkeje meromorficzne S,(2) wyznaczaja lacznie pewna funkcje
meromortficzna w calym obszarze G—L.
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Wystarczy w tym celu pokazadé, iz jezeli celq Iy, gdzie aib
sg punktami obszaru G—L, wowczas &(c)=§},(c). Istotnie, skoro
ceK,, przeto elementy analityczne {Wf,’”,a}, gdzie j=1,2,...,4, sta-
nowig uklad n réznych elementéw funkeji R; podobnie, elementy
{Wg,j), ¢t tworza réwniez uklad n réznych elementéw funkeji R o tym
samym $rodku ¢. Dwa te uklady moga sie wiec réznié co najwyzej
porzgdkiem i ze wzgledu na symetrie funkeji (@1, ...,2,) mamy
Bi(e) =S (WD(e), .., W) = B(W(0), .., WE™()) = Buc).

Przyjmujae tedy S(z)=R.(z) dla zeG—L, otrzymujemy fun-
keje §(z), meromorficzng w obszarze G—IL, ktéra w obszarze tym
posiadaé moze bieguny w tych tylko punktach, ktére sg biegu-
nami funkeji R. Nadto, poniewaz funkeja R nie posiada pun-
ktéw krytycznych przestepnych, przeto kazda gala’Z tej funkcji
w otoczeniu pierdcieniowym dowolnego punktu z,¢@ posiada w tym
punkeie oznaczong granice; tym samym, jak latwo spostrzec,
istnieje réwniez granica funkeji §(z), gdy z-+2, Zaden zatem
7 punktéw. z,¢@ nie jest punktem istotnie osobliwym funkeji S(z)
i funkeja ta jest meromorficzna w calym obszarze G.

Wyniki powyzsze zastosujemy w szezegélnogei do podstawo-
wych funkeyj symetrycznych S(j)(ml,mg,...,mn), t.j. do spélezynni-
kéw wielomianu wzgledem w

(w—21) (W—22) ... (W —2) =W+ 8 (1, ..., ) 0" ... 8@y, ..., 2,).

Funkcje te wyznaczaja w ustalony wyzej sposéb w obszarze G
n funkeyj meromorficznych; oznaczmy je przez S, 8@, ..., §".
Stwierdzamy natychmiast, iz funkcja R(z) spelnia réwnanie
wzgledem w

(14.4) w4+ 8w 4 ...+ §P2) =0

0 spélezynnikach meromorficznych w obszarze @ i nie posiadajacych
punktéw osobliwych w tym obszarze poza co najwyzej biegunami
i punktami krytycznymi funkeji R.

Pozostaje okazaé, iz réwnanie (14.4) jest jedynym réwnaniem
postaci (14.1), jakie funkeja R speknia, oraz iz wielomian PO stronie
lewej tego réwnania jest nierozkladalny. W tym celu zaldézmy, iz
funkeja R spelnia réwnanie stopnia n wzgledem w, kidrego lewa
strona jest iloezynem dwu wielomianéw T(z,w) i To(zyw0) stopni -=n
wzgledem w. Funkcja R spehialaby wowcezas przyunajmniej jedno
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z rownan T(z,0)==0 lub Ty(z,w)=0, co oczywiscie jest niemozliwe,
poniewaz funkeja ta jest z zalozenia n-wartodeiowa. Jezeli tedy
funkeja R spelnia réwnanie (14.1), wéwezas lewa strona tego réw-
nania jest wielomianem wzgledem w nierozkladalnym. Zarazem,
z uwagi na tw.13.6, wynika stad, iz istnie¢ moze co najwyzej
jedno réwnanie postaci (14.1), ktére dana funkeja R spelnia.

Tw. 14.2 mozemy uzupelnié jeszcze, jak nastepuje:

(14.5) Jezeli lewa strona réwnania (14.1) jest wielomianem nierozkia-
dalnym, wowezas istnieje tylko jedna funkejo analityczna w obszarze @,
ktora spetnia to rownanie.

Dowé6d. Przypudémy, iz istniejg dwie funkeje analityeczne,
p-wartosciowa funkeja R, oraz g-wartosciowa funkeja R,, spelnia-
jace réownanie (14.1). Na moey tw. 14.2 i 14.3 funkeja R, spelnia
pewne réwnanie stopnia p wzgledem w

(14.6) WP+ By(2)wF 4 ... 4 Bp(2) =0

o0 spo6lezynnikach meromorficznych w obszarze &. Lewe strony
réwnan (14.1) i (14.6) sa tedy na mocy tw.13.6 wielomianami
spotdzielnymi, a ze p<<p+q<<m, przeto lewa strona réwnania (14.1)
bylaby wielomianem rozkladalnym.

§15. Funkcje algebraiczne. W mys§l tw. 14.3 kazda funkcja
algebraiczna (por. § 12) spelnia pewne réwnanie postaci (14.1) o spét-
czynnikach A;(z), ktére sa meromorficzne w calej plaszezyznie,
a wiee (por. Rozdz. 111, tw. 7.3) sa funkcjami wymiernymi. Réw-
nanie to mozemy tedy napisaé w postaci

(15.1) Bol#) w"+By(#) w1 4.+ Bu(2)=0,

gdzie B;(z) sg wielomianami. Odwrotnie, jezeli funkcja analityczna R
spelnia réwnanie tej postaci, wéwezas na moey tw. 14.2 funkeja
ta jest skonczenie wartodciowa i w calej plaszezyinie nie posiada
innych punktéw krytycznyeh anizeli algebraiczne; poza tym,
w my$l tegoz twierdzenia funkeja R nie posiada punktéw krytycz-
nych ani biegunéw poza tymi wartodciami z, dla ktérych badz row-
nanie (15.1) ma pierwiastki wielokrotne, badz spoétezynnik By(z)
znika, i ewentualnie jeszeze poza punktem oo, o ile stopied spél-
czynnika By(z) wzgledem 2z jest mniejszy od stopnia przynajmniej
jednego z pozostalych spolezynnikéw Bi(z), ..., Ba(?). ‘
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Streszezajae, otrzymujemy nastepujace twierdzenie, ktére
zawiera w sobie nowsg definicje funkeji algebraicznej:

(15.2) Na to, aby funkeja analityczna R byla algebraiczna, koniecane
jest i wystarcza, aby spelniata réwnamie postaci (15.1) o spdlezynni-
kach, ktdre sq wiclomianami wigledem zmienne] 2.

Réwnanie (15.1) mozemy uporzadkowaé wedle poteg zmien-
nej 2z i wéwezas spotezynnikami bedg pewne wielomiany wzgledem w.
Z tw. 15.2 wynika wiec, iz
(15.3) Odwrdcenie funkeji algebraicenej jest réwniez funkcjoq alge-
braiczng.

Widzimy takze, Ze
(15.4) Kaéda funkcja algebraicana preyjmowad moze kasdq swa wartodd
tylko skonczong oS¢ razy.

CWICZENIA. 1. Niech § bedzie funkeja analityezng, ktéry otrzymujemy,
przediuzajac na caly plaszezyzne funkeje holomorficzng F(z), dana w pélplasz-
czyinie J2>0 przez wzér (Rozdz. V, § 8, str. 225)

(2) = g dy
F(z) —6/ W (a>>0).

Sprawdzié, Ze jedynymi punktami krytycznymi funkeji § s9: —a, o i oo;
punkty te sa punktami krytycznymi algebraicznymi.

Pokazaé, ze funkcja odwrotna G (p. § 5) jest funkejg meromorficzng
w calej plaszezyZnie otwartej (z punktem krytycznym przestepnym w nieskonczo-
noéci); plaszezyzne otwarta pokryé moima siatks tréjkatéw réwnobocznyeh nie
zachodzgeyeh na siebie i takich, ze: 1° §* przeksztatea kazdy z tréjkatow
siatki w sposéb jedno-jednoznaczny bads na péiplaszezyzne J2:20, badsz na
Délptaszezyzne 920, 29w wierzeholtkach kazdego z tréjkatéw siatki funkeja
G przyjmuje odpowiednio wartosei —a, a oraz co.

Wywnioskowaé stad, e funkeja %‘1, a wige tym samym i funkeja §, nie
jest algebraiczna (jakkolwiek funkeja § posiada tylko skotiezony ilo&é punktéw
krytyeznych, ktére wszystkie sg algebraiczne).

Analogicznie zbadaé funkcje analityezng 2B, ktéra otrzymujemy przez
przedluzenie funkeji holomorficzne; W(z) danej w kole K(0;1) przez wzér
(Rozdz. V, § 8, ¢w. 3)

z &
W ()= .
: b[ (1—)"

[Wsk. Przy przedhuzaniu funkeyj F' i W zastosowa¢ zasade odbicia
Schwarza — odpowiednio wzgledem prostej i wazgledem okregu.]

2. Jeie¥i funkeja analityezna B ma tylko dwa punkty krytyczne i punkty
te 52 algebltalczne, wéwezas funkeja B jest algebraiczua (twierdzenio praestajo
byé prawdziwe, gdy ilogé punktéw krytyeznych przewyzsza 2; por. éw. 1).
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3. Obszarem naturalnym funkeji algebraicznej w=TW(z) spelniajacej réw-
nanie w3-+w-+2=0 jest cala plaszezyzna, funkeja ta wszakie nie jest jedno-
wartodciowa. (Przyklad ten wskazuje, 17 w twierdzeniu o monodromii 6.3 nie
wystarczatoby zalozenie, Ze obszarem naturalnym funkeji jest ohszar jedno-
spéjny.) (Kierst).

[Wsk. Zauwazyé, ze lewa strona réwnania jest wielomianem nierozktadal-
nym i %e dla zadnego z réwnanie nie posiada pierwiastka trzykrotnego.]

*§16. Powierzchnie Riemanna. Nazywaé bedziemy elemen-
tem riemamnowskim o S$rodku a i promieniu » (lub o pierscieniy
P(a;0,7)) kazdy funkcje R analityczng w pierseieniu P(a; 0,7), ktéra:

19 jest dowolnie przediuzalna w P(a;0,7),

2% w punkeie a posiada punkt zwyczajny lub co najwyzej
punkt krytyezny algebraiczny,

3° nie daje sig rozszerzyé z zachowaniem warunku 1° na zaden
wiekszy pierécied P(a;0,0), t.zn. nie jest galezia zadnej funkeji
dowolnie przediuzalnej w pierscieniu P(a;0,0) dla o>r.

Do elementdw riemannowskich o $rodku a zaliczamy takze funkeje
analityczne dowolnie przedluzalne w obszarze, jaki otrzymujemy,
usuwajac z plaszezyzny punkt a.

Element riemannowski nazywaé sie bedzie gladkim, jezeli
jest tunkeja jednowartosciows, a rozgatgzionym w przypadku prze-
ciwnym. Jezeli element riemannowski jest funkejg n-wartosgciows,
wowezas liczbe n—1 nazywaé bedziemy rzedem rosgalezienia- tego
elementu. Z warunkéw 1°i 20 wynika, iz kazdy element riemannowski
jest funkejy skonczenie warto$ciowa.

Niech R bedzie funkeja analityczna w obszarze G. Niech &
bedzie jakakolwiek gatezig tej funkeji, dowolnie przedluzalng w pew-
nym otoczeniu pierscieniowym P(a;0,7) i posiadajacy w punkcie a
co najwyzej algebraiczny punkt krytyczny; galaz ta wyznacza
pewien element riemannowski o §rodku a i promienin r,>r. Kazdy
otrzymany w ten sposéb element riemannowski nazywaé bedziemy
wyznaczonym (w punkcie a) przez fumkcje R. Oczywidcie zbiér
elementéw wyznaczonych przez pewna funkcje R w pewnym pun-
kcie o moze byé zaréwno nieskoriczony jak pusty; jest na pewno
niepusty, jezeli punkt a nalezy do podobszaru naturalnego funkeji
(wéwezas zawiera m.in. elementy gladkie), jak rowniez wtedy,
gdy punkt o jest punktem krytycznym algebraicznym funkeji
(wowezas kazda galaZ funkeji w pewnym otoczeniu pierscieniowym
punktu ¢ wyznaeza w tym punkcie element riemannowski); w pun-
ktach zwyezajnyeh (§11) funkeja analityezna wyznacza tylko
clementy gladkie.
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Jezeli G jest elementem riemannowskim o pierscieniu P(a;0,7),
to dla kazdej liczby dodatniej i skoriczonej ¢<7 zbidr element(‘vw
wyznaczonych przez € w punktach kola K(a;e) nazywaé bedziemy
otoczeniem elementu €. Prayjawszy te definicjg otoczenia, zbibr wszyst-
kich elementéw riemannowskich uwazaé¢ mMoZemy za Pewng prze-
strzen abstrakeyjna; sprawdzamy natychmiast, iz prayjeta definicja
otoczenia czyni zadodé podstawowym warunkom I i 1T z §3 Wstepu.

Poniewaz pierdcien elementu riemannowskiego nie zawiera
punktéw krytycznych, przeto kazde otoczenie elementu rieman-
nowskiego & zawiera wylgcznie elementy gladkie, pomijajac co
najwyzej sam element €, ktéry moze byé rozgaleziony. Hlementy
rozgatezione tworzy tedy w przestrzeni wseystkich elementdw rieman-
nowskich 2bidr odosobniony ¢ domknigty.

Jezeli € jest elementem gladkim o pierdcieniu P(a;0,7), wowczas

funkecja @ jest funkcja jednowartosciows, a wige meromorficzng
w tym pier§cieniu; poniewaz za$§ w punkcie o posiada co najwyzej
punkt krytyczny algebraiczny, zatem przez stosowne okredlenie
wartodei funkeji € w tym punkcie otrzymujemy pewng funkeje B(z),
meromorficzng w catym kole K(a;7). Kolo to jest zarazem kolem
elementu analitycznego {F,a}, ktéry przyporzadkujemy elementowi
riemannowskiemu gladkiemu €. Odwrotnie, kazdemu elementowi
analitycznemu {E,a} o kole X(a;r) odpowiada w tym przyporzad-
kowaniu dokladnie jeden element riemannowski gladki € o pier-
$cieniu P(a;0,7), mianowicie funkcja F(2) rozumiana jako jedno-
warto§ciowa funkeja analityezna w tym pierdcieniu. Okreslona w ten
spos6b odpowiedniodé jedno-jednoznaczna miedzy elementami vie-
mannowskimi gladkimi a elementami analitycznymi jest zarazem,
jak sprawdzamy latwo, odwracalnie ciggla i ustala homeomorfizm
miedzy przestrzenia elementéw analitycznych a zbiorem elementow
gladkich w przestrzeni elementéw riemannowskich. Uwaga ta po-
zwala utozsamiaé, 'dla prostoty wyslowienia, elementy rieman-
nowskie gladkie z odpowiadajacymi im elementami analitycznymi.
Wynika z niej réwniez, ze wzgledu na tw. 10.1, iz kazde otoczenie
elementu riemannowskiego jest homeomorficzne z kolem; tw. 10.1
mozemy wigc obecnie sformulowaé jak nastepuje:
(16.1) Jezeli U jest otoczeniem elementu riemannowskicgo €, o reedzic
rozgatezienia n—1 ¢ $rodku a, wowcsas miedzy kolem K(0;1) a olo-
czeniem U ustalié mozna odpowiedniosé homeomorficenq w ten sposib,
e pumktowi 3eK(0;1) odpowiada clement €ell o $rodku s=a--r3"
(ewentualnie o Srodku 2=1[r3", jezeli a=> ), gdzic v jest stalym spol-
czynmikiem dodatnim, zaleimym od otoczenia 1.
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Odpowiedniogé spemmiajacag warunki powyzszego twierdzenia
nagywaé bedziemy kanoniceng. Istnienie takiej odpowiedniosei
pozwala ustalié w przestrzeni elementéw riemannowskich pewnsg

metryke katows. Udowodnimy przede wszystkim nastepujacy
wniosek z tw.16.1:

(16.2) Jezeli U, ¢ Wy sq otoczeniami odpowiednio elementéw &, i E,
takimi, ge U=, UWy==0, 2a§ @, i @, sq odpowiednio odwzorowaniamsi
kanonicanymi tych otoczen na koto K(0;1), wiwezas prayporzqdko-
wujge sobie wzajemmie punkty 3.6 G=(U) 1 3¢ G=D,(N), kidre
w odwzorowantach D, i D, prayporzgdkowane sq jednemu i temu
samemu elementowi E€ell, otrzymujemy odpowiedniodé wierng miedey
zbiorami otwartymi Gy i Gy w kole K(0;1).

Dowéd. Jezeli €ell oraz =0 (€) i 3,=0,(€), wowczas
zgodnie z 16.1 frodkiem elementu € jest punkt
(16.3) Ay + 1y 35 =a,+ 7, 3],
gdzie a, oraz a, 53 odpowiednio $rodkami elementéw E; oraz G,,
n—1 oraz m—1 odpowiednio rzedami rozgaltezienia tych elementéw,
wreszeie 7, oraz r, TOZnymi od zera spélezynnikami stalymi. Ozna-
czajae tedy przez @(3;) punkbt e, przyporzadkowany w roz-
wazanej odpowiedniosei punktowi 3,€G,, stwierdzamy przede
wszystkim bezposrednio, iz funkeja @(3,) jest jednoznacznie odwra-
calna i ciagla w @, a nastepnie, iz zwiazek 3,=®(3,) pociaga za s0by
réwnogé (16.3). W celu udowodnienia, iz odpowiedniofé ta jest
wierna, a wiec iz funkeja @ jest meromorficzna w Gy, rozréznimy
trzy przypadki:

19 m=1. Woweczas z (16.3) mamy bezposrednio

3= Q(al): (“1‘—a2+7'13?)/r2‘

20 § =E,. Woéwezas rowniez a,=a,, m=n, i na mocy (16.3)
funkeja @D(3,), jako ciagla, jest postaci 3,=®P(3,)=k-3,, gdzie k jest
spolezynnikiem statym (k= (ry /r,)"").

30 m>1 oraz ,+E, Wiwczas element €, jest rozgaleziony,
nie nalezy przeto na pewno do U;, a wiec tym samym do 1.
Zbiér G, nie zawiera tedy punktu 3,=0 i w réwnodci

Ld)(s] )]m = ((1/1 —-a2 _{_ r, 3?) /7,.2

lewsa — a wiee i prawa strona — nie znikaja dla zadnego punktu 3,6 6,.
Funkeja @(3,), jako ciagla w Gy, jest wiec galezig holomorficzng

m

pierwinstka Ve, —a,+7r, 37 /rV™ w zbiorze otwartym Gi.
s i 2 Ut 2
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W rozumowaniu powyzszym zalozylismy, iz punkty a, oraz a,
sg r0zne od oco. Przypadek, gdy punkty te Jeza w nieskonczonogci,
rozstrzyga sie analogicznie.

Wezmy teraz pod uwage wprzestrzeni elementéw riemannowskich
dowolny element €, i wychodzgeg z niego kraywg & (Wstep, §12).
Niech U bedzie otoczeniem, zawierajacym element €, (niekonie-
cznie jednak jako frodek)iniech 3, oraz L oznaczaja odpowiednio
punkt oraz krzywa, na ktére przechodzs €, oraz £ przy odwzoro-
waniu kanonicznym otoczenia U na kolo K(0;1); jezeli krzywa £
wychodzi poza otoczenie U, wéwcezas zastepujemy ja przez dosta-
tecznie maty jej fuk, wychodzacy z €,. Bedziemy méwili, iz krzywa
wychodzaca z elementu €, ma oznaceony kierunck, jezeli krzywa L
ma okreslony kierunek w punkcie 3, (por. Rozdz. I, § 13). Ze wagledu
na tw. 16.2 wlasnodé ta nie zalezy od wyboru otoczenia . Jezeli
£, i 8, sa krzywymi, wychodzacymi z tego samego elementu €,
i posiadajacymi oznaczony kierunek, za$ 3, oraz I, i L, 83 odpo-
wiednio obrazami elementu , oraz krzywyeh £,1 8, przy odwzoro-
waniu kanonicznym dowolnego otoczenia U, zawierajacego &, na
kolo K(0;1), wéwezas przez kgt miedzy krzywymi &, i 8 w §, ro-
zumieé bedziemy kat miedzy krrywymi L, i L, w punkcie 3,. Na
mocy tw. 16.2 widzimy znéw, iz kat ten zalezy tylko od krzywych
£, 18, a nie zalezy od wyboru otoczenia 1I. Ustaliwszy w ten
sposéb miare kgta w przestrzeni elementéw riemannowskich,
ofrzymujemy z twierdzenia 16.2 podstawowa wlasnosé metryczng
odwzorowan kanonicznych otoczen:

(16.4) Odwzorowanie kanomicene otoczemia elementu riemannowskiego
na koo K(0;1) odwzorowuje otoczenie to w $p0séb homeomorficeny
t zachowujgey kat miedey krzywymi.

Zbiér elementéw riemannowskich wyznaczonych przez funkeje
analityezng R (w catej plaszezyznie) nazywamy powsierzchnig Rie-
mannae tej funkeji. Zbiér ten, jak spostrzegamy natychmiast, jest
jednocze$nie kontynuum i obszarem (t. zn. jest otwarty, domkniety
i spéjny). Latwo réwnies dowodzimy, iz powierzchnie Riernanna
funkeyj analityeznych pokrywaja sie wprost ze skladowymi prze-
strzeni wszystkich elementéw riemannowskich.

Jezeli €, jest elementem Powierzehni Riemanna funkeji ana-
lityezne] R, wéwezas kazde jego otoczenie zawiera sie catkowicie
W tej powierzchni; istotnie, jezeli element riemannowski € nalezy

do jakiego$ otoczenia elementu €y, wowezas — wyjawszy ¢o naj-
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wyzej przypadek, gdy €=GE, — element & jest elementem gladlkim
i odpowiadajacy mu element analityczny nalezy do R. Powierzchnie
Riemanna uwazaé przeto mozna za przestrzen abstrakeyjng spéjng
z ustalong miara kata i ukladem otoczen, ktére w mysl tw. 16.4
daja si¢ odwzorowaé w sposéb homeomorficzny i z zachowaniem
katéw na koto K(0;1). Mozna postawid zagadnienie, czy kazda
przestrzen abstrakcyjna o tych wlasnodciach moze byé uwazana za
powierzchnig Riemanna lub za obszar na powierzchni Riemanna.
Sprecyzowanie i pozytywne rozwiazanie tego zagadnienia stanowi
istotng tre$é stynnego twierdzenia ,,0 uniformizac ji. Zakres tej
ksigzki nie pozwala na wylozenie tych kwestyj, ktére nalezs do
glebszych i piekniejszych wynikéw Teorii Funkeyjl).

Podobnie jak w przestrzeni wszystkich elementéw riemannow-
skich, elementy rozgalezione tworza na powierzchni Riemanna do-
wolnej funkeji analitycznej R zbiér domkniety i odosobniony, pod-
czas gdy elementy gladkie tworzg zbiér homeomorficzny z samg
Tunkeja R. Na mocy tw. 8.1 kazda powierzchnia Riemanna zawiera
tedy zbidr wszedzie gesty i przeliczalny elementéw gladkich. Przy-
porzgdkujmy kazdemu elementowi rozgalezionemu powierzehni Rie-
manna pewne jego otoczenie. Poniewaz kazde otoczenie zawierad
moze co najwyzej jeden element rozgaleziony, wiec otoczenia te
s3 rozlagczne; poniewaz za$ dalej kazdemu z tych otoczer: przypo-
rzgdkowaé mozemy pewien element gladki, nalezgey do wspomnia-
nego wyzej zbioru wszedzie gestego i przeliczalnego, przeto mnogog§é
tych otoczen jest co najwyzej przeliczalna. Tym samym zbidr
elementdw rozgatezionych powierzehni Riemanna jest co najwyzej prze-
liczalny ?). Utozsamiajac wiee, jak wyzej, elementy riemannowskie
gladkie z odpowiadajacymi im elementami analityeznymi, mozemy
powiedzieé, iz powierzchnia Riemanna funkecji analitycznej R po-
wstaje z domknigeia zbioru elementéw analitycznych funkeji R
przez dolgczenie don co najwyzej przeliczalnej mnogoéc)} elemen-

té6w rozgalezionych. Np. powierzchnia . Riemanna funkeji VE, gdzie &
jest liczby calkowita dodatnia, powstaje z dolaczenia do tej funkeji
dwu clementéw rozgatezionych rzedu k—1 o $rodkach 0 i oo ;

') Szezegblowe ich opracowanie znajdzie ezytelnik w dziele H. Weyla, Die
Ldee der Riemannschen Fliche (2. wyd.), Leipzig-Berlin 1923; ob. takze: T. Rado,
Uber den Begriff der Riemannschen Fliche, Acta Litt. Scient. Szeged, 2 (1925),
str. 1OI-121.

*) Twierdzeniem tym postugujemy sig pray triangulacji powierzehni Riemanna
(Weyl, Le).
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otrzymana w ten sposéb powierzchnia jest homeolmorﬁ(_azmn z plasz-
?

czyzng (domknieta), podezas gdy sama funkeja Ve jest homeomor-
ficzna z plaszezyzng pozbawiong dwu punktéw; funkeja logz jest
wprost identyezna ze swoja powierzehnia Riemanna i homeomor-
ficzna z plaszezyzng otwarta (punkty krytyezne 0 i oo funkeji logz
sa przestepne i w punktach tych funkeja nie wyznacza elementow
riemannowskich); powierzehnia Riemanna funkeji Vlogz powstaje
7z dolgezenia do tej funkeji jednego elementu rozgalgzionego rzedu
pierwszego o $rodku 1 i jest homeomorficzna réwniez z plaszezyzng
otwartg.

Yatwo zauwazyé, iz ne to, aby funkcjo analitycena byta alge-
braiczna, konmieczne jest © wystarcza, aby jej powierzehnia Riemanna
byta zbiorem zwartym. Otrzymujemy w ten sposoéb definicje funkeji
algebraicznej, oparta na elementarnej wlasnosei topologicznej jej
powierzchni Riemanna.

Bardzo czesto przez powierzchnie Riemamnna funkeji analityeznej
rozumie si¢ pewien pogladowy model geometryczny przehiegu funkeji, homeo-
morficzny z powierzehnig Riemanna rozumiang w sensie podanej wyzej for-
malnej definicji abstrakeyjnej. Podajemy tu konstrukeje takiego modelu na paru
przykiadach. )

10 Funkcja logz. Rozeinamy plaszezyzne wzdiuz pélosi rzeczywistej do-
datniej [0,+00] (rys.1) irozwazamy ciag (@}, g4, — Wieskofezony w oby-
dwie strony — jednakowych egzemplarzy tak rozcietej plaszezyzny. Laczymy
nastepnie wszystkie te egzemplarze w ten sposéh, ze, usuwajae punkty 0 oraz co,
sklejamy brzeg ujemny ciecia egzemplarza an (gdzie n=...—1,0,1,2,...) z brze-
giem dodatnim ciecia egzemplarza an+r1. Otrzymany model (rys. 2) uwazaé mozna
za pogladowe przedstawienie powierzehni Riemanna dla funkeji logz, ilustru-
jace przebieg tej funkeji. Istotnie, podobnie jak ,okrazajac* punkt 0 przecho-
dzimy zawsze od jednego elementu logz do innego, tak na otrzymanej powierzehni,
»0krazajac” punkt 0, przechodzimy od jednego punktu powierzelni do innego,
polozonego ,,wyiej“, lub ,nizej“, zalesnie od zwrotu okrazenia.

20 Funkeja |z. Przy okrazaniu punktu 0, np. wzdiuz okregu o érodku 0,
bad? powracamy tu do tego samego elementu, bads przechodzimy do innego,
zaleznie od tego ezy ilo&é okrazen jest parzysta, czy nieparzysta. Dla przedsta-
wienia tego przebiegu konstruujemy model pogladowy powierzehni Riemanna [z,
taczae dwa egzemplarze ay,a, plaszezyzny, rozcietej jak w przykiadzie 1°, wten
sposéb, ze brzeg ujemny ciecia egzemplarza a, ,sklejamy“ z brzegiem dodatnim
ciecia egzemplarza a,, a hrzeg ujemny ciecia a, z brzegiem dodatnim ciecia a;
punkty 0 i oo, ktére s dla funkeji |z punktami krytycznymi algebraicznymi,
nie zostaja przy tym usuniete (rys. 3). Poza punktami brzegowymi cigé¢ zadne
punkty rozwazanych plaszezyzn e, i a, nie ulegaja ,sklejeniu®. Oczywiseic ,skle-
jenia® tego nie mozna zrealizowaé w przestrzeni tréjwymiarowej, jednakze cha-
rakter geometryczny (topologiczny) otrzymanego modelu i jego zwigznek 7 prae-
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biegiem funkeji Vz jest wyrasny. W szezegolnosel widzimy, Ze jeSli egzemplarze
Gy, 4y 8kleié” brzegami odpowiednimi (a nie przeciwnymi), to otrzymany model
bedzie homeomorficzny z poprzednim, a jednoczeénie homeomorficzny z plasz-
czyzna domknieta, t.j. z powierzehnia kuli.

3 Punkeja |z(@—1). Przy przediuzaniu elementu tej funkeji wzdiuz
okregu otaczajacego tylko jeden z punktéw krytycznych O i 1, przechodzimy
— przy jednym okrazeniu — do innego elementu. Natomiast przy przedituzaniu
wzdluz okregu otaczajacego obydwa punkty 0 i 1 powracamy zawsze do ele-
mentu wyjsciowego (Rozdz. I, §11, éw. 6). Dla przedstawienia tego przebiegu
rozwazmy dwa identyczne egzemplarze, b, i b, plaszczyzny rozeietej wzdiuz
odeinka [0,1]. ,Sklejamy* (zachowujgc punkty O i 1) ujemany brzeg ciecia b,
z dodatnim brzegiem ciecia b,, a ujemny brzeg ciecia b, z dodatnim brzegiem
cigcia b;. Otrzymany model (rys.4) jest modelem powierzchni Riemanna funk-
¢ji Ve{e—1) i jest homeomorficzny — jak latwo sprawdzamy — z powierzchnia,
jaka otrzymalibysmy, ,sklejajac“ rozwazane egzemplarze odpowiednimi (a nie
przeciwnymi) brzegami cieé. Ta za§ powierzchnia jest z kolei homeomorficzna
z powierzchnia, jaks otrzymalibyémy, sklejajac dwie jednakowe powierzchnie
kul wzdtuz jednakowych otworéw kolowyeh, t.j. z powierzchnia, ktéra jest
oczywiscie homeomorficzna wprost z powierzchnig kuli. Widzimy w ten sposéb,
e powierzchnia Riemanna }z (z—1) jest, tak samo jak powierzchnia Riemanna Ve,
homeomorficzna z powierzechnia kuli.

4% Funkcjo Vz(z~—1) (z—2). Rozwazamy dwa identyczne  egzemplarze
plaszezyzny, ¢, i ¢y, rozcietej wzdluz odeinkéw [0,1] i [2,4-co]. Egzemplarze
te, podobnie jak w konstrukcjach poprzednich, ,sklejamy® przeciwnymi brze-
gami odpowiednich cieé. Otrzymujemy model przebiegu funkeji analityczne]
Ve(e—1) (z=—2), ktéry jest modelem jej powierzchni Riemanna. Przy pomocy
analogicznych przeksztalcen jak w przykladzie 3° stwierdzamy, Ze otrzymana
powierzehnia Riemanna jest identyczna z powierzchnia, jaka otrzymalibySmy,
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qsklejajac* dwie powierzehnie kuli (ktére wyobrazié tu sobie musimy, jako wy-
konane z materialu rozciagliwego) wzdluz dwu otworéw kolowyeh (rys.5); inn.
slowy, rozwazana powierzehnia jest homeomorficzna z powierzehnia kuli z jednym
uchem (antaba) (rys. 6), lub — co jest réwnowazne — z powierzchnia pierécienia
(torusa), t.j. z powierzehnia, powstajaca przez obrét okregu okolo osi, lezacej
w plaszezyznie tego okregu lecz nie przecinajacej go. ‘

W ten sam sposéb mozna zbudowaé ogélnie model powierzchni Riemanna
dla funkeji V(z—z) (2—2y) ... (—=2n), gdzie 2,2y, ...,2n jest dowolnym ukladem =
réznych punktéw. Powierzchnia taka przy m=2k—1 oraz n=2k (gdzie & jest
liczba catkowita dodatnia) jest homeomorficzna z powierzchnis kuli o & uchach
(antabach) (rys. 617), czyli pierécienia o & ,,otworach“. Zamiast pierwiastka kwa.-
dratowego moznaby rozwazaé tu oczywiScie pierwiastek dowolnego stopnia
catltowitego, Mozna tes udowodnié ogélnie (i nie przedstawia to wigkszych trud.
nosei), ze do tych samych typéw topologicznych sprowadzaja sie powierzchnie
Riemanna wszystkich funkeyj algebraicznych.
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