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ROZDZIAL V
PRZEKSZTALCENIA WIERNE

§ 1. Definicja. Nazywamy preeksztatceniem wiernym ) jedno-
znacznym zbioru otwartego kazde przeksztalcenie jednoznacznie

odwracalne tego zbioru, okre§lone przez funkcje ,m,ero_mo,r}iczn@.
Terminu ,jednoznaczne” uzywamy ogélnie dla odréznienia tych
przeksztalcen od przekssztalcen wiernych okreslonych przez funkcje
analityczne wieloznaczne (p. Rozdz. VI). W rozdziale tym zaj-
mowaé sie bedziemy jednak wylacznie odwzorowaniami jedno-
znacznymi, tak ze zamiast ,przeksztalcenie wierne jedno-
znaczne” moéwié bedziemy dla skrécenia wprost ,przeksztal-
cenie wierne®. v

7 tw. 12.2 1 12.3, Rozdz. III, wynika, ze przy przeksztalceniu
wiernym zbiér otwarty przechodzi na zbi6ér otwarty, obszar na
obszar, oraz iz przeksztalcenie odwrotne wzgledem przeksztaleenia
wiernego jest réwniez wierne. Dalej widoezne jest, iz jezeli {=F(2)
jest przeksztalceniem wiernym zbioru otwartego G na zbiér H,
wowezas dla kazdej funkeji W(Z), holomorficznej i nigdzie nie
znikajacej w H, istnienie gatezi logW(l) w H réwnowazne jest
istnieniu gatezi logW[F(z)] w G. Stosujac tedy tw. 10.2, Rozdz. IV,
wnosimy, iz

(1.1) Odwzorowanie wierne przeksztatea 2bidr otwarty nie rozcinajacy
plaszezyeny na 2bidr otwarty, kidry réwnies nie rozcing plaszeryzny;
innymi stowy, nierozcinanie plaszczyany preez 2bidr otwarty, a wiec
w szezegdlmosel jednospdjnosé obszaru, jest niezmiennikiem przekszial-
ceit wiernych.

1) Uzywane sy takze terminy: przeksztalcenie odpowiednie, wiernokatne,

réwnokatne (ang. conformal mapping, franc. représentation conforme,
niem. konforme Abbildung).


pem


208 ROZDZIAL V. DPrzeksztalcenia wierne.

W ten sam sposob, stosujge tw. 12.6, Rozdz. IV, dowodzimy, iz
(1.2) Stopien spdjnodei obszaru jest niezmienniliiem przeksaluleer wiernych.

Nalezy tu zauwazyé, iz wymienione w tw. 1.1 i 1.2 wlasnosei sy niezmien-
nikami nie tylko przeksztalceii wiernych, ale ogdlniej — przeksztalcenn homeo-
morficznych.

Sens geometryezny przeksztalcen wiernych wyraza twierdzenie
nastepujace, ktore nawiazuje do pojeé wprowadzonych wRozdz.1,§15:

(1.3) Na to, aby przekszialeenie jednozmacznie odwracalne i ciggle
w=W(z) zbioru otwartego G bylo wierne, koniecene jest © wystarcza,
aby byto podobnosciowe w kaidym punkeie tego zbioru, z wyjqikiem
ewentualnie punkiu oo oraz punkiu 2, w ktorym W(z)=oco — o ile
punkty te w ogole do zbiorw G naleéq.

Dowéd. Koniecznodé warunku wynika natychmiast z tw. 15.8,
Rozdz. I, poniewaz na mocy tw.12.1, Rozdz. I1I, dla kazdej funkeji
W(z), meromorficznej i jednoznacznie odwracalnej w ¢, mamy
W'(z)=0 w kazdym punkeie ze@, z pominieciem ewentualnie dwu
punktéw wyjatkowych, wymienionych w twierdzeniu. Odwrotnie,
jezeli funkeja ciagla i jednoznacznie odwracalna W(z) okrefla w @
przeksztatcenie podobnogciowe wszedzie, z wyjatkiem co najwyzej
skonczonej ilofei punktéw, woéwezas, znéw w mysl tw. 15.8,
Rozdz. I, funkeja ta jest holomorficzna w @ wszedzie, z wyjatkiem
co najwyzej skonezonej ilofei punktéw, a wiec — z uwagi na
cigglodé (por. Rozdz. III, § 6, str. 140) — jest meromorficzna w ca-
tym zbiorze @G.

CWICZENIA. 1. Funkeja w=Logz praeksstatca wiernie plaszezyzne otwarta,
z ktdrej usunieta zostala ujemna péloé rzeczywista, na pas nieograniczony

—a<Iw<nw. Funkeja w==2¢, gdzie 0<<a<l, przeksztalca wiernie ten sam obszar
na obszar katowy — an<<Argw<<an.

2. Funkeja w=4(2+1/z) przeksztalca wiernie zaréwno pierscienn P(0;0,1)
jak i pierfcien P(00;0,1) na obszar, jaki otrzymujemy, usuwajac z plaszezyzny
otwartej odcinek [—I1,4-1] osi rzeczywistej. Pray przeksztalceniu tym okregi
C(0;7), gdzie 71, przechodza na elipsy spélogniskowe (okrag C(0;r) przechodzi
mianowicie na elipse o ogniskach —1,--1 i sumie osi réwnej 2r lub 2/r zaleznie
od tego, ezy 71, czy r-1).

3. Jezeli P(z) jest wielomianem stopmia <<n i [P2)| <=M dla —1=tz1,
wéwezas |P(z)| <Mr" na elipsie o ogniskach —1, -1 i sumie osi 27 (8. Bernstein).

[Wsk. Ob. éw.2; oszacowaé (p. Rozdz. IIT, tw. 12.6) wartosé bezwzgledng

wielomianu 3"P E (5-{— ;)] dla |3]=r.]
1
4. Funkeja w=2/(1—z)* przeksztalca wiernie kolo K(0;1) na obszar, jaki

otrzymujemy, usuwajac z plaszezyzny otwartej punkty rzeczywiste w.ei—1/4.
(Wsk. w=1/3, gdzie 3=(1—z)¥e=2r+1/z—2; por. éw. 2.]
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5. Funkcja w=cos: przeksztalea
wiernie pas nieograniczony O<fz<<rx
na obszar, jaki otrzymujemy, usuwa-
jac z plaszezyzny otwartej punkty
rzeczywiste w>»1 oraz w<—1. Przy

]< przeksztalceniu  tym proste fer=e

(gdzie O<<e<<w, e#a/2) przechodza
na iuki hyperbol spélogniskowych,
a prosta Mr=x/2 na o% urojona
(p- rysunek).

§ 2. Przeksztalcenia homograficzne. Jak wynika bez-
posrednio z definicji przeksztalcenia homograficznego (Rozdz.1, §14),
kazde takie przeksztalcenie jest przeksztalceniem wiernym plasz-
czyzny (domknietej) w siebie. Twierdzenie to mozna odwrocié:

(2.1) Kazde przeksztalcenie wierne ptaszezyeny E, lub ogdlniej: plase-
czyzny bez jednego punktu, jest przeksztaleeniem homograficznym.

Kazde przeksaialeenie wierne plaszezyzny otwartej By w siebie
jest przeksztateeniem liniowym.

Dowéd. Niech W(z) bedzie funkeja meromorficzng i jedno-
znacznie odwracalng w plaszezyZnie pozbawionej punktu a; niech
K oznacza kolo, nie zawierajace tego punktu wewnatrz, ani na
okregu. Zbiér W(H) jest zbiorem otwartym i funkeja W(z), jako
jednoznacznie odwracalna, nie przyjmuje zewngtrz kola K zadnej
warto§ei nalezacej do W(K). W myél wiec twierdzenia Casoratiego- -
Weierstrassa (Rozdz. III, tw. 6.1) punkt « jest punktem pozornie
osobliwym Iub co najwyzej biegunem funkeji W{(z), ktéra tedy
rozszerza sie na calg plaszezyzne jako funkeja meromorficzna i — jak
spostrzega si¢ natychmiast — jednoznacznie odwracalna. Tym sa-
mym. (por. Rozdz. ITI, tw. 7.3) funkeja W(z) jest funkejs wymierng,
t. j. funkeja postaci P(2)/Q(z), gdzie P(z) i @(2) s3 wielomianami
bez pierwiastkéw wspélnyeh. Poniewaz kazda wartosé, a w szeze-
gbélnogei 0 i oo, funkcja W(z) przyjmowaé moze 6o najwyzej raz
jeden, zatem kazdy z wielomianéw P(z) i ¢(z) posiada co najwyzej
jeden pierwiastek, przy czyvm z uwagi na tw. 12.1, Rozdz. III,
pierwiastki te nie mogg byé wielokrotne. Funkeje P(z) i ¢(z) 83 tedy
co najwyzej stopnia pierwszego i funkeja W(z) ma postac (az-+b)/(cz+d),
przy czym nieznikanie wyznacznika ad—be jest juz bezposrednia
konsekwencja tego, ze funkeja W(z) nie redukuje sie do stale].

S. Saks i A. Zyvgmund., Fankeje analityezne, 14
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Druga oczesé twierdzenia wynika natychmiast z pierwszej,
poniewaz dla przeksztalcenia homograficznego, przeksztalcajacego
plaszezyzng otwarta w siebie, punkt oo jest oczywigeie punktem
niezmiennym.

Jak stwierdziliémy juz w Rozdz. I (§ 14, tw. 14.9), przy prze-

ksztalceniu homograficznym okregi (wlaseiwe i niewlagciwe) prze-
chodza na okregi. Twierdzenie to uzupelnimy jak nastepuje:
(2.9) Jezeli O, i Cy sq dwoma okregamt (wlasciwymi lub niewladei-
wymi), a 2, & 2 dwoma punktami nie ledgeymi odpowiednio na tych
okregach, wowczas istnieje zawsze preeksztatcenie homograficane, kiore
preeksztatea Oy na Cyy @ 2 N0 25

Dowb6d. Poniewas przy pomocy przeksztalcenia homograficz-
nego kazdy okrag przeksztaleié mozna na of rzeczywista, przeto
przyjaé mozemy od razu, iz obydwa dane okregi C; 1 €, pokrywaja
sie z tg osig.

Niech 2 i 2 beda para punktéw poza osig x-0w. Jezeli
punkty te leza na prostej réwnoleglej do osi, wowezas przesuniecie
w=2+(2,—2,) jest zadanym przeksztalceniem, gdyz przeksztalca of
rzeczywista w siebie, a punkt z; na punkt 2,. Jezeli natomiast prosta
Iaczaca punkty z i 2, przecina of rzeczywista w pewnym punkeie
2,700, wowezas warunkom tym czyni zadodé przeksztalcenie liniowe

“2

[

2
w=2z,+ ”0 (r—2y),
%

%

ktore jest jednokladnodeig o §rodku 2y, Iub jednokiadnodeia o §rodku 2,
z obrotem o kgt =, zaleznie od tego, czy punkty 2,2, lezg z tej
samej strony, czy z réznych stron osi rzeczywistej.

CWICZENIE. 1. Uogélnié tw. 2.1 w sposéb nastepujacy: kazde prze-

ksyftalcenie w.;vieme. plaszezyzny, z ktérej usuniety zostal dowolny zbiér dom-
knigty przeliczalny, jest przeksztalceniem homograficznym.

§ 8. Symetria wzgledem okregu. Dwa punkty p i ¢
nazywa,é.bgdziemy symetrycenymi wegledem okregu C, bads jezeli
pokrywaja sie i leza na tym okregu, badz jezeli kazdy okrag
pr?eehodzaécy przez te dwa punkty jest ortogonalny do okregu C,
. j. prz.eeina, ten okrgg pod kgtem prostym.

Wldoczne jest, iz w przypadku, gdy okrag O jest niewlageciwy,
t.'z'I.l. jest linig prosta, definicja ta réwnowasna jest zwyklej defi-
nicji symetrii wzgledem prostej. Zauwazmy takze, iz érodék do-
wolnego okregu (' oraz punkt co sg symetryczne wzgledem ¢; kazdy

icm
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bowiem okrag przechodzacy przez punkt oo jest linig prosta, a wiee,
jezeli przechodzi ponadto przez srodek okregu (', wéwezas przecina
ten okrag pod katem prostym.

Poniewaz dalej przy przeksztaleceniach homograficznych, jako
wiernych, katy sie zachowuja, a nadto okregi przechodzg na okregi,
przeto symeiria wagledem okregu jest niezmiennikiem przeksztaleen
homograficznych, t.zn. jezeli punkly p,q sq symetryczne wzgledem
okregu C i jezeli przy pewnym przeksztateeniu homograficznym punkty
p, g oraz okrqg C przechodeq odpowiednio na punkty p’, ¢ oraz okrag C',
wéwezas punkty p'y ¢’ sq symetryczne wzgledem okregu (. Przeksztal-
cajac dowolny okragg na prosty, np. na o8 rzeczywista, wnosimy
stad, iz kasdemu punktowi odpowiada dokladnie jeden punkt z nim
symetryezny wegledem danego okregu. Symetria wzgledem okregu jest
wiee pewnym przeksztalceniem jedno-jednoznacznym plaszezyzny
w siebie. Podamy explicite wzér na to przeksztaleenie.

Niech w tym celu p,q (p=¢, p=Fco, ¢=°) beda punktami
symetrycznymi wzgledem okregu wladciwego (C=C(a;R). Poniewaz
wszystkie okregi przechodzace przez te dwa punkty sg ortogonalne
wzgledem okregu (, zatem W szezegélnogel prosta laezaca punkty
p i ¢ jest prostopadia do okregu (', a przeto przechodzi przez jego
$rodek a. Wesmy z drugiej strony pod uwage dowolny okrag wta-
$ciwy C,, przechodzgcy przez punkty p i ¢q. Okrag ten jest takze
prostopadly do okregu (' i przeto, jak latwo zauwazyd¢, §rodek a
okregu (' lezy po zewnetrznej stronie okregu C,. Wynika stad, Ze
punkty p i ¢ leza na prostej, przechodzacej przez a, po jednej i tej
samej stronie punktu a. Poniewaz zad, oznaczajac przez b punkt
przecigcia okregéw € i (', mamy R=|b—al=|p—al-lg—al, zatem
ostatecznie

R? R?

(3.1) q—a=‘m'(23—a)=p—:‘a’

przy czym, jak spostrzega sie natyehmiast, wzlr ten rozszerza sie
na wylaczone chwilowo przypadki, gdy p=¢ lub gdy jeden z pun-
ktow p, q staje sie co (i gdy drugi przeto pokrywa sie ze Srodkiem
okregu (). W szezegdlnosei, przyjmujae w (3.1), iz =10, otrzymu-
jemy ¢=R2/p jako wz6r na symetrie wzgledem okregu C(0; R),
ktéra jest wiee iloczynem inwersji przez symetrie wzgledem osi
rzeczywiste]j.

Méwimy, ze zbidr E jest symetryczny wzgledem okregu C,
jezeli kazdy punkt symetryczny z jakimkolwiek punktem zbioru E
wrgledem okregu (' nalezy réwniez do tego zbioru. Poniewaz 8y-

14%
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metria wzgledem okregu jest, jak widzieliémy, niezmiennikiem prze-
ksztaleeri homograficznych, przeto z zasady odbicia Schwarza dla
prostej (Rozdz. II, tw. 8.6) otrzymujemy natychmiast zasade od-
bicia dla okregu w postaci nastepujaoej:

(3.2) Niech K bedzie dowolnym kotem, C okregiem tego kota, G zbiorem
otwartym, symetrycenym wzgledem C, @ wreszcie W(2) funkeja ciagle
na 2biorze G- K, meromorficang w jego wnetrzu (1. j. w 2bivrze G-K)
i prayjmujacq w tyeh punktach zbioru G- K, ktore lezq na okregu O,
wartosel lezqee na pewnym okregu I

Funkeja W(2) moze byé wowezas rozszersona jako funkeja mero
morfiezna na caly gbior @, w ten mianowicie sposdb, by w punkiach
zbioru G symetryeznych wzgledem okregu € prayjmowala wartosed
symetryczne wegledem okregu I

CWICZENIA. 1. Ogdlna posta¢ przekszhaleenia homograticznego, kidre
polplaszezyzne #2>>0 przeksztalea na kolo K(0;R) w taki sposioh, ze punkt a tej
pélplaszezyzny przechodzi na punkt 0, dana jest przez wzor w == Rel” (3—a)/(z--@),
gdzie ¢ jest dowolna liczhy rzeczywista.

Ogéina postaé analogicznego przeksztalcenia dla polplaszezyzny Jz -0
dana jest przez wzir ‘u‘v:Re’H(z—a,)/(.:m(Z).

2. Sprawdzié¢, ze przeksztalcenie

1

*) u_:__—_(1+z")2———i(l—-z“) s

(1422243 (1—2")

3

gdzie n jest liczbg calkowity dodatnia, przeksztalea wiernie wycinek kolowy
0<zi<1, O<Arge<<a/n, na kolo K(0;1). Przeksztalcenie to vozszerza sig jako
przeksztateenie homeomorficzne na domkniecie wycinka. Wyréznié ki okregu
€(0;1), ktére odpowiadajy w tym przeksztalceniu lukowi oraz promieniom ogra-
niczajacym dany wyeinek.

3. Dla n=1/2 wazdr (*), éw.2, okredla przeksztalcenie wierne kota K(0;1)
pozbawionego odcinka [0,1] (promienia) na pelne kolo K(0;1) (22 nalezy tu
interpretowaé jako ktérakolwiek z dwu galezi holomorficanych )z na plaszczyznie
pouzbawionej dodatniej pélosi rzeczywistej).

4. Jezell a,ay....a,,... s3 pilerwiastkami funkeji W(z), holomorficzuej,
ograniczonej i nie znikajacej toisamosciowo w pélplaszezysnie #2>0, a (')S
o0znacza sume rozeiggnigta na te wartosei n, dla ktérych |anzr, to dla kazdego

7 o)
... o " . PN . 2 . Y . .
7.0 szereg Sc/?a— jest zbiezny; podobnie jezeli _\d oznacza Swne rozeigguicts
n n n )

Lot s - P . . () .
na te wartodei n, dla ktérych |as)<r, to dla kazdego »>0 szereg ‘_.\J( Ran jest
zbiezny (Carleman). !

[Wsk. Ob. Rozdz. IV, § 4, éw. 1; zastosowaé praeksztaleenie polplaszczyzny
#2>0 na kolo K(0;1) wedle wzoru éw. 1.]

5. Udowodni¢ nastepujace uogdlnienie twierdzenia Liercha, (Rozdz. 111,

[§4) Czynniki Blaschkego. 213

. Jezeli funkeja f(f) Jjest skonczona i ciagla w przedziale [0,b] i jezeli
n
" ft)E =0 dla k=0,1,..., gdzie {n,} jest ciagiem rosnaeym liczb rzeczywistych

: . 1
takim, ze %‘ a: +00, wowezas funkeja f(f) jest zerem tozsamosciowo (Miintz).

§ 4. Czynniki Blaschkego. Jeieli dane sy trzy punkty

Ryy ¥Ry WOwezas iloraz 22— nazywamy stosunkiem tyeh trzech
&3_&2

punktéw i oznaczamy przez (z),2,2;). Jezeli dane sg cztery punkty
21,2, 8,2, Z ktorych zadne trzy nie pokrywaja sie, to iloraz

By—2y 2—&
(215 %0y Ray Bg) = (21, 22y 23) (21, 22y 24) = NI: ~4 :1

nazywa sie dwustosunkiem tych czterech punktéw.

Widoczne jest natychmiast, iz stosunek trzech punktéw (a wiee
tym bardziej dwustosunek ezterech) jest niezmiennikiem przeksztat-
cen liniowych; nadto dwustosunek czterech punktéw jest niezmien-
nikiem inwersji. Stad, w mysl tw. 14.8, Rozdz. I, dwustosunek jest
niezmiennikiem przeksztatcei homograficenyeh.

Wesimy pod uwage dwa punkty p,q¢ symetryezne wzgledem
osi rzeczywistej. Wowezas dla kazdego punktu rzeczywistego z mamy
l(p,q,2)|=1, a wiec dla kazdej pary wartoei rzeczywistych z,z,

l(p,g,zl,zz)|=1.

Poniewaz symetria wzgledem okregu jest niezmiennikiem prze-
ksztalceri homograficznych (por. § 3, str. 211), przeto przeksztalca-
jac of rzeczywista na dowolny okrag (, otrzymujemy twierdzenie:

Jezeli p oraz ¢ sq punktami symetrycznymi wzgledem okregu C, to

(z:—p) (2, — @) = [(2a—P) /(22— )]
dla kaidej pary punkiow z,z, okregu; immymi stowy, stosunek

(z—p)/(z—9)
ma stalq wartodé bezwzgledna, gdy punkt z przebiega okrag C.

Wartosé te mozemy latwo oblieczyé, podstawiajac na 2 jaki-
kolwiek punkt okregu C, np. punkt z, przecigcia okregu ' z poéi-
prosta wychodzaca z jego frodka i przechodzaca przez p. Przyj-
mujac dla prostoty C=C(0;R), znajdujemy 2o=Rp|lp| oraz (por.§3,
str. 211) ¢g=R?/p= R?p/|p. Podstawiajac te wyrazenia zamiast z i ¢
do stosunku (z—p)/(z—gq), otrzymujemy jako stata wartodé bez-
wzgledna tego stosunku |p|/R. Wynika stad, ze
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&

(4.1) Jezeli p jest dowolnym punktem, kidry nie ledy na okregu
C(0; R), to fumkcja homograficzna

Rz—p _RYp| 2—p
(42) S =

posiada wartosé bezwzgledng statq réwng R ne okregu C(0;R),
a wiee praeksetalea ten okray w siebie; madio znika w punkeie p,
a wige praeksetatea ten punki na Srodek 0 okregu O(0; R).

Istnienje funkeji homograficznej posiadajacej te wlasnosei wy-
nika juz z tw. 2.2, tu jednak podaliémy ja explicite w postaci wy-
razenia (4.2). Wyrazenie to nosi czesto nazwe ceynnika Blaschkego
(odpowiadajacego punktowi p), poniewaz wystepuje jako czynnik
w pewnych iloezynach zwiazanych z pierwiastkami funkeyj holo-
morfieznych w kole.

GWICZENIA. 1. Jezeli funkeja W(e), ciagla na kole domknigtym XK(0;1)
i meromorficzna w jego wnetrzu, posiada staty (skonezong i réznay od 0) wartosé
bezwzgledna na okregu tego kola, to ’

(e—y) e (e—am)  (Bye—1)-..:(baz—1)

IV(2)= 0 (dlz———l) LR (Em.’i""‘l) (z—“‘“bl) LR (z—'bn)

gdzie C jest stala, za§ aj,...,am oraz by,..,bn oznaczaja odpowiednio pierwiastki
i bieguny funkeji W wkole K(0;1) (kazdy pierwiastek i biegun wypisany jest
tyle razy, ile wynosi jego krotnosé).

2. Ogdlna postaé przeksztatcenia homograficznego w=W(z), ktére prze-
ksztatca kolo K(0;R) na to samo kolo w ten sposdb, ze punkt o tego kola prze-
chodzi na punkt b, dana jest przez wzdér
w—b O .

bw iz
gdzie o jest dowolng liczba rzeczywista.

) '3. Na to, aby dwustosunek czterech punktéw byl rzeczywisty, konieczne
jest i wystarcza, by punkty te lezaly na jednym okregu (wlasciwym lub
niewlaéciwym). '

) 4. Jezeli 2,2, sa dwoma punktami kola K(0;1), wowezas odlegloéeiq nie-
euklidesowq tych punktéw w kole K(0;1) nazywamy liczbe
(*) D(zp 2) = |L0g(z1szz: R é-g)l’
gdzie {, 1 J, oznaczaja punkty przeciecia okregu C(0;1) z okregiem ((2y,2,), prze-
chodz_acy?n. przez punkty 2,2, i ortogonalnym do okregu C(0;1). Okrag taki za-
wszehxstme]e.; jest przy tym jednoznacznie okreflony jezeli 2,2, a jezeli z,=2,
j::o mezale?me od obioru okregu C(z,%) wzér (*) daje D(z,2,)=0. Zauwazyé,
ze warto$é wyrazenia (*) nie zalezy od porzadku punktéw &,&.
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Odlegto$é nieeuklidesowa jest niezmiennikiem przeksztalced homograficz-
nych kola K(0;1) w siebie; t.zn. ze jezeli przy przeksztalceniu homograficznym
kota K(0;1) na to samo kolo punkty 2,2, przechodza na punkty wy,w,, wowczas

D(wy, wy)=D(2,25).

Wzér (*) napisaé mozna takze w postaci

1+ h(zy, 2
D(z,.2,)=Log —l—é—h—gz—i!—zﬁ) s

2—2;

1—2 7,

gdzie  h(z,%)=

{we wzorze tym nie wystepuja juz punkty pomoenicze I, &)

§ 5. Lemmat Schwarza. W §§ 2 i 4 rozwazane byly prze-
ksztatcenia homograficzne kola w kolo. Dowiedziemy obecnie, iz kazde
przeksztateenie wierne kola otwartego na kolo otwarte (w szezegol-
nofci, kazde przeksztalcenie wierne kota w siebie) jest homo-
graficzne. Dowdéd tego twierdzenia opiera sie na nastepujacym
lemmacie Schwarza:

(5.1) Jezeli W(z) jest fumkecjq holomorficzng i ograniczong w kole
E=X(0;R), prey ceym W(0)=0 i |W() <M dla ze K, wowczas:

(3.2) |W'(0)<M/R, (3.3) |WEISME/R dla zeK

i, jeseli W'(0)=M|R lub jezeli |W(2)]=Mlel/R w jednym choéby
punkeie 20 kota K, to funkcja W(z) jest funkeja liniowa postaci

‘e'“fz, gdzie o jest liczbq rzeczywisty.

Dowéd. Niech F(2)=W(e)/z dla zeK (w punkeie 0 przyj-
mujemy F(0)=W’'(0)). Poniewaz W(0)=0, przeto tak okre§lona
funkeja F(z) jest holomorficzna w K. Zauwazmy przede wszy-
stkim, iz

|F(z0)| <M /R

Istotnie, jezeli zoeK i |z|<r<R, woweczas 0ZNACZAjAC Przez
M(r) maximum |F(z)| na okregu C(0;r), mamy w mysl zasady ma-
ximum (Rozdz. ITI, tw. 12.6) nier6wnosé [F(z,)|<M(r)<M|r, a prze-
chodzac do granicy, gdy r—R, otrzymujemy |P(zo)| <M /R. Poniewaz
za$, wyjawszy przypadek, gdy funkeja F(z) redukuje sie do stalej,
|F(z)| nie osiaga swego maximum w zadnym punkecie kota K (por.
Rozdz. ITI, tw.12.5), przeto bads |F(z)|< M /R w calym tym kole, & wiee
|W’(0)|<M/R oraz |W(2)|<Mlel/R dla 2eK i 250, badZ tez W pew-
nym punkeie z mamy |F(z)|=M/E i funkcja F redukuje sie do sta-
lej ¢, przy ezym oczywiscie |Cl=M/E, t.]. (=e* M/R, gdzie a jest
liezbg rzeczywista; mamy wiee wowezas W (2)=2-F(z)= Cz=e“Mz/E.

dla kazdego punktu zpe K.
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(5.4) Jezeli w=W(z) jest preeksztatceniem wicrnym kote K=X(a;R),
gdzie a =00, na to samo kolo i jezeli ponadiv W(a)=a, wiwczas
preeksztatcenie to jest obrotem o $rodku o.

Dowéd. Mozemy oczywiscie przyjaé, ze a=10. Mamy wdwczas
W(0)=01i W (0)=0 oraz |W(z)<R i |[W'(e))<k dla zek, przy
czym funkeja odwrotna W '(z) jest réwniez holomorticzna. Ozna-
czajac tedy przez =z, w, pare odpowiadajaeych sobie punktéw
w przeksztalceniu w=W(z), otrzymujemy przez kolejne zastosowanie
lemmatu Schwarza 3.1 do funkeyj W(z) i W (2)

00| < [2] oraz leol < el

skad w rezultacie |wo|=lz,|, t.j. |W(z,)|=I2, i na mocy znéw
lemmatu Schwarza W(z)=e"2, gdzie « jest stala rzeczywista;
rozwazane przeksztalcenie jest wiee obrotem.

(5.5) Kazde przeksziatcenie wierne kota otwartego na kolo olwarte jest
przeksetateeniem homograficanym.

Dow6d. Niech przeksztalcenie W przeksztalca wiernie kolo
otwarte K;=X(a;; R;) na kolo K,=X(a,;.B,) i niech b=W(a,). Niech
dalej (por. tw.2.2) H bedzie przekssztalceniem homograficznym
takim, iz K,=H(K,) oraz a;=H(b). Przyjmujac wigc G=HW,
mamy K,=G(K,) oraz a,=G(a;). Jezeli wiee a5 o0, to na mocy
tw. 5.4 1przeksztalcenie G jest obrotem i przeto przeksztalcenie
W=H "G jest homograficzne. Przypadek a;=co sprowadzamy do
przypadku a,=0 przez inwersje.

Lemmat Schwarza, choé bardzo prosty, jest podstawsy réinyeh waznych
oszacowai. Podamy tu jako interesujace zastosowanie tego lemmatu prosty
dowdd Rado twierdzenia Study’ego o przeksztalceniach wiernyeh kota na ohe
szary wypukle. (Zbiér E nazywamy wypuklym, jezeli kazdy odcinek, ktdérego
konce nalezg do zbioru E, zawiera sie calkowicie w tym zbiorze.)

(5.6) szim*rlzenie Study’eqgo. Jeieli przekszialoenic w—W(2) preeksetalea wier-
nie koto K=K(0;1) na obszar wypukly @, to kaide kolo K r=K(0;7), gdzie 0<r<1,
przechodzi przy tym przeksstaleeniu réwniez na obszar wypukly.

.D owdd. Mozemy zalozyé, ze TW(0)=0 (w przeciwnym razie zastapilibysmy
funkcje Y‘V‘(z) przez W(z)—W(0)). Niech 0<<r<c1 i Gr=TF (K ;). Dla udowodnienia
Wypuk}osel’obszam Gr nalezy pokazaé, ze gdy wy, Wy 83 dwoma punktami tego
obszam,_ waowezas kazdy punkt w, odeinka [w,,u,] nalezy réwniez do Gy

Niech w tym celu 2,2, heda punktami kola K, takimi, ze wy=W{(z)

- - . . ’ 1/
w,=1F(2,). Mozemy przyjaé oczywiscie, iz:

(8.7) |zl (5.8) |z 0.
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Niech dalej t, bedzie liczhy rzeczywista taka, ze
(5.9) 0ty  wo=tqwy+ (1—do)wy=1, W () + (1—1,)T(2).

Ze wzgledu na (5.7) mamy 2276 K, t.]. W(zz /) e W(H)=G, dla kaidego
punktu ze K. Poniewaz za$ zbiér G jest wypukly, przeto przyjmujac

(5.10) F2)= 1, {22y /z3)+ (1—1) W (2),

bedziemy mieli F(z)e@ dla z ¢ K. Funkeja WIF(z) jest wiec okredlona w calym
kole K, przy czym dla kazdego ze K mamy oczywiscie réwniez WlF(z)e K, t.j.
|W1F(z)|<1. Nadto, wobee W(0)=0 oraz (5.10) mamy wEPO)=w"10)=0.
Na mocy przeto lemmatu Schwarza, | W 1F(z)|<z|, ilekroé |z|<1, a wige w szeze-
gélnotei | WP (2,)| < |2|<<r. Poniewaz za$, ze wzgledu na (5.10) i (5.9), mamy
F(2)=1wg, zatem |W L (wy)|<<r, t.j. W w,) e Kr. lub, co jest réwnowazne, wyeGh.

CWICZENTA. 1. Jezeli W(2) jest funkeja holomorficzna w kole K = K(0; R)
i |Wr)<M<oo dla zeK, to
W) —(0) ‘ e
AT W) ME
dla |2]<R, przy czym, jezeli w jakimkolwiek punkeie =0 kola K zachodzi réw-
no&é, woéwezas réwnosé ta zachodzi tozsamosdeiowo i W(z) jest badz stala, badz
funkeja homograficzng postaci [ef M2+ M Ra]/[ MR+ e™az], glzie ¢ jest liczbg
rzeczywisty, zas$ |a|<R. (Przyjmujac TW(0)=0, otrzymujemy lemmat Schwarza.)

2. Dla kazdej liezby rzeczywistej <1 istnieje taka liezba P<1 zaleina
tylko od M, iz, jezeli W(z) jest funkeja holomorficzna w kole K(a; E), spelniajaca
warunki | (2)|<1 dla zeK(a;R) oraz |W(a)|< I, wéwezas |W(z)|<<P dla kazdego
ze K(a; I R).

3. Uogélni¢ wynik éw. 2 w sposéb nastepujacy: Niech G bedzie obszarem
za,wieraj:;cylﬁ punkt 0, FC & zbiorem domknietym i I <C1 liczba rzeczywista.
Istnieje wowezas liczba P<C1 zalezna tylko od G, F 1 M taka, Ze, jezeli W(z) jest
funkeja holomorficzna w @, spehiajaca warunki [ (2)|<<1 dla ze @ oraz [W(0)|< 3,
woéwezas |7 ()|<P dla zeF.

4. Niech T(z) bedzie funkeja holomorficzna w kole K=EK(0;1) taka, ze
|W(2)|<1 dla zeK. Wéwezas, jezell 2eR, zeK, wy=W(z), w,=W(), to
D(wy,w,) < D(z,75)- (D(21,2,) oraz D(wy,w,) oznaczaja odleglodei nieeuklidesowe
punktéw =, i 2 oraz w, i w, w kole K;p. §4, éw. 4) (Pick).

5. Niech T (2) bedzie funkcja holomorficzng w kole K=K(0;1) taka, zZe
|W(2)| - 1 dla ze K. Niech dalej {zn}. {#n} bedg dwoma ciagami punktéw w kole K
zhiesnymi do jednego i tego samego punktu tak, Ze ciag {D(2,20) mts....
pozostaje ograniczony. Wéwezas, jezeli lim7(z,)=1, to réwniez li)IZnW(Z',;)=l
(Seidel). n

6. Obszar G nazywa sie gwiaidzistym wzgledem pewnego punktu ae@,
jezeli kazdy odcinek [a,p], laczacy punkt a z jakimkolwiek punktem pe@, za-
wiera sie catkowicie w G.

Tdowodni¢, ze, jezeli przeksztalcenie w=T¥(c) przeksztalea wiernie koto
K =K(0;1) na obszar gwiazdzisty wzgledem punktu W(0), wéwezas kazde kolo
Kr= K (0:r) przechodzi réwniez na obszar gwiazdzisty wzgledem tego punktu

(Study. Seidel). ) . , )
(k. Dowéd analogiezny do dowodu twierdzenia Study’ego 5.6.]
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§ 6. Twierdzenie Riemanna. Udowodnimy obeenie pod-
stawowe twierdzenie ogélnej teorii odwzorowand wiernych, orzeka-
jace, iz kazdy obszar jednospojny, ktéry nie jest cata plaszcezyzng
(domknieta), ani plaszezyzng pozbawiong jednego punktu, moze byé
przeksztateony wiernie na kolo otwarte. Pokazemy przede wszyst-
kim, iz
(6.1) Kazdy obszar G, kidrego dopelnienie ma przynajmnicj jedng
skladowa P mwie redukujgca si¢ do punkiu, mose byé przeksztatcony
wiernie na obszar ograniczony.

Dowé6d. Twierdzenie to jest oczywiste, gdy dopelnienie da-
nego obszaru zawiera punkty wewngtrzne; w tym bowiem przy-
padku inwersja wzgledem dowolnego kola zawartego w dopelnie-
niu obszaru przeksztalca rozwazany obszar na obszar polozony
wewnatrz tego kola. Wystarczy tedy pokazaé, iz obszar GF mozna
przeksztaleié na obszar, ktérego dopelnienie zawiera punkty we-
wnetrzne. Mozna przy tym zatozyé, iz kontynuum P zawiera punkt oo;
istotnie, gdyby tak nie bylo, woéwezas, oznaczajac przez a dowolny
punkt tego kontynuum i stosujac inwersje 3=1/(z—a), przeksztal-
cilibySmy kontynuum P na kontynuum zawierajace punkt oo.

Niech teraz b bedzie dowolnym, réznym od co, punktem zbioru P.
Obszar CP jest jednospdjny (por. Wstep, § 9), a ze nie zawiera pun-
ktu oo, wige, w my§l tw. 3.2, Rozdz. IV, okredlié w nim mozna galas
holomorfiezng log(z—b). Oznaczymy jedna taka gataz przez L(z).
Funkeja L(z) jest oczywifcie jednoznacznie odwracalna w @, prze-
ksztalca tedy wiernie obszar ¢ na pewien obszar H=IL(G). Wezmy
z kolei pod uwage jedns jeszcze galaZ log(z—b), np. L*(2)=L(z)-+ 2ni
i niech H*=I*(@). Dowiedziemy najpierw ze ’

{6.2)  H-H*=0.

' Istotni’e, gdyby punkt w, byl wspélnym punktem obszaréw
H i H* wowezas mielibyémy:

{6.3) wo=ILlz)  oraz  we=L*z),  gdzie #ed.

Stad jednak z,—b=expuw,, Z —b=expw,, a wige zy==zF i tym
;‘amym, ze ’Wzglg'du na (6.3), L(zg)=L*(z,), co jest oczywiscie
alszywe. Bownoéc (6.2) jest wiec udowodniona.

) V(Y;kaa.» % niej, iz H*CCH, a poniewaz H* jest obszarem,
wiec - Zawlera napewno punkty wewnetrzne. Przeksztalcenie
w=L(2) jest tedy przeksztalceniem zgdanym.

)€ G‘,
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Udowodnimy jeszeze nastepujacy lemmat:

(6.4) Jezeli G jest dowolnym obszarem jednospdjnym, zawierajqcym
punkt 0, zawartym w kole K,=X(0;1), lecz niepokrywajacym sig
2 tym kotem, wowczas istnieje funkeja F(z) holomorficena & jednoznacznie
odwracalna w @, taka i

{6.5) | (=)< dla zeG,
(6.6) F(0)=0, |[F(0)>1, IF(z}I?lz{ jezeli ze@ 1 =2==0.

Dow6d. Niech a bedzie dowolnyﬁl punktem zawartym w K,—G.
Okreflimy funkeje F(z) jako iloczyn trzech przeksztatcen wier-
nych obszaru @. Pierwszym z nich bedzie funkeja homograficzna Fy(2),
przeksztaleajaca kolo Ky w siebie i punkt ¢ na punkt 0 (por. tw. 2.2).
Punkt 0 nie nalezy zatem do obszaru jednospéjnego Fy(G) i w mysl

* tw. 3.1, Rozdz. IV, okrefli¢ mozemy W F,(G) galaz jednoznaczng 'VE;

galaZ te oznaczymy przez Fy(2). Wreszcie, przez Fy(z) oznaczymy
funkeje homograficzna, przeksztalcajacy kolo K, w siebie oraz punkt
F,[F,(0)] na punkt 0. Niech F=F,F,F,.

Tunkeja F(z) jest oczywiscie holomorficzna w G. Nadto po-
niewaz |Fy(2)l<1 i |Fy(z)l<1 dla ze Ry, oraz [Fy(e)l<1 dla zeFy(G),
zatem funkeja F(z) spelnia warunek (6.5). Mamy dalej

(6.7) F(0)=F3[F,F:(0)]=0,

a wiec spelmiony jest réwniez pierwszy z warunkow (6.6). Azeby
udowodnié, iz funkeja F(z) spelnia takze pozostale dwa z tych wa-
runkéw, zauwazmy przede wszystkim, iz funkeje Fy 1 F, sg jedno-
znacznie odwracalne w catym kole Ko; & funkeja F, w obszarze Fy(G);
tym samym funkecja F(2) holomorficzna w G posiada odwrdcenie
(6.8) Oe)=F1 F5 ' By,
okredlone w obszarze F(G)CK,.

Nadto, choé sama funkeja F(z) jest naogdél holomorficzna tylko
w obszarze G, jej odwrécenie rozszerza sie natychmiast jako funkeja
holomorficzna na cale kolo Ko, spetiajac warunek

|@(2)|<1 dla  zeH,,

gdyz funkcje Fil(z) i Fs Y(2), jako odwrbcenia funk_eyj‘ Fy(z)
i Fy(2), sa przeksztatoeniami homograficznymi kota K, w siebie, za§
Fy'(z)=¢2 Ponadto z uwagi na (6.7) funkeja &(z) znika dla z=0.
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Na moey wiee lemmatu Schwarza (tw. 5.1) mamy |®'(0)[<1, skad
[P/(0)] = 11/ @'(0)]>1,
oraz |P(z)|<le| dla zeK, i 20, skad
lej<|F(z)] dla zeG % 20,
Gdyby jednak funkeja @(z) byla liniowa, wdwezas, jzbllc widzimy

z (6.8), funkeja Fy =Fi®F; bylaby homograficzna, co jest nie-
mozliwe, gdyz Fs ' (2)=22 ‘

o ile tylko funkeja @(2) nie redukuje si¢ do funkeji liniowej (obrotu).

(6.9) Jezeli G jest obszarem jednospdinym, Fkidrego dopelnienie za-
wiera wiecej niz jeden punkt, i a jest dowolnym punktem tego obszaru,
wowezas -istnieje zawsze precksatateenie wierne w=W(z) tego obszaru
na wnetrze kota Ky=X(0;1) takie, 2 W(a)=0.

Dowdd. Z uwagi na lemmat 6.1 zalozyé mozemy od razu, iz
obszar (¢ jest ograniczony; nastepnie, iz a=0, i wreszcie, stosujae
ewentualnie jednokladno$é o §rodku 0, ze GCK,.

Wezmy pod uwage rodzine I wszystkich funkeyj F(z), holo-
morfieznych i jednoznacznie odwracalnych w @, spelniajacych przy
tym warunki F(0)=0 oraz F(G)CK, Oznaczymy przez m kres
gérny wszystkich liezb |F'(0)| dla funkeyj # naiemeych do tej
rodziny. Funkeja F(z)=z nalezy oczywidcie do rodziny MM, przy
czym |[F'(0)}=1. Mamy tedy napewno m>>1. )
' Niech (F,(2)! bedzie ciggiem funkeyj rodziny M takim, iz
hinilf’,',(())l=m.‘ Funkeje {Fi(2)} s3 wspélnie ograniczone (mianowicie

lf’,,(z)}gl) I przeto w mydl tw. 7.1, Rozdz. 11, cigg {F, (=)} zawiera pod-
ciag {Fnk(z)} zbiezny niemal jednostajnie w G. Niech W(z)=lmF, ().
Mamy (Rozdz. II, tw. 6.1) v

(6.10) |W’(0)J=1i£1 | B, (0) = m>0,

a \:Vi@(‘ na mooy tw.11.3, Rozdz. ITI, funkeja, W (z) jest holomorficzna
1 jednoznacznie odwracalna w @. Powiadamy, iz okrefla zgdane

p?zeksztalcenie wierne obszaru @ na kolo K,. Mamy przede wszyst-
kim W(0)=0, a nadto oczywitcie W(&)CK,. Zaloimy, iz W(()L K, &

V_Véwez.a_s, na moey lemmatu 6.4, istniataby funkeja @(z) holomor-
fiezna i jednoznacznie odwracalna w zbiorze otwartym W(@) taka, ze
(6.11) O0)=0,  |B)<1 dla zeW(@),

(6.12) _ |@7(0)|>1.
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Z uwagi na (6.11) funkeja ¥(z)=@[W(z)] nalezalaby réwniez
do rodziny M, a z uwagl na (6.10) i (6.12) mieliby$my

[#7(0)) = |®'(0)- W'(0)|>m,

co jest sprzeczne z definicja liczby m.
Twierdzenie 6.9 mozemy jeszcze tak uzupelnié:

(6.13) Jezeli Gy i Gy sq dwoma obszarami jednospdjnymi, kidrych dopet-
nienia zawieraje po wiecej niz jednym punkeie, i jeieli ay, ay sq odpo-
wiednio dwoma dowolnymi punktami tych obszardw, wiwezas istnieje
jedno @ tylko jedno przeksztatcenie wierne, ktdre preeksatatea obszar Gy
na Gy, punkt a, na a, oraz pewien dowolnie dany kierunck w punkeie ay
na kierunek dany w punkeie a,.

W szezegilnodel, jezeli a jest dowolnym punktem obszaru jedno-
spojnego G, wiowezas jedynym przeksstateeniem wiernym w=W(z} tego
obszaru takim, e W(@)=G, W(a)=a oraz W'(a)=8W'(a)>0, jest
preeksztaleenie toisamosceiowe.

Dowé6d. Z uwagi na tw. 6.9 mozna zatozyé, ze

G,=0G,=K(0;1)=K,
oraz ze ay=day,=0. W myél tw.H.4 jedynymi przeksztalceniami
wiernymi w=W(z) takimi, iz W(H,)=H, i W(0)=0, sa obroty
o $rodku 0, a wdréd obrotéw tych istnieje oczywiscie dokladnie
jeden, ktéry przeksztalea kierunek dany w punkecie 0 na inny
kierunek dany.

Obszarami jednospdéjnymi nie podpadajacymi pod zaloZenia
twierdzed 6.9 i 6.13 sa: plaszezyzna i plaszezyzna pozbawiona
jednego punktu. Z tw.2.1 wynika jednak, ze kazde przeksztalcenie
wierne tych obszar6w jest homograficzne, prowadzi przeto znéw
bads do plaszezyzny domknietej, badz do plaszezyzny pozbawione]
jednego punktu, a wiec w zadnym razie nie do kola o promieniu
skofiezonym. (o najwyzej, przez inwersje o §rodku w punkeie
usunietym mozemy przeksztaleié plaszezyzne pozbawiona dowolnego
punktu na plaszczyzne otwarta.

Najistotniejsza cze$é rozwazan tego § mozemy wiee sformu-
lowaé w postaci nastepujacego twierdsenia Riemanna:

(6.14) RKazdy obszar jednospdjny preeksstateié moina wiernie na
jeden i tylko jeden = trzech obszarcw nastepujacyclh: 1° plaszezyzng
dombkniety, 2% plaszezyzne otwartq, 3° koto K(031).
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Twierdzenie powyzsze, jakkolwiek wypowiedziane przez 'Riemamm,, nie
zostalo przezeti udowodnione .catkowicie. Metoda uzyta przez Riemanna 0(1_110.
sila sie przy tym tylko do obszaréw ograniczonych przez kr.zyW:y za,fnknum
bez punktéw wielokrotnyeh i wigzata zagadnienie odwzorowan.my Odl)OWfdeniegO
z t.zw. zagadnieniem brzegowym Dirichleta z teorii funkeyj harmonicznych.
Ponadto, i w tym zakresie, oryginalny dowéd Riemanna zawierak Tnki.

Dowéd zupehy twierdzenia Riemanna w calej jego ogdlnosci zawdzigezamy
Koebemu i Carathéodory’emu. Dowéd Carathéodory’ego, oparty konsekwentnie
na metodach teorii funkeyj zmiennej zespolonej, ulegt jeszeze wielu dalszym
uproszezeniom, z kbérych wyréznié nalezy przede wszystkim zreezny pomyst
Fejéra i F. Riesza skorzystania z metody ciagdw normalnyeh dla unikniecia
pewnyeh bezposrednich, lecz rachunkowo zmudnyeh dowoddw zbieinosei. Dalsze
modyfikacje dowodu podane byly przez Ostrowskiego i Carathéodory’ego.

Jest rzecza godny uwwagi, iz metody te nie daja sie jednak zastosowaé do
analogicznych zagadniefi, dotyczacych przeksztalvenia wiernego (jednoznacznego)
obszaréw wielospéjnych na pewne obszary kanoniczne. Tu juz wydaje si¢ uie-
zhedne nawigzanie do metod riemanowskich, oczywifcie gtosownie uzupetnio-
nych (por. np. Hurwitz-Courant, Funktionertheorie, wyd. II, Berlin 1930).

Wprawdzie metods Carathéodory’ego-Fejéra-Riesza mozna przeksztateis
wiernie dowolny ohszar dwuspéjny na pierdcien kotowy, albo na kolo lub plasz-
czyzne obtwarta, pozbawione punktu (ob. Cremer, Ber. Siichs. Ak. Wiss. 82
(1930), 190-192), ale metoda ta zawodzi juz dla ohszardw trdjspéjnych.

CWICZENIA. 1. Jezeli W jest rodzing funkeyj holomorfieznych w ob-
szarze G i zadna z funkeyj tej rodziny nie przyjmuje wartosei nalezacych do
pewnego kontynuum O, wéwezas B jest rodzing normalny (Fatou: uogdlnienie
tw. 11.4, Rodz. III; dalsze uogéluienia w Rozdz. VII).

2. Pokazaé, iz w éw. 1, § 4, Rozdz. IV, warunek, ze funkeja W(z) jest ogra-
niczona w kole K(0;1), zastapi¢ mozna przez warunek, ze funkeja ta nie przyj-
muje wartosei nalezaeych do pewnego kontynuum O.

Podobnie, w ¢éw. 2, §4, Rozdz. IV, warunek, ze cigg {W,(2)} jest ograni-
czony w K(0;1), zastapié mozna przez warunek, ze zadna z funkeyj tego eingu
nie przyjmuje w K(0;1) wartodei nalezgeyeh do pewnego kontynuum (.

3. Niech @ bedzie obszarem jednospéjnym zawartym w kole K(0;1) i za-
wierajacym punkt 0; niech 9 oznacza rodzine funkeyj F holomorficznych, jedno-
znacznie  odwracalnych w @ i spelniajacych ponadto warunki F(0)==0 oraz
[F(2)}<1 dla ze . Ustalamy pewien punkt a0 w ohszarze @ i oznaczamy przez
m kres gérny liezb |F(a)|, gdy I jest dowolng funkejg rodziny 9%.

Pokazaé, ze w rodzinie N istnieje funkeja F, taka, ze [Fo(a)|=m,  oraz
% funkeja ta przekssztalea wiernie obszar G na kolo K(0;1) (Carath éodory).

4. Niech I" bedzie dowolnym kontynuum ograniczonym. Istnieje wéwezas
funkeja 1zeczywista R(z), ciagla i skofczona w calej plaszezyZnie otwartej,
réwna 1 na I'i taka, ze dla kazdego wielomianu P(z) mamy |P(z) <<M-[R(2)]",
gdzie n jest stopniem wielomianu, za§ M oznacza kres gérny wartosei ll’(-::)l
na P(Mazurkiewicz-Szmuszkowiczéwna).

) [Wsk. Oznaczajae przez G te skladows, dopehienia kontynuum /7, ktéra
zawiera punkt oo, a przez W funkeje, ktéra przeksztalea wiernie ¢ na kolo
K(0;1) w ten sposdb, ze W(co)=0, mozemy przyjaé R(@)=|L/W(z)] dla ze@
oraz R(z)=1 dla z¢CG; por. §1, éw. 3.]
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* § 7. Twierdzenie Rad6é. W wykladzie tym nie bedziemy
sie zajmowali przeksztalceniami wiernymi obszaréw wielospojnych
w ogdle, lecz ograniczymy sie tylko do uogdlnienia na dowolne
obszary drugiej czefeci tw. 6.13. Uogélnienie to, ktére podane zo-
stalo przez Radd, opiera sie na nastepujacym twierdzeniu Koebego,
zwanym twierdzeniem o zniecksztatcaniu (,Verzerrungssatz™):

(1.0) Jezeli {Wa(z)} jest ciagiem funkeyj holomorficenych, jedno-
znacznie odwracalnych w kole K=X(0;R), 7 jedeli

(7.2)  Wa(0)=0 dla n=1,2,... oraz sup o[0,CWa(H)]<+o0,
wowezas cigg {Wa(2)) jest niemal ograniczony w K.

Dowéd. Niech a, oznacza punkt brzegu obszaru Wa(&) taki,
iz |an|=p[0, CWn(K)]. Niech Fu(2)=Wn(2)/an. Funkeje Fn(2) sa wraz
z funkejami ,Wa(z) holomorficzne i jednoznacznie odwracalne w kole
K; obszary Fu(K) sa wiec w my$l tw.1.1 jednospdjne. Nadto, kazdy
Z tych obszaréw zawiera kolo K =K(0;1), a na brzegu — punkt 1.
Na mocy tedy tw. 3.1, Rozdz. IV, w kazdym z tych obszardéw istnieja
galezie holomorfiezne log(z—1). Niech w szczegélnosel Ln(2) 1 Li(2)
oznaczaja galezie log(#—1) w obszarze Fao(HA), przyjmujace w pun-
keie z=0 odpowiednio wartosci =i oraz 3=i. Podobnie jak w do-
wodzie lemmatu 6.1, stwierdzamy natychmiast, iz obszary LnFn(K)
i LiFn(K) sa rozlaczne, a wiec ze tym bardziej
(7.3) In Fn(K)-Li (KEo)C I Fn (K)-Li Fn (K)=0.

7 drugiej strony, w kole K, istnieje tylko iedna galaz log(z—1),

ktéra w punkeie 2=0 przyjmuje warto$é 3zi. Obszar Li(K,) nie
zalezy przeto od n i z (7.3) wynika, Ze zadna z funkeyj L.F»(2) nie
przyjmuje w K wartofci nalezacych do pewnego obszaru stalego,
niezaleznego od n. W my$§l wiec tw.11.4, Rozdz. III, funkeje
LnFn(z) tworzg rodzine normalng w kole K, a ze LnFu(0)=Ln(0)= i,
zatem (por. Rozdz. I, tw.3.5) ciag {LnFn(2)} jest niemal ograniezony
w K. Tym samym jednak niemal ograniczony w K jest ciag
UFa(2) =1+ expLnFa{2)}, & wiee, z uwagi na drugi z warunkéw (7.2),
réwniez i ciag {Whn(2)=anFn(2)}.
(7.5) Jezeli W(z) jesi przeksztalceniem wiernym obszaru G w siebie
ijeieli w pewnym punkeie ae@ jest W(a)=a oraz W'(a)=aW'(a)>0,
wowesas, pomijajqe przypadek, gdy G jest plaszezyznq domknielq lub
plassezyzng pozbawionq jednego punkiu, mamy W(z)==z, . j. W(z)
jest praeksstatceniem toisamosciowym.
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Dowéd. Mozemy prayjaé oezywifeie, iz a=0 oraz iz ¢ nie
zawiera punktu co. Prayjmujac dla skrécenia R=p(0,06), bedziemy
mieli 0< R< + oo, Mozemy dalej zalozy¢, iz W'(0)=1, ]_)()111’@.w:£7'],
w przeciwnym razie mogliby§my rozwazaé przeksztalcenie W
zamiast W. o . -

Przypusémy, iz przeksztalcenie Wi(z) nie jest tozsamofciowe.
Rozwiniecie funkeji W(z) w kole K=K(0; E)CG mozemy wigc na-
pisa¢ w postaci :

(7.5) W)=z ap b+ appr 2514, gdzie =0,

Niech {Wa.(z)) bedzie ciggiem kolejnyeh iteracyj funkcji W(z)
w obszarze @, t.j. niech Wy(z)=W(z) oraz W,(2)=W[W,1(2)] dla
a>1. Kazda z funkeyj Wa(z) jest przeksztalceniem wiernym ob-
szaru G w siebie, a nadto, jak spostrzega sie natychmiast,

Wa(0)=0 oraz [0, CWa(K)]< o[0,0Wa(@)]= (0, 06) = R<-}-o00;

ciag {W,(2)} jest wiec na mocy tw. 7.1 niemal ograniczony w K.
Oznaczajac tedy przez M kreg goérny wartodei bezwzglednych funk-
cyj Wa(2) w kole K(0;R/2) oraz przez a{” i o odpowiednio spol-
czynniki przy 21 2% w rozwinieciu funkeji W,(2) w I, bedziemy mieli:
M M
CONNINECS P
Ale, jak widzimy od razu, a{”=a?, co z uwagi na ¢,;>1 oraz
na pierwsze z oszacowand (7.6), daje a,=1. Ustaliwszy w ten spo-
s0b warto§¢ a;, stwierdzamy przez latwg indukeje, iz a{V=na,,
co z uwagi na drugg z nieréwnodci (7.6) daje ap=0. Otrzymujemy
w ten sposéb sprzecznosé z przypuszezeniem (7.5), iz ap==1.
CWICZENIE. 1. Jezeli {Wn(z)} jest eiygiem fuullmyj holomorticznych,
jednoznaezuie odwracalnych w obszarze &, i jezeli sup [Wn(a)|<oco w pewnym
’ n

u =1,

dla n=1,2,...

punkeie ae @, to ciag {Wa(2)} jest normaluy w obszarze .

*§8. Wzory Schwarza-Christoffela. Stosujac przeksztal-
cenie homograficzne, mozemy zastapi¢ w tw. 11.4, Rozdz. IV, kolo
domkniete K przez péiplaszezyzne domknietg 7220 (z dolaczonym
punktem oo), a okrag tego kola przez of rzeczywistag. Minnowicie:
(8.1) Jezeli funkeja W, ciggla na pdtptaszezyénie dombkwictej Jzz=0
i holomorficzna w pilplaszezyinie otwartej J2>>0, jest jednoznacanie
odwracalna na osi rzeczywistej i praeksztalea te 0 na linie tamanag I
(ktora jest oczywiscie zamknieta i nie ma punktcw wielokrotnych ),
wowezas funkeja ta praeksztalea wiernie potplaszezyzne olwarty Jz>0
na obszar wewngtrany tamanej L, a potplaszezyzne dombknietq Jz>0
homeomorficznie na domkniecie tego obszaru.

icm

[§ 8] ‘ Wzory Schwarza-Christoffela. 225
‘ Rozwazymy pewna klasg¢ funkey;j spelniajgeych zalozenia tego
twierdzenia. A

' Niech c-zl,ag,...,a,, 0Taz ay,as...,a, beda liczbami rzeczywistymi
skonezonymi takimi, ze G<as<.,.< 0, Oraz

(8.2) - <l dla k=1,2,..,n,
(8.3) » ‘ atast...Fa,>1.
Wezmy pod uwage catke
(8.4) Wiz)= f d3
b (3—a)* (3—a2)“ ... (3—an)“n’

rozm-niejaéc przez (3—az)*x funkeje Pi(3)=exploxLog(3—az)], holo-
morficzng w pélplaszezysnie otwartej 92>0 i ciagly w péiplaszezyinie

domknietej Jz>0 (Pr(ar)=0,1,c0 zaleinie od znaku az). Przez j

we wzorze (8.4) rozumiemy catke wzdiuz odeinka [0,2]. Jak zresz’(c)ay
spostrzegamy od razu na zasadzie twierdzenia Cauchy’ego, calka ta
ma te sama warto$é wzdluz kazdej krzywej regularnej, laczacej
punkty 0 i 2 oraz przebiegajacej w pélplaszezyznie Jz> 0.
‘Oznaczmy dla skrécenia przez @(3) wyrazenie pod znakiem
c&ﬂzi we wzorze (3.4). Ze wzgledu na (8.2) i (8.3) calka rzeczywista

/ [2(t)| d¢ ma wartosé skoficzong i przeto funkeja W(z) okreslona

przez wzoér (8.4) jest, podobnie jak funkeje @, holomorficzna w pél-
plaszezyinie otwarte) J2>0 i ciagla na jej domknieciu. Podkreslamy,
ze domknigcie to obejmuje punkt co i ze funkeja W rozszerza sie
przez ciaglosé réwniez i na ten punkt. Istotnie, jezeli z jest dowol-
nym punktem pélplaszczyzny 2> 0, wowezas, prayjmujac r=le,
obliczyé mozemy réznice W(z)—W(r), calkujac funkcje & wzdtuz
dowolnej krzywej regularnej, przebiegajacej w péiplaszezyznie dz> 0
oraz laczgcej punkty rie. Calkujac np. wzdtuz tuku okregu G(0;7),

otrzymujemy IW(z)—W(r)lg/'|¢>(re"f')| rdf, a poniewaz ze wzgledu
na (8.3) wyrazenie 2®(z) daé;y do zera gdy z—oco, zatem réwniez
W(z)—W(r)—>0 gdy r=[¢|—>+co. Z drugiej strony, gdy r—>4-oo
przez wartosel rzeczywiste, W(r) dazy do wartodei catki 7??15(13) dt==o00;
do tej samej granicy dazy przeto W(z), gdy z dazy w dozvolny Sposéb

do oo w poélplaszczyznie J2> 0.

S. Saks i A, Zygmund. Funkeje analitycezne, 15
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| ol
Lo
(=2

Zbadajmy krzywa, na jaka funkeja W przeksztalea of rzeczy-
wista. . . . .

Zauwasmy w tym celu, ze dla wartosci ? rzeqzywstych fu,nk'ela-
@,(t) ma argument staly (z dokladnogcia oczywiscie do calkowite]
wielokrotnodei 2%) zaréwno, gdy t<<ax, jak i gdy t>a,f. Gdy prze-
chodzimy od wartosei t<<az do warto$el 1> ax, argument Pu(?) zmn}eJ-
sza sie 0 axzm. Wynika stad, ze argument funkeji @(3) pod znakiem
calki we wzorze (8.4) ma takze wartosé staly na kazdym z n+41
obszaréw wartogei rzeczywistych 3, okre§lonych odpowiednio przez
nieréwnosci: '

-1 <3< ln, 8>a’”7

3, W<y Ap<F<hzy .- -

przy czym przy przejéein od kazdego z tych obszaréw do nastepnego
argument funkeji ulega powiekszeniu o opm. Tym samym przy
przej$ciu od wartoei 3>an do wartodel 3<<a, argument @(3)
ulega zmniejszeniu o (oa+ae+...+dn)m, lub —co jest réwnowazne
(pomijajac oczywiscie catkowite wielokrotnodei 27m) — powiekszeniu
0 (2—ay1—az—...—0n) 7.

Rozwazajac teraz funkcje W(z) na osi rzeczywistej i réznicz-
kujac W(3) wzgledem zmiennej rzeczywistej 3, otrzymujemy z (8.4),
iz AW (3)/d3=®(3). Wynika stad natychmiast wobec statosci arg D(3)
wewnatrz kazdego z przedziatéw osi rzeczywistej

[—oo,a)y [ag,85), - -. [@n,o<],

ze przedzialy te przechodza odpowiednio na odeinki
[W(co), W(a)], [W(ay), W(ag)], ---y [W(an-), W(an)l, [W(an), W(c0)].

COala zatem o$ rzeczywista przechodzi na lamang zamknigta
[W(o0), W(ay),..., W(an), W(co)]. Jezeli tamana ta nie ma pun-
kté6w wielokrotnych, wéwezas przeksztalcenie W osi rze-
czywistej na lamang zamknietg jest jedno-jednoznaczne.
Funkecja W czyni wige wtedy zados§é warunkom tw.38.1
i przeksztaleca wiernie péiplaszezyzne otwarta Jz>0 na
obszar wewnetrzny tltamanej [W(oo), W(ay),..., W(an), W(o0)],
a poéliptaszezyzne domkniety J2>0 na domkniecie tego
obszaru. Katy ,zewnetrzne“ tej lamanej, t.j. katy miedzy
kolejnymi odecinkami zorientowanymi

[a‘"—l ’ a’"]v

[W(oo), W(a))], [Wia), W(as)l, ..., [W(an), W(e0)], [W(co), W(a)l,
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sg odpowiednio réwne oyzx,...,ax7w, (2—ay—...—an)w. (Bamana ta
jest na ogél (n+4-1)-katem; jezeli jednak @+ ay-+...-a,=2, mod2,
to odeinki [W(m,,),W(ooS’] i [W(oo),W(an] tworzg jeden odeinek

T o
[W(an), W(a;)] ilamana staje sie n-katem.)

Wzory postaci (8.4) nazywamy weorami Schwarza-Christoffela.
Rozmaite uogélnienia tych wzoréw (por.np. éw. 6, str. 229) polegaja
na uwzglednieniu w (8.4) réwniez i przypadkéw, gdy ax=1 lub
o+ 0+ ...+an<1; otrzymujemy wéwezas przeksztaleenia polplasz-
czyzny na obszary wielokgtne ,uogélnione”, ktérych brzeg skla-
daé si¢ moze nie tylko z odeinkéw, ale i z péiprostych.

Nalezy zauwazyé¢, ze na ogél jest dosé trudno wywnioskowad
ze wzoru (8.4), czy przeksztalcenie W przeksztalca of rzeczywists
na wielokagt bez punktéw wielokrotnych. Latwe to jest jednak
w pewnych przypadkach najprostszych, gdy np. n=2, 0<aq, <1,
0<a, <1, 1<a;+a,<?2. Funkcja W przeksztalea wowezas pol-
plaszezyzne Jz>0 wiernie na wnetrze tréjkgta o katach ,,wewnetrz-
nych* réwnych (1—a))z, (I1—o)m, (a;+a,—1)z7. Dobierajge stoso-
wnie wartosei «p,a,, mozemy w ten sposéb otrzymaé przeksztal-
cenie poéiplaszezyzny na tréjkat o dowolnym ksztalcie (a nawet na
catkiem dowolny tréjkat, o ile funkeje W(2) zastapimy przez funkeje
postaci aW(z)+b, gdzie a i b 53 stalymi spélezynnikami).

Inng, latwa do bezpofredniego zbadania specjalizacje wzoru
Schwarza-Christoffela otrzymujemy, przyjmujac we wzorze (8.4)
n=3, qy=ay,=03=%. Funkeja W(z) przeksztalca woéwezas pélplasz-
czyzne Jz>>0 na prostokat.

CWICZENIA. 1. Niech

z
‘o —a, \—aty —e,

Wz =j l—ﬁ) (1——3 (1—1) &,

@ § ( # %2) n 3

gdzie B8y eesdn S8 punktami na okregu C(0;1), za$ oy, a,,...,a, liczbami rzeczy-
wistymi takimi, ze e, +a,+ ...+, = 2; przez ( —-f)ak dla k=1,2,...,n rozumiemy
wartodei gtéwne odpowiednich poteg. y

Pokazaé, ze funkeja W(2) jest holomorficzna w kole otwartym K(0;1),
ciagta na kole domknietym K(0;1) i przeksstatea okrag C(0;1) na pewna lamang
zamknieta L o katach wewnetrznyeh (1—e)z, (1—e,) 7, ..., (1—ag) 2. .

Jezeli lamana ta nie ma punktéw wielokrotnych, t.j. jezeli funkeja W(z)
jest jednoznacznie odwracalna na okregu C(0;1), wéwezas funkcja W(z) jest
jednoznacznie odwracalna na calym kole domknietym K(0;1) i przeksztalea
wiernie koto K(0;1) na ohszar wewnetrzny lamanej L.

15%
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2. Jegeli 332,03, Sa punktami na okregu C(0;1), zad o, ay,..,an
liezbami rzeczywistymi takimi, Ze:

(*) ey teapt.ton=2 8 afst el t ot a3, =0

z
_ 13" _.._a.)““...<1_5)"”d3
W(Z)-—f(l 81> (1 2 Bl B
2y

gdzie 2, jest dowolnie ustalonym punktem na C(0;1), jest ciagla na kole dom-
knigtym K(0;1) i meromorficzna w jego wnebrzu, przy czym jedynym jej bie-
gunem jest punkt 0. Wyjaénié role warunku (¥).

Funkeja W(e) przeksztalea okrag C(0;1) na pewng tamang zamkniets L
o katach wewnetrznych (1—ay)m, (1—ag)@, .., (l—an)m. J ezeli lamana ta nie
ma punktéw wielokrotnyeh, wowezas funkeja W(z) jest jednoznacznie odwracalna
w kole' domknietym K(0;1) -i przeksztalca wiernie jego wnetrze na obszar
zewnetrzny lamanej L.

[Wsk. por. Rozdz. 1V, § 11, éw. 1.]

to funkcja

z
3. Funkcja W(z)=((1
0 —
ohszar wewnetrzny n-kaba foremnego, za$ homeomorficznie koto domknigte K (0;1)
n-2 g

na domknieeie tego obszaru. Obwéd wielokata réwny jest 2 " f (sin &)
. 0

— "2 gy  proeksztalea wiernie kolo K(0;1) na

—ngs.

z .
4. Funkeja W(z)=. [ (1—5n)2'" ;l—;’, gdzie 2, jest dowolnie ustalonym pun-
z
ktem na okregu C(0;1), przeksztalea wiernie koto K(0;1) na obszar zewnetrzny
n-kata foremnego, za§ homeomorficznie kolo domknigte K(0;1) na domknigcie
tego obszaru.

5. Niech F(z) bedzie funkeja holomorficzng, nigdzie nie znikajaca w pe-
wnym otoczeniu K=K(0;r) punktu 0 i taks, ze ArgF(z) ma wartosé stala
w pewnym przedziale [—e, &] osi rzeczywiste] (warunek ten jest np. spelniony,
gdy funkeja F(z) jest rzeczywista i réina od zera w tym przedziale). Funkeja

Wie)= / Eg—) d
]

gdzie z, jest dowolnie ustalonym (w otoczeniu K) punktem pélplaszezyzny J2>0,
jest wéwezas holomorficzna w obszarze 0<C|2/<<r, #2=0, i przeksztatea przedziaty
[—=2,0] 1 [0,] na dwie pélproste réwnolegle i zgodnie skierowane. Odleglosé tych
pélprostych réwna jest z.|F(0)|.
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E_?’__, gdzie 2, jest dowolnie ustalonym punktem
3r3—a
plaszezyzny Jz2>0, za$ a>0,‘ przeksztatea pélplaszezyzne J2=0 na pélpas o sze-
rokodci =/ |a, zakreslony na rys. 1.

z
6. a) Funkeja F(z)= /
g

Fl0loo fal
Flal  Fleol Gla)  Glec Hilico
1. 2. ‘ 3.
b) Funkcja G(2)= / ——-—%—ﬂ przeksztalca poéiplaszezyzne J2>0 na
S 3(3—a)” ,

Zn
obszar domkniety, zakreflony na rys. 2.

E4

¢) Funkeja H(z)= / d

3 (3—a) % (3—Db)

plaszezyzne J2=0 na obszax domkniety, zakreflony na rys. 3. Okreéhc szerokosé
dwu pasdw, z ;]a,kmh obszar ten sie sklada.

, gdzie 0<a<<b, przeksztalca pél-


pem




