ROZDZIA% I1I
FUNKCJE MEROMORFICZNE

§ 1. Szereg potegowy w Kkole zbieZnoSci. Szercgicm
potegowym, albo szeregiem Taylora, o $rodku zy==co i spdlerynnikach

oo
any gdzie n=0,1,2,..., nazywamy szereg Da,(s—2,)", gdzie 2 oznacza
n=:0
zmienng zespolong. Przez szereg o tych samych spélezynnikach,
o0
lecz o $rodku zy=oo, rozumiemy szereg Na,/e",
- =0

Jezeli szereg potegowy o Srodku 2, jest zbiezny wszedzie
w pewnym kole K(zy;r), wowezas wiréd wszystkich k6t K(zy;r),
w ktorych szereg ten jest wszedzie zbieiny, jest jedno najwicksze.
Nazywamy je kolem zbietnosci rozwazanego szeregu; promieri kola
zbieznodel, ktéry moze byé oozywiscie nieskonezony, nazywa sie
promieniem zbieémosci szeregu. Jezeli szereg potegowy o frodku 2
nie jest wszedzie zbiezny w zadnym kole K(zy;r) o promieniu do-
datnim, wéwezas méwimy, ze promieh ebiesnodei tego seerequ jest
rowny zerw.

Przez przeksztalcenie 3=z—z,, jezeli zy=00, lub przez prze-
ksztalcenie 3=1/z, jezeli zy=oco, mozemy kazdy szereg o drodku z,
przeksztaleid na szereg o §rodku 0 i tych samych, co szereg dany, sp6t-
ozynnikach. Przy przeksztalceniu tym promien zbiezmogei nie ulega
oczywiscie zmianie. Uwaga ta pozwala w wiekszogei przypadkéw
ograniczyé si¢ do rozwazania szeregéw potegowych o $rodku 0.

(L1) Twierdzenie Cauchy-Hadamarda. Promie, zbicsnodei
szerequ potegowego o spdlezynmikach a, (gdzie n=0, 1,..) réwny jest

Ry=liminf — .
n ,a"|1/u
(1.2) Szereg potegowy (o dodatmim promieniv 2biednodei) jest bez-
'z-uzglgdme imiemal jednostajnie ebieiny w swym kole ebieénodei, suma zas
jego w tym kole jest funkejq holomorficznq; zewnaire swego kol bhies-
noscL szerey potegowy jest wseedrie rozbieiny.
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Udowodnimy jednoczefnie obydwa twierdzenia 1.1 i 1.2, przyj-

. mujae, iz rozwazane szeregi maja frodek w punkeie 0. Dowéd roz-

bijemy na dwie czesei.
a) Szereg potegowy Nanz" jest rozbiesny w kasdym punkeie z
zewnatrz kola K(0;R,), gdeie R,=liminf 1/]a,"".

Istotnie, jezeli [#y|>R, wo6Wezas istnieja dowolnie wielkie
wartosei n, dla ktérych |eu>1/|as"", a wiec |aq2i|>1. Wyraz ogélny
an?" rozwazanego szeregu nie dazy tedy w punkeie 2=z, do zera
i szereg jest w tym punkecie z pewnofcia rozbiezny.

b) Szereg a2 jest bezwzglednie & niemal jednostajnie zbieimy
w kole K(0;R,).

Mozemy przyjaé, ze Ry>0. Niech r bedzie dowolng liczba
dodatnig mniejsza od R, i niech r; bedzie dowolng liczba taka, iz

r<ry<Ro=liminf1/]a,|'".

Wowezas, poczynajac od pewnej wartofei N wskaznika n,
mamy |ro|<1/|aa|'", t.j. |earf|<1. Zatem, dla n>N, mamy
lanr"|=|anro|-|r/r" <|r/ro|". Wyrazy a,z" rozwazanego szeregu sg tedy
dla |¢|<r oraz n>XN mniejsze bezwzglednie od odpowiednich wy-
razéw postepu geometrycznego N (v/r,)", zbieznego z uwagi na r<r,.

Szereg ten jest tedy bezwzglednie i jednostajnie zbieiny w kazdym
kole X(0;7) dla r<R, a wiee tym samym bezwzglednie i niemal
jednostajnié zbiezny w kole K(0;R,), i na moey tw. 6.1, Rozdz. II,
suma jego jest w tym kole funkejg holomorficzng.

Twierdzenie 1.2 rozstrzyga sprawe zbieznodei szeregn wewnatrz

i zewngtrz kola zbieznosei. Nie przesadza wszakze nic o zbieinofei

szeregu na okregu kola zbieznogei. Istotnie, szereg potegowy moze
o0

tam zachowywaé sie najrozmaiciej. Np. z dwu szeregébw }2" oraz

’é—:;z"/n‘2 0 wsp6lnym promieniu zbieznosei 1, pierwszy jesg V(\)vszedzie

rozbiezny, a drugi wszedzie zbiezny na okregu kola zbieznofei.

Mozliwe jest réwniez, iz szereg potegowy jest w pewnych punktach
okregu kola zbieznofei zbieiny, a w pewnych rozbiezny: np. szereg
-

Nenjn jest rozhiezny dla z=1, a zbiezny dla z=—1; szereg ten na

n==1

okregu kola zbieznofei zbadany bedzie dokladniej w §3.
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O funkeji, ktéra w kole K(~o, ) jest sumg szeregu potegowego
0 frodku 2, moéwimy, iz roewijo si¢ na ten szereg w kole K (zo,r)
albo ii szereg ten preedstawia ja, lub jest jej rozwinicciem, w kole
K(2y;7).

Na mocy tw. 6 1, Rozdz. 11, po(*lm(lnq .SZ(”)"(‘(]’M potegowego otray-
mujemy w jego kole zbwznosm preee rozm('zkowam(, formalne szevegy

. . P n ’

wyraz za wyrazem. Innymi slowy, jezeli F(z)=2, \ a,,(zwwo) y WOwezas

=

w kole zbieznogci mamy:

4 8

n(n—1) an(z—e)" * ...,

2/%“” 2—2) ,1, B (2)=
n=1

3

NE

(1.3)

o

Il
F(k) 2 (}L,, zn)” {, e

=l

Analogiczne wzory mamy oczywidcie dla szeregdw o drodku co
(wylaczajace, rzecz prosta, sam punkt 2= oo).

Z twierdzenia Cauchy-Hadamarda 1.1 wynika natychmiast,
iz kolo =zbieznosci szeregu zréémiczkowanego pokrywa si¢ =z kotem
zbiesnosci szeregu damego.

. Wreszcie, jezeli frodek szeregu potegowego z, lezy w skori-
czonodei, woéwezas, podstawiajac 2=z, w wyrazeniach (1.3), otrzy-
mujemy nastepujace wzory na spoélezynniki szeregu:

F'(2,) {
(1.4) ag=F(2,), W=7y ey W= =77y e

CWICZENIA. 1. Jezeli dla szeregu potegowego Mane" istnieje granica

s > A : n ) . 1 3
{skonczona lub nieskofczona) lim |anfant1]=R, wéwezas R jest promieniem

n

zhieznosci szeregu.

2. Znaleé promienie zbieznofei szeregdw potegowyeh:
«.n N (n!)? " §
no2", . (b) BRI (¢) —
(2n)! n! '
n

1 n
v Bt . | , . . s . . .
(d) Sa,”:’ (gdzie a4:0, zad b jost licaby catkowity wigkszg od jodnodei).

n
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) O e{at1) . (etn) BB+ 1) ... (8+n)
) L-2eoney(y+1)(y+n)

n -

zﬂ

(szereg hypergeomeiryczny; a,p,y — dowolne liczby zespolone, przy ezym y nie
jest liczba catkowita ujemna).

3. Jezeli funkeja F(z), ci:gla, na kole domknietym K(0;R), rozwija sie

wewnatrz tego kola na szereg V kz , wowezas dla kazdej liezby calkowitej =

=)
mamy:
n—1 ==}
(* 1 H'FR Qhaiin) = A Rnk
) 7—12 (Rexp?2 m/n)_Zaﬂk
h=0 k=0

(liczby exp 2hri/n, gdzie h=0,1,...,n—1, tworzg pelny uklad pierwiastkéw n-tego
stopnia z jednoSci, za§ lewa strona réwnosei (*) jest §rednia arytimetyczna war-
toéei funkeji F w punktach podzialu okregu C(0;R) na n réwnych lukéw).

[Wsk. Por. Rozdz. I, § 10, éw. 5.]

n

4. Jezeli szeregi potegowe anz" oraz vb,w" sq zbiezne w kole K(0;R)

n
odpowiednio do funkeyj F(z) oraz G(z), Wowcza,s dla 0<r<R

{*) %I[F(’rew) . G(reiH) + F(re'?)y. G(rew)](ﬂ}:Z(aﬂZ)n%— anbn)r?;
0 n

w szezegollnosel

(*) m/w rel®)* de—2|a,,1’ 2n

" Jezeli funkeje F i .G s3 okreslone i ciggle na catym kole domknietym K(0;R),
wéwezas wzory (*) i (*¥*) sg prawdziwe réwniez dla r=R, niezaleznie od zbiez-
nosei danych szeregéw na okregu tego kola.

(Tozsamodei Parsevala).

5. Jezeli F(z)=:\, an?® w kole K(O;R) i jezeli |F(»)|<M dla [|<R,
n
wéwezas L )
NlanPR¥ <2

n

o0
6. Jezeli F(2)=_Sanz" w kole K(0;R) i jezeli
n==0
DO
]a1| n[a,,| R,

wéwezas funkeja I7 jest Jedlluznaczuie odwracalna w kole K(O;R), t.zn. prayj-
muje wartodei rézne w kazdych dwu réznyeh punktach tego kota (Landau).

[Wsk. Zakladajac, se F(z)=F(z), gdzie |5n|<R, |[5/<RE oraz z;%2, r0Z-
wazyé réwnosé Man(ef —z)=0.]

ll
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§ 2. Twierdzenie Abela. W badaniach nad zachowaniem
sie szeregéw potegowych na okregu kola zbieznofei rol¢ podsta-
wowg odgrywa nastepujace twierdzenic Abela:

(2.1) Jeseli szereg Yan2" jest zbiedny w punkeic g=Re?, wiwezas
n

. 0 it
(2.2) lim Ya.r"e" =Ya,R"e" ;
roR—n n
ogdlniej: jeseli szereg po stromie prawej wzorw (2.2) jest jednostajnie
zbiesmy na pewnym zbiorze wartosei 0, wowczas przejécie do granicy
przy >R, wskazane po stronie lewej tego waoru, jest rdwnics jedno-
stajne na tym zbiorze.

Nalezy tu zauwazyé, iz jezeli rozwazany szereg potegowy jest zbiezny
dla 2= Re®, wéwezas tym samym, w myél tw. 1.2, promien jego jost co najmniej
réwny R, a wige, dla r< R, szereg wystepujacy w (2.2) pod znakiom granicy
jest na pewno zbiezny. Oczywifcie, omawiane twierdzenio jost intoresujace tylko
wiedy, gdy B jest promieniem zbieznokei szeregu. Jezoli bowiem punkt Re
lezy wewnatrz kola zbiesnofci, woéwezas zwigzek (2.2) jest oczywisty konse-
kwencja ciaglosei funkeji: przedstawionej przez szoreg potegowy woewnibrs jego
kota zbieznodci.

Zauwazmy takze, Ze granica po stronie lewej wzoru (2.2) mozo istnioé, choé
szereg po stronie prawej nie jest zbiezny. Np. szereg M2 jost rozhiezny w pun-

. : s . . n
keie —1, chociaz sur.na, jego 1/(1—z) dazy do 1/2, gdy 22— —1 przy |z|<1.

Dow6d tw. 2.1 opiera sie na nastepujacym preeksetatceniu Abela:
(2.3) Jezeli {uny i \va) sq dwoma ciqgami liceb § sy== g st ...~ Uy
dla k=1,2,..., wowezas dla kasdego n

n n—;]
(2.4) DUkVr=8nVn~+ 3 Sk (Vh—Vpt1)-
=1 Pl

Dowéd. Przyjmujac s,=0, widzimy, iz lewa strona wzoru (2.4)
rowna jest '

1l n n
(s — 8r—1) Vp==_3 S}y — X Spq V=

k=1 k=1 =1
n n—1 ' n—1
=k§]‘91? Uk _-k'§1 SkpUk+1==8nVUn +k§15'1¢' (vp— Vht-1).

Przeksztaleenie Abela pozwala udowodnié pewne podstawowe
kryteria zbieznofei dla szeregéw funkeyjnych postaci

[2e]
(2.5) Zlm(w) vu(y),
nw]

gdzie wu,(w) oraz va(y) sa odpowiednio funkejami zespolonymi na
dwu dowolnych zbiorach X i ¥. Mianowicie:
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{2.6) Szereg (2.5) jest jednostajnie zbiesny na Xx Y (t.]. dla zeX
oraz yeY ) w kazdym z nastepujacych trzech przypadkiw:

(a) jezeli szereg

2.7) D)

jest jednostajnie zbieiny na X, zas {v.(y)} jest ciagiem monotonicznym
funkeyj reeceywistych, ograniczonym na zbiorze Y ;

(b) jezeli szereg (2.7) jest ograniczony ne X, zaé cigg {va(y)} jest
clagiem monotonicznym funkey] rzeczywistych, zbiegnym jednostajnie
do zera na zbiorze Y;

(e) jeseli szereg (2.7) jest zbiezny jedmostajnie na X, a szereg

oo

(2.8) oy 4+ X [oaly) —var1(y)

n=1

ograniceony na X.
Dow6d. Oznaczmy dla kazdego m przez &, kres gérny sum
ud . .
| Y ux(@)| dla g>m oraz weX. Mamy wéwezas, stosujac przeksztat-

k=m-1

cenie Abela (2.3),

n n—1
(2.9) 1Y u(@) o)< em [Poa()+ S oa(y) —vesra(y)]].
k=m-1 k=m-1

Jezeli teraz funkeje vy(y) sa rzeczywiste i tworzg cigg monotoniczny,
wéwezas wyrazenie w nawiasie kwadratowym napisaé mozemy
w postaci

(210) |Q)n(y)l + wﬂ(y) ”"Um—i-l(y)l'

Wryrazenie to w przypadku, gdy spelnione s zalozenia warunku (a),
jest ograniczone na ¥, podezas gdy em—>0 wraz z m—oco. W przy-
padku natomiast, gdy speliony jest warunek (b), wyrazenie (2.10)
dazy jednostajnie do zera wraz z m,n—oco, podezas gdy liczby em
tworzg cigg ograniczony. W obydwu zatem przypadkach prawa
strona nieréwnosci (2.9) dazy jednostajnie do zera wraz z m-—>oo
i szereg (2.5) jest przeto jednostajnie zbiezny na Xx ¥.

Niech teraz M oznacza kres gérny sumy (2.8) na Y. Wéwezas
dla kazdej wartosei wskaznika n

n—

I <Ieay) -+ en ) — o) o)+ 3 o)) <.
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Wyrazenie po lewej stronie nieréwnosei (2.9) nie przewyzsza zatem
M en; w przypadku wiee, gdy spelniony jest warunek (c), 6.j.
gdy M jest liczby skofezong i e,—-0, wyrazenie to dazy jedno-
stajnie do zera wraz z m—»oo. Szereg {(2.5) jest tedy w tym przy-
padku znéw jednostajnie zbiezny, co nalezalo udowodnié.
Twierdzenie Abela 2.1, sformulowane na poczgtku tego §,
mozemy udowodnié obecnie W postaci nastepujacej, nieco nawet.
ogélniejsze]:
oo
(2.11) Jezeli szereqg potegowy Danz® jest jednostajnie cbieiny na.
=0
pewnym zbiorze Zy, wowczas jest réwnicé jednostajnic zbicény (T preed-
stawia przeto fumkeje jednostajnic ciagla) na 2biorze Z, wlworsonym.
2 odeinkdw lgezqeyeh punkt 0 z punkiami zbiorw Z.

Dowdd. Kazdy punkt zeZ przedstawiony byd moze w po-
staci z=7r¢, gdzie (eZ, i 0<<r<<]1. Jednostajny zbiczinodé rozwa-
zanego szeregu na Z otrzymujemy wiec 1‘nmy(‘]1mi.m. Praes za-
\j (Lnf """5

n(

jest zbiezny jednostajnie dla CeZ,, a {r), ,, = jest

stosowanie kryterium (a) tw. 2.6 do szeregu
o0
szereg Zoa,,(:"
—
ciggiem monotonicznym i ograniczonym liczb rzeczywistych.
Tw. 2.11 uzasadnia przejscie jednostajne do granicy we wzo-
rze (2.2) twierdzenia 2.1 i tym samym obejmuje to twierdzenie.
Z tw. 2.11 wynika, iz jezeli szereg potegowy jest odpowiednio
zbiezny jednostajnie: 1° na calym okregu swego kola zbieznofei,
2% na pewnym tuku L tego okregu, 3° w pewnym punkeie 2, okregu,
wowezas jest jednostajnie zbiezny (i przedstawia przeto funkeje
ciagla) odpowiednio: 1° na calym domknietym kole zbicznodei,
2° na domknigtym wycinku kolowym wspartym na luku I, 3° na.
promieniu Igczacym §rodek kola z punktem z,.

Przypadek 3° nasuwa jeszeze pewne uwagi dodatkowe. Jezeli
szereg F(z)= Va,lz" jest zbieiny w punkeie 25, woéwezas tw.2.11

(jak rowniez tW .1) uzasadnia przejcie do granicy F(z)—>F(z,) przy
22, tylko wtedy, gdy 2 dazy do #, wzdluz promienia kola. Istot-
nie zwigzek ten jest na ogél falszywy, gdy 2 daszy do 2, w dowolny
sposéb z wnetrza kola zbiezmodei, natomiast pozostaje prawdziwy,.
gdy zastrzezemy, ze 2 przebiega 1V1k0 punkty obszaru, wycietego
z kota zbieznosei przez dwie dowolne cieciwy, wyehodzace z punkiu 2y-

Przyjmujae dla prostoty z,=1, mozemy twierdzenie to sformu-
fowaé w sposéb nastepujacy:

istotnie,
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(2.12) Jezeli szereg F(z)=3a,2" jest zbieimy dla z=1, wéwczas
F(z)—F(1), gdy punkt z daty do 1 z wnetrza kola K(0;1) w ten
sposob, ze wyrasenie |1—=z|/(1—|2|) pozostaje ogramiczone.

Dow6d. Niech N bedzie dowolng liczbg dodatnig skoficzona
i niech Z oznacza zbiér tych punktéw z kota domknietego E(O;l),

dla ktérych |1—z|<<N-(1—|z|). [Zbiér ten zawiera w szczegélnosei
punkt 1. Mamy dla zeZ

1—|—2lz” z"+1|—1+l1——z|2|z"|~—1—}—| |I N4-1;

n=0 n==0
z drugiej strony, szereg fd,, jest zbiezny z zalozenia. W mysl tedy
kryterium (c) tw.2.6 sze,r'@ Na,2" jest zbiezny jednostajnie na zbio-
rze Z i przedstawia na Z fnunkcje ciagly. Mamy wiec F(z)—F(1),
gdy =z dazy do 1, przebiegajac punkty zbioru Z.

Latwo podaé interpretacje geometryczng warunku, iz w;vyraZenie
[1—2|/(1—]2|) jest ogramczone Plzy]mu]ac mlanomcle 1—z=rexp @gu,

mamy |of'=|1— rexpigl’= (1 — reosp)’ + 7°sin’p =1—2rcosp+ 1%
zatem

[1—2 _ (1t 1+]1—""€‘XPW¥

1-|z| 1—lof 2co8p—r

przy czym dla z=1, t.j. dla r=0, wyrazenie to przyjmuje postac
1/cosg: Ograniczono$é wyrazenia |1—z|/(1—l¢|) przy 2—1 jest tedy
réwnowazna ograniczono$ei wyrazenia 1/cosg, gdzie p=arg(l—2);
to za$§ oznacza, iz z przebiegaé ma pewien obszar, Wycu;ty z kola
zbieznogci przez pare cieciw wychodzacyeh z punktu 1.

Powracajac do twierdzenia Abela w postaci (2.1) i przyjmujac w nim R=1
oraz 6=0, otrzymujemy nastepujace twierdzenie z teorii nogélnionych metod
o0

sumowalnodci szeregdw: Jezeli szereg Nay jest zbiezny 1 4 jest jego suma,
=0
wowezas

o>
(2.18) lim  Yaprt=A4.
r-»1— n=0

Twierdzenie odwrotne jest oczywiscie na ogél falszywe: np. dla an=(—1)"
wyrazenie po stronie lewej réwnosei (2.13) jest oznaczone ivréwne 1, podezas gdy
szoreg > a, jest rozbiezny. Jednakze dla pewnyeh klas szeregéw twierdzenie Abela

n . .
jest odwracalne. Jedng z tych klas wyrdinia nastepujace
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(2.14) Twierdzenie Taubera. Jeseli nan—0 @ istnieje gramiow

=]
(2.15) lim Nanr'=A4,
r>l— n=0

wéwezas szereg D, 0n jest zbiesny.
n
Dowéd. Niech s,(r) oznacza k-ta sume czgstkowsy szeregu NMapr. Prayj.
' n

mujac 7,= l-—%, udowodnimy przede wszystkim, iz

(2.16) lim s, (r,) =4
k

lub, co jest réwnowaine z uwagi na (2.15), iz

oo
lim }' a,7%=0.
b p=k41
Oznaczmy w tym celu przez 7, kres gérmy lezb [ne,| dla w>k
Bedziemy mieli

(2.17)

[>=] [ee]
n . f--1
o rl<n . N e e T =
AP ESK n 70- 1,___,,»} S s
n==k4-1 n==Rk-4-1 ¢

skad, poniewas 5,~0, wynika réwnosé (2.17).
Oszacujemy teraz réznice s,(1)—s,(r,). Poniewaz

1= (11« (17 1Y) <o/,

przeto
k k
Y 1
D=3l < Dlal-0—r)cg Dnela,;
n=0 n==0

z uwagl na nan—0 prawa strona tej nieréwnodei dazy do zera, gdy k—--co, a wige,
ze wigledu na (2.16), h‘}!}l s,(1)=4. Poniewaz za$ s,(1) jest k-ta suma czgstkows

szeregu _;? an, szereg ten jest zbieiny do granicy 4, co nalezalo udowodnié.

. CWICZENIA. 1. Niech {84 =g, 1,... OZNACZA Cigg sum czastkowych szeregu
‘;T'a" 1 niech o, =(sp-+8;+...+8,)/(n+1) dla #=0,1,...
Wéwezas, jezeli ciag {o,},. o, . Jjest ograniezony, to szeregi X @, 2",
n

%’s,,z" i Ym+1) 0,2" 13 zbieine dla |2|<<1, przy czym
n

- c 5
%a,lz"=(l—z)28nz" =(1—22Y (n+1) 0,4
n n

(clag {o,} Jjest oczywicie zawsze ograniczony, gdy szereg _Ea” jest ograni-
n

czony, t.zn. gdy ciag sum oczastkowych {s,} jest ograniczony.)

[Wsk. Zastosowaé do strony lewej réwnodei i y ztateeni
Abela (2.3).] y ] el dwukrotnie przeksztaleenie
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. : . . . .
2. Zachowujac oznaczenia éwiczenia poprzedniego, dowiesé, iz, jezeli ciag
{o,) jest zbieZny i 11'1’n n"mA, to
m Magr'=4.
r~>»1— n

8. Niech {s, (2)},_y1,.. 0znacza ciag sum czastkowych szeregn potegowego

,;,\l_,’anz". Woéwezas: (a) na to, aby punkt 2, lezal wewnatrz lub na okregu kola
zbieznosei tego szeregu, konieczne jest i Wystafeza, by lim sup }sn(zo)[""\\': 1;
n

(b) na to, by szereg dany mial promien zbieznofei rézny od zera, konieczne
jest i wystarcza, by ciag {|s"(z)]lr"'}":l,z,ﬂ._ by} niemal ograniczony w calej
plaszezysnie otwartej. ‘

4, Jezeli istnieje liczba skonczona M taka, ze

jna,,| - M dla n=1,2,... oraz IZ%T"I/\-M dla 0<r 1,
n

wéwezas szereg __«\Ja" jest ograniczony (t. zn. ciag sum czastkowyeh szeregu jest
n .
ograniczony).
[Wsk. Dow6d analogiezny do dowodu twierdzenia Taubera 2.14.]
5. Jezeli Dmjan><+oo i granica
n

lim Yapr®
r->l—n

istnieje, to szereg Day jest zbiezny (Fejér).
n

[Wsk. Dowéd analogiczny do dowodu twierdzenia Taubera 2.14; skorzystaé

"z 0szacowal

' bt 9 bt no\2 > v > ,rz"
| Sterdol Soonatafel Sumtr{ 3%
n==k-+1 n=k+41 n=hk+1 n=k+1

k ) k k k
( 2‘n|anl)z§( anla"‘g‘)‘< Zn)\gk‘zz'n]an@,
n=p-+1 n=p+1 n=p+1 n=p-+41

ktére otrzymujemy, stosujac nierdwno$é Schwarza.]

6. Dowiedé, ze w tw. 2.14 warunek na, ~ 0 zastapié mozna przez waru-
nek ogdlniejszy:

[al—|—2a2+...+?m”]/(n+1) -0, gdy (Tauber).

n 00

7. Pokazaé, ze waranek Fejéra z éw.5 pociaga za soba warunek z éw. 6;
twierdzenie Fejéra (éw.5) wynika w ten sposéb. z uogdlnionego twierdzenia
Taubera (éw. 6).

S. Saks i A, Zygmund. Funkeje analityczne.

9
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§ 3. Rozwinigcie Log (1—2). Jak wynika z tw. 11.1 1 11.3
Rozdz. I (por. takze Rozdz. IT, §1), funkeja Logz jest holomorficzna
w kole K(1;1). Funkeje Log( +2) i Log(l—=z) sg tedy holomor-
tiezne w kole K(0;1). Nadto pochodna funkeji Log(1—2) jest w tym

kole réwna
“T:E""“Zoz
Poniewaz Logl=0, przeto na moey tw.2.3, Rozdz. LL, otrzy-
mujemy przez przecalkowanie, iz dla o] <1
> zl‘l
(8.1) Log(l—2)=— e

n==1
Szereg potegowy po stronie prawej powyzszego wzoru posiada
oczywidcie promieri zbieiznogci 1. Opierajac si¢ na wynikach § 2,
mozemy latwo zbadaé go na okregu kola zbieznodei.
o0
Zauwazmy w tym celu, iz szereg geometryczny _le" jest
e

ograniczony na kazdym luku okregu O(0;1) nie zawierajacym pun-
ktu 1. Istotnie, oznaczajac przez s,(2) n-ta sume czgstkows tego
szeregu, otrzymujemy oszacowanie

1 __em‘é)
1 __61‘9

1 —_— L"IH
61(1 2 (,-—~i{1 2

1
< |sind/2|’

z ktérego wynika, ze sumy s,(e?) sa wspblnie ograniczone w kazdym.
przedziale [¢,2n—e] przy e>0.

Podstawiajgc tedy 2= ¢? do szeregu po prawej stronie wzoru (3.1),
stwierdzamy natychmiast na zasadzie kryterium (b) tw. 2.6, iz
szereg ten jest zbieiny jednostajnie na kazdym luku okregu C(0;1)
nie zawierajgeym punktu 1, a wiee, z uwagi na tw. 2.11, jest zbiezny
jednostajnie do pewnej funkeji cigglej na kazdym wyecinku kola
domknigtego X(0;1), ktéry nie zawiera punktu 1. Poniewaz, z dru-
giej strony, funkeja Log(l—=z) jest tez ciagla (tw.11.1, Rozdz.I)

na catym kole X(0;1) z wyjatkiem punktu 1, przeto rozumowanie
powyzsze stredcié mozemy w twierdzeniu nastepujacym:

lsa(e®)|= €™

(3.2) Réwnosé (3.1) spelniona jest w calym Tkole dombknigtym K(0;1)
z wyjatkiem punktu 1, pray ceym szereg po prawej stronie tej réwnosei
jest zbiegny jednostajnie ma kaddym wycinku lego kola wmie sawiera-
jacym punkiv 1.

icm
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Jako zastosowanie tw.3.2 udowodnimy, iz

27
(3.3) [LoglL—ae¥|ag=0, ilekro¢ |a|<1.
0

Dowéd. Podstawiajac a=|a|e“ oraz 6=g@p—a, widzimy, ze
catka po stronie lewej wzoru (3.3) réwna jest

-t

/Log [1—la| e6+9)]| @6 = /Log [1—|a| ¥ dp= /Log [1—|a| e dep.

Mozemy wiee odrazu zaloZyé, Ze a we wzorze (3.3) jest liczba
rzeczywisty dodatnia. Z uwagi na tw. 3.2

> n pnit)
Logll—aet|=—a Y dla 0<0<2,

n=1

przy czym szereg wystepujacy po prawej stronie tej réwnodei jest
zbiezny jednostajnie w kazdym przedziale [e,2m—e] zmiennej 6
przy £>01). Przez scalkowanie w przedziale [e,2z—e] otrzymu-
jemy tedy

21—e oa [

[ Log|l—ae®|df=—& Vs melll()qﬁé)——em = »2@0&" e em.
n—1 " n=1
Poniewaz
e——ni.s ems 9

I' n
.a’ ° 9 <

P T

wiec otrzymany szereg jest jednostajnie zbieiny wzgledem para-
metru ¢ w calym przedziale [0,27] i, przechodzac do granicy, gdy
e—0, otrzymujemy réwnosé (3.3).

Skorzystamy z niej w Rozdziale IV, § 3, przy wyprowadzaniu
t.zw. wzoru Jensena.

1) W przypadku gdy a1 szereg ten jest oczywiscie zbiezny jednostajnie

w calym przedziale [0,2x] i rozumowanie sie upraszeza. Wprowadzenie para-

metru ¢ niezbedne jest tylko wtedy, gdy a=1; catka po lewej stronie wzoru

(3.3) jest wéwezas niewlasciwa; wyrazenie podcatkowe staje sig mianowicie nie-
skonezone na krancach przedziatu [0, 2],

9*
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CGWICZENIA 1. Dla 06 2%

[=S) ; o N
v cosnd .6 . Srsinnl  a—b
é _Tz.—Log(zsm T?:) oraz P, g
n=1 n=:1

przy czym szeregi w lewych ezlonach powyzszych réwnosei 8g jednostajnie
zbiezne w.kazdym przedziale [, 27—:], gdzie &> 0.

27
2. fLog|l-—ae'H|d0=Log|a| przy a1,
0

* 3. Dla kazdej wartosci zespolonej « funkeja (14-#)" posimLL w kole K(0;1)
galaZ holomorficzna, przyjmujaca wartosé 1 w punkcie == 0. Pokazaé, iz galat
ta rozwija sig w kole K(0;1) na szereg potiegowy

g+ ﬁ(—o‘—l};}—)—zm—...

Zbadad¢ ten szereg na okregu C(0;1).

4. Galaz arctge w kole K(0;1), ktéra przyjmuje w punkeio 0 warbosé 0
(por. Rozdz. I, §10, éw.2), rozwija sie w tym kole na szereg polegowy
' 2R3 2
T 3TF~
5. Pokazaé, iz arcsinz posiada gatas holomorficzng w kole K(0;1); galaZ,
ktéra przyjmuje wartosé 0 dla 2=0, rozwija sie w kole K(0;1) na szereg
potegowy
gl 188
“tygtag st

Zbadaé zhieinosé tego szeregu na okregu ((0;1).

(Wsk. Pokazaé, iz funkeja, ktéra jest funkejs pierwotua galezi 1/J 1=~
w kole K(0;1) i przyjmuje wartosé 0 w punkecie 0, jest zadanag galezin funkeji
arcsing; por. Rozdz. I, § 10, éw. 1, oraz Rozdz. I, {1, éw. 1; napisad rozwinigcie
galezi 1] V1—2% na zasadzie éw. 3.]

§ 4. Szereg Laurenta. PierScien zbieZnosci. Nazywamy
szeregiem Laurenta o spdolezynnikach a, 1 $rodku z,==oc0, gdzie

+o0 oo

. g .
n=...,—2,—1,0,1,2,..., széreg 2 a,(z—=z)"; szeregi 2 au(z—2)"

=)

o0 n=—0oo
in;laﬁ,,/(z-—zaj" nazywaja si¢ odpowiednio ezgdeiq reqularng i ezedeiq
glgwmg tego szeregu w punkeie z,.
Przez szereg Laurente o spdlezynnikach a, 4 $rodku oo ro-
(o]
zumiemy szereg Eman/z"; jego czescia regularng i ceedoia glowng
5= co =)

w punkeie co nazywamy odpowiednio szeregi Ma,/e" oraz Na 2.
ne n o

icm
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Widoczne jest, iz szereg Laurenta o §rodku co moze byé za-
razem uwazany za szereg o Srodku 0.

Przez zbieznosé (2wykla, jednostajnag, niemal jednostajng, bez-
wegledng it.p.) szeregu Laurenta rozumiemy zbieznogé (analogiczng)
obydwu jego czefei jedmoczesnie. W przypadku zbieznodei, przez
sume szeregu Laurenta rozumiemy sume sum obydwu jego czesci.

Wezmy pod uwage dwa szeregi Laurenta o $rodku 2y E oo
oraz o $rodku oo: ‘

+oo ~+oo

(4.1) 2 anlz—z0)" (4.2) 2 anfzn.

n=—o0Q =00

Przez podstawienie 3=z2—z, w szeregu (4.1), a przez podstawienie
3=1/z w szeregu (4.2), obydwa te szeregi przechodzy na szereg
Laurenta o §rodku 0, mianowicie na szereg D, a,3". Czesé regularna
tego szeregu jest szeregiem potegowym o élll"odku 0, czedé zad gléwna
szeregiem potegowym o $rodku co. Oznaczmy przez r i ¢ promienie
zbieznosei tych dwu szeregéw. Liczba r jest oczywidcie promieniem
zbieznodei czeei regularnych szeregéw (4.1) i (4.2) (ktére s sze-
regami potegowymi o §rodkach odpowiednio w punkeie z, i w pun-
keie oo). Z drugiej strony, widoczne jest natychmiast na zasadzie
tw. 1.2, iz cze$é gtéwna szeregu (4.1) jest zbiezna niemal jedno-
stajnie zewngtrz kola K(zg;1/p), za$ rozbiezna w kazdym punkcie
wewnatrz tego kola; podobnie, cze$é gléwna szeregu (4.2) (ktéra
jest szeregiem potegowym o Srodku 0) jest zbiezna niemal jedno-
stajnie zewnatrz, a rozbiezna wszedzie wewngtrz kola K(oco;1/p).

Liczbe ¢ nazywamy promieniem =zbieinosei czeéci gldwnych
szeregdéw (4.1) i (4.2), a pierdcienie P(zy;1/0,7) 1 P(oo31/g,7) od-
powiednio pierscieniami zbietnosci tych szeregdw.

Mamy wiec twierdzenie nastepujace:

(4.3) Jezeli ry @ ry s promieniami zbieinosct odpowiednio czedct glownej
i ezeser regularnej szeregu Laurenta o $rodku z, (polozomym w skoti-
czonoéer lub nieskoficzonosei ), wowezas ceesct te sq niemal jednostajnie
zbiesne bezwzglednie i przedstawiajq funkcje holomorficene odpowiednio
zewnatrz kota K(zy;1/r) © wewnatrz kola K(zy;75).

W szezegdlnoser, jezeli ry=oo, t.zn. jeseli pierscien zbieinoses
szeregu jest otoczemiem pierdcieniowym punktu, ceesé gléwna szeregu
Laurenta przedstawia funkeje holomorficeng w calej ptaszezyinie (dom-
knietej) =z wylaczeniem co najwyzej punkiu 2.
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Przechodzac do szeregu Liaurenta jako catodei, olrzymujemy, ze

(4.4) Sezereq Laurenta jest w swym pierseieniv zbicénodei zbieény bee-
waglednie i niemal jednostajnie i przedstawie funkeje holomorficeng.

Jezeli szereg Laurenta o §rodku 2, (w skoriczonodei lub nie-
skoniezonogei) jest zbiezny do funkeji W(z) w pewnym pierfcieniu
P(2y;7y,7) (gdzie r,<r,), Wowezas nazywamy go rozwini¢ceict Lourenta
tej funkeji. Pierfciert P(zy;ry,7,) zawiera sig wéwezas w pierdeieniu
zbieznofei rozwazanego szeregu i funkeja W(e) jest w nim holo-
morficzna.

Pokazemy, iz szcla funkejo mode mied co najwydej jedno roz-
winigcie Lawrenta w danym pierdciendu, t.3. ze spélezynniki rozwi-
nigeia sa jednoznacznie okreflone przez funkeje rozwijang; w szezo-
golnosei dotyezyé to oczywicie bedzie rozwinied na szeregi potegowe,

Istotnie, niech w pier§cieniu P(zg;ny,7,), gdaic »r<lry 1 (dla

prostoty) #y == oo,
A0

(4.5) Wie)= Zwa,,(zmzo)".

Niech r bedzie dowolny liczbgy taks, iz r<r<ry. Na okregu
C,=0C(zy;7), ktbry przebiega wewnatrz pier§cienia P(zy;7y,7s), szereg
(4.5) jest jednostajnie zbiezny. Dzielac tedy obydwie strony réw-
nosei (4.5) przez (z——zo)I‘“Ll, gdzie & jest dowolng liczbg calkowity,
i:.R‘ cagmjladc'wzdluz okregu C,, otrzymujemy, w mydl wzoru (18.2),

ozdz.

_ T et .
f(z e de= Z“né/ —20)" " A= e 2.

n=—cao

Zatem
(4.6) Spolezynniki ax rozwinigeia funkeji W(z) w picrécieniu
P=P(z9;7y,7),
gdzie 2y == 00, 1 <ry, okreslajq si¢ prazez calki

(4.7) = [T,

h=

2m (z ——z )’H“l

gdzie O oznacze dowolny olmpg preebicgajacy w pierdcieniv P,

Analogicany wedr otrzymujemy dla roswinigé w  picrdeieniu
o $rodku oo.
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Ze wzoru (4.7) Wymka wazne oszacowanie spélezynnikéw
rozwinieé Laurenta. Zachowu]@c poprzednie oznaczenia, oznaczmy
jeszeze przez M(r) maximum wartosei bezwzglednej funkeji W(z)
na okregu O, Z (4.7) otrzymujemy tedy (por. oszacowania (17.10)
z Rozdz. I)

(4.8) oz} << M (7).

Do oszacowan tych wrécimy jeszeze w §13. Tymezasem
zauwazymy, iz jezeli funkcja W(z) rozwija sie na szereg Laurenta
w pewnym otoczeniu pierfcieniowym (Wstep, str. 21) punktu
Zg4=00, Wwowezas r we wzorze (4.8) przyjmowaé moze wartosel
dowolnie mate. Jezeli wiec ponadto zalozymy, iz wyrazenie BM(r)
jest ograniczone, gdy r—0, wéwezas dla kazdej wartosei k<0
prawa strona nier6wnofei (4.8) dazy do zera, gdy r-—»0. Znikajg
wiec wszystkie wyrazy czedei gléwne] rozwinigcia. Zatem:

(4.9) Jezeli funkcja W(z) rozwija sie na szereg Laurenta w pewnym
otoczeniu pierdcieniowym punkiu 2, 1 pozostaje ograniczona gy 2—-2y,
wowezas szereq ten redukuje si¢ do szeregu potegowego o Srodku 2,
i preeto funkeja W(z) (po stosownym okresleniu jej wartosei w 2p)
jest funkejq holomorficzng w pewnym otoczeniu zwyklym punkiv 2.

Twierdzenie to pozostaje prawdziwe, gdy g,=oco, poniewaz
przypadek ten sprowadza sie do przypadku z,=0 przez podsta-
wienie 3=1/z.

.|..
CWICZENIA. 1. Wyznaczy¢ pierscien zbieznosci szeregu . S BTt (gdsie
0< gi<Cl). n="co
2. Jezeli funkeja F(2) jest holomortficzna w otoczeniu punktu 2y co, wéwezas
2
{F(zo)\<% [ [Fleotre) o dla knsdej dostatecanie malej wartosei >0,
0‘ .

Opierajac sie na tym, udowodnié, iz jezeli wartosé bezwzgledna funkeji
F(z) holomorficznej w otoczeniu punktu z, osiaga w tym punkcie maximum
lokalne (choéby niewlaéciwe), wowezas funkeja F(z) jest stala w otoczeniu-
punktu 2, (ob. dalej w § 12 inny dowdd tego twierdzenia).

3. Opierajac sie na twierdzeniu z éw. 6, § 1, pokazaé, ze jezeli funkeja F(2)
jest holomorficzna w punkeie a i nadto F'(a)=+0, to funkeja ta jest jednoznacznie
odwracalna (ob. Wstep, §7) w pewnym otoczeniu tego punktu (wyniki doktad-
niejsze ob. dalej w §12).
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§5. Rozwinie¢cia Laurenta w otoczeniu pierScieniowym.
Udowodnimy obecnie twierdzenie eczesciowo odwrotno wzgledem
tw. 4.4. Pokazemy [mianowicie, iz jezeli funkcja W(e) jest holo-
morficzna w pewnym otoczeniu pierscieniowym punktu 2z, wowezas
w pewnym otoczeniu pier§cieniowym tego punktu rozwija gie na sze-
reg Laurenta.

7Z uwagi na tw. 4.6 igtnieé moze jeden tylko taki szereg: na—
zywaé go bedziemy rozwinigciem Lawrenta funkeji W(z) w punkcie 2,

Dokladniejsze twierdzenie udowodnione bedzie w Rozdziale IV; pokazeury

nianowicie, iz funkeja, ktéra jest holomorficzna w pewnym pierfcienin, rozwija
sie w calym tym pierfcieniu na szereg Laurenta.

Niech W(z) bedzie funkeja holomorfiezng w pewnym otoczeniu
pierdcieniowym punktu 2y, przy czym przyjmiemy odrazu, iz g,=0."
Do przypadku tego sprowadzamy przypadek ogélny przez podsta-
wienie 3==2—=z, jeZeli 2y=Fco, a przez podstawienie g=1/r, jezeli
2p==00

Niech I,=[—a,a;—a,a] bedzie kwadratem, w ktorym, z po-
minieciem ewentualnie punktu 0, funkeja W(z) jest wszedzie holo-
morficzna. Niech 3, bedzie dowolnym punktem takim, ze 0<<[3,|<a,
i niech r=[3,|/2 oraz I,=[—r,7; —7,7].

Funkeja W(z) jest holomorficzna na zbiorze I—I i w my#l
wzoru Cauchy’ego (Rozdz. II, tw. 5.3) bedziemy miecli:

_L (W), 1 (W,
Wo=3. fz——go d i ) 2—3 de.
(0] 1y

(5.1)

Dla punktéw 2 na obwodzie kwadratu I, mamy [3,]/|el< |30l /<< 1.
Szereg

" 1 30
(5.2) P é- —~ 2 pres

n==0)

jest tedy jednostajnie zbieZny wzgledem 2z na (I,). Z drugiej
strony, dla punktéw z lezacych na obwodzie kwadratu I, mamy
lel /ol <27/[3ol =1, a wigc szereg

1 1 1 o 2t
(5.3) z_30—~*7=“2 S

jest takze jednostajnie zbiezny wzgledem z na (I).

[§ 5] Rozwinigcia Laurenta w otoczeniu pierseieniowym. 137

Mnozac tedy szeregi (5.2) i (5.3) przez W(z) i catkujae odpo-
wiednio wzdluz obwodéw kwadlatow I, oraz I, mamy z (5.1):

975'1,23 /W(z) z""*idz+-—f-23—" 1/W(z)-z"dz.

n=0 (L n=0 )

Przyjlm'jmy teraz, dla skrécenia,

(5.5) =5 /W 27 ldy dla n=0,41,42,..

)

Poniewaz funkeja W(z)z" Jest dla kazdej wartosei catkowitej n
holomorficzna na zbiorze I,—I,, zatem w mysl twierdzenia Cau-
chy’ego (Rozdz I1, tw.4.5) mamy

fW z"dz~—fW Vede=t—p 1"
A./:’Wf

Iy Iy

i réwnodé (5.4) napisaé mozemy w postaci wzoru

(5.4) W(30)=

-+00
—n—1 ___
4‘ a’wn 130

(5.6) Z a, 35+ = 2 a3,
ktéry wyraza (pomewa-z z uwagi na (5.5) spélezynniki a, sa nie-
zalezne od r, a wiec i od 3,), iz funkeja W(z) rozwija sie na szereg
Laurenta w otoczeniu pier§eieniowym P(0;0,a) punktu 0.

Jezeli w szezegélnodei funkeja W(z) jest holomorfiezna nie
tylko w otoczeniu pierdcieniowym punktu z, ale w otoczeniu zwy-
ktym (kotowym), wéwezas z tw.4.9 wynika, iz jej rozwiniecie Lau-
renta jest szeregiem potegowym. Widoczne to jest zresztg takie
bezposrednio ze wzoru (5.5), poniewaz je§li funkecja W(z) jest
holomorficzna na kwadracie I,, wéwezas holomorficzne sg réwniez
na tym kwadracie wszystkie funkeje W(z)-z ! dla n<0, a wiee
tym samym, w my$l twierdzenia Cauchy’ego (Rozdz. II, tw. £.1),
an=0 dla n<0.

Streszezajae wyniki tego §, otrzymujemy twierdzenie na-

stepujace:
(8.7) Na to, aby funkcja W(z) byla holomorficena w pewnym otoczenin
pierdcieniowym [kotowym] punktu z,, koniecene jest © wystarcza, aby
rozwijata sie w pewnym otoczeniu piercieniowym [kolowym] tego
punktu na szeregy Laurenta [szereg potegowy].

W szczeqolnoset, jezeli funkcja W(z) jest holomorficzna w kwa-
dracie o $rodku z, © boku 2a, wowczas rozwija sig na szereq potegowy
w kole o $rodku z, 1 promieniu a. ‘
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7 drugiej czesei tego twierdzenia wynika natychmiast, ze

(5 8) Na to, aby funkeja W(z) byta holomor Heama w cote] plasecryinie
otwartej, koniecane jest i wystarcea, aby byba sumaq szerequ potegoweygo
2biesnego w calej plaszczyinie. :

Wreszcie ze wzoréw 1.4, na zasadzie twierdzenia Weierstrassa
(Rozdz. IT, tw.6.1), wynika natychmiast nagtepujgce uzupelnienie
tego twierdzenia:

(5.9) Jezeli ciag funkeyj holomorficznych {Wil2)} w zbiorze olwartym @
jest 2bieimy niemal jednostajnie do funkejs W(z) w G i jeseld L),

oraz {Gn},_ {  0ZNACIO]Q odpowiednio ciagi spdtezynnikdw Wmum@(,o
funkey] Wi(z) © W(z) na szereq potho'w?/ w pewnym punkeie gyell,

wiwezas a,=lim a® dla n=0,1,.
k=y00

CGWICZENIE. 1. Napisaé rozwinigeia funkeji 2/(+ - a) (s—b), gduio 0<|a|<[d],
na szereg Laurenta w punktach @, b i co. Okroslié pierdcionio zhieznosei tych
rozwinieé.

§ 6. Punkty osobliwe odosobnione. Z uwagi na jedno-
znacznodé (por. §4) rozwiniecia funkeji na szereg Laurenta mozemy
rozklasyfikowaé punkty, w ktérych otoczeniu pierfcieniowym funkeja
jest holomorficzna, wedle typu jej rozwinigeia Laurenta w tych
punktach, a dokladniej — wedle typu czesei gldwnej tego rozwiniecid.

Wezmy tedy pod uwage funkeje W(z), holomorficzng w oto-
ezeniu pierfcieniowym punktu z, (polozonego w skoriczonodei lub
w nieskorniezonogei). Mozliwe sa trzy przypadki:

(I) Czesé gléwna rozwinigein funkeji w punkeie 2,
znika, t.j. rozwazane rozwinigcie jest szeregiem potegowym o §rodku
w punkeie 2,. Funkeja W(z) jest tedy badz 1° juz okreslona i holo-
morficzna w punkcie z,, badz tez 2° staje sie w punkeie 2, holo-
morficzna po okrefleniu jej lub po stosownym zmodyfikowaniu
okreglenia jej w tym punkeie. W przypadku 2° méwimy, iz posiada
tylko pozorng albo wusuwalng osobliwoéé w z,, W dalszym ciagu
zakladaé bedziemy zawsze, iz osobliwodei pozorne zostaly
usuniete - przez stosowne okreflenie wartodei funkeji
w odpowiednich punktach.

(IL) Czesé gléwna jest skodczona, t.j. ma postaé G(3),
gdzie G(3) jest wielomianem stopnia k>0 wagledem 3, przy czym
3=1/(z—7), jezeli z,=ko0, i 3=z, jezeli zy==co. W tym przypadku,
2, nazywa sig biegunem k-krotnym funkeji Wi(z). Jezeli &—»z,,
wowezas 3—>o0, a wiee réwniez G(3) —oco. Z drugiej strony,
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ozedé regularna rozwiniecia funkeji W(z2) w punkeie 2, jest szeregiem
potegowym o §rodku z, i dazy do granicy skoriezonej, gdy z—z,.
Zatem:

Jezeli z, jest biegunem fumkeji W(z), wéwezas W(z)—oo, gdy
2—>2,.

W dalszym ciggu, bedziemy przyjmowali zawsze oo za
warto$é funkeji w jej biegunie.

(III) Czeddé gléwna rozwinieecia funkeji jest istotnie
nieskotezona (t.j. zawiera nieskonezenie wiele wyrazéw). Punkt
2, nazywa sie wowezas istoinie osobliwym i przy zblizaniu sie don
funkeja W(z) nie dazy do zadnej graniey; co wiecej
(6.1) Twierdzenie Casoratiego-Weierstrassa. Kaida wartosé
zespolona daje sig prayblizyé = dowolng doktadnosciq w kazdym oto-
czeniu pierseieniowym punkiu 2q, istotnie osobliwego dla funkeji W(z),
praez wartoscei funkeji przyjmowane w tym otoczeniu, t.j. dla kazdej
wartosci zespolonej w oraz kaddej pary liced dodatnich e @ v istnieje
taki punkt zeP(zy; 0,7), & |W(z)—w|<e.

Dowéd. Zalézmy, ze istnieje taka para liezb r>0, >0, iz
|W(2) —w|>e dla kazdego punktu zeP(z,;0,r). Funkeja 1/[W(z)—w]
jest wowezas holomorficzna i ograniczona w P(z,;0,7) i rozwija sie,
w mysl tw.5.7 i £.9, w pewnym otoczeniu tego punktu na szereg
potegowy. Plzmeujape dla prostoty z,=0, mamy tedy w pewnvm

otoczeniu punktu 0
Al
= D= S,
n=0 n=k
gdzie b, (przy k>>0) jest pierwszym spélezynnikiem nie znikajacym.
Stad
(6.2) W(e)—w=— !

T gt bprizt .

Ale z uwagi na b,==0, szereg 2 bk+,,'f" wystepujacy w mianowniku,

nie znika nigdzie w pewnym dostateczme matym otoczeniu punktu 0;
jego odwrotnodé jest zatem funkejg holomorficzng w otoczeniu zera
i rozwija si¢ w pewnym dostatecznie malym otoczeniu na szereg

potegowy: o
—— S cnz"

y bk—l—n 2" n=0
1—0
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Podstawiajac to rozwiniecie w (6.2), otrzymujemy
: - ,
1 \' y mlle
W(z)——’wzzkz (/"~ 9
n=0

a wiec czedé gléwna rozwinigeia Laurentowskiego funkeji

k1

W(z)

» 2 \ 1 . 2 . .
w otoczeniu 0 ma postaé skonczong 2eal# o jest oczywideie
. =0

sprzeczne z zalozeniem, iz punkt zy=0 jest punktem istotnie
osobliwym funkeji W{z).

Rozwazania powyzsze pozwalaja rozklasyfikowaé punkty e,
w ktérych otoczeniu pierfcieniowym funkeja jest holomorficzna,

rost wedlug zachowania sie funkeji, bez rozwijania jej na szereg
) . g

Laurenta:

(1) jeseli funkeja dasy do graniey skoncsonej (lub choéby tyllko
jest ogramiczona), gdy z—>z, wéwczas jest badé holomorficena w 2y,
badé posiada co majwyzej osobliwosé pororna;

(IX) jezeli fumkecja daty do oo, gdy =2z, wiwczas posioda

w punkcie z, biegun;

(IIT) jezeli fumkeja nie dagy do dadnej granicy (skovczonej and
nieskoriczone] ), gdy z—»2y, wowczas posiada w 2y 0s0bliwosé istotng.
CWICZENIA. 1. Pokazaé, iz w twierdzeniach 8.1 (Morery) oraz 8.6 (zasada.

Schwarza), Rozdz. I1, zbyteczne jest zalozenie, ze rozwasany tam zbidr ¢ nio za-
wiera punktu oco.

2. Jezeli funkcja W(2) posiada w punkeie b-| - biegun co najwyzej n-krotny,
o0

(e P s e . S .
wéwezas spolezynniki jej rozwiniecia Y, a[l(z—b)/‘ w tym punkeio danoe sy przoz.
i% n

wiér a,_,=WP)/k!, gdzie Wy(e)=W(2)-(2—b)" i I=0,1,...

§ 7. Funkcje regularne, meromorficzne, wymierne.
Funkeje W(z), ktéra jest holomorficzna w otoczeniu piergcieniowym
kazdego punktu pewnego zhioru otwartego &, nazywaé bedziemy
reqularng = pominigeiem co najwysej odosobnionego zbiory 0sobli-
woset w @. Dla krétkodei, zamiast funkeja reqularna ¢ pominsgeiem.
oo najwysej odosobnionego zbioru  osobliwosed bedziemy mowili
czgsto wprost funkeja regularna. Funkeja W(z) nazywaé sie bedzie
reqularng na dowolnym zbiorze A, jezeli jest regularna w pewnym
zbiorze otwartym {5 A. Widoezne jest natychmiagt, iz .

(.7 1) Zbidr punktdw osobliwych fwhkcji regularnej w 2biorze olwartym G
jest domknigty w @ 4 odosobniony, a preeto co najwy 2ej precliczalny.
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Stosownie do umowy przyjetej w § 6 (15. (I), str.138) mozemy
zatozyé, iz wéréd punktéw osobliwych funkeji regularnej nie ma
punktéw pozornie osobliwych. Pozostajg zatem tylko bieguny oraz
punkty istotnie osobliwe; zgodnie z konwencja, przyjeta w §6
{str. 139), nadajemy funkcji w jej biegunach wartogé co.

Jezeli W(z) jest funkecja holomorficzng w pewnym otoczeniu
pierdcieniowym punktu z,, za§ H(z) oznacza funkeje okre§long przez
czesé glowng rozwinigcia funkeji W(z) w punkcie 2, woéweczas
funkeja W(z)—H(z) jest w tym otoczeniu suma szeregu pote-
gowego (czefei regularnej rozwiniecia) i przeto, po ewentualnym
stosownym okrefleniu jej w punkecie 2z, jest w tym punkeie
holomorficzna; z drugiej strony, w mysl tw.4.3 funkcja H(z) jest
holomorficzna w calej plaszezyznie domknietej z wylgezeniem co
najwyzej punktu z,, Wynika stad natychmiast, iz:

(7.2) Jezeli funkeja W (z) regularna w zbiorze otwartym G posiada w tym

2biorze co najwyiej skonezona ilosé punkiow osobliwych c,cs,...,cq 1 jedeli

Hi(z), Ha(?),..., Hu(2) oznaczajq odpowiednio czeSei gtowne rozwinigcia
n

Sfunkeji W(z) w tych punktach, wowczas funkeja P(z)=W(z)—> Hiz)
jest holomorficzna w Q. =

Funkeja regularn‘a- w zbiorze otwartym @, ktéra nie posiada
w @ punktoéw istotnie osobliwyeh (t.j. nie posiada punktéw osobli-
wych poza co najwyzej biegunami), nazywa sie meromorficeng w G.
Ogélniej, funkeja nazywa sie meromorficeng na dowolnym zbiorze A,
jezeli jest meromorficzna na pewnym zbiorze otwartym GDA.

Najprostszym przykladem funkeyj meromorficznych- sa funkcje
wymierne, t.j. funkeje postaci R(z)=P(2)/Q(z), gdzie P(z) i Q(2)
83 wielomianami nie posiadajacymi pierwiastkéw wspélnych. Funkeje
takie s3 meromorficzne w calej plaszczyZnie domknigte]j i posiadaja
bieguny w skonczonogei dokladnie w tych punktach, ktére sg pier-
wiastkami mianownika; poza tym, posiadaja jeszeze biegun w nie-
skonezonogei wtedy i tylko wtedy, gdy stopieni licznika przewyzsza
stopiet mianownika. Odwrotnie:

(7.3) Kazda funkeja meromorficena w catej plaszezyinie domknietej
jest funkejq wymierng.

Dowod. Niech W(z) bedzie funkeja meromorfiezng w calej
plaszezyznie domknietej. Funkeja W(z) posiada wige co najwyzej
skoniczong ilogé biegunéw, w przeciwnym bowiem razie bieguny te po-
siadalyby punkt skupienia. Oznaczajac jej bieguny przez b1y b2y eeey by
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a przez Hy(2), Ha(2),..., Ha(2) odpowiednio ezedel gldwne rozwinieeia,

funkeji W(z) w tych biegunach, mamy na mocy tw. 7.2

(7.4) W(z)=j§f1;-(z)+»l*’(z),

gdzie F(z) jest funkeja holomorficzng w calej plaszezyznie domknie-
tej, a wiec w my§l twierdzenia Liouville’a (Rozdz.I1l, tw.5.11)
redukuje si¢ do statej. Poniewaz zaé funkeje Hj(2), jako czedei glowne
rozwiniecia Laurentowskiego w biegunach, sa funkejami wymier-
nymi, zatem i funkeja W(e) jest wymierna.

Powracajac do réwnosei (7.4) 1 wlgezajac stala C=F(z) do
ktéregokolwiek z wyrazen Hj(z), otrzymujemy jednoczegnie twier-
dzenie nastepujace:

(7.3) Ogblng postacig funkeji wymicrnej o biegunach by, ba, ..., by jest
wyYragenie DH{(2), gdeie Hi(z) jest dowolnym wiclomiancm weagledem =

=1 R ; ) .
jedeli b_,:loo, za$ wegledem 1/(z—Db;) jeseli bj=Foo. W szezegdlnoded,
jeseli fumkeja wymierna posiada punkt b jako jedyny biegun, wiwczas
jest wiclomianem wegledem 2, gdy b=oco, a wrgledem 1/(z—b), gdy
b==o0. ‘

Jest to t.zw. twierdeenie o rozkladaniu funkeji wymicrnej ne
utamki proste, ktére—jak wiadomo—odgrywa pewng rolg w obliczaniu
catek funkeyj wymiernych. Podreczniki rachunku calkowego zawie-
raja bezposredni i elementarny dowdd. tego twierdzenia, ktdre otrzy-
mali§my tu na tle rozwazan ogélniejszych.

Jezeli funkeja W(z) jest rozwijalna na szereg Laurenta w oto-
czeniu pierdcieniowym pewnego punktu b=ko0, wowezas czesé glowna
jej rozwiniecia w tym punkeie jest szeregiem postaci

(7.8) : E;_,,/(z-b)”.

n==1
Spélezynnik «_; tego rozwiniecia odgrywa role szezegdlnie
wazng w wielu rozumowaniach. Nazywamy go residuum funkeji
w punkeie b i oznaczamy przez resyW.
Definicja residuum w punkecie co jest nieco odmienna. Jezeli
funkeja W jest rozwijalna na szereg Taurenta w tym punkeie

o0
1 Dayfz" jest czedeia regularng tego rozwinigeia, wowcezas przez
n==0 !

residuum funkeji W w punkeie co rozumied hedziemy liczbe —ay,
t.]. spélezynnik przy 1/z ze znakiem przeciwnym.
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Przyjmujac b==oo, zauwazmy przede wszystkim, iz szereg (7.6)
jest niemal jednostajnie zbieiny w calej plaszezyznie z wylaczeniem
punktu b (por. tw.4.3). Szereg ten mozemy wiec catkowad wyraz
za wyrazem wzdluz kazdej krzywe] regularnej zamknigtej O, nie
przechodzacej przez punkt b. Kazda z funkeyj 1/(z—b)", dla n=1,
posiada funkeje pierwotng, ktérg jest funkeja ~1/(n—1)(z~b)"_1,
i przeto (por. Rozdz.II, tw.2.2) catka jej wzdluz krzywej C jest
réwna zeru. Catka zatem szeregu (7.6) wzdluz C redukuje sie do

dz .
WYrazi a..i P Innymi stowy:
c

(7.7) Jezeli funkcja W(z) rozwija sie w otoczeniu pierscieniowym
pewnego punkiu b==co na szereg Laurenta 1 H(z) oznacza czesé glownag
jej rozwimiecia w tym punkcie, wowczas dla kazdej krzywej regularne;
zamknigtej C, nie przechodzqcej przez pumkt b, mamy

dz
fH(z)dz:reis-’/z_b.
c c
Wyprowadzimy stad twierdzenie nastepujace, ktére nazwiemy
twierdzeniem o residuach dla prostokata:

(7.8) Jezeli funkeja W(z) jest regularna na prostokacie I i nie posiada
punkidw osobliwych na obwodzie tego prostokata, wiwczas

1 n
mp[W(z)dz:Zreska,
) k=1

gazie bi,bs,...,b, oznaczaje punkty osobliwe (bieguny lub punkty isto-
tnie osobliwe) funkeji W w prostokgeie I.

Dowé6d. Oznaczajac ogélnie przez Hi(z) czedé gtowng roz-
winiecia funkeji W w otoczeniu pierscieniowym punktu by i przyj-
mujac F(z)=W(z) — D Hy(2), stwierdzamy przede wszystkim, na za-

R
sadzie tw. 7.2, iz funkeja F(z) jest holomorficzna na I.- Na mocy
wiec twierdzenia Cauchy’ego dla prostoksta (Rozdz.II, tw.4.1),

mamy /F(z)dz: 0. Z drugiej strony, fd 7 =2xi dla k=1,2,..,n
. ?—0r

) )
(Rozdz. 11, (4.7)). Zatem z uwagi na tw.7.7

. / W(z)de= / Fe)de+ D, / Hylz)de=

& b kB
C Y . U
= > reska-/ dzb =2m-2, resy, W, c.b.d.d.
3 d Tk K
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GWICZENIA. 1. Residuum funkeji exp(z-l— ;) w punkeio 0 réwne jest

(s}
S 1
sumie széeregu el
oreg Zn!(w )i
n=0

2. Jezeli W(2)=F(2)G(2), gdzie F jest funkeja bholomorticzng, a ¢ meromor-

ficzny z biegunem jednokrotnym w punkeie 2,00, wéwezas resy, We=F(z,)-ros;, G.

" 3. Obliczyé residua funkeyj 1/sinmz, 1jcosnz, tgn2, eignz w ich biegunach.

4. Suma residuéw funkeji wymiernej (lacznie z residuum w punkeie )

jest réwna zeru. T sama whasnodé ma kazda funkeja I'(2), ktdra jest holomorficzna

w calej plaszczynie (domknietej) z pominieiem ¢o najwyzej skoniczonej liczby
punktéw.

5. Jezeli P(2) i Q(2) sa wielomianami, przy czym wielomian € (2) jost stopnia

wy#szego niz P(z) i nie znika w zadnym punkeie rzeczywistym catkowitym, wéwezas

- m
granica lim ZM réwna jest sumie residudw funkeji ---n cbgrzP(2)/Q(z)
m—oo Q(k)
h=—m
w punktach, ktére sa pierwiastkami wielomianu Q(z).
00
Przy tych samych zalozeniach suma szeregu S(W 1)* L(le)

Q(k)

- réwna jest
R0

7, P w tyeh punktach, ktdre sy pierwiastkami

sumie residuéw funkeji — ———+ 51—
sinre Q=)

wielomianu Q(z).
[Wsk. ob. Rozdz. I, §18, éw. 2.]

6. Udowodnié wzory:

4o
1 ol 1 . . s . .
10 nctgnw:;—l— S <w_—:-7c—+ E) , gdzie © jest dowolny liczbg nie calkowity,
% fr=—00
a sumowanie % rozeigga. sie na: wszystkie wartodei catkowite k| 0;

—+o0 o0
20 ‘27 1 e w? , 30 2‘_]_“ = a
: (n+a)* sintra w6
H=—=00 =1
Ll e
I 2‘ 1 _ l 7 expalafb-+exp(— ) a/b) .
= ot bn? 2a  2)ab exprlafb—exp(— xayb)’
5 2‘(“”1)" o !
a+bn? 20 Jab expalajb—exp(— alajh)

n=1
m
Y Iy \' )
[Wsk. ad 1°: udowodnié najpierw wzér s ctgrie--lim 3——'-
i @

m->00
b —m

ad 3°: wzér 3° wyprowadzié ze wzoru 20, odejmujye 1/a? od ohydwu stron
wzoru 2° i przechodzae do granicy wraz z a-0.]
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7. Jezeli F(z) jest funkejy regularna (z pominigeiem odosobnionego
zbioru osobliwofei) w obszarze G, wéwezas na to, aby exp fF(:) dz==1 dla kazde]j
krzywej regularnej zamknietej O, przebiegajace] w G i lfie przechodzgcej przez
punkty osobliwe funkeji F(z), konieczne jest i wystarcza, by wszystkie residua
tej funkeji w jej punktach osobliwyeh byly liczbami rzeczywistymi i catko-
witymi.

Jezeli funkeja F warunek ten spelnia i o jest dowolnie ustalonym pun-
ktem obszaru @, w ktérym funkeja F jest holomorficzna, wéwezas wyrazenie
H (3):exp_r11’(z)dz, gdzie Cf{3) oznacza jakakolwiek krzywa regularna laczaca

46)]
punkt @ z punktem 3, jest funkejy regularng w ¢ z pominieciem odosobnionego
zbioru osobliwoéci. Dowiesé, ze na to, by funkeja H byla meromorficzna w G,
konieczne jest i wystarcza, aby wszystkie punkty osobliwe (nie pozorne) funkeji
F(2) byly biegunami jednokrotnymi.

Wyznaczyé wartoéei parametru a, dla jakich warunki te speinia funkeja
I'(z)=1/{a+ cosz).

[Wsk. Ob. Rozdz. 11, §2, éw.3.]

§ 8. Pierwiastki funkecji meromorficznej. Jezeli funkeja
W(z), holomorficzna w punkcie 2, znika w tym punkecie, lecz nie
znika tozsamogciowo w zadnym jego otoezeniu, wéwezas skreslajac
ewentualnie w rozwinieciu - W(z) w punkcie g, pierwsze wyrazy,
ktérych spélezynniki sg réwne zeru, mozemy rozwinigcie to napisaé
badZz w postaci

o

W(g):Za.,,(z——zﬂ)"z(z—zo)k(ak+ak+1(z——zo)+...), gdzie ax==0,

n="h

jezeli z,= o0, bads — jezeli zy=oc0 — w postaci
W(z)—_—z;lal,,/z"zz"’-"(ak+a‘k+1/z—§...), gdzie ap==0.
e

Liczba & nazywa sie wowezas krotnoseiq punktu z, jako
pierwiastka funkeji W(z). Na to, aby punkt zo=F oo byt k-krotnym
pierwiastkiem funkeji W(z) holomorficenei w tym punkeie, konieczne
jest i wystarcza, by W(zo)=W ’(zo)z...zW(k"”(zo)=O oraz by WH(z,)==0
(por. wzory (1.4)).

Rozpatrujge dla prostoty funkeje holomorficzng W{z) w punkeie 0,
widzimy natychmiast, iz na to, aby punkt ten byt E-krotnym pierwia-
stkiem tej funkeji, konieczne jest i wystarcza, aby W(z)=2W,(2),
gdzie W,(z) jest funkeja holomorficzng w punkcie 0, nieznikajacy
w tym punkeie, a wiec i w zadnym punkeie dostatecznie malego
otoczenia punktu 0. Wynika stad przede wszystkim, iz
S. Saks i A. Zygmund. Funkeje analityczne. 10
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(8.1) Jeseli punkt 2o, w kidrym funkcjo jest holomorficena, jest pun-
Ttem skupienia pierwiasthéw tej fumkeji, wowcsas funkejo ta enika
tozsamosciowo w otoczeniu tego punkiu.

7 drugiej strony (por. §6, str.138), na to, by funkeja W(z)
posiadata w punkeie z=0 biegun k-krotny, konicczne jest i wy-
stéurcza, aby W(z)=2"*W,(e), gdzie Wy(2) jest funkejs holomorficzng,
nie znikajgea w punkeie 0. Z otrzymanych w ten sposob ogdélnych
postaci funkeyj, posiadajacych w punkeie 0 bad# pierwiastek, bads
biegun k-krotny, wynika, iz

(8.2) Jeseli funkeja meromorficena W(z) posiade w punkeic 2, bicgun
k-krotny, wowezas funkecjo 1/W () posiada w tym punkeie picrwiostck
k-krotny © odwrotnie.

Podobnie, jeseli funkeja W(2) posiada w punkeie 0 picrwiastele
[biegun] k-lrotny, wiwezas funkeja W(l[z) posiada pierwiastel |bie-
gun] k-krotny w oo, i odwrotnie.

Méwimy, iz funkeja W(2) meromorficzna w punkeie =, prayj-

muje w tym punkeie k-krotnie wartosé wy=W(z,), jezeli badz w,=oco

i funkeja W(z)—w, posiada w 2z, pierwiastek k-krotny.

Jezeli funkeja W(z) przyjmuje wartodé wy=W(e,) (skoriczong

lub nieskoliczong) k-krotnie w pewnym punkeie z,==o00, wowezas
widoczne jest natychmiast, iz funkeja W(z--a) (gdzie a jest do-
wolng liczbg skotezong) przyjmuje k-krotnie wartodd w, w punkeie
s=2y—a, a funkeja W(z)+a przyjmuje k-krotnie warto$é wy-+a
w punkeie z,. Ogdlniej:
(8.3) Jezeli fumkcja F(z), meromorficena w punkeic z,, preyjmuje
w tym punkeie p-krotnie warto$é 3., a funkeja W(3), meromorficena
w punkcie 3y, prayjimuje w tym punkeie k-krotnie wartosd Wy, WOWCRES
funkcjo. WLE(2)] prayjmuje w punkcie z, wartosé w, Iep-Terotnie.

Dowod. Ze wzgledu na tw.8.2 mozemy przyjaé, iz Wy == 00
0Taz 3970, 2 nastepnie, na moey uwag poprzednich, iz wy=0 oraz
2p=0. Wowczas w otoczeniu punktu 0 mamy W (3)=3"W.(3)
i F(2)=2PF(2), gdzie W,y(3) i Fy(2) sa funkejami holomorficznymi
w punkecie 0, przy czym W,(0)==0 i F,(0)=:0. Zatem

WE(2)]=#" W[ F(e)]-[Fy(2)T,

glzie  WiF(0)]-[Fy(0)]'=W,(0)-[Fy(0)]"+=0. Punkt z=0 jest wice
kp-krotnym pierwiastkiem funkeji W[I(z)] '
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Funkecja liniowa az—+b przyjmuje oczywiscie kazda swa wartodé
jednokrotnie (m. in. takze wartogé oo, ktérg przyjmuje w punkeie o0,
gdzie posiada biegun). Podobnie, funkeja 1/2, ktérej pochodna nie
znika w zadnym punkeie réznym od 0 i oo i ktéra w punktach tych
posiada odpowiednio biegun jednokrotny i pierwiastek jednokrotny,
przyjmuje kazda swa warto$é jednokrotnie. Ogélna funkeja homo-
graficzna (az+b)/(cz+d) (por. Rozdz. I, tw. 14.8) przyjmuje wiec
réwniez, na moey tw. 8.3, kazda swa warto$é jednokrotnie, co
zreszty latwo mozna sprawdzié bezpodrednio. Odwolujac sie przeto
raz jeszoze do tw.8.3, stwierdzamy, iz

(8.4) Hrotnodé¢ pierwiastkow funkeji meromorficenej W(z) (oraz war-
tosci preyjmowanych przez te funkeje) wie ulega zmianie przy pod-
stawieniu homograficenym 2= (a3-+b)/(e3-+d).

Powracajac jeszeze do tw. 8.1, nadamy mu postaé nastepujaea,
ogollniejszg nieeo i analogiczng do tw.7.1:

(8.5) Jezeli W(z) jest funkeja meromorficena w obszarze G, nie enika-
jacq togsamosciowo w tym obszarze, wowezas zbidr pierwiastkéw funkeji
W(z) jest domkniety w G oraz odosobniony, a wiec co najwyie]
przeliczalny.

Dowé6d. Niech E bedzie zbiorem pierwiastkéw funkeji W(z)
w (. Widoczne jest od razu, iz zbiér ten jest domkniety w G.
Zatdéimy, iz nie jest odosobniony, a wiee iz posiada w G punkt sku-
pienia a. Oznaczmy przez ¢ zbiér tych punktéw obszaru, w ktérych
otoczeniu funkeja W(z) znika tozsamosciowo, i niech G,=G—G;.
Zbiér @, jest oczywiseie otwarty. Zbior G, jest jednak tez otwarty:
istotnie, gdyby pewien punkt z, zbioru G, nie byl punktem we-
wnetrznym tego zbioru, wowezas bylby punktem skupienia zbioru
Gy i, w mysl tw. 8.1, funkeja W(z) znikalaby w pewnym jego oto-
czeniu; punkt z, nalezalby wiec do Gy, a nie do G,.

Jeden tedy ze zbioréw G4, G, jest pusty. Poniewaz zbiér @
zawiera, na mocy tw.38.1, punkt «, zatem G,=0, a wiee G=G,,
i funkeja W(z) znika tozsamosciowo w G.

Twierdzeniu 8.5 mozna nadaé réwniez postaé nastepujaca:

(8.6) Jezeli dwie funkeje meromorficene w pewnym obszarze preyjmuje
wartvsel identyczne w punktach zbioru, posiadajacego punkt skupienia
wewnagtrz obszaru, wowcezas funkeje te sq identycene w catym obszarze.

10%
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GWICZENIA. 1. Jezeli funkeja W(z), meromorficzna w obszarse symetry-
cznym wzgledem osi rzeczywistej, przyjinuje wartosci ;rzouﬁf__\iv«)ﬁftc w 1‘.3.74.',11 punktiach
obslzaru, ktére lezg na osi rzeczywistej, wowezas W ()= W () dla kazdego punldu
2 obszaru.

2. Opierajac sie na wyniku &w.7, §8, Rozdz. I, u(lowo'dni(z twi'm'(l.zuuio
nastepujace: jezeli f(t) jest funkeja gkonezong 1 ciagly w przedziale skofiezonym

b

[a,b] i jezeli ('f(t)t" di=0 dla n=1,2,..., 0 f(t)==0 tozsamoiciowo w [a,b] (Lierch).
)
a
3. Jezeli {Fn(2)) jest w obszarze (¢ ciagiemn niemal ograniczonym funkeyj
o 5 " - shiorn F dadaineen
holomorficznych, zbieinym w kazdym punkeie pewnego fhunu' ) [n)'mfulaﬂ].u,'eg‘o
punkt skupienia wewnatrz @, wéwezas cigg ten jest zbiezny niemal jednostajnie
w calym obszarze G (Vitali-Osgood).

[Wsk. Por. Rozdz. I, §38, éw.2.]

4. Jezeli funkeja 1¥(z) jost holomorficzna i ogranicaona w obszurze (pélpasie)
>0, a<<z<<h i jezeli dla pewnej wartosei g przedzialn otwartego (a,h) mamy
Lim W(x,+iy)=g, gdzie g jest pewny liczba skonoezonyg, wlwezas li;u Wy g
yr-too . 20
jednostajnie w kazdym pélpasie y>0, a4 eZwbe, gdzie >0 (Montel).

[Wsk. Zauwazy6, i eiag funkeyj (W (z-+2i)ln-12,... jest normalny w ohszarze
y>0, a<<z<<b.]

5. Niech F(2)=P(2)/Q(z), gdzie P i @ sy funkejami holomorficanymi
w punkeie z,, pray ezym P(zy)+0. Pokazaé, iz: 1° jezeli funkeja ¢ posiada w2
pierwiastek jednokrotny, to resy; F=P(2)/Q"(2o); 2° jezeli funkeja ¢ posiada w7,
pierwiastek dwukrotny, to resy, F==[8P"(2)Q " (2)—2 P (2)Q""'(%)] /3[4?”(30):]2.

§ 9. Pochodna logarytmiczna. Pochodna logarytmiczna
(Rozdz. IT, §1, str. 97) odgrywa do&é istotng role w podstawowych
badaniach nad rozmieszezeniem pierwiastkéw i biegunow funkeji
meromorficznej. Pokazemy, iz pochodna logarytmiczna funkeji
meromorficznej jest réwniez meromorficzna, i zbadamy jej czesé
gléwng w punktach osobliwych.

(9.1) Pochodna logarytmicena W'(2)|W(z) funkeji W(z), meromorficene]
i nie emikajace] todsamodeiowo w zbiovze olwartym G, jest réwnics
meromorficena w G ¢ posiada bieguny dokladnic w tych punktach,
kidre sq badd pierwiasthami, badé biequnami funkeji W(z). Jezeli 2,
jest k-krotnym pierwiastkiem lub biegunem tej funkeji, wimwezas esedeiq
gtowng rorwinigsia funkeji W'(2)/W(z) w tym punkeic jest wyraienic
ek/(z—=2,), gdeic & jest +1 lub —1 zaleznic od tego, czy punkt =, jest
pierwiastkiem, czy biegunem funkejs W(z). Ogdlniej, jeseli I'(z) jest
dowolng funkejq holomorficang w 2, wiéwcezas ell(zy)/(v—2y) jest
cxgeiq gldwnag roswinigoia funkeji F(z)-W'(2)[W(z).
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Dowéd. Widoezne jest od razu, iz poza pierwiastkami i bie-
gunami funkeji W(e) funkeja W'(z)/W(z) jest wszedzie holomor-
ficzna w G. Niech wiee z,eG bedzie pierwiastkiem lub biegunem
k-krotnym funkeji W(z). Mamy W(z)=(z—z,)" W,(2), gdzie W(z)
Jest funkejg holomorficzna, nie znikajaca w punkeie 2z, Z drugiej
strony, jezeli F(z) jest dowolng funkeja holomorficzng w 2, wowoezas
F(2) = F(2g)+ (2—=20)Fy(2), gdzie Fy(2) jest réwniez funkeja holomor-
fiezng w z,. Zatem:

() (2—20)" " [k Wa(2) +(z—2) Wi(2)]
F(z)- =[F(2y)+ (z—2 2 =
(0= P (o) + (=2 (o] . :0)5,? - i
_M [ N LI U w). Vi(z)
= :00 +ek-Fy(2)+ F(z) ACH

Poniewaz dwa ostatnie wyrazy s na pewno holomorficzne
w punkecie z,, ezedé glowna funkeji F(z)- W'(2)/W(z) w tym punkcie
redukuje sie do ekF(zy)/(z—=,), co nalezalo ndowodnid.

Niech teraz W(z) bedzie funkeja meromorficzng na prosto-
kacie I, nie posiadajgea pierwiastkéw ani biegunéw na obwodzie
tego prostokgta. Niech ayas,...,a, beda pierwiastkami (réznymi)
funkeji W(z) w I o krotnodciach odpowiednio ky,ks,...,k,. Podobnie,
niech 01,bs,...,0,n beda biegunami tej funkeji w I o krotnosciach
Ry hay ooy By Wowezas w mysl tw. 7.2 1 9.1 mamy dla kazdej funkeji
F(2) holomorficznej na I

n

T Y R 1 "-11 hy B (b;
F() e e+ S &ggﬁ“z—@ﬁ)
j=1

Wi(=) e Tl
j=1
gdzie @(z) jest réwniez funkejg holomorficzng na I. Catkujae wzdluz
(I) obydwie strony powyzszej réwnosei 1 korzystajge z twierdzenia
oraz wzoru Cauchy’ego dla prostokata (Rozdz.II, tw.4£.1 i 5.3),
otrzymujemy

1 WS N .
i) FO w5 ds= D'k F(a) —21,, i F(by).
(¥2) Jj=1 j=

Innymi slowy:
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(9.2) Jezeli W(z) jest funkcjo meromorficeny na prostokaeic I, wie

posiadajacq pierwiastkw ant biegundw na obwodzic tego prostokgta,
wowezas dla kasdej funkeji F(z) holomorficenc] ne I

4]
255 o= 30

— 27,
gdzie Qu, 0y ...,0c SG pmwmstkmm, za$ bl,bz,

oo biegunami W(z)
wewngirz I, wypisanymi po tyle razy, ile wynosi geh krotnoddé.

W szezegdlnoses (pr. w/y'mumr tossamosciowo F(z)=1)
(l)

gdzie a jest ilodciq pierwiastkiw, a f ilodeiq biegundw funkeji W(z)
wewnatrz 1.

§10. Twierdzenie Rouché. Udowodnimy przede wszystkim
nastepujacy lemmat, bedacy wariantem twierdzenia i wzoru Cau-
chy’ego z Rozdz. IT oraz twierdzenia 9.2 z § poprzedniego.

(10.1) Niech G bedeie dowolnym zbiorem otwartym, nie zawierajgeym
punktu oo, i F zbiovem domknigtym, zawartym w (. Istnicje wiwezas
w G—F uklad skoviezony odeinkdw (zorientowanych) L, Loy ..., Lm taki ié:

() dla kasdej funkeji W(z) holomorficenej w G
2‘/ W(z)dz==0;
i ',j

(I1) dla kazdej funkeji W(z) holomorficenej w G i kaidego
punktu ael

2mi

'Q

(II1) dla kazdej funkejs W(z), holom()rf'iaz'rwj aw zbiorze G @ wie-
posiadajacej w tym zbiorze picrwiastkdw poza 2biorem F,

L 2 W)
. =,

R 78 W(z)
J

gdzie o osnacza ilo$é pierwiastkéw funkeji W(z) w «, liezqe kaidy
pierwiastek tyle razy, ile wynosi jego krotnodé,

[§ 10] Twierdzenie Rouché. 151

Dowb6d. Wezmy pod uwage siatke kwadratéw Q¥ na plaszezyz-
nie rzedu & dostatecznie wysokiego (por. Wstep, §10) tak, by kazdy
kwadrat tej siatki, ktéry posiada punkty wspélne z F, zawieral si¢
catkowicie w G; wystarezy w tym celu przyjaé 1/2 < o(F, C@), gdyz
wéwezas srednice kwadratéw siatki Q7 sa mniejsze niz o(F,C6"). Niech
Q1 Q2 ...,0s bedzie ukladem tych kwadratéw siatki, ktére posiadaja
pubkty wspélne z F, i niech Ly,Ls,...,L, bedg odeinkami brzegowymi
tego ukladu. Pokazemy, iz uklad ten spelnia zgdane trzy warunki.

ad (L) i (IT). Nieech W(z) bedzie dowolng funkecjag holomor-
fiezng w G. Wowcezas / W(z)dz=0 dla 7r=1,2,...,s, wiec réwniez

s Q)

2 / W (z)dz=0. Poniewaz po lewej stronie tej réwnosci catki wzdluz
r=1(Q;)

bokéw siatki, nalezgcyeh do dwu przyleglych kwadratow ¢, wza-
jemnie sie znosza, wiec z ich sumy pozostaja tylko catki wzdiuz od-
cinkéw brzegowych Iy,Ls,...,L, i rozwazana réwno$é przyjmuje
zgdang postaé 2 f W(z)dz=0.
j=t L;

Niech teraz a bedzie dowolnym punktem zbioru F i niech
Q. bedzie tym spofréd kwadratéw @ ktéry zawiera punkt a.
Zalézmy najpierw, iz a jest punktem wewnetrznym kwadratu Qr,.
Funkeja W(z)/(z—a) jest tedy holomorfiezna na kazdym z kwadra-
tow Q. dla r==r, i w mysl twierdzenia oraz wzoru OCauchy’ego
dla prostokata (Rozdz.II, tw.4+.1 1 5.3) '

W() { 0 dla r=Frg
W(a) dla r=r,.

()
(lz, przy czym, jak w rozumo-

Zatem 2mxi-W(a) -~2 f

waniu poprzednim, eatki Wzd.lui tyeh bokdéw siatki, ktére nalezg do

dwu przyleglyeh kwadratéw @, znoszg si@ wzajemnie i réwnosé
n

=1 Lj

przyjmuje posta¢ 2zi-W(a)=

Przez proste przejicie do granicy uogélniamy wzdr ten na
punkty aeF, lezace na brzegu kwadratu Q.-
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ad (II1). Niech W(z) bedzie funkeja holomorficzng w ¢, nie
posiadajaca pierwiastkéw poza zbiorem F. Niech pierwiastkami jej
w G beda a1 as...,am 0 krotnodciach odpowiednio fo, ks, ..., ky,.
Rozumujac analogicznie jak w dowodzie tw. 9.2, mamy na zasadzie
tw.7.2 1 9.1

m

W,(z)z(p(z)—]-z' Idp

z—ap’

. p=l

gdzie @(z) jest pewng funkejg holomorficzng w G; a wiee z uwagi
na (I) i (IT)

m

. n . n m n ..
> W(z) ' J! \! de ., . \" o
= 2)dz-] kp = Ay > fy = Aia
2./117(2) o= '/dﬁ( Vet Sty 3 [ 32, <2 X'y~ 2ic,
J=t L =1 L It i 1

p=1 n

gdzie « oznacza ilosé pierwiastkow W(z) w @, liczonych po tyle razy,
ile wynosi ich krotno$é.

(10.2) Twierdzenie Rouché. Jeseli O(z) i ¥(z) sq funkejami
clagtymi na biorze domknigtym F i holomorficanymi w jego wnetreu G
i jeseli |D(2)|<[P(2)| na breegu sbioru F, wowcezas funkcje W(z) oraz
Plz2)+ D(2) posiadaje te same ilosé pierwiasthéw wewnatre 1, liczge
kazdy pierwiastek tyle razy, ile wynosi jego krotnosé.

Dowéd. Zalozyé mozemy przede wszystkim, iz wnetrze @
zbioru F nie zawiera punktu oo, Istotnie, w przeciwnym razie,
oznaczajgc przez a dowolny punkt poza ¢, moglibyfmy zastosowaé
przeksstalcenie 3=1/(z—a), t.j. z=a-+1/3 przy ktorym zbior K
przechodzi na zhiér domknigty, nie zZawierajacy juz w swym wnetrzu
punktu oo, i przy ktérym — z uwagi na tw. 8.4 — ilogé i krotnogé
pierwiastkéw funkeji nie ulega zmianie.

Niech teraz F; oznacza zbiér tych punktow zell, w ktorych
|@(2)[=](2)]. Zbiér ten jest oczywideie domkniety i zawiera siew Q.
Niech dalej Wa(2)=Y(2)+1D(2), gdzie A jest parametrem rzecszy-
wistym, zmieniajgeym sie w przedziale [0,1]. Dla tych wartodei 1
funkcja Wi(z) nie posiada pierwiastkéw w ¢ poza zbiorem I
istotnie dla zeG—F, mamy

(10.3)  0<|¥(2)] —|D(e)| <[ ¥(e)| —|b(e)

o
R

W) - Ab(z)|.
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; Na moey tw. 10.1 istnieje w ¢ —F, uklad skoriezony odeinkéw
Ly, Ly, ..., L taki, iz, oznaczajae przez a, ilogé pierwiastkéw funkeji
Wa(z) w @, liczonych po tyle razy, ile wynosi ich krotnoéé, mamy:

L (W) 1§ (PR
%= 275@2 f Waz) d~“"3}72 / o)+ 20(z) ©
=1 £ =1k

]

Z uwagi na (10.3), wyrazenie po prawej stronie POWYZszego
zwigzku jest funkejs ciagly parametru A w przedziale [0,1], a ze
przyjmuje tylko wartosei catkowite, mianowicie a,, przeto zachowaéd
musi wartosé stata. W szezegélnosei wiee ap=dq, t.]j. funkeje
Wo(2)="¥(2) oraz Wy(2)="Y(z)+ D(z) posiadajg te sama ilofé pier-
wiastkow w G.

Istnieje wiele odmian dowodu twierdzenia Rouché. Pomyst wprowadzenia
parametru 2 znajdujemy w pracach: A. Cohn, Math. Zeitschrift, 14 (1922),
str. 110-149, 8. Mazurkiewicz, Spraw. Tow. Nauk. Warsz., 28 (1935), str. 1:2
oraz w ksinzce: L. Bieherbach, Lehrbuch der Funktionentheorie, t. 1 (3-6 wyd.),
Berlin 1930, str. 190.

GWICZENIA. 1. Jezeli funkeja F(z) jest ciggla na kole domknietym
K(0:;1), holomorficzna w jego wnetrzu i spelnia warunek F(zll<1l dla 2|<1,
wowezas réwnanie F(z)—z=0 posiada dokladnie jeden pierwiastek wewnatrz
kota K(0;1).

2. Dla kazdej wartosei R>0 istnieje taka liczha N, iz przy n= N
wszystkie pierwiastki wielomianu 14 2/1!42° 214 ...+ 2"n! leia zewnatrz kola
K(0;R).

3. Réwnanie (z—1)Pe® =a, gdzie p jest liczba calkowita dodatnia, za$
0<|a|<<1/2P, ma doktadnie p réznyeh pierwiastkéw w polplaszezysnie iz >0,
przy czym wszystkie te pierwiastki leza w kole E(1;1) (Biernacki).

4. Niech W(z):i’a":" w kole K=K(0;1) i niech F(CK bedzie zbiorem

n -
domknietym, zawierajacym punkt 0. Wéwoezas, jedli # oznacza kres dolny funkeji
|W(z)] na brzegu zhioru F, a m — liczbe pierwiastkéw funkeji W(z) w tym
zbiorze, to u<lagl+la)+-..+la,] (Saxer).

§11. Twierdzenie Hurwitza. Jako zastosowanie twierdzenia
Rouché podamy twierdzenie nastepujace:

(11.1) Jezeli ciqg {Wa(2)} funkeyj, ciaglych na zbiorze domknietym F

i holomorficznych wewngtrz F, jest jednostajnie cbieiny na tym zbiorze

t jezeli funkeja W(2)=1m Wu(z) nie z2nika nigdzie na brzegu zbioru F,
1

Whwezas, PoczYRajoe mll pewnej wartosei n, wszystkie funkeje Wa(z)

posiadajq wewnatrz F te samq dodé pierwiastkéw co funkeja W(z)

(liczqe kaidy pierwiastel tyle razy, ile wynosi jego krotnoéé).
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Dowa6d. Niech m bedzie kresem dolnym wartosei |[W(z)| na
brzegu zbioru F. Poniewaz m>0, przeto poezynajac od pewnej
wartogci n, wskaznika n, mamy na brzegu rozwazanego zbioru
|[Wa(z) —W(2)|<m<|W(2)|, przy czym na moey twierdzenia Weier-
strassa (Rozdz. II, tw.6.1) funkeja W(e) jest holomorficzna wew-
natrz F. Stosujac tedy tw. 10.2 do pary funkeyj @n(2)==W.(2)—W(z),
Y(z)=W(z), otrzymujemy, iz dla nz=n, funkcje W(e)=¥(z)
i Walz)=W(2)+ Ou(z) posiadaja te samg ilo§é pierwiastkiow.

, Tw. 11.1 formutuje sie czesto w innej nieco postaci, zZnanej

pod nazwa twierdzenia Hurwiteo:

(11.2) Jezeli {Wa(2)} jest ciqgiem funkeyj holomorficenych w obszarze @,

wiemal jednostajnic zbicinym w tym obszarze, 1 jeseli funkeja

W(2)=1lim Wa(c) nie enika todsamodciowo i posiada w (' preynajmnie)

n

p régmyeh pierwiastkdw, wiwezas, poczynajoe od pewnej wartodei n,

wszystkie funkeje Wa(2) posiadajq w G réwnicd preynajmnic p ros-

nych pierwiastkiw.

Dowdd. Niech 2,2s,...,2, beda réimymi pierwiastkami funkeji
Na mocy tw.8.5, dla dostatecznie malej wartodei », kola

W(z).

nych, zawartych w ¢ i nie zawierajgeych poza punktami z; innych
pierwiastkéw funkeji W(z). W mysl tedy tw.11.1, poezynajac od
pewnej wartosei n, kazda z funkeyj Wa(z) posiada w kazdym z kot I
przynajmniej jeden pierwiastek, a wige tym samym przynajmnie]
p pierwiastkéw w obszarze G.

Z twierdzenia 11.2. otrzymujemy jako nabtychmiastowy wniosek
twierdzenie nastepujace, ktére odgrywa istotng role w teorii odwzo-
rowanl wiernych (ob. dalej, Rozdz. V):

(11.3) Jezeli cigg \Wha(z)} funkeyj holomorficanych 4 jednoznacenie

odwracalnych w obszarze G jest niemal jednostajnic sbiciny w tym

obszarze, wiwezas funkeja W{g)=1Lm Wa(z) badé redukuje si¢ do stalej,
()

I
bad? jest rdwnies jednoznacenie odwracalne w G.

Dowé6d. Gdyby funkeja W(z) nie redukowala si¢ do stalej
i przyjmowata te samg wartodé w, w dwu réznych punktach ob-
szaru G, to stosujge tw.11.2 do eciggu {Wa(e)—w,), otrayma-
liby$my natychmiast, iz dla dostatecznie wiclkich wartodei » kagzdla
z funkeyj Wha(2)—w, znika przynajmmiej w dwu réznych punktach
obszaru, co sprzeczne jest z jednoznaczng odwracalnodeisy funkeyj

Wn(Z).
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Jako jeszcze jedno zastosowanie twierdzenia Hurwitza po-
damy nastepujace uzupelienie twierdzenia Stieltjesa- Osgooda
(Rozdz.II, §7) o rodzinach normalnych:

{11.4) Funkcje holomorficzne w obszarze G i nie przyjmujace w tym
obszarze wartosei nalezacych do pewnego statego kota K(a;r) tworzg
w @ rodzine normalng.

Dow6d. Niech {Wa(z)} bedzie ciagiem funkeyj holomor-
fieznyeh w @, nie przyjmujacych zadnej wartosei nalezacej do
kota K(a;r). Nalezy udowodnié, iz ciag ten zawiera badZz podciag
niemal jednostajnie zbiezny w @, badz podeigg niemal jedno-
stajnie rozbiezny do oo w @. Mozna przy tym zalozyé, iz a==oo,
w przeciwnym bowiem razie cigg {Wa(z)} bylby ograniczony
w G (przez liczbe 1/r) i wystarczyloby odwolaé sie bezposrednio
do twierdzenia Stieltjesa-Osgooda. Dalej, zastepujac ewentualnie
cigg |Wa(z)} przez ciag |Wa(z)—a), mozna przyjaé, iz a=0. Ciag
{Tu(2)=1/Wa(z)} jest wowczas jednostajnie ograniczony i, na moey
twierdzenia Stieltjesa- Osgooda, zawiera pewien podciag {Tnk(z)}-
niemal jednostajnie zbiezny w G. Przyjmujgc T'(2)=lm T,,Lk(z),
rozréznimy dwa przypadki: k

1° Funkeja T(2) znika tozsamosciowo w (. Zatem Tnk(z)j(),
i przeto W,Lk(z)zl/Tnk(z)‘:,oo w obszarze G.

20 Funkeja T(z) nie znika tozsamogciowo w G. Na mocy wige
tw. Hurwitza 11.2, poniewaz zadna z funkey] T,Lk(:):lg’ W.n_k(z) nie
znika w zadnym punkecie obszaru €@, funkcja T(z) réwniez nie
moze posiadaé pierwiastkéw w tym obszarze. Niech FCG@E bedzie
dowolnym zbiorem domknietym i niech m>0 oznacza kres dolny
|T(z)] na F. Wowezas, dla dostatecznie wielkich warto§ei k& mamy

T(z)_Tnk(z)!/mz, i ciag

m . ) oy

]1‘,,Lk(z)\>?, a wiec [W.nk(s)-—ljl(.z)l:gl

{W,, (2)} jest zbiezny jednostajnie na F do 1/T(z). Zatem znéw
n\F)i ] 3

W,nk(z)jl/’_l‘(z) w obszarze G.

Nalezy zauwazy¢, iz tw. 11.4 zawiera w istocie wynik bardzo staby. Montel
udowodnil, iz rodzine normalng w obszarze G tworzq funkcje holomorficzne w tym
obszarze, nie prayjmujace dwn dowolnie ustalonych wartoéei, np. 01 1. Dowdd tego
twierdzenia. daleko oczywiscie mocniejszego, opiera sie jednak na glebszych
metodach teorii funkeyj (ob. Rozdz. VIT).

[RO—————
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CWICZENIA. 1. Jeseli {1«‘"(~)> jest w obszarze @ ciggiom niemal ograni-
cezonym funkeyj holomorfieznyeh, nie llmlmm( yeh nigdzie w tym obszarze, i jezeli
lim F,(2,)=0 w pewnym punkcie z, obszaru ¢, wowezas I (2)30 w calym
orl!)szzu'ze G.

Ogolniej, jeseli (F,(2)} jest w obszarze G ciggiem niemal ograniezonym
funkeyj holomorficznyeh, z ktéryeh zadna nie posiada wigee] niz p pierwiastkow
w tym obszarze, i jezeli granica lim F, (2) istnieje oraz jest réwna zeru w p41
réznyeh punktach obszaru @, t(;' F,(2)30 w calym obszarze ¢ (por. Rozds. I,
§3, éw.2).

2. Jezeli {F,(2)} jest ciggiem tunkeyj holomorficanyel w obszarze G i cigg
{AF (2)} jest normalny w @, wowezas ciag {I,(z)} jest réwniez normalny.

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe: cigg [F,(z)=nz} jost normalny
w kole K(i;1) i spelnia nawet warunek tw.11.4 (zadna z funkeyj If, (2)=nz nie
przyjmuje w kole K(i;1) wartosei nalezgcyel do pélplaszezyzny y-20). Cigg
{AF, (2)=mnx) nie jest jednak normalny w kole K(i;1).

3. Jezeli {F,(2)) jest ciggiem funkeyj holomorficznycel w obszarze ¢ i cigg
{AF,(2)) jest ograniczony z géry (lub z dolu) w fym obszarze, wowczas cigg
{AF,(2)} jest normalny w G

§ 12, Odwzorowania okreSlone przez funkcje mero-
morfieczne. 7 twierdzen § 11 wynika latwo nastepujace wagme
twierdzenie:

(12.1) Jezeli funkcja W(2), meromorficana w pewnym punkeie g,
nie jest stata w otoczeniu tego punktu ¢ prayjmuje w nim  m-krotnie
wartodé wy=F(z,), wdwezm kazdej dostateczniec malej licebie e>0 odpo-
wiade taka liczbe 1n>0, i& kasda warto$é w==w,y, naledgca do kola
K(wy; 1), prayjmowana jest w doktadnie m punktach kola K(zy;e)
@ w kazdym z tych punktow jednolkrotnie.

Dowdd. Mozemy zatozyé praede wszystkim, iz w,y==00, a wige
iz funkeja W(z) jest holomorficzna w z, w przeciwnym howiem
razie mogliby$my (korzystajac z tw.8.2) wzigé pod uwage funkeje
1/W(2) zamiast funkeji W(z). Poniewaz funkeja W(z)—w, nie znika
tozsamoseiowo w otoczeniu punktu z,, wiee gdy liczba &>0 jest
dostatecznie mata, funkeja W(z) jest holomorficzna na kole dom-
knietym K=K(z;e) i ani funkcja W(z)—w, ani jej pochodna
W'(2), nie znika w zadnym punkeie kola K poza co najwyzej pun-
ktem z,. Funkeja W(2) moze wiee przyjmowaé w punktach kola K
kazda wartosé wew, najwyzej jednokrotnie. 7 drugiej strony, fun-
keja W(z)—w, posiada w kole K(zy;e) (lo{ ladnie m pierwiastkow,
liczac m razy m-krotny pierwiastek z,. Poniewas za§ W (&) dany
jednostajnie do W(z)—w, wraz z w—»w,, praeto, w mydl tw. 11.1, dla
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kazdej wartodei w=w, dostatecznie bliskiej w,, funkcja W(z)—w
posiada w K(zp;e) dokladnie m pierwiastkéw. Innymi stowy, skoro
tylko % jest dostatecznie mala liczba dodatnia, kazda wartosé
weK(wy;n), rézna od w, przyjmowana jest w kole XK(z4;¢) do-
kladnie w m réznych punktach i w kazdym z tyeh punktéw jedno-
krotnie.

(12.2) Jezeli W(z) jest funkcja meromorfiezng w zbiorze olwartym @,
nie redukujaca sig do stalej w otoczeniu adnego punktu tego zbioru,v
wowezas zbidr W(Q) jest réwnies otwarty.

Jezeli W(z) jest funkejq meromorficena w obszarze @, nie redu-|]
kujacq sie do statej, wowezas zbidr W(@) jest réwnie obszarem. a

Pierwsza czedd tego twierdzenia jest bezposrednis konsekwencja
tw.12.1. Czedé druga jest konsekwencja czedci pierwszej, tw.8.5
tego rozdzialu oraz tw.7.1(b) Wstepu.

Nalezy tu zauwazyé, iz tw. 12.2 nie jest prawdziwe dla dowolnyeh funkeyj
cigglyel, jak wskazuje przyklad funkeji w=TW(r--iy)=ux, ktora plaszezyzne
otwarty przeksztalea na linie prosta. Jest natomiast prawdziwe dla dowolnyeh
funkeyj ciaglveh jednoznacznie odwracalnyeh, dowdd jednak wymaga subtel-
niejszych rozwazan topologieznych. N

(12.3) Jezeli funkeja W(z) jest meromorficzna i jednoznacznie odwra-?
calna w zbiorze otwartym @G, wdwezas jej odwricenie Z= W jest |
funkejq meromorficeng w zbiorze otwartym H=W(G); przy tym
jeseli 2o, wo=W(zy), 2oF00 0raz wy==00, to Z'(wy)=1/W'(z).

Dow6d. Przede wszystkim z tw.12.1 wynika natychmiast,
iz jezeli zye@G oraz wy=W(z), wowezas w—>w, Dpocigga za soba
Z(w)—2y=Z(w,). Jezeli wiec ponadto zalozymy, iZ w,==occ oraz
2o == 00, WwoOHwezas

Z(w)—Z(w,) Z(w)—z, N 1
w—w,  W[Z(w)]—W(z) ~ Wiz)’

gdy w—w,, przy ezym W'(z)==0, poniewaz w przeciwnym przy-

padku funkeja W(z) przyjmowalaby swa wartosé w, w punkeie z,
przynajmniej dwukrotnie i, na moey tw.12.1, nie bylaby w oto-
czeniu tego punktu jednoznacznie odwracalna. Jezeli zatem zy==00
oraz wy=W(z,)=4=00, wéwezas funkeja Z(w) jest holomorficzna w w,,
przy czym Z'(w,)=1/W'(z,). Pozostaja wiec co najwyze] jeszeze do
zbadania dwa punkty zbioru H: punkt co oraz punkt, ktéry odpo-
wiada punktowi oo zbioru ¢. Jednak, jak zauwazylismy juz ogdlnie,
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funkeja Z(w) posiada 0z2Dacz0Ng granice 2= 2%(w,) W punkeie wy row-

niez i wtedy, gdy 2,=00 lub ws=00; jest przeto meromorficzna w kaz-
WYy 8 ’ : ’ ' A W

dym punkeie w,eH (por. §6, str. 140), o wiee w catym obszarze H,

7 tw.12.1 i 12.3 wynika natychmiast nastepujace twierdzenie
o lokalnym odwracaniu funkeyj meromorficenych:

(12.4) Funkeja meromorficana w zhiorze otwm‘tg//m, G jest :}'(’(lln_()zo'z,a,ozw,z:(,:
odwracalna w otoczeniu kasdego punliu, w kiorym prayjmuge ,’wm‘:‘”g“
swq jednokrotnie; posiada tedy w (lostatcczw{(e mal@/_m.otoczmm l(;a,'z'dcgo
takiego punktw odwrdeenie, kidre jest réwnied funkejq meromorficeng,.

Jako zastosowanie tw.12.2 podamy jeszceze (,low()(l» nastepuje-
cego twierdzenia, zwanego czesto sasady mawimum  dla funkey;
holomorficenych:

(12.8) Wartosé bezwzgledna funkeji W(z), holomnrﬁ Whej W ()I).s'z.axrz('r G
i nie redukujaeej si¢ do stabej, nie osiqga w Zadnym punkeic tego
obszaru swego kresu gornego.

Dowd6d. Gdyby tunkeja |[W(2)| osiggala swoj kres gormy M
w pewnym punkeie z,e@, woéwezas mieliby§my ]‘)rzefle wsz.ystk:im
M=|W(z)|>0, w przeciwnym bowiem razie funkecja W(z) znikalaby
tozsamogeiowo. Nastepunie, funkecja W(g) nie przyjmowalaby w &
sadnej wartosei postaci 2-W(z,) dla 1>1, co sprzeczne jest jednak
z tym, iz na moey tw.12.2 zbidr W(@&) jest obwarty.

7 licznych zastosowall zagady maximum wskazemy tu naj-
prostsze. Zauwazmy przede wszystkim, iz jezeli funkeja Wojest
ciggla na domknigeiu pewnego obszaru ¢, wowezas DA PEWNO Osigga
maximum swej wartos$ci bezwzglednej na zbiorze G w pewnym
punkeie tego zbioru. Jezeli jednak ponadto funkeja W jest holo-
morfiezna w obszarze @, wdéwezas na mocy tw.12.0 maximum
to nie moze byé osiggniete w zadnym punkcie obszaru, chyba ze.
funkcja redukuje sig do stalej. Zatem:

(12.6) Jeseli funkcja W(z) jest holomorficena w obsgarze G @ ciqgla
na jego domknigciu, wowezas kres gorny wartoder |W(z)| dla ze@ ogig-
gany jest na brzegu obszaru @.

Wynika stad natychmiast twierdzenie nastepujace: _

(12.7) Jedeli ciag {Wa(2)} fumkeyj holomorficemych w obszarse
1 cigglych na domknigeiu obszarw O jest zbicény jednostajnic na
breegu tego obszaru, wiwczas cigg ten jest zbicémy jednostajnic na.
catym obszarze domlnigtym G.
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Dowod. Dla kazdej pary liczb naturalnych p,q maximum wy-
razenia |W,(z)—W,(2)] w obszarze domknigtym & réwne jest, na
mocy tw.12.6, maximum tego wyrazenia na brzegu obszaru G.
Zbiezno$¢ jednostajna ciagu {Wa.(2)} na brzegu obszaru @ po-
cigga wiee za soba zbieinodé jednostajng ciagu na calym obszarze
domknietym G.

CWICZENIA. 1. Niech F(z) bedzie funkeja holomorficzna, nie redu-
kujacy sie do stalej, w obszarze @, zas M liezba nieujemna o nastepujacej
wilasnodei: dla kazdego punktu 2, na brzegu G oraz dla kazdej liczby &0
istnieje takie otoczenie K punktu z, iz |[F(z)| < M-+e, jezeli zeH.G. Wéwezas
[F(z)|< M dla kazdego punktu ze@. (Twierdzenie to jest o tyle ogdlniejsze

od tw.12.6, iz nie wymaga, by funkcja byla okredlona i ciggta na brzegu
obszaru.)

2. Jezeli funkeja F(z) holomorficzna w obszarze G nie znika w zadnym
punkeie tego ohszarn, wéwezas jej warteéé bezwzgledna nie osiaga w zadnym
punkcie obszaru swego minimum, wyjawszy przypadek, gdy funkeja F(z) redukuje
sig do stalej.

3. Czesé rzeczywista funkeji holomorticznej w obszarze nie osigga w zadnym
punkeie tego obszaru swego maximum ani minimum, wyjawszy przypadek, gdy
funkeja dana redukuje sie do stalej.

[Wsk. Oznaczajae dana funkeje przez F(z), rozwazyé funkeje expF(z).]

4. Tw. 12.6 sformulowaé mozna w postaci nastepujacej: Jezeli funkeja
W(2) jest ciagla na zbiorze domknietym F i holomorficzna w jego wnetrzu, wow-
czas maximum jej wartosci bezwzglednej na zbiorze F osiggane jest na hrzegu
tego zbioru. Analogiczne sformutowanie dla tw. 12.7.

[Wsk. Kazdy punkt hrzegowy sktadowej zhioru jest punktem hrzegowym
catego zbioru.)

5. Jezeli {Wn(z)} jest ciagiem funkeyj holomorficznych zhieznym wszedzie
w zbiorze otwartym @, a B jest zbiorem punktéw, w ktérych zadnym otoczenin
ciag {Wa(2)} nie jest zbieiny jednostajnie, wéwezas zbisr B jest domkniety
w G, nigdzie gesty i kazda skladowa domkniecia zbioru B posiada punkty
wspolne z CG.

[Wsk. Por. Wstep, §9, éw.2; Rozdz. II, §7, éw.2.]

6. Jezeli W(z) jest funkeja holomorficzna w obszarze &, nie zawierajacym
punktéw 0 ani co, za$ « jest dowolna liczba 1zeczywista, wowezas, wyjawszy
przypadek, gdy W(z)=C/2", gdzie O jest stals, funkeja |¢|-|W(2)| nie osiaga
swego kresu gérnego w zadnym punkcie obszaru G.

.

7. (a) Funkeje F(t) rzeczywista i skofczong w przedziale otwartym (a,b)
nazywamy wypukle w tym przedziale, jezeli

7 (mlll—l—‘mztg‘ g () 4mo F(ty)
\ oy tmy )\"? My ’
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ilokroé @<ty <ty<b, my 0 1 my -0 (znaczy to, ze dla kaidego podprzedsiain
[t,t,] zaden z punktéw tuku y=I(t), gdzie =ity nie lezy powyzej cigeiwy
tego tuku).

Udowodnié, iz na to, aby funkcja I(f), skoficzona i ciagla w przedziale
otwartym (a,b), byla w tym przedziale wypulkla, konicezne jest i dostateczne,
aby spelniala nastepujacy warunel mamimum: dla kazdego « kres gémy funkeji
P(t)+al na kazdym przedziale [a;,b,] zawartym w (a,b) osiggany jest na jednyin
z krancéw a,,b; tego przedzialu.

(b) Opierajge sie na tym, udowodnié, ze jesli W(z) jest funkeja holomor-
ficzng nie znikajaca tozsamofciowo w piercienin P(0505,04), & M(r) dla ¢, 7 g,
oznacza kres gérny funkeji |W(2)| na okregu C(0;r), wéwezas LogM(r) jest funkejg
wypukta Logr w przedziale otwartym (g, ¢5) (Hadamard: ,,twierdzenie o trzech
kotach*).

§18. Funkcje holomorficzne dwu zmiennych. Jezeli ¢,
i G, s3 dwoma zbiorami otwartymi, wéwezas funkeje dwu zmiennych

F(z,w) nazywany holomorficeng w zbiorze G X Gy (por. Wslep, §13;

Rozdz. I, §1), jezeli funkeja ta jest ciggla na zbiorze Gy Xy i jezeli
dla kazdej wartosel ze @y jest holomorficzna wzgledem w w ¢, oraz
dla kazdej wartodei we@, jest holomorficzna wzgledem 2z w Gy,

Funkeje F(z,w) nazywamy holomorficeng w punkeie (24,10,),
jezeli jest holomorficzna w jakimg¢ otoczeniu dwukolowyny (ob.
Wstep, §13) tego punktu.

Niech F(z,w) bedzie funkeja holomorficznag w iloczynie karte-
zjangkim @ x G, dwu zbioréw otwartyeh nie zawierajgeych punktu oo
i niech 2yeGy, wye@, Niech QC¢; bedzie kwadratem o frodku z,.
W myél tw. 5.5, Rozdz. I1, mamy

1 [FGu .
Fyz,w) = —— /~~(§1~—.)~ dz  dla (2,w)eQ)" < Gy,
. o YD ’ 4 2
me) (3—=)

(13.1)

Wyrazenie podeatkowe jest funkejg ciagly trzech zmiennych:
2, 3 1 w, ktore przebiegaja odpowiednio: wnetrze kwadratu ¢, brzeg
tego kwadratu i zbidr @,; prawa strona wzoru (13.1) jest wiec
funkejg ciagly w Q°X Gy, a jednoczesnie na mocey tw. 5.7, Rozdz. 11,
jest rozniczkowalna wzgledem w w @, dla kazdej warto§ei ze@®
oraz rézniczkowalna wzgledem z w @° dla kazdej wartodei wed,.
Funkeja Fi(z;w) jest tedy holomorficzna w kazdym punkcie
(20,W0) € Gy X Gy, Analogiczny rezultat otrzymujemy oczywieie dla
pochodnej ezastkowej Fy(z,w), a przez indukeje dla pochodnych
czastkowyeh wyzszych rzedéw. Zatem:
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(13.2) Jedeli funkeja F(z,w) jest holomorficene w iloczynic kartezjasi-
skim G X G, dwu zbioréw otwartych nie zewierajqeych punkiu oo,
9"1+HF(2', w)

wdwezas jej wszystkie pochodne ————-
e ew

sq rownic: holomorficzne
w G X Gy

Weimy teraz pod uwage funkcje F(z,w) holomorficzng w pe-
wnym punkeie (zq,,), gdzie w;==co. W my$l tw.5.7 mamy
[==]
(13.3) F(zyw) =2 an(2) (w—wy)",
n=0
gdy punkt zmienny (z,w) przebiega pewne otoczenie dwukolowe
K(2p; 1) X K(wp; 1) punktu (z4,2,). Niech 0<p<ry, 0<p<o<iy i
niech M bedzie kresem gérnym |F(z,w)| dla zeﬁ(zo; 0y) i weXK(wy;p).
Na mocy tw.4.6 spolezynniki a,(z) dane beda przez wzory

[ Few)

(13.4) s — dw
.3:'(7(,' (m__,wo)n 1 ’
14

an(2) ==

gdzie (', oznacza okrag kola X(wg;p), skad (por. wzir (4.3))

(13.5) lan(=)| <M Jo" dla zeK(2;0,).

Jak wynika ze wzoru (13.4), spélezyvnniki an(z) sa na moey
tw. 5.7, Rozdz. II, holomorficzne w X(zg;0,), 2 2ze wzgledu na
oszacowanie (13.5) szereg (13.3) jest hezwzglednie i jednostajnie
zbiezny w otoczeniu dwukotowym K(zg;0,)x K(w,;0,). Odwrotnie,
jezeli w pewnym otoczeniu dwukolowym K(zy;0,) x K(wy;0,) pun-
ktu (24,w,) funkeja F(z,w) rozwija sie na jednostajnie zbieZny
szereg  postaci (13.3) o spélezynnikach a,(z) holomorficznych
w K(zp;0;), wOWezas, jak wynika natychmiast z twierdzenia Weier-
strassa  (Rozdz. I, tw. 6.1), funkeja F(z,w) jest holomorficzna
w K(zg;00) X K(wy; ). Zatem:

(13.6) Na to, aby funkeja F(z,w) byla holomorficzna w punkeie
(2,0 %= 20), konieczne jest i dostatecene, aby w iloczynie kartezjas-
skim K, x K, otoczent punktéw zy i w, funkeja ta rozwijala sie
na szereq jednostajnie 2bieiny postaei (13.3) o spotezynnikach a,(2)
holomorficanyeh w I

Analogiceny warunck otrzymujemy, preestawiajqe znienne z ¢ w.

Twierdzenie to bedzie uzupelnione w Rozdz. IV, §9.

N, Saks i AL Zyomund., Funkeje analityezne. 11
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§ 14. Twierdzenie przygotowawcze Weierstrassa.
W wielu przypadkach badanie dowolnej funkeji holomorficznej
w punkcie (2,w,) sprowadzié mozna do badania funkeji, ktéra
jest wielomianem wzgledem jednej ze zmiennych 2. Redukeja ta
opiera si¢ na nastepujacym wwierdzenin  praygotowawezym (,Vor-
bereitungssatz”) Weierstrassa: .
(14.1) Jezeli funkeja F(z,w) jest holomorficzna i wie znika toisamo-
éeiowo w otoczeniu dwulkotowym KyXx I, punkiu (R, W), gdric =y=00,
wy==00, 4 jedeli F(zy,wo)=0, wéwezas w pewnym otoczenin duwnkolowym
K(2p; 0) X K(wp; ) punktu (29, Wo) fumkecja ta ma postac

(14.2) Bz w)=(—20) [(0—100)" Ay (#) (w—100)" .- A=) |- Fo(y0),

gdzie p ik sq licsbami catkowitymi niewjemnyms, Ai(2), Ao(2), ..., Aw()
funkejami  holomorficenymi  w K(zg;0), #nikajacymi dla  2=2,,
i wreszcie Fy(z,w) funkeje holomorficand, nigdeie nie enikajoeq w
K (203 0) X K(wo3 0)-

Jezeli ponadio funkeja F(2g,w) nie znika to3samoseiowo w olo-
creniu punktu wy, WOWCRAS PO Prawe] stromie rdownodei (14.2) mamy
p=0, zaé k jest kroimosciq pierwiastha w=w, funkeji K(zo,w).

Twierdeenie pozostaje prawdziwe réwnies dla gy=00 lwh wy==00
2 tq tylko rdénica, 14 we wezorze (14.2) zastapic wtedy naledy z—zy orag
w—w, odpowiednio przez 1[z oraz 1/[w.

Dowdd. Mozemy oczywidcie prayjaé (stosujac ewentualnie
podstawienia z=1/3 i w=1/w, jezeli gy=00 lub wy=o0, atho odpo-
wiednie przesunigeia, jezeli 2z, w, sa liczbami skonezonymi), iz
2p=wy=0.

Rozwazymy najpierw przypadek, gdy funkeja J1(0,w) nie znika
tozsamogciowo w otoczenin punktu w==0 i posiada w tym punkeie
pierwiastek k-krotny. Niech QCK, bedzie dostatecznie malym kwa-
dratem o $rodku 0, takim iz funkcja F(0,w) nie posiada w @ pier-
wiastkéw poza punktem w=0. Poniewas funkeja F(2,0), jako
funkoja zmiennej w, dazy jednostajnie na @ do F(0,w), gdy 2—0,
zatem na moey tw.11.1 istnieje kolo K(0;7)CH, takie, iz dla kaz-
dego zeXK(0;r) funkcja F(zw) posiada w ¢ dokladnie & pierwiastkow,
przy czym zaden z nich nie lezy na obwodzie kwadratu ¢. Niech
wi(2), Wa(2), ..., wx(2) Deda tymi pierwiastkami (wypisanymi po byle
razy, ile wynosi ich krotnogé). Wezmy pod uwage wiclomian wzgle-
dem w

Pe,w)=[w—w,(2)|[w—1w,(2)]... [—w(2) | = 20" A, ()" T A ().

icm
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Spolezynniki 44(z), ..., dx(2) tego wielomianu znikaja oezywideie
wraz z plerwiastkami wy(z),...,wx(z) dla 2=0. Pokazemy, iz spél-
czynniki te sg funkcjami holomorficznymi w kole K(0;r). Istotnie,
na mocy tw. 9.2 mamy dla zeK(0;r) oraz j=1,2

«
g dyaen

1 Pz, 0)
0 F(z,w)

Sj(2)=[wy(2)Y +-{wal2)V + ... +wn(z) =

T 2o, dw,

a poniewaz w my$l tw.13.2 funkeja Fu(z,w) jest holomorficzna
w KX K,DK(0;7)x @, przeto na moey tw. 5.7, Rozdz. 11, wszystkie
funkeje Siz) sa holomorficzne w K(0;r). Stad jednak wynika, iz
spélfzzynnikj Ax(2), ..., Ax(2) sa réwniez holomorficzne w kole K(0;7),
Poniewaz na zasadzie znanego twierdzenia algebry o funkejach
symetrycznych wyrazajg sie jako pewne wielomiany?!) wzgledem
funkeyj 8;(z). Wielomian P(z,w) jest wiec tez holomorficzny wzgledem
z w K(0;r).

Niech teraz F\(z,w)=F(z,w)/P(z,w). Dla kazdej wartosci zeX(0;r)
funkeje F(z,w) i P(z,w) posiadaja w kwadracie @ te same pierwiastki,
1 o tej samej krotno$ei. Funkeja Fi(z,20) nie znika tedy nigdzie
w K(0;r)x @ 1 jest holomorficzna wzgledem w wewnatrz @ dla
kazdej wartodei 2¢K(0;r). Pozostaje tylko udowodnié, iz funkeja
Fy(z,w) jest ciagla na zhiorze K(0;r)x @° oraz holomorficzna wzgle-
dem z w kole K(0;r) dla kazdej wartodei we@®. Otéz ze wagledu
na tw.3.3 1 5.7, Rozdz. 11, wynika to natychmiast ze wzoru A

Fzw)=

2 w—w  2i
(@) Q)

1 "Fl(z,m)l ___1_‘/ F(z,m)dw
(w0 —w) P(z,m)’

gdzie zeK(0;7) oraz we@)”, poniewaz P(z,w)==0, gdy 2¢K(0;r) 1 we(Q),
i poniewaz funkeja F(z,w)/P(2,w) jest holomorficzna wzgledem 2
w K(0;r) dla we(Q). ’

Obierajac teraz liczbe o<<r tak, aby K(0;¢)CQ, otrzymujemy
dla punktu (0,0) otoezenie dwukolowe K(0;0)x K(0;p), w ktérym
zachodzi zgdany rozklad funkeji F(z,w).

Mozemy teraz przejsé do przypadku, gdy funkeja F(0,w) znika
tozsamosciowo wzgledem w. W pewnyvm dwukolowym otoezeniu
punktu (0,0) mamy wiec¢ na zasadzie tw.13.6

oo

F(z,0) =1 ta(2)w",
n=0

(14.3)

1) Bezpoiredni dowdd tego twierdzenia podajemy dalej (p. str. 164).
11*
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gdzie ay(z) sg funkejami holomorficznymi w otoczeniu punktu 0,
znikajacymi w tym punkeie. Odrzucajac praypadek, gdy wszystkie
an(z), a wiec zarazem i F(z,w), znikaja tozsamogciowo, oznaczmy
przez =¥ najwyisza potege 2, ktéra jest wspélnym czynnikiem
wszystkich a,(2), i niech ax(2) bedzie pierwszym spolezynnikiem
w rozwinieciu (14.3), ktéry nie znika w punkecie 0 wigeej niz
p-krotnie. Jezeli teraz funkeja @(z,w)=F(z,w)/z" nie znika w punkcie
(0,0), to rozklad F(z,w)=2"®(z,w) jest zadanym rozkladem funkeji
F(z,w) w dwukolowym otoczeniu tego punktu. Jezeli natomiast
D(0,0)=0, woiwezas stosujge do funkeji @(z,w) wynik poprzednio
uzyskany, otrzymujemy dla F(z,w)=2"®(z,w) wzor postaci (14.2).

W rozmmowaniu powyzszym korzystaliSiny z twierdzenia algebry, ktiore
pozwala wyrazi¢ spdlezynniki wielomianu w sposéh  wymierny i calkowity
z pomocy jednorodnych sum poteg pierwiastkow tego wielomianu. Podamy tu
jeden z wielu sposobdéw wyprowadzenia tych wyrazen.

Niech wy,wy,...,w, bedy pierwiastkami wielomianu

Fw)=w"+ ;11 W A "
(w razie istnienia pierwiastkéw wielokrotnych zakladamy, ze kazdy pierwiastek
wystepuje w eiggu {w;} tyle razy, ile wynosi jego krotno$é) i niech
F(w)

(14.4) =" BB
7

Przez przyréwnanie spélezynnikow otrzymujemy .1 I Bﬁ] ) B,‘,j ’1 w, (gdzie

k=1,2,...,n—1; B[(,j): 1), skad, przyjmujac dla symetrii = 1:
Bgf):;ll—;—.l()'wj, B.(zj)=;lz+;ll‘wj—!-;i“wf. B.,(,j)leg—i-.flz‘u'j—iul114’}2 +.~l“w?,
.y Bf{i] =l b, W+ oAy 11“",.‘_2—}—;1071:}’4.

Podstawiajac powyzsze wyrazenia na spolezynniki w tozsanosé (14.4),

znajdziemy
n

" v Fw) _ , s ) s
()= Xm0 S (8l 8y ) 00 (8 g 8 gl

W
J=1

B ECIY BPE I S A

gdzie Sj:zv{—i—...—#u',{ dla j=0,1,2,...

Przyréwnujac tu zuéw spilezynniki po obydwu stronach, mamy
(n—1)d;= 8,1, + 8,4, (n-—-2) A, =8y, +8 4 +8, 1,
— N 1
. “L"—] = 50;.1 n—1 _*.Nl A -2 + ‘e + Slz-—-l 4'/1‘0,

skad, poniewaz Ay=1, 8= n, otrzymujemy kolejno zadane wyragenia na spot-

czynniki A dgyend o owozaloznode od Sy Speea N, g Wyragenie na .l wynika

z kolei z oczywiste] rdwnosei

n
‘ o ‘ , N ey
Syt S+ S, b ebnd = MEGe) - 0,
i1
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(14.6) Jeieli F(zyw) jest funkejq kolomorficeng w  punkeie (20,4)
1 funkeja F(zy,w) posiada w punkeie wy pierwiastek Jednokrotny  (co
w praypadlu wy=oo znaczy, fe Fzgwy)=10 i Fru(zgywy) 7 0), wowezas
dla dostatecanie malej wartodei r>0 istnieje funkeja W(z) holomor-
ficznw w otoczeniu X(zy;r) punktu %y taka, i3 dla zeK(2p;r) i weXK(wy;r)
2wiqeki F(z,w)=0 oraz w=W(z) sq réwnowazine.

Dowdéd. Przyjmujac zy3 00 oraz wy==co i stosujge do funkeji
F(z,w) rozklad (14.2) przy p=01i k=1, stwierdzamy natychmiast, iz
w dostatecznie malym otoczeniu dwukolowym punktu (zy,w,) zwiazek
F(zyw)=0 jest réwhowazny zwiazkowi w—wy+4,(2)=0; a wiee
wystarczy przyjaé W(z)=w,—4,(z). Przypadek, gdy zy=c0 lub
Wy=00, sprowadzamy do rozwazonego przypadku przez zwykle
podstawienia z=1/3, w=1/w.
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