cm

ROZDZIAL II
FUNKCJE HOLOMORFICZNE

§ 1. Pochodna w dziedzinie zespolonej. W rozdziale
poprzednim (§§ 6 i 15) pochodna funkeji zmiennej zespolonej roz-
wazana byta wylgeznie w punktach traktowanych, ze tak powiemy,
indywidualnie. Jednakze znaczenie rézniczkowalnogei w dziedzi-
nie zespolonej staje sie jasne wtedy dopiero, gdy zalozona jest
réZniezkowalnoéé funkeji we wszystkich punktach pewnego ob-
szaru. Wéwezas tez okazuje sie, jak juz wspomniane bylo w § 86,
Rozdz. I, iz rézniczkowalnodé pociazga za sobgy konsekwencje nie-
réwnie silniejsze w dziedzinie zespolonej anizeli w dziedzinie rze-
czywistej.

W celu sprecyzowania tych ogélnych uwag, przyjmiemy przede
wszystkim definieje nastepujace.

Funkeja nazywadé sie bedzie holomorficeng w pewnym punkeie
2,==c0, jezeli posiada pochodng w kazdym punkeie pewnego oto-
czenia punktu z,. Uogdlniajae te definicje na punkt oo, bedziemy
méwili, iz funkeja W(z) jest holomorficena w punkcie oc, jezeli jest
okre§lona w otoczeniu tego punktu i jezeli funkeja W,(2)=W(1/z)
jest holomorficzna w punkeie 0. Funkeja holomorficzna w kazdym
punkeie pewnego zbioru nazywaé sie bedzie holomorficzng na tym
(lub w tym) zbiorze. Funkeja holomorficzna na pewnym zbiorze A
jest tedy okre$lona i holomorficzna w pewnym zbiorze otwartym GDA.

(1.1) Jezeli funkcja W(2) jest holomorficzna w 2biorze otwartym @G
i jeseli wartoci, jakie w tym zbiorze prayjmuje, nalezq do pewnego
ebioru A, na ktdrym holomorficzna jest pewna funkeja F(2), wowezas
funkeja 2tozona F[W(z)] jest rowniez holomorficena w G.

Twierdzenie to wynika natychmiast z reguly réiniczkowania
funkeji ztozonej (Rozdz. I, tw.6.1); W przypadku, gdy G zawiera
punkt oo, stosujemy dla tego punktu przeksztateenie {=1/z.
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7 tej samej reguly rézniczkowania funkeji zlozonej wypro-
wadzimy twierdzenie:

(1.2) Jeseli funkcja W(z) jest holomorficzna w punkeie oo, wiwezas
kasda funmkcjo postaci W(c+z), gdeie ¢ jest siala, jest réwnic holo-
morficena w oo.

Dowé6d. Przyjmujac W,(2)=W(l/z) oraz Wy(z)=W(c-+1/z),
mamy W,(2)=W/[(ce+1)/z]=W,[2/(¢e-+1)] i rézniczkowalnodé fun-
keji Wo(2) w punkeie 2=0 jest konsekwencjg rézniczkowalnogei
funkeyj Wiy(z) oraz z/(cz+1) w tym punkeie.

Wreszcie z twierdzend 5.5 i 6.4 Rozdz. I wynika, iz

(1.8) Jeseli czedei reecaywista i urojona funkeji W(2) posiadajy w has-
dym punkcie zbioru otwartego @, nie zawierajgcego punktu oo, po-
chodne czastkowe wzgledem » @ vy, ciggle © spetniajaee réwnosei Canchy-
Riemamna, wiwezas funkeja W(z) jest holomorficena w @.

Twierdzenie odwrotne jest réwniez prawdziwe (por. dalej § ),
chociaz nie jest bynajmniej oczywiste. Wymaga mianowicie dowodu,
iz kazda funkeja holomorficzna w zbiorze otwartym posiada w tym
zbiorze pochodngy ciagla.

Twierdzenie 1.3 udowodnione zostalo jeszeze przez Cauchy’ego, a od-
wrécenie jego przez Goursata. Jest rzeczg godng uwagi, ze twierdzenie to hez
zalozenia ciaglosei pochodnych czgstkowych (przy zalozeniu tylko cigglodei samej
funkeji W(z)) jest duzo glebsze i wiele préb udowodnienia go w tej postaci
opieralo sig na falszywyeh rozumowaniach. Zostalo ono dowiedzione dopiero
w ubieglym dziesiecioleciu przez Loomana (kidrego dowéd tez nie byl pozba-
wiony pewnych luk) i Mienszowa. Dowdd opiera sig na subtelniejszych metodach
teorii funkey] rzeczywistych i nie moze byé podany w tej ksigzee. Czytelnik
znajdzie go w monografii Miefiszowa (Menchoffa), cytowanej na str. 56.

W rozdziale poprzednim (§§ 7 i 8) rozwazaliémy juz funkcje
holomorficzne w calej plaszezyZnie otwartej: funkeje wyktadnicza
oraz funkcje trygonometryczne cos i sin. Udowodnili§my dalej
(Rozdz. I, tw.11.3), iz kazda galgZ logz w zbiorze otwartym jest
funkeja holomorficzng w tym zbiorze. Wyznaczone zostaly przy
tym pewne obszary, w ktérych istnieje galg# loge. Jako wniosek
2 tw.11.1, Rozdz. I, zanotujemy tu twierdzenie nastepujace: W kas-
dym kole nie zaw'iemj@cym punkitu 0 ani oo istnieje gatqé holomorficena
logz. Istotnie, jezeli K(a;r) jest takim kolem, wowezas gpostrze-
gamy odrazu, iz kolo to lezy w obszarze, ktory ()leymujumy, ugu-
wajac z plaszezyzny otwartej pélprosta z—««at (gdzie t20), 1 w ktorym
galaZ loge istnieje na zasadzie wspomnianego tw. 11.1, Rozdz. I.
Wyprowadzimy stad nastepujace uogblnienie tw. 11.3, Rozdz. L:
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(1.4) Jezeli dla funkeji W(z) holomorficznej w zbiorze otwartym G
istnieje galad logW(z) w G, wowezas galas ta jest holomorficena w G
% pochodna jej réwna jest W'(2)/W(z) w kazdym punkecie s==co zbioru G.

Dowéd. Niech T'(2) bedzie galezia logW(z) w G. Niech z,-

bedzie dowolnym punktem zbioru & i niech K bedzie kolem o §rodku
W(z,) i promieniu |W(z,)| (mamy |W(z,)|>0, poniewaz z zalozenia
log W(z,) istnieje). Kolo to nie zawiera oczywiscie ani punktu 0
ani co. Oznaczmy przez H otoezenie punktu z, o promieniu dosta-
tecznie malym na to, aby W(z)e K dla kazdego z¢ H.

Oznaczajac teraz przez IL(z) dowolna galaz logz w kole K,
stwierdzamy natychmiast, iz funkeja ztozona L[W(z)], holomor-
fiezna w kole H (por. tw. 1.1), jest w tym kole galezia log W(z).
Na moey tw.11.2, Rozdz. I, funkeja T(2) rézni sie wiec co najwyzej
o stalg od funkeji L{W(2)] w kole H i przeto jest réwniez holomor-
fiezna w tym kole, a w szezegélnogei w punkeie z,. Nadto, na moey
tw.11.3, Rozdz. I, T'(24)=LTW(ze)]- W' (20)=W'(20)/ W(2,), 0ile zy=Fo0.
Twierdzenie 1.4 jest w ten sposéb udowodnione, poniewaz z, jest
dowolnym punktem zbioru G.

Jezeli W(z) posiada pochodnag w pewnym punkcie z,, wowezas
wyrazenie W'(z))/W(z,) nazywa sie pochodng logarytmiczng funkeji W
w punkeie z,. Nazwa ta jest oczywidcie zwigzana z tw. 1.4.

CGWICZENIE. 1. Jezeli w zbiorze otwartym istnieje galaZ funkeji are tgz
lub arcsinz, to galezie te sa funkejami holomorficznymi. Pochodnymi ich sg
odpowiednio funkeja 1/(1-+22) oraz jedna z gatezi funkeji 1/V1—2% (por. Rozdz. I,
§ 10, éw. 1, 2).

§ 2. Funkcja pierwotna. Jezeli funkeja zespolona W(z)
jest w kazdym punkeie zbioru otwartego G pochodng pewnej fun-
keji T(z), wowezas T(z) nazywa sie funkejq pierwotng funkeji W(z).

Podamy warunek oparty na definicji calki krzywoliniowej,
konieczny i dostateczny na to, aby funkeja ciggla w pewnym zbiorze
otwartym posiadala w tym zbiorze funkeje pierwotna. Udowodnimy
w tym celu przede wszystkim twierdzenie nastepujace:

(2.1) Jeseli funkeja T(2) jest w zbiorze otwartym G funkejq pierwoing '

funkeji ciaglej W(2), wiwezas dla kadej pary PUNKLOW 23,2, G 4 kad-

dej krsywej regularnej C:

gdzie a<t<bh, z=cla), 2.=2D),

z=2(t),
zachodei réwnodd
[ W(2) do=T(zo)—T(z)-

¢

taczqeej te punkty w G,

S. Suks i A. Zygmund. Funkeje analityezne. 7
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Dowéd. Niech F(t)="T[2(t)] dla a<t<h. Przedzial [a,b] mozemy
rozbié na skorezong ilo§é podprzedzialdéw [ao, a1l, [a1, ]y uey [a,,. "*"“."]
(gdzie a=a,, b=an) tak, by w kazdym z nich flllllk(}.j & ’z(t) posiadata

_pochodng ciggly. W kazdym tedy z tyeh podprzedzialéw pochodna

F'(t)=T[a(t)]-#'(t)=W[a()]-2'(t)

istnieje 1 jest ciagla (na kraficach przedzialéw [an ar+1] TozZzwazamy
oczywidcie tylko. pochodne jednostronne z odpowiednich stron).
Ziatem.:

Wan! ‘ .
[ Wla(t)]e' () B=F(anpr) —Flar),  gdeic b=0,1,..,n—1,

G

skad (por. rozdz. I. tw.17.6)
b n—1
/ W(2) de= / WEa(t))o' (1) dt= D [Bla) —Flw)] =
¢ a Rz
=F(b)—F(a)=T(2) — T'(#).

7 udowodnionego twierdzenia 2.1 wynika w szczegélnosei, iz gdy
funkeja ciagla posiada w zbiorze otwartym G funkcje pierwotng,
wowezas calka jej znika wzdluz kazdej krzywej regularnej zamknie-
tej, przebiegajacej w @ Udowodnimy, iz odwrotnie, jezeli calka
krzywoliniowa funkcji cigglej w zbiorze otwartym & znika wzdluz
kazdej krzywej regularnej zamknietej (lub choéby tylko wzdluz
kazdej lamanej zamknietej), wéwcezas funkeja ta posiada w @ fun-
keje pierwotng. Mozemy przy tym zalozyé odrazu, iz G jest obsza-
rem, poniewaz w przeciwnym razie mogliby$my okredlaé poszu-
kiwang funkeje pierwotna w kazdej skiadowej zbioru G z osobna.

Niech wiec o bedzie dowolnym punktem obszaru &. Oznaczmy
dla kazdego punktu ze¢@ przez T(z) wartodd catki krzywoliniowej
funkeji W(z) wzdluz dowolnej linii lamanej, laczacej w @ punkt z
z punktem a. Funkeja ta jest jednoznacznie okreglona, t.j. rozwa-
zana catka nie zalezy od wyboru tej lamanej. W samej rzecsy,
jezeli C,1C, sy dwiema lamanymi, przebiegajacymi w G miedzy
ta samg parg punktdw, wowozas krzywa O;-4-(—(C,) jost Iamang
zamknigtg (por. Wstep, §12) i w mysl zalozenia

[ V(&) de—[W(e) de= [ W() de+ | Wie) de= [ W(2) da==0.

¢, Cy C, () Crt(- )
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Niech teraz 3, bedzie dowolnym punktem obszaru G i niech,
dla kazdego r>0, &(r) oznacza gérny kres wartodei bezwzglednych
[W(2)—W(30)l, gdy 2eG i [e—3l<<r.

Niech C bedzie dowolng linig lamana, taczaca w G punkty aisz,,
za§ 3 dowolnym punktem pewnego kola K(34;7) © promieniu
dostatecznie matym na to, by K(3y;7)CG. Wowezas: :

T(30)=[W(z)de,  T(3)=[Wie) dz,
4

é+[5r.5]
skad
T(3)—T(30)= | W(z) de= [[W(2)—W(35)] de+ [ Wi(3,) de=
[30,3] 130,3) [30,3]
= W(30)-(3—30)+ | [W(2)—W (30)] de.
[30.:3]

Zatem (por. Rozdz. I, (17.10)):

(W)~ W(30)1d]
IT(E)_T@__ l_fl&is/x
W) =<l

& poniewaz, ze wzgledu na ciaglo$é funkeji W(z), () dazy do zera
wraz z r, funkcja T'(z) posiada w punkcie 3, pochodng réwng W(3,)-
Otrzymujemy tedy twierdzenie nastepujgce:

(2.2) Na to, aby funkejo ciagla w zbiorze otwariym G posiadate w @
funkeje pierwotng, koniecane jest i wystarcza, aby catka jej znikata
wedtuz kazdej krzywej regularnej zamknigtej, przebiegajace] w G-

Z tw. 2.1 wynika dalej, iz:

(2.3) Na to, aby funkeja T(z) byla stata w obszarze G, koniecane jest
i dostateczne, by posiadala w tym obszarze pochodng réuwng todsamoseiowo
zerw (jezell wige dwie funkeje holomorficane w obszarze @ posiadaje
w tym obszarze pochodne réwne, wowezas rézmiq sie co najwysej o statg).

Ogdlniej: na to, aby funkecja byla w obszarze G wielomianem
stopnia mniejszego nii n, konieczne jest 4 wystarcza, aby posiadata
w tym obszarze w-tq pochodng réwng zeru.

Dowé6d. Koniecznodé warunku czesei pierwszej twierdzenia
jest oczywista. W celu udowodnienia dostatecznodci tego wa-
runku, zalézmy, iz dla funkeji 7'(2) holomorficznej w obszarze &
mamy tozsamoseciowo T'(z)=0. Funkecja T(2) jest wiec funkeja
pierwotng zera, a poniewaz kazde dwa punkty 2, oraz 2, obszaru ¢
mozemy potacezyé w tym obszarze krzywa regularng (nawet lamang,

Ed
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por. Wstep, tw.9.5), przeto na mocy tw. 2.1 mamy ,T(z.a)::.—,T('zl)
dla kazdej pary punktéw 2,2, obszaru. Funkeja T(=) jest wige

stala w G. . o . '
Oze$é druga twierdzenia wynika natychmiast z pierwszej przes

indukeje.

Poniewaz kazdy jednomian 2", gdzie m jest liczby calkowity dodatniy,
posiada funkeje pierwotng, zatem rz” de=0 wzdluz kazdej krzywej regularnej

¢ oo . .
zamknietej ¢. Poniewaz dalej kaidy szereg funkeyj jednostajnie zbieiny na
krzywe] moZemy na krzywej tej calkowaé wyraz za wyrazem, przoto mamy
takze f F(z) de=0 dla kazdej funkeji F(2), ktidra jest sumy szeregu potegowego

C

zhieinego niemal jednostajnie w catej plaszezyZnie. I!‘uu]hc(e‘jﬂ,mi takimi (por.
rozdz. I, §§ 7, 8) sa np. funkeja wykladnicza exps, funkejo trygmunmﬂ;'ryu.'/,uo
cosz, sine it.d. W rozdz. IV (§ 3) udowodnimy ogélnie, iz jezeli funkeja jost
holomorficzna w obszarze jednospdinym, to calka jej znika wadhui kazdej krzy-
wej regularnej zamknigtej, przebiegajacej w tym obszarze.

Rozwazanie calek krzywoliniowych prowadzi czesto do wyzunaczenin war-
tosei pewnych calek rzeczywistych. Obliczanie calek rzeczywistycl ‘lnp metiodsy,
bylo jednym z pierwszych zastosowail teorii flll)]{(jlyujc zospolonycl, ,If,l:l' pray-
ktadu podamy tu obliczenie t.zw. calek Iresncla fcos(tg) dt - oraz .|'Hiu(t‘-‘) dt,

) 0
nawiazujac do rozwazania catki krzywoliniowej funkeji exp(—-22).

Oznaczajac przez (p luk okregu z=Rexpi#, gdzie 0L bsin/d, wokmy
pod uwage krzywa zamknieta (p. rysunek), zloionag z tego hiku oraz dwu
odeinkéw: [0, R]+ Cp+ [Rexp(ni/4),0]. Poniewaz
Y (o 1)11 z‘.!n

1
funkeja exp(—=2?) jest sumay szeregu 2 (

n! ’

R explri/4)
/

{2.4) [exp(—zz) o= /Iexp(—zz)dz+ /exp(—-—zﬁ)dz. 0 R
[0, R exp (wri/4)] [0.R] Cr

n
zbieznego niemal jednostajnie w calej plaszezyZnie
otwartej, catka jej znika wazdluz tej krzywej.
Mamy zatem:

Podstawiajac 2=texp(nif4) w calce po stronie lewej tej réwnofci, mo-
zemy catke te napisaé w postaci
R R
/exp[—tzexp(niﬂ)]-exp(ni/tl) db==exp(ni/d) . / exp(-—1it?) di.

0 0
Dalej, pierwsza calka po stronie prawej wzoru (2.4) moze byé uapisana
R

jako f exp(~—iz) di. Wreszcie, podstawiajac 2==TRexpit w ostatniej ecalee tego
0

wzoru, znajdujemy "
(2.5) / exp(—=a?) de==1ik- / .GX],J[——Raexp 2011 exp it dt.
, . J

Cr
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Mamy |exp[—R?exp 2it]- expit|=|exp[—R2(cos 2t -+ isin 21)]l=exp(~ R2cos 2f).
0t6z, sin2t>>1 w przedziale [0,7/4] zmiennej ¢ i przeto z uwagi na (2.5)

. ni’4 ntid a4
l /exp (—=22) dz‘\<R/ exp (—R2cos 2t)di=R /exp(—stx’n 2t) dtsR/e_R"‘dt<%,
¢ 'R 0 0 0
skad wynika, ze catka (2.5) dazy do zera, gdy B—+oo. Zwasywszy wiee, ze wedle
—+oa

wzoru znanego z analizy rzeczywistej f exp(—t?) dt=1/, |z, otrzymujemy, prze-
0

+oo
chodzae w (2.4) do granicy wraz z R—>—+co, exp(zijd)- [exp(—it?) dt =1, )7, t.j.
0
oo .
[ Teos(t2) —isin()1dt =/, 7 exp(—rifd)= ) 778+ (1—).
J

Przyréwnujac czesei rzeczywiste i urojone obydwu stron, mamy

[ cos(e) at= / sin(#?) di= 7J8.
0 0

Uzupelnimy tu jeszcze tw. 1.4 w spbséb nastepujacy:

(2.6) Jezeli W(z) jest funkejq skornczong w zbiorze olwartym G nie
zawierajqeym punktu oo, wiwczas na to, aby istniata w tym zbiorze
gatai holomorficzna log W(z), konieczne jest i wystarcza, aby funkecjo
W(z) byla holomorficena i wszedeie réina od 0 w zbiorze @ oraz by
jej pochodna logarytmiczna W'(z)/W(z) posiadata funkcje pierwotng
w @ (lub, co jest rdwnowaine, by calka krzywoliniowa tej pochodnej
antkata wadluz kaidej kraywej zamknietej reqularnej preaebiegajqeej w @ ).

Dowéd. Mozemy przyjaé, iz zbiér G jest obszarem. W prze-
ciwnym razie rozwazalibyimy funkeje W(z) w kazdej ze sklado-
wych zbioru G oddzielnie.

Jezeli funkeja holomorficzna L(z) jest galezia log W(z) w @, wow-
czas mamy W(z)=expL(z). Funkeja W(z) jest wiec holomorfiezna,
nie znika nigdzie w ¢ i na mocy tw. 1.4 mamy L'(z)=W'(z)/W().

Zalozmy z kolei, odwrotnie, iz funkeja W(z) jest holomor-
fiezna i nigdzie nie znika w @ oraz iz istnieje pewna funkeja holo-
morficzna F(z) w @ taka, iz

(2.7) F'(z)=W'(z)W(2).

Niech @(z)=TWW(z)/expF(z). Rozniczkujac, otrzymujemy z uwagi
na (2.7)
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@'(2)=[W'(z) —W(2)- F'(2)] expF() ==
skad wynika na mocy tw. 2.3, iz W obszarze (f
2)Jexp ()= P(2)=C,

gdzie (' jest stala r6zna od zera. Przyjmujac wige Fy(2)==1(z)+ Log ¢,
bedziemy mieli expF,(z)=(-expF(z)=W(2), co znacay, iz funkcja
holomorficzna Fy(2) jest galezig log W(z) w obszarze ¢.

CWICZENTIA. 1. Jezeli czeéé rzeczywista funkeji holomorficznej w obsza-
rze @ jest stala, wowczas funkeja jest rdwniez stala.

2. Jezeli wartosé bezwzgledna funkeji W(z) holomorticznej w obszarse ¢f
jest stala, wowezas funkeja jest réwnies stata w @

[Wsk. Obliczyé pochodny funkeji [W(2)|%]

3. Jezeli O jest dowolng krzywa regularnag, nie przochodagey praes punkt 0,

wéwezas %rf Logb—Loga (mod 224), gdzie «ib oznaczajy odpowiednio po-
czatek i komec krzywej C (jezeli w1qc krzywa O jost zamkuigba, to '52”];“’ / dz
wi,) #

jest liczba catkowity). ;
Ogdlniej, jezeli W(z) jest funkeja holomorfiezny i nigdzie nie znikajacy

na O, to () dz = Log W(b)—LogW(a) (mod 2xi).
o W(@)
4. Wyznaczyé wartodé parametru a, dla ktdrej calka funkeji F(z)-= (%— - ;{)c"

znika wzdtuz kaidej krzywej regularnej zamknietej, nie przechodzgeej przoz
punkt 0. Wyznaczyé dla tej wartofel o funkeje pierwotng funkeji F(z) (jako
sumeg szeregu pobegowego).

0o
5. Udowodnié, iz warto$é calki ra“‘("‘l‘"’yrlm, gdzie a jest liczhy rzeczy-

wisty, nie zalezy od a. ©
~co
Opierajac sig na wzorze (¢™"di=|n, wyprowadzié stad wzér
. —_—
+’oo
/e"t2 cos2ly di= |z e~
—c0

) .[ Wsk. Rozwazyé catle funkeji ™% wadtuz obwodn prostokata [—~I, I;0,a]
iprzejéé do graniey, gdy R—»--oco0; zauwazyé, iz wowezas calki funkeji ¢~ wadiuz
bokéw réwnolegtych do osi y daza do 0.]

oo
6. Obliczyé catke / S‘?(Z&.
& | dt
[Wsk. Catke te moina napisaé w postaci lim 2/ oxp il -1 dl;  Tunkeja
koo 2, [

icm
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[expiz—1]/z jest sumgy szeregu potegowego niemal jednostajnie zbieznego w calej
plaszezysnie otwartej, a wiec calka jej znika wzdluz kazdej krzywej zamknietej;
ca.lku.}emy te funkeje wzdluz krzywej. zamknigtej, utworzonej z pdtokregu
=Re, gdzie 0<<o<n, oraz ze frednicy tego pélokregu; nastepnie przecho-
dzuny do granicy, gdy R—-tco.]
7. Obliczyé calki:

o0
/A 10080 1+ A,c08a5t+ ... dpcosant di
0 £

—+oo

/’Al sina -+ A, sinayt+ ...+ dnsinant i
§ ¢ ’

gdzie ay,a,....,an sg liczbami rzeczywistymi dodatnimi i 41+ ds4...4+4a=0
w przypadku pierwszej catki, za§ a,d,+ asd,+ ...+ andn=0 w przypadku
drugiej.
[Wsk. Por. rozdz. I, § 18, éw. 4.]
8. Pokazaé, ze
—|—oo

sina,t sina t sina,t si
/ tl ; L — 8. cosb t-cosbyt-...-CO8bmt- n;at

(ltzén'alag..;an,
0
gdzie  ay,Qy, ..y Gn, Dyabygyeensbm, 0 sa liczbami rzeczywistymi, przy czym
a>ay|+|a.)+ ..._—Han]+ [by}+1ba|+ eeet{bm]
{Stérmer; Whittaker i Watson).
[Wsk. Caltke dana napisaé mozna w postaci
—J‘—co
(*) _1_ sina,t sina,t
%, T T 1

—0a

it
+co8b,t ... cos bmt-T dt,

o0 —
rozumiejge tu catke niewladeiwg f jako Hm [ f—}- f ] zauwazyé, ze wyrazenie
i £-50, R->00

O —

pod znakiem catki () moze byé przedstawione jako F(t)—,— @3-02-...~anft, gdzie F(t)
jest sumg, szeregu potegowego niemal jednostajnie zbieznego w catej plaszezyZnie.]

§8. Réiniczkowanie calki wzgle¢dem parametru ze-
spolonego. Zastosujemy twierdzenie 1.3 do rozszerzenia na dzie-
dzine zespolony twierdzenia o rézniczkowaniu catki wzgledem para-
metru (por. Rozdz. I, § 1).

(3.1) Jezeli W(z,t) jest funkeja ciagta dwu zmiennych: zespolonej z,
przebiegajacej zbidr otwarty @, @ rzeczywiste] t, preebiegajacej przedziak
[a,b] (t.§. jeseli funkeja W(z,%) jest ciagla na zbiorze GX[a,b]),
wiwezas funkeja
b
F(2)=| W(z1)dt
a
jest ciggta w zbiorze G.
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Jezeli ponadto funkeja W(z,t) posiada w kazdym punkeie ze
pochodna czastkowq Wi(z,1) ciagly wegledem obydww emiennych 2 i i,
wowezas funkeja F(2) jest holomorficena w G, pray ceym

b
= [ Wi(z,1) dt.
a

Dowoéd. Pierwsza czedé twierdzenin wynika natyehmiagt
z tw. 1.4 Rozdz. I. W celu udowodnienia czedei drugiej stwierdzamy,
przyjmujae, jak zwykle, s=w+-iy, iz z istnienia i cigglodei po-
chodnej W;(z,t) wynika istnienie i cigglod§d pochodnyech czgstkowych
Wi(e1) 1 Wy(z,t), speliajaeych réwnania Cauchy-Riemanna; piszge
te réwnania w postaci zespolonej, mary

(8.2) Wi(2,t)=—1iWy(2,1)=Wi(z,1).

Na mocy twierdzenia 1.5 Rozdz. I o rézniczkowalnodei calki
wigledem parametru rzeczywistego funkeja 7(z) posiada pochodne
czastkowe wzgledem « i 4 ciggle w ¢, przy czym

b

b
F(e)= | Wile,t) dt=—i [ W(z,1)dt=—iT(2).
a a

Pochodne te spelniaja wiee réwnania Oauchy-Riemanna. Fun-
keja F(z) jest przeto holomorficzna w &, a na mocy (3.2)

b 4
() =Ti(2)= [ Wi(2,1) di= [ Wi(2,1) dt.

a
Tw. 3.1 przenosi sie na calki krzywoliniowe:
(3?.3) Jezeli W(z,3) jest funkejg ciggl smiennych z i 3, gdy = pree-
biega pewien zbz’ov otwarty G, a 3 kreywg regularng (!, wiw-
czas funkcje H(z / W(z,3 d3 jest ciqgla w G. Jeseli pmadio fun-

keja Wi(z,3) posmdm pochodng czqstkowq Wi(z,3) ciqgla ws 2gledem
obydwu zmiennych (ze@, 3¢0), wéweczas funkeja H(2) jest holo-
morficzna w G i jej pochodna jest okreslona preeg waor

H’(z)zg/ Wi(z,3) 3.

Dowéd. Piszge réwnanie krzywej (' w postaci 3e=3(t) (gduie
a<t<h), bedziemy mieli (por. Rozdz, I, tw. 17.6) k

/vsm 13°(t) dt,

(l'
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przy czym przedziat [a,b] mozemy rozbié na skonezona ilogé pod-
przedzialéw w taki sposéb, by w kazdym z nich pochodna 3'(f)
byla ciagla. Tw. 3.3 sprowadza sie tedy bezposrednio do tw. 3.1.

Podkresflimy jeszeze, ze wzgledu na dalsze zastosowania, na-
stepujacy przypadek szczegdlny twierdzenia 3.3:

(3.4) Jezeli p(3) jest fumkejq ciagla na krzywe] mgulame]‘ C, ak do-
(N)_ "p(3)

(3—2)"
holomorficena w catej plaszezysmie otwartej poza krzywq C, prey czym

()
=k / T d3.

wolng licebg calkowilq, wiwczas funkeja » @3 jest

§ 4. Twierdzenie Cauchy’ego dla prostokata. Tworca
teorii funkeyj holomorficznyeh, August Cauchy, oparl ja na na-
stepujacym twierdzeniu, znanym pod nazwg twierdzenia Cau-
chy’ego o calce krzywoliniowej: jezeli funkeja W(z) jest
ciggla w obszarze domknigtym H, ograniczonym przez krzywa
regularng zamkniety €, i holomorficzna w jego wnetrzu, wowezas
catka je] wzdluz krzywej € jest réwna zeru. Z twierdzenia tego
wyprowadzil Cauchy wzor '

Wie)=5s 1 (W@R)

P ~— %3

speliony dla kazdego punktu wewnetrznego obszaru H przy tych
samych c¢o poprzednio zalozeniach, dotyezacych funkeji W(z),
obszaru H i krzywej (. Do wzoru tego, ktéry nosi nazwe wzoru
Cauchy’ego, teoria funkecyj holomorficznych nawiazuje podsta-
wowe swe wyniki, a w szczegdlnodei twierdzenie o wielokrotnej
rézniezkowalnodei funkeji holomorficznej. Zasadnicza idea budowy
teorii pozostala tu bodaj nietknieta od ezaséw Cauchy’ego. Pewien
jednak wazny szczegél dowodu twierdzenia Cauchy’ego zostat
uzupelniony przez Goursata. Mianowicie, w dowodzie swego twier-
dzenia Cauchy, rozbijajac funkeje W(z) jak roéwniez jej caltke
wzdluz krzywej ¢ na czedei rzeczywisty i urojona, zakladal ciag-
lo§¢ pochodnej W'(z). Goursat zastapil dowéd Cauchy’ego innym
rozumowaniem, ktore nie wymagalo juz wyodrebnienia rzeczywiste]j
i urojonej czefei funkeji W(z) i, co wazniejsza, pozwolilo nusunaé

zalozenie ciaglodei pochodnej tej funkeji. W ten sposéb, zalozenie toj]
usuniete zostalo nie tylko z dowodu twierdzenia Cauchy’ego, aleiz de-|

finicji funkeji holomorficznej: cigglo§é pochodnej funkeji zespolonej |

okazala sie konsekwencja juz samego istnienia tej pochodnej.

v
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Nalezy zauwazyé, iz dowod twierdzenia Cauchy’ego w cale] ogdélnokei
wymaga subtelniejszych rozwazall z zakresu topologii i teorii funkeyj rzocezy.
wistych. Kwestie te pominigte byly zaréwno przez Cauchy’ego jak przez Gour-
sata; réwnies w wiekszo$ei spélezesnych podreeanikéw teorii funkeyj jozoli nawet
twierdzenie Cauchy’ego jest formutowane ogdlnie, to elementy topologiczne
dowodu nie sa nalezycie uwzglednione. Bo tes w prakiyce twierdzonio Cau-
‘chy’ego jest stosowane zazwyczaj tylko w talieh przypadkach, gdy trudnofiei
topologicanych w gruncie rzeczy nie ma. W szezegdlnobei, w rozdziale tym hg-
dziemy mogli sig ograniczyé do rozwazania calek krazywoliniowych wylacanie
wzdluz obwodéw prostokatéw i sformutowaé twierdzenie w odpowiednio waskie]
formie. Inne warianty twierdzenia i wzorn Cauchy’ego podamy w Rozdz, IV.

Ogdlne sformulowanie- twierdzenia Cauchy’ego jost niewatpliwie intere-
sujace samo przez sie, wykracza jednak poza ramy tej keigiki. Wyczorpujaey
i elementarng, dyskusje tego tematu w praypadku krzywyeh regularnych znajdzie
czytelnik w ksiazce: W. F. Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie, wyd. 5, t.1,
Leipzig 1928; praypadek catkiem ogélny (dowolne krzywe prostowalne) rozwa-
zany jest w pracach, ktére korzystajy juz z glebszych wynikéw teorii funkeyj
(rzeczywistych i zespolonych).

(4.1) Jezeli W(2) jest funkejq holomorficena na progtokacie Is=[e,,ay;0,,b,],
to ‘
/ W(z) de=\0.
M
Dowdd. Niech, dla krétkodei, -|

dz) Podzielmy prosto-
(1)

kat I na cztery réwne prostokaty, podobne do I. Poniewaz calka

funkeji W{(z) wzdluz obwodu prostokata I réwna jest sumie catek
wzdtuz obwodéw tych czterech prostokatéw, przeto dla jednego
z nich przynajmniej — oznaczymy go przez I, — bedziemy mieli

‘ k -
/ W(z) dz'l 21. Prostokat I, dzielimy znéw na eztery rdwie prosto-
el
katy, i znéw dla jednego z nich —ktéry oznaczymy przez I,— be-

/W ds|>

]
otrzymamy cigg zst@pu]&yoy prostokatéw I, o bokach odpoww—
dnio réwnyeh (@y—a,)[2" 1 (by—Dby)/2", przy czym

dziemy mieli

k
= T Postepujge w ten sam sposdb dalej,

(4.2) / W(e) de

o)

k
>Z dla n=1,2,...

icm
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Niech z, bedzie punktem wspélnym tych prostokatéw i niech
W(z)—W(z,)

po— —W'(z)-

&(z)=
Bedziemy mieli
{4.3) - W(2)=W(zy)+W'(20) (2 —20) + (2—2) - £(2),

przy czym g(z)—>0 dla z—»z, Oznaczmy przez &, kres gorny le(z)|
dla zeI,. Wowezas (por. Rozdz. I, (17.10))

"/A(z—-zo)-s(z) dz

(e%)
poniewaz |¢—#g| nie przewyzsza dla ze(l,) dtugosei przekatni prosto-
kata I, a wiec i liczby [(ag—ay)-+(by—by))/2". Z drugiej strony,
wyrazenie W(z,)4-W'(zo)(z2—2), jako funkcja liniowa zmiennej z,
posiada funkeje pierwotng i w mysl tw. 2.2 catka jego wzdluz ob-
wodu prostokata I, jest réwna zeru. Otrzymujemy tedy z (4.2),
(4.3) 1 (+.4)

7",\\]W< 2

HSR

(44) [(a9“a1)+(b2—b )]

—a1)+ (b2-—b1)]2,

*1/‘“ o) | < o

Il)
a wiee k<2éen(ay—a;+ bg—bl)“. Poniewaz za§ e,—>0 wraz z n—o0,
zatem k=0, co nalezato udo-

wodnid. I t I‘L I ! ‘, »i
TUdowodnione tw. 4.1 sfor- - 7 , !

mulujemy jeszeze W postaci | it i |

nieco ogdlniejszej, ktora nazy- | I

wad bedziemy twicrdzeniem Cou- | b | |

chy’ego dla wlkladu prostokatow.
(4.5) Jezeli I1,Is,...,I, jest uktadem prostokatow rozlacznych, zawar-
tych wewnatrz prostokata I, a W(2) funkcjq holomorficzna na zbiorze
domknietym I—(I7+15+. .+If,), wiwezas
{4.6) / W(z)d

& i

Dowoéd. Przedluzajge np. réwnolegle do osi y boki prosto-

/ W(z) de.

katéw I; (p. rysunek), mozemy podzieli¢ figure I WZI, na skon-

czona ilo§é nie zachodzacych na siebie lJlostokatém' J1, 2, ey s
Bedziemy mieli wowezas:
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8 . n "
Y - Ul .
f Wie) o=, / W) de+ D, / Wie) de.
@ =1 P J=1 )

Poniewaz jednak funkeja W(z) jest holomorficzna na kazdym,
z prostokatéw Jj, zatem calka jej znika wzdluz obwodu kazdego
7 nich i otrzymujemy wzdr (4.6).

7 tw. 4.5 wyprowadzimy uogélnienie wzoru (18.5) Rozdz. 1.
Niech z bedzie dowolnym punktem wewnetrznym prostokagta I,
a QCI° kwadratem o §rodku z. Funkeja 1/(z—=) jest holomorficzna
wagledem 3 na I—@° i w my§l wzoru (18.5), Rozdz. 1, oraz tw.4.5

A _ (3 _y
3—2 ) 3—=

n (@)

T0%s

Jezeli natomiast punkt z lezy zewnatrz I, wowoezas L1/(3-—z)
jest funkeja holomorficzng zmiennej 3 na calym prostokaeie I i na
mocy tw. 4.1 calka jej znika wzdluz obwodu tego prostokagta.
W rezultacie dla kazdego prostokata I

L7 1 d3 | 1, jeseli zel®,

(£.7) o | T T .
T | 0, jezeli zeCL.

§5. Wzér Cauchy’ego dla ukladu prostokatéw. Niech

I, Is,..., I, bedzie ukladem prostokatéw rozlyeznych, zawartych

wewnatrz prostokata I, i niech W(z) bedzie funkeja holomorficzng,

na zbiorze domknietym R=I—2>I. Wyprowadzimy wzor, ktory

Y . .. J A
wyraza warto§eli funkeji W(z) wewngtrz figury R przez wartodel
tej funkeji na brzegu tej figury.

Niech w tym celu z bedzie dowolnie wustalonym punktem
Wew?lfgtrznym figury R, a @, kwadratem o §rodku 2 i boku o dlu-
gofel v; przyjmiemy, iz liezba r jest dostatecznie mala, by kwadrat
Q. lezal wewnatrz R.

. WE—W() .
Funkeja —“35?(_2 jest tedy funkeja helomorficzng zmien-

nej 3 na figurze .R—~Q§3=1-%;YI_}’~Q}? i w mysl twierdzenia Cau-
chy’ego dla ukladu prostokatéw (tw. 4.5)
"W(3)—W(2) v(W(E) —W(z W /

3—= 2

2 Jap (@)

W my§l wzoru (4.7) mamy:

icm
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WiE)—W(z "W d
j SS—Z ( )dg :/;_%,Z dz—W(z)- f%:a—,xfz%) d3—2xi - W(2),
& @ : W3
W(E)—W(z)

W .
S (3 =‘/——ﬂd3 dla j=1,2,...,n
. 3—2 3—2

@ ap

i przeto réwnogé (5.1) napisaé mozna w postaci

i _ [¥Q3) v (W) W(3)—W(2)
5.9) 2mi W (TR g N (W6) 4 (WRI=WE) g
(5.2)  2mi-W(2) 3= 3 .2(‘!3_2 d3 (Q[ P 3

7 drugiej strony, stosunek [W(3)—W(z)]/(3—=2) dazy do W'(z),
gdy 3—>2, i jest zatem ograniczony w otoczeniu punktu z. Calka
WE)—Wz)
G O
dratu Q,, gdy r—0. Przechodzac tedy we wzorze (5.2) do granicy,
gdy r—0, otrzymujemy twierdzenie nastepujace: ‘

d3 dazy wiec do zera wraz z dlugodeig obwodu kwa-

(5.8) Jezeli Ity Is,...,Ln jest ukladem prostokatéw roztqeznych, zawar-
tyeh wewnatrz prostokata I, a W(z) jest funkeja holomorficzng na
shiorze R=I—(I7+I8+...+13), wowczas dla kaidego punktu zeR°

e (6 gy [WG)
(5.4) 2m~W(~)-—f3_z d3—2 Lfg-::;dg.
) i ap

Wzér (5.4) nazywaé bedziemy wzorem Cauchy’ego dla uktadu
prostokatéw. Stosowaé go bedziemy przewaznie W przypadku ukladu
zlozonego z jednego tylko lub dwu prostokatéw. W przypadku
pierwszym prawa strona wzoru redukuje sie do calki wzdluz ob-
wodu prostokata I. Otrzymujemy wowezas na mocy tw. 3.4 naste-
pujace twierdzenie, podstawowe dla teorii funkeyj holomorficznych:

(5.5) Jezeli funkcja W(z) jest holomorficzna w zbiorze otwartym G,
wiwezas posiada w kaidym punkcie z=Foc lego zbioru pochodne wszyst-
Eich reeddw, pray czym jezeli I jest dowolnym prostokatem zawierajocym
wewnatrz punkt 2 & zawartym w G, pochodne te dane sqg przez wzdr
M T{2
(5.6) W®(z) =37;'7 f i‘%ﬁ:lda,
ey (32
W szezegblnosei z tw. 5.6 wynika natychmiast, iz pochodna
funkeji holomorficznej jest réwnied holomorficena, a wige tym samym
jest ciqgta. Wniosek ten pozwala catkowicie odwréeié tw. 1.3.

gdeie k=1,2,..
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Wazér (5.6) pozwala takze usungé z tw. 3.3 zatozenie cigglodei
pochodnej czastkowe] Wi(z,3). Jezeli bowiem funkeja W(z,3) jest
holomorficzna wagledem z w zbiorze otwartym G 1 ciggla wzgledem
obydwu zmiennych, gdy 2 przebiega @, a 3 krzywy regularng 0,
wbéwezas dla kazdego proshokadt(h ICA manmy

WiE3) L az,

WZ(";?)) -ﬂm’ (C"‘ )
n

gdy zeI°izeC. Olaglo§é pochodne] Wi(z,3) na zbiorze (X 0 oka-

zuje sie tedy konsekwencja ciaglofei funkeji W(z,3). T'wierdzenic 3.3

mozemy wiec obeenie tak sformutowaé:

(5.7) Jeseli funkeja W(z,3), ciagla, gdy 3 pracbicga kraywq regularng O,

a 2 2bidr otwarty G wie zawierajqey pumktu o, jest dla kazdego 360
holomorficena w G wzgledem 2, wiwczas funkejo H(z

jest réwnies holomorficena w @ i jej pochodne wyrasajy sie p)ﬂ(.w W

H(k) “‘/ o 73 3 dla 7{;:172, ....

Opierajac sie na tw. 5.5,
nastepujace:

(5.8) Na to, by funkeja W(z) holomorficene w calej plaszezyinie olwar-
tej byta wielomianem stopnia <n, potrzeba i wystarcza, by

(5.9) W(z)[z"—>0, gdy =—>oo.

Dowdd. Koniecznodé warunku jest widoezna. W celu wdo-
wodnienia, iz jest dostateczny, niech zy#=oco bedzie dowolnym pun-

ktem plaszezyzny, a Qr kwadratem o §rodku z, i boku 2R. W mysl

tw. 5.5

(5.10) W (20)=

n! / RO

27% ) (7— z")"+l

7 zalozenia (5.9) wynika, iz
W(z) _ W)=
(e—2p)"  [1—(2o/2)]"

Y

gdy z—co. Oznaczajac tedy dla R>0 przez s(%) gorny kres war-

/ W(zy3)d3.

udowodnimy jeszeze twierdzenie

icm
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todci bezwzglednej wyrazenia W(z)/(z—z,)" przy [¢—z)>R, mamy

s(R)—>-O gdy1 R—oco. Z drugiej strony, dla =ze(Qz) mamy
|W(2)/(z—2,)""'|<e(R)/R i z uwagi na (5.10)
), - n! e(R) 3 __dn! &(R)

Prawa strona powyzszej nieré6wnosei dazy do zera, gdy R—»co;
zatem W(")(za)=0 w kazdym punkeie z, plaszezyzny otwartej
i na mocy tw. 2.3 funkecja W(z) redukuje sie do wielomianu stopnia
¢o najwyzej n—1, co nalezato udowodnié.

Jezeli funkeja W(z) jest ograniczona, wéwezas warunek (5.9)
jest juz oczywiscie spelniony dla #=1. Jako szczegdlny przypadek
tw. 5.8 otrzymujemy wiec nastepujace

(5.11) Twierdzenie ILiouville’a. Kazda funkeja holomorficzna
i ograniczona w calej plaszczyidnie otwartej (a wiee w szczegéylnoéci
kazda funkeja holomorficzna w catej plaszezyinie domknietej) redu-
kuje sie do stalej.

Jednym z ladniejszych zastosowand tego wyniku jest dowdd
t. zw. podstawowego twierdzenia algebry (twierdzenia Gaussa):

(5.12) Kazde rownanie algebraicane ag+ a2+ ...+ ax2"=0, kidrego lewa
strona mie redukuje sie do stalej, posiada przynajmniej jeden pier-
wiastek.

Dowéd. Oznaczmy przez @Q(z) lews strone réwnania. Zakla-
dajac, iz @(z) nie redukuje sie do stalej, mozemy przyjaé a.=0,
n>0; mamy wowezas Q(2)=2"(an+an-1/2+ ... +-ao/" )00, gdy 2—co.
Przypuszezajac, iz Q(z) nie posiada pierwiastkéw, stwierdzamy,
ze funkecja 1/Q(z) jest holomorficzna w calej plaszezyznie, a nadto
ograniczona, poniewaz 1/Q(z)—0, gdy z—co. W my$l tedy twier-
dzenia Liouville’a funkeja 1/Q(z), a wiec tym samym i funkeja @(2),
redukuje sie do stalej i dochodzimy do sprzecznogei.

CWICZENIA. 1. Funkeja W(z) (rzeczywista lub zespolona), skohczona
i ciagla w zbiorze otwartym G, nazywa sie harmomcznq w @, jezeli posiada wsze-
dzie w G pochodne cz%tkowe rzqdu drugiego Wi i Wi y, ktore czynia zadofé
réwnaniu Laplace’a Woen(® )—rW,, g(2)==0 (lewa strong tego réwnania oznacza sig
czesto przez ATV).

Pokazaé, iz kazda funkeja holomorficzna w zbiorze otwartym G jest har-
moniczna w @ (tym samym obydwie czeSei funkeji holomorficznej, rzeczywista
i urojona, sa réwniez funkejami harmonieznymi).


pem


112 ROZDZIAL 1I. TFunkeje holomorficzne.

9. Jeseli funkeja W(z) jest holomorficzna i wszedzie réZna od zera w zhio-
rge otwartym G, wowezas funkeja Log [W(2)| jest harmoniczns w G

3. Na 1o, aby funkecja W(e) skohczona, ciggla i posiadajaca pochodne
Wi, W‘{,? Wi W ;]/y ciagle w zbiorze otwartym &, byla w tym zbiorze holo.
morficzna, konieczne jest i wystarcza, aby funkeja ta, jak réwniez i funkeja 2 W (2),
byly harmoniczne w ¢ (M. Riesz).

4. Jezeli funkecja W()=U(x,y
WOoWCzas

P W @135 +8 WP [ a2 =p™ [W@)P 2 | ()

0% | Ule,y)P[ 20+ 8% U, 9)|7 ] = p+ (p—1)+ | U, )|+ [W (e

ViV (@y) jest funkeja holomorficzng,

|2
(Hardy).

5. Jezeli W(z) jest funkeja holomorficzng, wowezas normalna do powierz-
chni 3=|W(z+iy)? w kazdym punkeie z=w--4y, w kiidrym W(z):}:0, tworzy
% osig 3 kat, ktérego tg réwny jest 2.|TW(z)-W'(z).

[Wsk. Jezeli y oznacza kat, jaki 1101111;[]1111. do pnwun/(/]un 3
cie (@,y) tworzy z osig 3, wéwezas tgdy== LB () 2 [1",, a,9) 2]

6. Uogénié tw. Liouville'a 5.11 w sposdh nastepujacy: Jozoli czesé rae-
czywista funkeji W(z) holomorficznej w calej plaszezydnie otwartoj J2, jost ogra-
niczona z goéry (t.zn. jezeli istnieje liczba skonezona M taka, iz #W(2)-< M),
wéwozas funkeja T jest stala.

[Wsk. Zastosowad tw.5.11 do funkeji exp W(z).]

(e, ) wpunk-

§ 6. Ciagi niemal jednostajnie zbiezne funkeyj holo~
morficznych. Jako dalsze zastosowanie wzoru Cauchy’ego po-
damy nastepujace twierdzenic Weierstrassa o rédnicekowaniv wyraz

20 wyrazem ciqyéw funkeyj holomorficenych:

(6.1) Jezeli cigg \Wa(2)} funkeyj holomorficanyel w ebiorze otwartym G
jest niemal jednostajnie zbiciny w G do funkeji W(z), wdwezas fun-
keja W(z) jest réwnies holomorficena w G, pray ceym jeseli 2bidr G
nie zawiera punkiu oo, to

(6.2) WOz WP ) w abiorze @ dla k=1,2, ...

Dowdd. Mozemy zalozyé, iz (¢ nie pokrywa sie z cala plasz-
czyzng domknieta, poniewaz woéwezas, w my§l twierdzenian Liou-
ville’a 5.11, funkeje W, (2) redukowalyby sie do stalych. Poza tym,
réwniez i w pierwszej czefei twierdzenian, mozemy prayjaé, iz G
nie zawiera punktu oc; istotnie, oznaczajge przez « dowolny punkt
uzupelnienia zbioru &, mozemy zawsze rozwazad, zamiast funkeyj
Wau(z) w zbiorze @, funkeje WH({)=W,(a--1/0) w zbiorze otwar-
tym G*, ktory otrzymujemy, przeksztalcajac ¢ przy pomocy in-
wersji {=1/(z—a), i ktéry juz na pewno punktu co nie zawicra.
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Niech teraz 2, bedzie dowolnym punktem zbiorn G, a QC@G
dowolnie ustalonym kwadratem o grodku z, Dla kazdego punktu
1 (W (3)
2 wige poniewaz ciag W,(z) dazy na @ jednostajnie do W(z), przeto

1w
3w 3— & )da Na mocy tw. 3.4 funkeja W(z) jest

@
tedy holomorficzna w @° a wige w szczegblnosci w punkeie z,
i tym samym w catym zbiorze @, poniewaz 2, oznacza jakikolwiek
punkt tego zbioru.

Przechodzge do wzoru (6.2), wystarezy go oczywidcie udo-
wodnié tylko dla pierwszej pochodnej, t.j. dla k=1. Zachowujae
poprzednie oznaczenia, oznaczmy jeszcze przez 4r dlugo$§é boku
kwadratu . Mamy przede wszystkim w mydl tw. 5.5

1 [WE W)
2 (3—2)
@

2e@° mamy w my$l wzoru Cauchy’ego

réwniez W(z)=

{6.3) W' (2)—Wp(2)= dz dla zeQ°.

Jezeli 2z nalezy do otoczenia K(zy;7) punktu z, a 3 lezy na
obwodzie kwadratu @, wéwezas [3—z|>r. Oznaczajac tedy przez my
goérny kres |W(3)— 3)| dla 3¢(Q), otrzymujemy z (6.3) oszaco-
wanie |W'(2) —Wn(2)| <8ma/nr dla zeK(z;r). Poniewaz m,—0, ciag
{Wa(2)} dazy jednostajnie do W’(z) w otoczeniu K(zy;r) punktu z,
i przeto (por. Rozdz. I, §2, str. 48) dazy niemal jednostajnie de
W'(z) w catym zbiorze G.

CWICZENIA. 1. Opierajgac sie na elementarnej tozsamoéei
1+t Fe = 1j(1—2)
dla |2|<<1, udowodnié¢ dla |2|<<1 wzory:
24 22%4 3P . me . =2f(1—2)%,
1224 2221 8%P 4 L e = 2(1+ 2)/(1—2)°,

1+(k+1)z+(k+2)zz+ +(k+”)z"+...=1/(1—z)k+1, gdzie k=0,1,2, ..

2. Pokazaé, iz dla |z2|<1

' o () 2

n=1
gdzie o(k) oznacza sume podzielnikéw liczby %k (por. Rozdz. 1, §2, éw.1).
S. Saks i A. Zygmund. Funkcje analityczne. 8
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©0
§_ Szereg Zl jest zbiezny w polptaszezysnie @z>>1, Oznaczajaqe sume
¥

=1
tego szeregu przgz £(2), pokazaé, iz funkeja £(2) ) jost holomorficzna w péiplasz.
czyinie #z>1 oraz iz ]e] pochodne dane sy przez wzoT

(0= <~1)’*2 Log's

N
n==1

(Bardziej szezegélowo funkeja {(2) badana bedzie w Rozdz, 1X.)

gdzie k=1,2,...

4. Ddowodni¢, iz szereg a'sinne, gdze 0<la|<1, jest niemal jedno-

n . .
stajnie zbieiny w obszarze |F]<<Logl/|a| i przedstawia w tym obszarze funkeje
holomorficzna. oo

5. Udowodmc, iz jezeli catka f Ip(t) \dt gdzie p(l) jest funkejy ciagla
i j iste] iad. to4é skonezong, to funkeja [(2)== 20 dt
zmiennej rzeczywistej, posiada wartosé skonezona, . ja Iz )iz

[~=]
jest holomorficzna w kazdym z obszaréw dz>0 oraz J2<0.
~+o0
6. Udowodnié, iz jezeli catka f{p(t)]e““' dt, gdzie p(t) jest funkeja.
—o0
ciagta zmlenneJ rzeczyvnste;, posiada warto$é skoficzona dla kazdego M >0,
oo
i Gy(e)=[p(t)sinzt dt
—00 ‘ —co
83 holomorficzne w cale] plaszezyinie otwartej.
B =]

+
woéwezas funkeje F(z)= (' p(t) e dt,  Gh(e)=[ p(t)cosat dt

7. Zbiér punktéw 2, w ktérych catka (e #F'di jest zbicina, jest otwarty,
0
a funkcja, okre$lona w tym zbiorze przez calke, jest holomorficzma. Zbidr ten

jest suma dwu obszaréw roztacznych; okreslié te obszary.

8. Niech W(z) bedzie funkeja ciagla w zbiorze otwartym i ograniczonym &,
Oznaczajac dla kazdego h>0 przez G zbidr punktéw ze @ takich, iz ¢ (2,C6)>2h,
h h

przyjmijmy Wh(z f / W(z+E-+in)didy dla ze@y (funkeje Wp nazywaja
-h —h
sig drednimi polowymi funkeji W).
Pokazaé, iz funkeje Whn(z) sg ciagle w Gn i poma,dzu]a_ w Gn pochodne
czgstkowe ciagle wazgledem w oraz y. Nastepnie, iz Wr(2) 3 W(2) w &, gdy h~0.
Jezeli funkeja W jest holomorficzna w &, wéwezas, dla kazdego A>0,
funkeja Wz jest holomorficzna w Gp. Odwrotnie, jezeli istnieje ciag wartodei {hu},
dazacy do zera, taki, iz dla kazdego » funkeja W"h” jest lLolomorficzna w G],,“,
wowezas funkeja W jest holomorficzna w G.
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§ 7. Twierdzenie Stieltjesa-Osgooda. Inne bezposrednie
zastosowanie wzoru Cauchy’ego stanowi nastepujace

(7.1) Twierdzenie Stieltjesa-Osgooda. Kazda rodzina I3 funkecyj
holomorficanych w obszarze @, miemal jedmostrimie ogramiczona w q,
jest w tym obszarze mormalna; inmymi stowy, kaidy niemal ogrami-
czony ciag funkeyj holomorficenych w pewnym obszarze zawiera pod-
ciqg niemal jednostajnie zbieiny w tym obszarze.

Dowdd. Podobnie jak w dowodzie tw. 6.1 mozemy zatozyé,
iz obszar G nie zawiera punktu co. Niech z, bedzie dowolnym pun-
ktem obszaru &, a QCGE kwadratem o §rodku z,. Oznaczmy przez 4r
dhugosé boku tego kwadratu, a przez M gérny kres wartodei bez-
wzglednych, jakie przyjmuja w @ funkeje rodziny . Dla kazdej
pary punktéw 2'CQ°, 2"/ CQ° oraz dla kazdej funkeji W(z) rodziny I
mamy na zasadzie wzorn Cauchy’ego

1t 7 W W
W(z )—W(z ): .:m 3—(3” _r’rzf

z/l 2,! ‘17(3)
= - d3.
270 f —z2') (3—=2"
o (3—2)(3 )

Jezeli punkty z’,2’" nalezg do otoczenia XK(z;r) punktu z,
wowezas [3—2/|=r, |3—2"|=r da kazdego punktu 3e(Q), i ze
wzoru (7.2) otrzymujemy
8M

7
S Z —&
= b

|Wie)—Wi(e)

jezeli 2’ eK(zg;7r) oraz 2" eK(z;7).

Funkeje W(z) rodziny I sa tedy jednakowo ciggle w pewnym
otoczeniu K(zy;r) kazdego punktu z;e@. Tym samym, na moey
tw.4.4 Rozdz. I, rodzina ta jest normalna w obszarze G.

W sformulowaniu tw. 7.1 wystarczy zalozyé tylko, iz G jest zbiorem otwar-
tym, nie koniecznie obszarem. W samej rzeczy, analogiczne zalozenie wystarcza
réwniez w sformulowaniu tw. 4.4 Rozdz. I, jezeli przyjaé tylko, iz rozwazana
tam rodzina § funkeyj jest ograniczona w kazdym punkcie G.

CWICZENTA. 1. Jezeli ciag {Wn(z)} funkeyj holomorficznych w zbiorze
otwartym @ jest ograniczony w G i zbiezny w kazdym punkecie tego zbioru,
woéwezas jest zbiezny niemal jednostajnie w calym tym zbiorze.

8#
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9. Jezeli ciag {Wn(2)} funkeyj holomorficznych w zbiorze otwartym @
jest w kazdym punkcie tego ghioru zbieiny do granicy e'tkoflqzonoj, mecms
istnieje zbiér otwarty H, wszedzie gesty w @, w ktérym ciag {(Wn(2)) jest nie-
mal jednostajnie zbieiny do funkeji holomorfieznej (Oggood).

[Wsk. Ob. Wstep, § 11, éw. 2.]

3. Niech H omacza przestrzefi, ktérej elementami sa funkeje holomor-
ficzne w pewnym zbiorze otwartym &. Okreflamy nodleglo§é® dla tej przestrzeni
w ten sam sposéb, jak dla przestrzeni S funkeyj ciaglyeh w & (ob. Rozdz. I, §2,
éw. 3). Udowodnié, iz: (a) przestrzen H jest zupelna, (b) zbiory zwarte
w przestrzeni H pokrywaja sie. ze zbiorami ograniczonymi w tej przestrzeni
(t. zn. na to, aby rodzina 9B funkey] tworzyta w przestrzeni M zbibr zwarty,
konieczne jest i wystareza, by istniata liczba skoficzona M taka, 7e (0, W)< M
dla kazdej funkeji W nalezacej do ). ‘

Ze wzgledu na (a) przestrzen H uwazana byé moze za zhidr domkniety
w przestrzeni §. Zauwaiyé, iz praestrzef S nie posiada whasnofei (h).

§ 8. Twierdzenie Morery. Na zakonczenie tego rozdzialu
podamy nastepujace odwrécenie twierdzenia Cauchy’ego 4.1:

(8.1) Twierdzenie Morery. Jeseli calka kreywoliniowa funkeji
W(z), ciagtej w zbiorze otwartym G wie zawicrajacym punktu oo, 2nika
wedbus obwodw kaidego prostokata ICQ, wéwezas funkeja W(z) jest
holomorficzne w G.

Dowéd. Niech z,=m,+14y, bedzie jakimkolwiek punktem
ghioru @. Oznaczmy przez ¢ dowolny kwadrat, zawarty w @,
o §rodku w punkeie 2,. Przyjmijmy dla kazdego punktu z=x--y ¢@:

2'=x-+1yq, &' =y 1y,

oznaczajgc W ten sposdb przez 2’ i 2" odpowiednio rzuby punktu 2
na proste n=y, i é=2x,.

Niech dla kazdego punktu ze@
(8.2) F(z)=[ W(3) ds.

(2,2, 2]

Poniewaz dla kazdego punktu z¢Q mamy z zalozenia

[W(3) az=0,
WiQC [z 2, 2, 2", 2]
(8.3) F(e)= [ W(3) dg=— [ W(3) d3= [ W(3) ds.
[20.2',2] (5,27, 2] 202", 2]

Pokazemy, iz okreslona w ten sposéb funkcja F(z) jest we-
woatrz @ funkeja pierwotng funkeji W(z).
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Niech w tym celu 2=#-1y bedzie dowolnym punktem nale-
zgcym do wngtrza kwadratu @, za§ h dowolng liczbg rzeczywists
dostatecznie maly na to, by punkty z+h=(z+h)+iy oraz
Z+ih=x-+1(y-h) nalezaly réwniez do wnetrza . Mamy wéwezas,
korzystajac odpowiednio ze wzoréw (8.3) i (8.2), réwnogei:

F(a+h)= [ W(3) ds,

(20, 2", 2-+-H])

Flo-+in)= [ W(3) ds;

[zq, 2', 2+ih]
odejmujac od nich odpowiednio réwnodei (8.3) i (8.2), otrzymujemy:
B(e+h)—Fl2)= [ W(3) da, Pe-+ih)—F(2)= [ W(3) ds,
[z, z-+-A] [z, z+ih]
skad, dzielae przez h,
F(z+h)—F(z) _

(8.4 )=EE) — W) +5 [0 —Wenas,
{z,z-+h]

o PTG _awe g (1w —Wenas.
. [z, z+ih]

Niech ¢ bedzie dowolng liezbg dodatnig. Z uwagi na ciaglodé
funkeji W istnieje taka liczba >0, iz |3—=2|<<n pociaga za sobg
[W(3)—W(=)|<e. Jezeli wiee |bl<, wowezas:

1
%i f [W(3)—W(2)] da‘ga, ‘.715 f (W) —W(e)] ds <.

[z, z++h] [z, z-4-ih]

Przechodzac zatem do granicy w (8.4) i (8.5), gdy h dazy do 0
poprzez wartodei rzeczywiste, otrzymujemy:
2+ h)—F(z) 1 Fz+1th)—F(=)

N 1
Fi(e)=lim 3 =Wie)= 7 lm 3

=—1 (),
t. j. warunek Cauchy-Riemanna dla pochodnych czastkowych -Fi(z)
i Fy(2) wewnatrz . Poniewaz zaf z uwagi na réwno§é Fr(z)=W(z)
pochodne te sy ciggle, przeto funkeja F(z) jest holomorficzna we-
wnatrz @ i tym samym holomorficzna jest réwniez (por. §5) po-
chodna jej W(z)=Fi(2)=F'(z).

Funkeja W(z) jest tedy holomorfiezna w otoczeniu kazdego
punktu zbioru &, a wiee w calym tym zbiorze.

Jako zastosowanie twierdzenia Morery podamy t.zw. zasadg
odbicia Schwarza dla linii prostej. ‘
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Zasade te sformulujemy w-sposdb nastepujacy:

(8 6) Niech @ b@dzbe zbiorem otwartym, symetwcznft/m wegledem osi
'rzeozywzstey i nie zowierajgeym punkiu co. Nicch Gy oraz G . ozna-
czaje, odpowiednio cagdei zbioru G pol(r/ofm’ w gornej i dolnej pot-
plaszozyénie, t. an. zbiory tych punktéw ze @, dla kidrych odpowicinio
Je=0 oraz Jz<0..

Wowezas kasda funkeja W(2), ciqgle na zbiorze (., holomor-
ficzna w jego wngtrew (1.4. w kaddym punkeie 2bioru G nie ledq-
cym na 08t -0w) i prayjmujaca wartosel reeceywiste w punktach osi
rzecaywiste, mose byd preediusona na caty #bidr G jako funkeja holo-
morficena. Innymi stowy, istnieje funkcia Wo(2) holomorficena w ca-
tym zbiorze G i identycana z funkcia W(z) w Gy; funkeje te otraymu-
jemy, prayjmujac

Wol2)=W(2) dla ze Gy oraz Wy(2)==W(Z) dla zel .

Dowéd. Zauwazmy przede wszystkim, iz definicja powyzsza
okrefla funkeje W, jednoznacznie w G: istotnie, w punktach z osi
rzeczywistej, ktore nalezy jednocze$nie do G4 i ¢ , funkeja W(e)
jest rzeczywista i przeto W:W@):W(z). Poniewaz przy tym
funkeja W(z) jest ciagla na zbiorze G.., wynika stad jednoczegnie,
iz funkeja Wo(z) jest ciagla w calym zbiorze G. Ze wazgledu wiece
na tw. 8.1, dla udowodnienia, ze funkeja W, jest holomorficzna
w @, wystarczy pokazaé, ze

(8.7) [ Wy(z) de=0
(I)
dla kazdego prostokgta ICGQ.

Roéwnodé ta wynika natychmiast z twierdzenia Cauchy’ego,
gdy ICG%; wewnatrz bowiem zbioru Gy funkeja W, jest iden-
tyezna z funkeja W, a przeto holomorficzna. Jezeli natomiast pro-
stokat I, lezac w zbiorze G4, nie jest catkowicie zawarty w jego
wnetrzu, woéwezas posiada jeden z bokéw na osi rzeczywistej
i mozemy napisaé I=[a,b;0,d]. Dla kazdej liczby dodatniej e<<d
prostokat I.=[a,b;e,d] zawiera sie juz calkowicie wewnatrz &
i przeto [ Wo(2) de=0. Przechodzgce do granicy, gdy e—>(0, otrzy-

(19
mujemy réwno§é (8.7) z uwagi na cigglogé funkeji W) na ICG.
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Niech teraz ICG_. Wéwezas oznaczajac przez I* prostokagt
symetryczny do I wzgledem osi z-6w i podstawiajae 3==2, stwier-
dzimy latwo, iz

(8.8) [ Woie) de= [ W(E) de=— [ W(3) a3,
) L

a poniewaz z uwagi na I*CG. calka funkeji W wzdluz obwodu
prostokata I* jest zerem, przeto z (8.8) wynika réwno§é (8.7).-

Wreszeie, gdy I jest dowolnym prostokatem zawartym w @,
woéwezas albo zawiera gie calkowicie w jednym ze zbioréw G4 lub G-,
albo tez jest suma dwu takich prostokatéw, przylegtych wzdluz
wspblnego boku na osi rzeczywistej. W kazdym wiec razie, na mocy
rozpatrzonych juz przypadkdéw, otrzymamy znéw réwnosé (8.7) dla
prostokata I.

Twierdzenie 8.6 jest w ten sposéb udowodnione.

W dowodzie twierdzenia Morery, jak réwniez i twierdzenia 8.6, zaklada-
lidmy, iz zbi6ér G nie zawiera punktu co. Niemniej zastrzezenie to bedzie moina
usungé na zasadzie twierdzen rozdziatu nastepnego (§ 6), z ktérych wynika,
iz funkcja ciggta w zbiorze otwartym i holomorficzna wszedzie w tym zbiorze
z wyjatkiem co na]wyze] jednego punktu jest holomorficzna réwniez i w tym
punkecie.
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