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ROZDZIAYL T
FUNKCJE Z{MIENNEJ ZESPOLONEJ

§ 1. Funkcje ciagle. W § tym ustalimy podstawowe defi-
nicje i znakowanie, dotyczace funkeyj jednej i kilku ‘zmiennych.
Zaréwno zmienne niezalezne jak i funkeje przyjmowaé beds wartogei
zegpolone; wartogé oo bedzie réwniez dopuszczalna, oczywiscie jesl
z samego charakteru rozwazal nie bedzie wynikala koniecznoéé jej
wylaczenia.

Funkcje n zmiennych zespolonych F(zi,2s...,2,), przebiegaja-
cych odpowiednio n zbiordéw Zi,Zs, ..., Z, na plaszezyinie E, uwazaé
mozna za funkecje punktu z=(21,2s,...,2:), Okredlongy na iloczynie
kartezjanskim (por. Wstep, §13) Z=2Z1X Z2X ...X Zn. = Zamiast
F(21,22,...y2n), gdzie 21€Z1,%26 2y, ..., 2n€ Zn, MoZemy pisaé takie F(z),
gdzie zeZ1X ZyX ...X Z,. Funkecje F nazywamy

(19) ograniczong na zbiorze Z, jedli istnieje liczba skoriczona M
taka, iz |F(2)| <M w kazdym punkcie zeZ;

(29 jednostajnie ciagle na Z, jefli dla kazdej liczby >0
istnieje taka liczba #>0, iz nierdwnodé o(z,2,)<<n pociaga za soba
|F(z,) —F(2)|<<e dla kazdej pary punktéw z;, 2, zbioru Z.

o{#y,2;) oznacza odleglo§é punktéw 2 i 2, zgodnie z definicjami
‘Wstepu, §§ 8,13.

(1.1) Jesli zbtory Zi,Zs,...,Zn Sq domkniete, wowczas kasda funkcja F,
skonczona i ciggla na zbiorze Z=Z1X ZaX ... X Zn, jest ograniczona
i jednostajnie ciagla na tym zbiorze. Nadto, jesli funkcja F jest rze-
czywista, wiwczas w pewnym punkcie zbioru Z osigga kres gorny
swyeh wartosci na tym zbiorze.

Dowdd. Przypusémy, ze funkeja F nie jest ograniczona na Z.
Istnieje wéwcezas w zbiorze Z taki ciag punktéw {e®jp—ys.., iz

F(2W) —oo. Niech 15y pedzie podeciaggiem zbieznym, wyjetym
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z ciggu {¢®). Podeiag taki istnieje ze wzgledu na zwm'ttféé prae-
strzeni E" (Wstep, tw. 8.2 i 13.1 (c)). Oznaczajac przez 2, jego gra-
nice, mamy z,eZ ze wzgledu na domknigtodé zbior6w Ziy Zy, ..., Zy.
Zatem F(zo)=]i§111ﬂ(z(kj)):oo, co sprzeczne jest z zaloZeniem, Zoe

funkeja F(z) jest skonczona na Z.

Przypuiémy z kolei, iz funkcja F' nie jest jednostajnie ciggla
na Z. Wyznaczyé tedy mozna liczbe dodatnig & oraz dwa ciggi pun-
ktow {p®} 1 {g®} w zbiorze Z tak, by

(1.2) limo(p®@,¢®)=0 i (1.3) |F(p®)—F(¢®)|=e dla k==1,2,...
k

Niech {p®?} bedzie podciagiem zbieznym, wyjetym z {pt)
i niech p,=limp®), Z uwagi na (1.2) stwierdzamy latwo, i% rowniocx

po=Lm q(kj). Podstawiajac tedy k=1k; w (1.3) i przechodzgce do gra-
i

nicy przy j—oo, otrzymujemy, z uwagi na ciaglo§é i skonhezonodé
funkeji F(z2) w punkcie p, nieréwnofé 0>e, oczywifcie falszywy.

Jezeli wreszcie zalozymy, iz funkeja T jest rzeczywista oraz
iz M jest kresem gérnym jej wartodei na Z, wédwezas istnieje ciag
punktéw {zx; zbiorn Z taki, ze F(ex)—M gdy k—»co. Oznaczajae
przez {z,) dowolny podciag zbiezny tego ciagu, a przez 2° granice
tego podciagu, bedziemy mieli 2°¢Z oraz F(z“)z]i{nﬁ’(zki)::M.

W szezegblnosei, z tw. 1.1 wynika, iz kadda funkeja skohczona
© ciagla na calej plaszezyénie jest na niej jednostajnie ciqgla (twierdze-
nie to nie jest oczywiscie prawdziwe dla plaszezyzny otwartej H,).

Udowodnimy teraz dwa twierdzenia ,o0 cigglofei“i ,0 rés-
niczkowalnofei calki oznaczonej wzgledem parametru®.
W twierdzeniach tych zaréwno proces calkowania jak rézniczko-
wania rozumiany jest wzgledem zmiennej rzeczywistej, tak ze
W gruncie rzeczy nie wychodzimy tu poza dziedzine rzeczywista,
jakkolwiek sama funkeja przyjmowaé moze wartodei zegpolone.
Jezeli mianowicie F(t) jest funkejg zespolons zmiennej rzeczywistej i,
to przedstawiajac ja w postaci F(t)=U(t)+iV(t), gdzie U(t), V(1)
83 funkcjami rzeczywistymi, mozemy okreglié pochodns i calke F(t)

przez wzory
b b b

P =T"(t)+iV"(t), '/'F(t)dt=l/‘U(t)dt+il/‘V(t)dt,

przy czym definicje te sa oczywifcie réwnowazne definicjom. bez-
pofrednim: catki jako granicy sum przyblizonych, a pochodnej #'(4)
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jako granicy skoriczonej ilorazu [F(t-h)—F(t)]/h, gdy h dazy do 0
przez wartofei rzeczywiste. Fakty nowe pojawiaja sie dopiero
wtedy, gdy rézniczkujemy wzgledem zmiennej zespolonej (por.
dalej § 6 oraz Rozdz. II, §1; twierdzenie 1.5, ktére podajemy ni-
zej, uogllnione bedzie w Rozdz. IT, § 3 na rézniczkowanie wzgledem
parametru zespolonego). '

(1.4) Jezeli T=[a,b] jest preedezialem skoticzonym, Zi,Zo;...,%n zbio-
rams domknigtymsi, za$ F(t,21,22...,2.) funkejq skoriczong i ciagly na
zbiorze TX Z1X Z2X ... X Zn, to calka

b
D (21,22 ..,%n) =‘/F(t,zl,zz, ey ) dt

a
jest fumkcjq ciagla na 2biorse Z=Z1X ZsyX ... X Zn.

Dowdd. Na mocy tw.1.1 kazdej liczbie ¢>0 odpowiada taka
liczba >0, iz przy teT, 2ieZ, 2 € Z1, b€ Zay 25 € Loy wey 2n€Zny 25 €Zn
zesp6l nierdwnodei o(ef,21)<n, 0(2525)<#y..., 0(2h2n)<n pOCiaga
za $0bg nieréwnogé

[F(t, 21,25y -0y 2i0) —F (121, 25y ..y 20)| <e[(bD—a),
a tym samym
|B(21,25, ...r2) — D(21, 25, ...y 20)| < (b —0)e[(b—a) =2,
co oznacza cigglo§é funkeji @ na Z.
(1.5) Niech T=[a,b] oraz U=lc,d] beda prezedzialami liniowyms,
Zit, Zroy <y Zin 2bi0Tami domknigtymi na plaszczyénie, za$ F(t, %, 21,22 ...y %n) ‘
funkejq skoviczona © ciqgle na zbiorze TX UX Z1X Z2X X Zn. Wow-
czas, jesli funkcja F posiada pochodng Fu(t,u,21,22 ... %) wagledem u,
ciqgta na zbiorse TXUX ZiX ZaX ... X Zn, t0 funkcja
b
@(u,zl,zg,...,zn)=fF(t,u,z1,zz,..., 2n)dt

posiada réwnies pochodng wagledem u, ciagla na zbiorze
UX Z1X Z2X oo X Zn

i dang przez wzor

b
(1.6) Bt 21,22y ey 2) = [ Tty 21, 229 20)
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Dowoéd. Rozwazajac ewentualnie cze8¢ rz<a9z.\‘rwis'1)zxd. i uro-
jong funkeji F z osobna, zalozyé mozemy, iZ ;Eu.nk('.]a). I ;](as;ﬁ ra0-
czywista. Niech (u,21,2...,2n) Dbedzie do'wanyr.n Af]‘)}l.llki‘(‘;(‘,l‘n‘ ‘zbloru
UX ZyX ZaX oo X Zny @ & dowolng liczba d(_)datmzf., Zo 'V:’Zglﬁ;(llt 1};}
jednostajna ciaglodé pochodnej Fi na zb.u_Jrze .1..>A<U><£1>< ....xj,l
(por. tw.1.1) istnieje taka liczba 7>0, Ze dla kazdego ted i vel
nieréwnoéé |v—ul<n pociaga ze soba nierGwnosd

T (8,0, 21, 2y oy 20) — T (b Uy 21, 2 ooy )| <2/ (b — ).

Niech Au bedzie dowolnym przyrostem zmiennej Uy b‘yle"b"y
talim, iz w-+AueU i |du|<#n. Mamy na zasadzie twierdzenia
o wartogei Sredniej

N
(b Uk A1, 21, 22y ey ) — T (Hy Uy 21, B2y oy B == A0 B (8 110 AUy 215 22 5 20),

gdzie 0<<0<<1. Stad, wobec |0du|<|du|<n, otrzymujemy

&

F(t,u‘l— Au, 21722, ;..,‘z;,) —F(t, ’Mz, 211, 232', seey z;l) "[““‘* ey
) == (b

Ay

<

—F(t, 1,21y 22y enry )

a wige

D(u~+ AUy 21y .00y2n) — DP(Uy 814 .eey B
Ay

b
)-——/‘ﬁ‘{l(t,u,z“...,z,,)(Zt
a

<,

b ' :
:U [F(t,u—i—zlu,...,z,.)—F(t,u,...,zn)__F:l(t,u,"_,zn)ldt
Au .
a
skad wynika jednocze$nie istnienie pochodnej @7 oraz wzér (1.6).
Ze wzoru zaf tego, na mocy tw. 1.4, wynika natychmiast cigglodé
pochodnej @, na zbiorze UX ZiX ZaX ... X Zy.

§ 2. Ciagi jednostajnie i niemal jednostajnie zbieine.
W dalszym ciggu tego rozdzialu zajmowaé sie bedziemy przewaznie

funkejami zespolonymi jednej zmiennej zespolonej; wigkszo§é defi-

nicyj i twierdzed uogélnia sie jednak natychmiagt na funkeje wielu
zmiennych. ‘

Kazdg funkeje F zmiennej zespolonej uwazaé mozemy oczy-
wiscie za funkeje dwu zmiennych rzeczywistyeh; oznaczajac przoz
z iy odpowiednio czedé rzeczywisty 1 urojong liczby zespolonej e,
pisaé bedziemy czesto F(z,y) zamiast F(e).
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Méwimy, iz ciag (Fn(2)} funkeyj Skoliezonych na pewnym zbio-
rze Z jest jednostajnie zbieiny na tym zbiorze do pewnej funkeji F(z),
jesli kazdej liczbie £>0 odpowiada taka liczba N, iz |Fa(2) —F(2)|<e
dla kazdego n>=N oraz dla kazdego punktu zeZ. Analogicznie,
cigg {Fa(2)) funkeyj (skofezonych lub nie) na zbiorze Z nazywaé
bedziemy jednostajnie rozbicinym do oo na Z, jefli kazdej liczbie M
odpowiada liczba N taka, iz |Fu(2)>M dla kazdego >N oraz
dla kazdego punktu zeZ.

W wielu dalszych rozwazaniach okaze sie dogodne nastepujace
uogdlnienie powyzszych definicyj. Ciag {F.(2)} funkcyj na zbiorze
otwartym G nazywad sie bedzie niemal jednostajnie zbiesmym
[niemal jednostajnie rozbiesmym do co] na tym zbiorze, jesli. jest
jednostajnie zbiezny [jednostdjnie rozbiezny do oo] na kazdym
zbiorze domknigtym, zawartym w @. Jezeli F(z) jest granies ciagu
niemal jednostajnie zbieznego {F,(z)}, wowezas piszemy F.(2)ZF(2).
Analogicznie F(z) 3 oo oznaczaé bedzie, iz ciagg {F,(2)) jest niemal
jednostajnie rozbiezny do oco.

Definicje te rozszerzajg sie natychmiast na szeregi funkeyj.
Szereg funkcyj jest tedy jednostajnie zbiesny, jednostajnie rozbieiny
do coit. p., jedli jednostajnie zbiesny, jednostajnie rozbiezny do coit. p.
jest ciag jego sum czastkowych. Jezeli szereg Z,; |Fa(z)| jest zbiezny
[jednostajnie zbiezny, niemal jednostajnie zbiezny], wéwezas mé-

o«
wimy, iz szereg Z:)Fn(z) jest bezweglednie zbiedny [bezwzglednie jedmo-
stajnie zbieiny, Ill)ezwzglgdnde niemal jednostajnie zbietny]. Oczywidcie
bezwzgledna zbiezno$é szeregu pociaga za sobg zwykly zbieznodé;
to samo dotyezy zbieznodei bezwzglednej jednostajnej i bezwzgled-
nej niemal jednostajnej.
(2.1) Jezeli cigg {Fn(z)} funkeyj skonczonych i ciaglych na zbiorze Z
jest jednostajnie zbiezny na tym zbiorze do funkeji F(z), wowezas fun-
kcja F(z) jest rownies skonczona © ciggla na Z.
‘ W preypadku, gdy Z jest sbiorem otwartym, zamiast zaktadad,
ge cigg \Fn(2)} jest zbiedny fjednostajnie, wystarczy zatosyé, % jest
ebiedny niemal jednostajnie.

Dowé6d. Niech z,¢Z oraz ¢>0. Niech N bedzie liczba calko-
wita dodatnig taka, iz |Fa(e)—F(z)|<e/3' dla kazdego punktu z¢Z.
Niech wreszcie n bedzie liczba dodatnig taks, iz dla kazdego punktu
2€Z warunek
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(2.2) 0 (2py2)<n

pociaga za soba |Fw(2)—Fn(zo)l<<e/3. Warunek (2.2) pociaga tody
za soba, dla kazdego punktu zeZ,

|F(2) —F ()| < |F(2) —Fw(e)| + | T (2) —Fw (2| - [P () —F ()| &,

co .oznacza cigglo§é funkeji F na zbiorze Z w punkcie 2. Druga
czedé twierdzenia jest oczywista konsekwencja pierwszej.

Przyjmiemy jeszcze dwie nastepujace definicje, analogiczne do
definicyj ustalonych na poczatku tego §. Rodzina funkey] nazywad
sie bedzie ogramiczonq na pewnym zbiorze Z (a funkcje nalezgce
do tej rodziny — wspdlnie ograniczonymsi na 7), jezeli istnieje liczba
skoriczona M taka, iz |F(2)|<M dla kazdej funkeji B rozwazane]
rodziny i kazdego punktu zeZ. Jefli rodzina funkeyj jest ogramni-
czona na kazdym zbiorze domknietym, zawartym w pewnym zbiorzoe
otwartym @, wéwezas rodzina ta nazywa sie niemal ograniczong
w @, a funkcje do niej nalezgce — niemal wspdlnie ogramiczonymi
w @. Przez szereg ogramiceomy na zbiorze Z [niemal ogramicgony
w zbiorze otwartym G] rozumieé bedziemy szereg, ktérego sumy
czgstkowe tworzg ciag jednostajnie ograniczony na Z [niemal jedno-
stajnie ograniczony w &].

(2.3) dJeseli rodzing § funkeyj jest ograniczona w oloczeniu kasdego
punkiu pewnego z2bioru otwartego G (t.j. jezeli kasdy punkt tego
2bioru posiada otocsenie, w ktdrym rodeina § jest egraniczona ), wiw-
cgas rodzing ta jest niemal ogramiczona w caltym zbiorze .

Istotnie, niech P hedzie dowolnym zbiorem domknietym za-
wartym w @. Kazdemu punktowi ze¢P przyporzadkowaé mozemy
zawierajgce go kolo otwarte, na ktérym rodzina § jest ograniczona.
Na mocy twierdzenia Borela-Liebesgue'a (Watep, § 6) zbibr P po-
kryty byé moze skofezong ilodcig takich kél. Rodzina § jest wiee
ograniczona na zbiorze P.

N Podobm'.e dowodzimy, ze kazdy ciqg funkcyj, niemal jednostajnie
ebigény [rozbieémy do o] w otoczeniu Laidego punlktw sbiorw otwar-
tego @, jest miemal jednostajnie zbiesny [rozbieimy do o] w calym
tym zbiorze.

CWICZENIA. 1. Udowodnié, ze dla |¢/<1 mamy

' 28 OO‘
(*) 2 :—;ﬂ == 3 r(la)z",
=1 he==1

gdzita 7(k) 0znacza liczbe podzielnikéw liczby &, pray caym obydwa szerogi w rdwe
noei (*) sa niemal jednostajnie zbiezne w kole K(0;1) ‘
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[==] zzn
2. Udowodnié, ze szereg 2'—1 jest zbiezny niemal jednostajnie
12"

n=0
w catej plaszezyznie z pominigciem okregu C(0;1), a mianowicie: do z/(1—2), gdy

|o|<1, za§ do 1/(1—e), gdy |2|>1. [Wsk. Zauwazyé, iz kazda liczba calkowita
dodatnia moze byé przedstawiona w jeden i tylko jeden sposéb w postaci
oh=1(9k—1)=k 2"—2""1, gdzie & i h sg liczbami calkowitymi dodatnimi.]

3. Nietch S bedzie rodzing wszystkich funkeyj ciaglych-w pewnym zbio-
rze otwartym G na plaszezyinie (domknietej). Rodzine S uwazaé bedzie mozna
za przestrzefi metryczng (por. Wstep, § 3, éw. 3), okreflajac dla niej metryke
w sposéb nastepujacy:

Przedstawiamy G jako sume ciagn wstepujacego zbioréw domknigtych {Fa),
okreélajac zbiér F. jako zbiér tych wszystkich punktéw plaszezyzny, ktérych
odlegloéé od uzupelnienia zbioru G jest >1/n (por. Wstep, § 11). Oznaczajac dla
kaidej pary funkeyj U(z), V(2) ciagtych w G przez Mn(U,V) kres gbrny
|U(#)—V(2)| dla zeFn, okreflamy ,odleglo§é™ tych funkeyj przez wzbr

N1 Ma(T,T)
U= Y AT
n==1

Pokazaé, i% 1° odleglosé tak okreSlona spelnia warunki éw. 3, Wstep, §3;

20 przestrzen S jest zupeina (ob. Wstep, § 4, éw. 7) i zwigzek Lm ¢(Wn,Wm)=0
. n,m-»eo

jest réwnowazny niemal jednostajnej zbieznofei ciagu {Wn(2)} w zbiorze G'; 3° ciag
{o(Wn,0)} jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy ciag funkeyj {Wa(e)} jest
niemal ograniczony w G 4° przestrzei S nie jest zwarta (por. Wstep, § 6) w zad-
nym otoczenin punktu 0, t.j. dla kazdej liczby M >0 istnieje ciag funkeyj
{Wn(2)} taki, iz:

(a) ¢(Wn,0)<M dla n=1,2,..,

(b) saden podciag ciggu {Wn} nie jest zbiezny w przestrzeni S.

§ 3. Rodziny normalne funkeyj. Rozwazania elementarne
analizy daja wielokrotnie sposobnodé stosowania metody, opartej
na twierdzenin Bolzano-Weierstrassa i polegajacej na wyjmowaniu
podciagéw zbieznych z dowolnych ciagéw punktowych. Jakkolwiek
twierdzenie Bolzano-Weierstrassa nie uogélnia sie bezposrednio na
dowolne ciggi funkcyjne, to jednak metoda ~Wyjmowania podciagéw
zbieznych” moze byé z powodzeniem stosowana W wielu rozumo-
waniach dotyczacych pewnych specjalnych ciggoéw ful:_\kcyj.

Zastosowania jej znajdujemy w rozmaitych dziatach analizy. Dla przy-
kiadu wskazemy dowdd istnienia rozwiazania réwnania rézniczkowego y’=u(x,y),
gdy o funkeji wu(n,y) zaktadamy tylko, iz jest ciagta; moznaby bylo réwniez podaé
wiele innyeh przykltadéw z rachunku wariacyjnego, teorii réwnan catkowych it. p.
(ob. np. E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen, Leipzig 1930,
pp. 60-66, 126-130; C. Carathéodory, T ariationsrechnung und partielle Differen-
tialgleichungen erster Ordnung, Mimchen 1935, pp. 1-8).

3. Saks i A. Zygmund. Funkeje analityezne. 4
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Liczne te zastosowania zwigzane 53 z nazwiskamni Ascoli’ago, Arzeli, 11il-
berta, Carathéodory’ego i innych. Jednakze dopiero Montel, wyrézuinjae klase
t.zw. rodzin normalnych funkeyj, opracowal omawiany metode systoma-
tycznie, wskazujac na szczeglne jej znaczenie w teorii funkeyj zmiennej zospo-
lonej (ob. np. P. Montel, Legons sur les familles normales de fonclions analybi-
ques et lewrs applications, Paris 1927).

Rodzina funkeyj (rzeczywistych lub zespolonych) okreslonych
w pewnym zbiorze otwartym G nazywa sig mormalng w ¢, jezeli
kazdy ciag funkeyj nalezacych do tej rodziny zawiera badz podciag
niemal jednostajnie zbiezny w @&, bads podciag niemal jednostajnie
rozbiezny w G do co. Teoria rodzin normalnych opiera si¢ na na-
stepujacym prostym lemmacie:
(3.1) Niech {Ei} bedeie ciagiem zbiordw, a § rodeing funkeyj okro-
$lonych na sumie tych zbiordw. Jeseli dla kaddego zbioru Ky 2 kaddego
ciagu funkeyj nalezqcych do § modna wyjaé badé podeiag jedno-
stajnie 2biesmy na zbiorze By, badé podeiag jednostajnic rozbiciny na
tym zbiorze do oo, wiwezas 2 kasdego ciqgu funkeyj rodeiny § modna
wyjaé podeiag, kidry jest badé jednostajnie zbiesny, badé jedmostajnie
rozbieény do oo, na kaddym ze zbiordw Ej jednoczesnie.

Dowéd. Niech C={F.(2)}u=1... bedzie dowolnym ciggiem
funkeyj rodziny . Okreslimy przez indukeje dla kazdego k=0,1,2, ...

. . () __ 1R s T (0) s
pewien podeiag € ={Fy (2)tn=1,,.. ciagu €, przyjmujac € = 1. j.
FV(2)=Fn(z) dla n=1,2,... Zaktadajgce, ze okreflone zostaly ciggi
¢, QZ(”,..., QZ("_I), przyjmiemy za ciag (E(m::{l?’f,")(z)}“ 2. dowoliy
podciag wybrany z (S("""l), ktéry jest na zbiorze K, bgds zbiesny
jednostajnie, badz rozbiezny jednostajnie do oo; mozemy zalozyé
przy tym, ze k—1 pierwszych wyrazéw ciggu (o jost identyeznych
z odpowiednimi wyrazami ciagu C*, t. . iz

FPe)=FF ), ..., PP 4(2)=FLV(e).

‘ ]?zi@/ki ter(%u zg)lofaeni};) ciag {F}j](z)}j=1,2,.., jest podciggiem wyzyst-
%nch clagow €7, €%,...,€7,..., a wiec jest jednostajnie zbiezny, lub
jednostajnie rozbieiny do oo, na kazdym ze zbioréw B,

Przyjmijmy, ze zbiory i o ktéryech mowa w lemmacie 3.1,
l‘edl.lkllja; si¢ do pojedyriczych punktéw. Na mocy twierdzenia Bolzano-
Weierstrassa kazda rodzina funkeyj spelnia waranki zalozenin lem-
matu w stosunku do tak wyspecjalizowanego ciggu zbiorw { Hi}.
Jako szczegdlny przypadek lemmatu 3.1 otrzymujemy tedy twier-
dzenie nastepujace: - ' ’ ‘
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(8.2) Jeseli B jest zbiorem skotczonym lub preelicealnym, wéwezas
kasdy ciag {Fn(2)} funkeyj okreslonych ma E zawiera podciqy, kidry
w kazdym punkeie zbioru E jest badé zbieiny, badé rozbieiny do oo.

Opierajac sie w dalszym ciggu na lemmacie 3.1, udowodnimy
nastepujace ogdlne twierdzenie o rodzinach normalnych:

\(_SQQ Jezeli rodeina § funkeyj jest normalna w otoczeniy kaidego

punklu pewnego obszaru G, t.j. jezeli kaidy punkt tego obszaru po-
siada otoczenie, w ktorym rozwaiana rodzina jest normalna, to rodzina §
jest normalna w ocalym obszarze G.

Dowdéd. Kazdemu punktowi z, obszaru G przyporzadkowaé
mozemy otoczenie K, w ktérym rodzina § jest normalna. Oznaczmy
przez H dowolne kolo o §rodku i promieniu wymiernym, takie Zze
2, HCHCK. 7 kazdego ciagu rodziny § mozemy tedy wyjaé pod-
ciag, ktéry jest w H badz jednostajnie zbiezny, badz jednostajnie
rozbiezny do oo. Poniewaz zbiér wszystkich két o $rodkach i pro-
mieniach wymiernych jest przeliczalny, wiee przyporzgdkowujac
w ten spos6b kazdemu punktowi 2,eG kolo H, otrzymamy ciag
k6t {H;} pokrywajacych lacznie &, przy czym dla kazdego j kazdy
cigg funkeyj rodziny § zawiera podeiag, ktéry w kole H; jest badz
jednostajnie zbiezny, bgdZ jednostajnie rozbiezny do oo.

Niech {F.(2)} bedzie dowolnym -ciggiem funkeyj rozwazanej
rodziny. W mysl lemmatu 3.1 ciag ten zawiera podciag {Fy (2)},
ktéry w kazdym kole H; jest jednostajnie zbiezny lub jedno-
stajnie rozbiezny do oo. Pokazemy, Ze ciag {Fnk(z)} jest albo roz-
biezny, albo zbiezny na wszystkich kolach jednoczednie. Istotnie,
oznaczajac w przeciwnym razie przez (4 sume tych két, w ktérych
rozwazany ciag jest zbiezny, a przez @, sume tych két, w ktérych
jest rozbiezny, otrzymaliby$émy rozklad obszaru & na dwa zbiory
niepuste, otwarte 1 rozlaczne, co jest oczywidcie niemozliwe.

Zatézmy, iz ciag {Fnk(z)} jest wszedzie zbieiny; pokazemy, iz
jest on niemal jednostajnie zbiezny w @. Istotnie, niech PC& bedzie
dowolnym zbiorem domknigtym. W mygl twierdzenia Borela (Wstep,
tw. 6.2) istnieje wtedy skonfczona ilo§é két Hy,Hs,...,Hm, pokrywa-
jacych lgcznie P. A ze ciag {Fnk(z)} jest jednostajnie zbiezny w kaz-
dym z nich, jest on jednostajnie zbiezny na P.

Analogicznie, przyjmujac, Ze ciag {F.nk(z)}v jest wszedzie roz-
biezny, udowodniliby$§my, iz jest on w G niemal jednostajnie roz-
biezny do oo.

4%
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(3.4) Kasdy ciag funkeyj, normalny i zbiesny wszedeie do gramicy skod-
czonej w zbiorze otwartym jest niemal jednostajnic zb@'oény/.w G hasdy
cigg fumkeyj, normalny w ebiorze otwartym G 4 roebieény do oo w jed-
nym preynajmniej punkcie tego 2bioru, jest w G miemal jednostajnic
rozbiezny do oo. ‘

Dowéd. Przyjmijmy, ze ciag {F.(2)}, normalny i zbieiny
w @ do pewnej funkeji skofczonej F(z), nie jost niemal jedno-
gtajnie zbiezny w @, a wiec nie jest jednostajnie zbiesmy na pewnym
zbiorze domknigtym PCE. Istnieje tedy pewna liczba &0, cigg
rosngey wskaznikéw {m} 1 ciag punktéw {2} zbioru P taki, iz
]Fnk(zk)——li’(zk)i>a dla k=1,2,... Ze wzgledu na zhieznodé i normalnogdé
ciagu {Fa(2)}, z ciagu {Fnk(z)} wyjaé mozemy podeigg {,F,n,/,l(z)} niemal -

jednostajnie zbieiny w &, a wiec jednostajnie zbiezny na zbiorze P.
Z drugiej jednak strony mamy |If’nk (zk,)mlﬂ(z;ﬁlﬂ}a Al 4==1,2, ...,
co stanowi oczywistg sprzecznogé.

. Analogicznie przebiega dowdd drugiej czedei twierdzenia.

(3.5) Jegeli cigg {Fu(2)} funkeyj skoticzonych eseagoh w zbiorze olwar-
tym @ jest normalny w ebioree G © ogramiceony w pewnym punlicic
2bioru @, wowczas cigg ten jest niemal ograniceomy w catym 2biorze G.

Dowdéd. Zatézmy, ze ciag {Fn(2)} nie jest niemal ograniczony
W G, a wige nie jest ograniczony na pewnym zbiorze domknietym
PC@. Istnieje tedy ciag punktéw {2} zbioru P oraz ciag rosnacy
wskaznikéw ny taki, ze

(3.6) Fu (o> dla k=1,3,..

Z kolei ciag {Fnk(z)}r zawiera podeiag {F'nk (2)}, ktéry jost w zbio-

/
rze otwartym @ badz niemal jednostajnie zbieczny, bad# niemal
jednostajnie rozbiezny do oo.' Z uwagi na (3.6) odpada jednak
pierwsza alternatywa i ciag {Fnkj(z)} jest niemal jednostajnie roz-

biezny do co. To jednak przeczy zalozeniu, iz ciag {F.(2)} jest ogra-
niczony w pewnym punkcie zbioru G.

CWICZENIA. 1. Przyldady rodzin normalnych funkeyj: (a) Cing funkeyj
{Fn(x,y)), okretlonych w plaszezysnie otwartej przes réwnofel: Fu(e,y)0 dly
20 oraz Fn(w,y)=n dla 2>>0, jest normalny zaréwno w obszarze w0 juk
w obszarze <0, nie jest jednak normalny w sumio tyel obszuréw (prayklad ton
wekazuje, iz w tw. 3.3 warunek, iz zbidr @ jest obszarem, jost istotny i nio
moze byé zastapiony przez warunek, iz zbiér ¢ jest tylko otwarty), (b) Rodzing
wezystkich funkey] F(e)=az, gdzie jest dowolnym spétezynnikiony, jost nor-
malna w plaszezysnie otwartej z wylaezeniem punktn 0, nie jost natomiast nor-
malna w Zadnym otoczeniu punktu 0. (c) Rodzina funkeyj F(z)-:az--b, pdzio
a1b 83 dowolnymi spélezynnikami, nie jest normalna w otoczenin Inogo punkiu.

N
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2. Jezeli {Fn(2)} jest ciagiem normalnym i niemal ograniczonym funkeyj
w obszarze G i jefli istnieje funkeja F(z) taka, ze kazdy podciag niemal jedno-
stajnie zbiezny tego ciagu jest zbieiny do F(z), wéwezas Fn(2)3IF(2) w G.

§ 4. Funkeje jednakowo ciagle. Mowimy, ze funkcje
nalezgce do rodziny § funkeyj skorczonych sg jednakowo ciggle na
pewnym zbiorze A4, jesli kazdej liczbie ¢>0 odpowiada taka liczba
7>0, iz dla kazdej funkeji F(z) rodziny § oraz.dla kazdej pary
punktdéw z,z, zbioru 4 nier6wnodé g(2,2,)<<n pocigga za soba
|F(25) —F(2)|<e. Z definicji tej wynika natychmiast, iz funkcje

" nalezgce do rodziny funkeyj jednakowo ciagltych na jakimg zbiorze

8g wszystkie jednostajnie ciagle na tym zbiorze (por. § 1, str.43).

Wil Twierdzenie Ascoli’ego. Kaidy ciag ogramicony {Fn(z)
funkeyj jednakowo ciagtych w zbiorze otwartym i ogramiczonym G
. sawiera podeiqg jednostajnie 2biesny w G-.

Dowéd. Niech {w;; bedzie ciggiem punktéw wymiernych
(por. Wstep, § 8) zbioru @. Na moey tw. 3.2 z ciagu {Fa(2)} wyjaé
mozna podciag {Fy,(2)} zbieiny we wszystkich punktach ciagu {wj).
Piszae dla skrécenia Hy(2)=F,,(2), udowodnimy, Ze ciag {Hy(2)} jest
jednostajnie zbiezny w calym zbiorze G.

Niech w tym celu ¢ bedzie dowolng liczbg dodatnia i niech 75
bedzie odpowiadajaca jej liczba dodatnig taka, iz

(4.2) 2 eG, 2,e@, |zo—a|<n pociaga za sobg |Hp(2,)—Hp(z)|<e/3

dla p=1, 2,... _

Ciag przeliczalny két K;=K(wj;n) pokrywa zbidr domkniety G,
a wiec na mocy twierdzenia Borela (Wstep, tw. 6.2) istnieje uktad
skonczony Ki,Kos,...,K, tych kél, pokrywajacych lacznie zbiér @
i tym samym dany zbiér otwarty &. Niech p, bedzie liczbg natu

ralng taka, ze v

(4.3) !Hp(wj)‘—Hl.l(wj)I‘<‘5/3 dla  p>pg, q>po 0raz j=1,2,...,m,

WeZmy pod uwage dowolny punkt zeG. Punkt ten nalezy do
jednego przynajmniej z ké! Ki,Ks,...,Kn Dla pewnej wartodel
wskaznika j,<m mamy wige l—wil<n i, w mysl (4.2)]i (4.3),
dla, p>p, oraz ¢>Po:

IHP(Z) —'Hp(w_](,)|<€/3’ ,HP(wfn) —HQ(wju)l<8/37 |Hq(wju) —HQ(Z)I<£/3;

przez dodanie stronami tych trzech mnieréwnofei otrzymujemy
|Hp(2) —H,(2)|<e dla kazdego punktu ze@ gdy p>p, i ¢>p,. Ol?dg
{Hp(2)} jest wiec zbieiny jednostajnie w &, co nalezalo udowodnié.
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7 tw. 4.1 wyprowadzimy nastepujace kryterium normalnofei

rodziny funkeyj:
(4.4) Jezeli § jest rodeing funkcey] jednakowo  ciqgbych w otoezenin
kasdego punktu pewnego obszaru G (.. jedeli kagdy punkt obszary
posiada otoczenie, w kidrym funkeje rodziny & sa jednakowo ciggle),
to § jest rodezing normalng w G.

Dowéd. Zuwagina tw. 3.3 wystarczy undowodnié, iz rodzina §
jest normalna w otoczeniu kazdego punktu obszaru. Wesmy tody
pod uwage dowolny punkt z,e@ i miech K,CG bedzio otocze-
niem punktu 2z, w ktérym funkeje rodziny § sg jednakowo ciggle.
Mozemy zalozyé, iz otoczenie to jest tak male, ze |I(2)—1(z,)|<<1
dla, kazdej funkeji F rodziny & oraz kazdego punktu zelv,.

Wezmy pod uwage dowolny cigg {F.(2)} funkeyj rodziny §
i niech @n(2)=Fn(2)—Fa(2,). Funkeje @u() sy jodnakowo ciggle,
a zarazem w3pélnie ograniczone w kole I, Na mocy toedy twier-
dzenia Ascoli’ego (4.1) ciag {Pa(2); zawiera podeigg (P, (2)] jedno-
stajnie zbieiny w K,. Z drugiej strony cigg liczbowy {I!’q,,k(z(,)}i ANGTH
podciag -{Fnk.(zo)}-, ktéry jest zbieiny do granicy skotcezonej lub do oo,

J

W przypadku pierwszym cigg »{Zf“’%kj(z)=(l)nk (&) + Ty, ()} jest w K,

jednostajnie zbiezny, w przypadku drugim jednostajnie rozbiozny
do co. Rodzina § jest wige normalna w otoczeniu kazdego punktu
obszaru @, co nalezalo udowodnidé.

W Rozdz. II, § 7, podamy zastosowanie tw. 4.4 w dziodzinie
funkeyj holomorficznyech.

CWICZENIA. 1. Pokazaé, iz tw. 4.1 pozostaje prawdziwe dla kazdoego
zbiorn & ograniczonego (nie koniecznie otwartego); zatozenie ograniczonodel
zbioru jest istotne.

2. Jezeli § jest rodzing normalng i niemal ograniczong funkeyj cigglych
w zbiorze otwartym &, wéwezas funkeje te sg jednakowo ciggle na kazdym zhio-
rze domknietym PC @ (odwrdeenie tw. 4.4). )

- -§ 5. Rézniczka zupeha. Mowinmy, ze wyrazenie MAw-- Ny,

liniowe wzgledem zmiennych rzeczywistych Az i Ay, o spoélezynni-
kach M i N (na ogél zespolonych), jest rézniceka 2upctng :f;unkaji
(na ogét zespolonej) W(z)=W(z,y) w punkeie == (#y,v,), jezeli

(5.1) Wy +43,yo+4y) —W (@, yo) —M An—N Ay
(da*+ Ayz)l/z

>0, gdy Ax>0, Ay-»0,

t.5. jeseli

(5.2) " ot Aoyt AY)=W(Goyo)+ M AN Ay-+e( A, dy)-(Au>1- ) 2,
- gdzie o(dm, Ay)>0 wraz 2 Aw—0, Ay

icm
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Podstawiajge w (5.1) tozsamogeiowo Ay=0 lub Az=0, otrzy-
mujemy M=Wi(%,y,) 1 N=W,(zyy,). Zatem:

(6.3) Funkcja W(x,y), posiadajgca w punkeie (24,9,) rézniceke zupeing,
posiada w tym punkeie pochodne czastkowe wzgledem kazdej ze z2mien-
nych ®,y i pochodne te sq odpowiednio réwne spdlezynnikom rézniczki.

Podstawiajac W(z,y)=U(z,y)+iV(x,y), M=A+Bi, N=C+Di,
gdzie U(z,y), V(x,y) sa funkcjami rzeczywistymi, za§ A,B,C,D
liezbami rzeczywistymi, stwierdzamy natychmiast, ze zwigzek (5.1)
jest réwnowazny dwu zwigzkom

U (my+A2, yo+Ay)— U@y, yo) —Adx—CAy =
(A>+ A2)'?

0,

V(®o+4z, yo+Ay)— V(2 '!/())“BAW"‘DA?/___>
(Aw2+Au2)12

gdy dz—0, Ay—0. Stad:
(5.4) Na to, aby funkcja W(2)=W(x,y)=U(z,y)+iV(z,y) posiadata
w punkeie 2o=(y,Y,) réniceke zupelna, konieczne jest & wystarcea,
aby obydwie jej ceedel, rzeceywista Ulx,y) i wrojona V(z,y), posiadaly
roémiczki zupelne.
. Twierdzenie odwrotne do tw. 5.3 byloby oczywidcie falszywe:
funkeja rézniczkowalna czastkowo moze nie posiadaé rézniczki zu-
pelnej. Jednalk:

(5.5) Jezeli funkeja W(z,y) posiada wszedzie w pewnym otoczeniu
punktu (g,y,) pochodne czastkowe Wi(z,y) oraz Wy(x,y) @ pochodne
te sq ciagle w punkeie (z4,9,), to funkeja W(xz,y) posiada w tym
punkeie résmiceke zupetng.

0,

Dowéd. Z uwagi na tw. 5.4 mozemy zalozyé, iz funkcja
W(x,y) jest rzeczywista. Stosujac twierdzenie o wartosei $redniej,
mamy przede wszystkim

W (g +Az,y+Ay)—W (20,Y o) =
=[W(wo+Az,yo+Ay)—W (20,5 6+A4Y) 1L W (@, Yot- Ay )— W (#0,Y o) =
=Wi(@g+0,42,yo+ 4y)- An+Wy(y, yo+5:4y)- 4y,
gdzie 0<9,<1, 0, <L
Przyjmujac tedy M =Wi(xg,¥o), N=Wylxzg,y,), mozemy ﬂapisgé
ostatni ezton zwigzku (5.6) w postaci (M -+ e)dz-+ (N +e,)dy, gdzie

&, &, dazg do zera wraz z Adw, Ay. Zatem
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W(@y-+42, Y0+ 4y)—W(@o,Yo) —MAs—NAy_ _edutedy
(daP+ AP | T (et Ay
gdy Az—0, Ay—0, i wyragenie MAw+Ndy jest roZniczka  zu-
petna funkeji W(z,y) w punkeie (%)

Résniczkowalnodé zupetna funkeji w punkeie (g,%,) jest tedy oczyms po-
grednim miedzy samym tylko istnieniem pochodnych ezastkowyeh w tym punk-
cle a istnieniem w tym punkeie pochodnych czgstkowyceh cinglyeh. W wielu
jednak rozumowaniach, w ktérych zaklada sig zwykle ciaglodé pochodnych czgst-
kowych, wystarcza juz sama rézniczkowalnodé zupelna. Wazne jest przy tym,
iz podezas gdy zatozenie ciaglodci pochodnych czastkowyeh w punkeie (wg,y,)
implikuje juz istnienie tych pochodnych w pewnym catym ofoezeniu tego punkiu,
to zalozenie rézniczkowalnoéei zupelnej warunku tegoe bynajmniej nie wymaga.
Na tym, w grunecie rzeczy, polega znaczenie rézniczki zupelnej, ktéra —~- wpro-
wadzona przez Stolza — odgrywa dzi§ wazng role zaréwno w toorii funkeyj
rzeczywistych wielu zmiennych jak i w pewnych nowszyeh badaniach @ pod-
staw teorii funkeyj zmiennej zespolonej (ob. D, Menchoff, Les conditions de
monogénéité, Paris 1936).

§ 6. Pochodna w dziedzinie zespolonej. Réwnania
Cauchy-Riemanna. Funkcja zmiennej zespolonej W(z), okreflona
i sgkofezona w otoczeniu punktu z,==co, nazywa #ie rdénicelko-
walng w tym punkeie, jedli istnieje granica (skorezona) wyrazenia
[W(zy+A2)—W(2,)]/42, gdy Az dazy do zera przez dowolne wartodei
zespolone; granice te nazywamy wowezas pochodng funkeji W(z)
w punkcie 2, oznaczajgc ja przez W'(z) lub (AW/de)y..; W pray-
padku, gdy funkeja W zalezy jeszcze od innych zmiennych, dla
oznaczenia jej pochodnej wzgledem z uzywamy zwyklych symboli
pochodnych czastkowych: W, lub dW/de.

Definicja ta jest formalnie identyczna z definicja przyjety
w analizie rzeczywistej. Totez spostrzega sie natychmiast, ze reguty
formalnego rézniczkowania (sumy, iloczynu, ilorazu dwu funkeyj it.d.)
przenoszy sie natychmiast z dziedziny rzeczywistej na zespolong.
Okolicznosd¢ wszakze, iz w powyzszej definicji pochodnej przyrost Az
zmiennej niezaleznej przebiega wartodei zespolone, a mnie tylko
rzeczywiste, pociaga za sobg bardziej istotne ];:onsekwencje niz
moznaby przypuszezaé na pierwszy rzut oka. Jak bedziemy mieli
wielokrotnie jeszcze sposobnogé podkreslié, warunek réimiczkowal-
nofei w dziedzinie zespolonej jest czym$ nieréwnie silniejszym
anizeli w dziedzinie rzeczywistej. Mozna powiedzied, iz cala teoria
funkeyj analitycznych jest badaniem konsekwencyj tego warunku.

Sposréd formalnych regut rézniczkowania, ktére PrZenosLy 8iQ
natyehn}iast z dziedziny rzeczywistej na zespolong, wymienimy
pa,stgpu]agezp regule rézniczkowania funkeji zlozonej:
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(6.1) Jezele funkejo W(z) jest rosmiczkowalna 1 prayjmuje wartosd
wys=oe w punkeie 200, a funkeja F(w) jest okreslona w otocze-
niw punkiu wy 1 ré¢nicckowalne w tym punkcie, wowczas funkejo
dlozona @(2)=F[W(z)] jest réwniez roimicekowalna w 24, pray czym
Q' (29)=F"(wo)- W' (2p).

Dow6d. Istotnie, funkeja zlozona P(z,+n) jest okreslona dla
wartogei b dostatecznie maltych. Zakladajae najpierw, iz b przebiega
wartodci, dla ktérych W(z,+h)E+=W(z,), mamy, dla h—0

D(zy+h) —D(20) —
h
F[W(zo+h)]—F[W(2o)] W(2+h)—W(zo) 7 .
= . F'[w W' (2)-

Jezeli istnieja dowolnie blizkie zera wartofei =0 takie, iz
W2+ h)=W (2,), to oczywidcie W'(z,)=0; dla tych jednak wartosei h,
dla ktérych W(z,+h)=W(z), mamy réwniez D(z,+h)—D(z,)=0.
Przeto zawsze, gdy h dazy do zera w jakikolwiek badz sposob, jest

[D(20+ 1) —P(20)]] h—F"(wq) - W'(2y).

Jak wynika bezpogrednio z definicji pochodnej, na to, aby
liezba @ byla pochodng funkeji W(z) w punkcie z,= (2,,%,), konie-
czne jest i wystarcza, aby [W(z,+42)—W(z)—@-42]/42—0, gdy
Az—0; innymi stowy, przyjmujac dz=Azx+idy i pamigtajae, ze
|Az|=‘/(Am)2~|—(Ay)2, mozemy powiedzieé: na to, aby Q@=W'(2), ko-
nieczne jest i wystarcza, aby wyrazenie QAz=QAxr+iQA4y bdbylo
rézniczka zupelng funkeji W(z) w punkecie z, Jesli warunek ten
jest spelniony, wéwezas na mocy tw. 5.3 mamy Wi(g,ye) =€ oraz
Wy, Y0)=1@Q, & Wige

(6.2) W0, Yo) =—1Wy(@o; Yo)-

Odwrotnie, jezeli funkcja W(z) posiada W 2z,==,+ Y, rézmczkg
zupelng i spelnia réwnanie (6.2), wéwezas, oznaczajac wspolng war-
-tod6 stron tego réwnania przez @, otrzymujemy jako roézniczke
zupelng funkeji W(z) w punkcie 2z, wyragenie QAz+iQdy=@4z,
i tym samym Q=W'(z,). Przyjmujac W(z)=U(z,y)+iV(z,y), gdzie
Ulx,y) oraz V(z,y) sa odpowiednio czedeia rzeczywisty i m:ojonag
funkeji W(z), mozemy napisaé zwiazek (6.2) W postaci dwu réwnogei
rzeczywistych:

(6.3) U@y Y0) =V 5(%0s Yo)s Uly(mm?/o)=‘“v-'v(mm?/o)7
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i na moecy tw.5.4 otrzymujemy twierdzenie nastepujgce, kiore
sprowadza rézniczkowalno§é w dziedzinie zespolonej do, rozniczko-
walnogei funkeyj rzeczywistych: '

(6.4) Na to, aby funkcja W(2)=U(z,y)+1V(x,y) posiadala pochodngy
w punkcie 2y=/(2y,Y,), koniecene jest i dostatecene, aby jej obydwie
czeder, rzeczywiste U(w,y) © urojona V(z,y), posiadaly w (24,1,) rds-
niczki zupelne ¢ spenialy réwnoder (6.3), lub—co jest réwnowaine—
aby funkecja W(z) posiadala rdéniceke zupelng i spelniala rdwnosé
(6.2). Jeteli warunek ten jest spelniony, to

W (26)=W(@o,Yo) = —SWp (20, Yo),

pray ceym  W'(z,)-(dw+idy) fest réémicekq esupelng funkeji W(z)
w punkcie z,.

Zwigzki (6.3), ktére—gdy @, i ¥, uwazad za zmienne——uy rdw-
naniami o pochodnych czgstkowyeh, nosza zwykle nazwe rdwna
Cauchy-Riemanna. Zwigzek (6.2) jest oczywidcie tylko inng forma,
tyeh réwnaii i nazywaé go bedziemy warunkiem Cauchy-Riemanna
w postact zespolone].

W §§ nastepnych podamy przyklady paru podstawowyeh
funkeyj zespolonych, rézniczkowalnych w calej plaszczyZnie otwartej.

) CWICZENIA. 1. Wymaczyé punkty, w kiérych nastopujpce funkeje
majs pochodne: (a) W(2)=2, (b) W)=, (c) W(z)=[e2, (d) W(z)==de.

2. .J ezeli fl’mkcja W{(2) posiada w punkeie 2, rézniczke zupehny, (A - 1) Ag-}-

+ (0-+Di) 4y, wéwezas na to, aby funkeja W(e) spragzona z W(z) posiadala Po-

chodns w punkeie z,, konieczne jest i wystarcza, by A= -—D oraz B0, .. by

Wilzg) =Wy (2,).
Wywnioskowaé stad, iz jesli funkeja W(2) posiada w punkeie 2, pochodng,

wiwezas funkeja z nia sprzezona W(z) posiada w tym punkeis pochodng - 1
; z) ] - ¥ ) 1 Hod.
i tylko wtedy, gdy W'(z)=0. ' e ! e

o ‘3. Jez'eli dla’ funkeji Wi(e), posiadajacej w punkeie 7y vézniczke zupohuy,
istnieje {grra,nwaj skonezona czeéoi rzeczywiste] wyrazenia [W(z)-—W (zn)]/(d—-«z,,)
gdy z—>2, wéwezas funkeja posiada pochodng w punkeie z,.

o '4. Je%eﬁ dla} funkeji W(z), posiadajacej w punkeie #z, réiniczke zupehy,
istnieje granica ’skonozona.w artosci bezwzglednej wyrazenia [V ()W (20)1/(z~2y)
gdy' &>z, Wowezas bads funkeja W(z), bads funkeja W(z) spragzona n W (®)
posiada pochodna w punkeie . ,

5. Sprawdzié, iz je = ) i
sehoss P w;;;lzm, iz funkeja F(z)._’/ [2y] (=a+1dy) posiada w punlkeio 2.+ 0
% > e ezzg:? ow<.3 wzg%@dam ¥ oraz y rGwne zoru; spelnia wige réwnanin Cauchy-
lemanna, nie posiada jednak w tym punkeie poe :

i ; : hodnoj zwylkdoej (bym s,
wige nie posiada takze rézniczki zupelnej). o v sy

icm
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[Wsk. Podstawiajac z=x-(l+1ia), gdzie a jest dowolng liczba rzeczywista,
zauwazyé, iz iloraz [F(2)—F(0))/2=F(2)/> posiada dla kazdej ustalonej war-
tosci « granice skoficzong, gdy z—>0, granica ta jednak zmienia sig w zaleznosei
od a.]

6. Dla funkeji ciaglej G(z), okreSlonej przez wzory G(0)=0 oraz
G(=)=aPy/(x*+4?) dla 2=z iy=0, spelione 83 w punkcie 0 warunki Cauchy-
Riemanna oraz istnieje granica stosunku [G{(z)—G(0)]/z= G(2)/z, gdy = dazy do 0
wzdtuz dowolnej prostej przechodzacej przez punkt 0; nadto granica ta ma te
sampn warto$é 0 dla kazdej takiej prostej. Mimo to funkeja G(z) nie posiada
pochodnej w punkeie 0.

[Wsk. Granica stosunku G{(z)/z, gdy 2 dazy do O wzdiuz paraboli y=u?
jest 1/2.]

7. Jeseli W(z) jest wielomianem n-tego stopnia i 2,2,...,2, oznaczaja
pierwiastki tego wielomianu (w przypadku istnienia pierwiastkéw wielokrotnych
kazdy pierwiastek wystepuje w ciagu 2;,2,,...,2, tyle razy, ile wynosi jego krotnosé),
wowezas

" Wi 1
*) W(z) "2 B—2

k

w kazdym punkecie 2, w ktérym W(z)0.

8. Jezeli W(z) jest wielomianem stopnia =1, wéweczas wszystkie pier-
wiastli réwnania W’(2)= 0 lezy w zbiorze wypuklym wyznaczonym (por. Wstep,
§ 8, éw. 2) przez pierwiastki réwnania W(2)=0 (Gauss).

[Wsk. Skorzystaé ze wzoru (*) éwiczenia poprzeduiego; zauwazyé, iz
1/(z—=2k)= (z—=zr)/|s—=2x|*; skorzystaé z éw. 2, Wstep, § 8.]

9. Réwnanie 1-+2-+az"=0, gdzie n jest liczba catkowita =2 oraz a do-
wolna liczba zespolona, posiada zawsze pierwiastek o wartosci bezwzglednej <2
(Landau).

[Wsk. Podstawié z=1/3 i skorzystaé z tw. Gaussa (éw.8).]

§ 7. Funkecja wykladnicza. W analizie rzeczywiste] okre-
§lamy zwykle bezpofrednio potege oraz liczbe e; nastepnie wypro-
wadzamy, jako twierdzenie, znane rozwiniecie funkeji wyktadni-
czej ¢ mna szereg potegowy zmiennej dla wartosei rzeczywi-
stych tej zmiennej. W dziedzinie zespolone] metoda ta zawodzi
z natury rzeczy (poniewaz juz zwykla definicja potegi nie przenosi
sie bezpogrednio na wartosci zespolone wykladnika). W wykladzie
niniejszym okre$limy tedy funkeje wykladnicza e*—Xktdra bedziemy
oznaczali réwniez przez expz— bezposrednio przez 1rownosé

W

1
|7

v
(7.1) expe=e=
n=0

3

rozumiejac przez 0! (jak zwykle) liczbe 1.


pem


60 ROZDZIAL I. Funkeje zmiennej zespolonej.

Szereg wystepujacy w tej réwnodei jost, jak spostrzega sie
od razu (stosujac np. kryterium d’Alemberta), zbiczny w calej
plaszezyZnie otwartej, a nadto zbiezny bezwzglednie i jednostajnie
w kazdym kole K(0;7), poniewaz w kole takim mamy oczywigcie
[z"/nl|<r?/n!. Tym samym:

(7.2) Funkcja wykladnicza jest okreSlona i ciqgla w calej plaszozyiénie
otwarte;.

Z definicji (7.1) wyprowadzimy podstawowe wzory dotyczgce
funkeji wykiadniczej (bez odwolywania sie do wynikéw znanych
z analizy rzeczywistej). W szczegdlnogei:

(7.3) exp 0=¢"=1,
(74)  exp(atb)=expa-expb dla kasdej pary wartodei a,b.

Wzor (7.3) otrzymujemy wprost, podstawiajac z==0 w (7.1).
W celu otrzymania wzoru (7.4) zauwazmy, iz na zasadzie twicr-
dzenia Cauchy’ego o mnozeniu szeregéw mamy

expa-expb= 2 @ 2‘ S' Cny
n==0

n==0) n=0

— a bn — n—k (a—f—bk"
Zkr %) nqur a'p" = n!)’

gdzié

a wiee

° n
expa-exph =21 Q’:Yl =0xXp (a--b).
n=0 :
(7.5) Funkcja wykladnicza nie enika w Zadm ym punkcie plaszeryzny.
. Dowdéd. Istotnie, gdyby expa= 0, wowezas z uwagi na (7.3)
i (7.4) mieliby§my 1= exp0=expa-exp(—a)=0.

Z definicji (7.1) wynika natychmiast, ze dla wartodei rzeczy-
wistych #>0 funkeja expx jest funkejg stale rosnacs, zmieniajacy
gie od 1 do +oo, gdy % zmienia sie od 0 do +-co. Korzysm]aa
z réwnosei exp(—z)=1/exps, ktéra jest konselewencjy (7.3) i (7.4),
stwierdzamy ogélniej, ze:

(7.6) Funkcjo expx jest w deiedeinie r
zecrywiste] funk Wil
i "03”@0% Pr2Y ceym: Y j funkejq dodatniq
exXpx — oo dla
expr—0 dla

& > -~ 0o

&—>—o00,
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Wreszcie, mamy z (7.4) i (7.1) dla h==0

exp(z+h)—expz exph—1 o B
(7.7) A _expz'———;;———zexpz-z )

n=1

skad przechodzge do graniey, gdy h—-0, otrzymujemy (korzystajac

z tego, iz szereg wystepujacy w réwnosei (7.7) przedstawia funkeje

ciaggly zmiennej h) réwnogé Em[exp (2-+h)—expz]/h=expz. Zatem:
->0

(7.8) Funkcja wyktadnicza jest résmiczkowalna i réwna swej pochodne)
w catej plaszezyinie otwartej.

CWICZENIE. 1. Dla kazdego = rzeczywistego jest e*>1--z; jezeli
0z, to 1—2<<e *Cl—} 2.

§ 8. Funkeje trygonometryczne. Podobnie do funkeji wy-
kladniczej okre§lamy w dziedzinie zespolonej funkeje trygonome-
tryczne cosz oraz singz jako sumy szeregéw. Mianowicie:

n 2n n 2n+1
(8.1) eosz~—2( 1) z, smz—z = (22)_[”1), .
n=0

Szeregi wystepujace w tych wzorach sa zbiezne w calej plasz-
czy’nie otwartej, a wige tym samym funkcje cosz i sinz sg okre-
§lone w catej plaszczyZnie otwartej, i widaé od razu ze wzordw (8.1),
ze pierwsza z tych funkeyj jest parzysta, a druga nieparzysta.

Dla wartoéci rzeczywistych 2, réwnosci (8.1) pokrywaja sie ze zpanymi ~
rozwinieciami funkeyj cosz i sinz na szereg potegowy. W dziedzinie rzeczywistej
definicia obecna pokrywa sie wiee z definicja tradycyjna, oparta na metodach
geometrycznych. Nie bedziemy tu wszakze korzystali z wynikéw teorii geo-
metrycznej, wyprowadzajac podstawowe wlasnogei funkey] trygonometryeznych
bezposrednio ze wzoréw (8.1). Uzyskujemy w ten sposéb nie tylko rozszerzenie
tych whasnoéei na dziedzine zespolona, ale zarazem arytmetyzdcje beorii fun-
keyj trygonometrycznych w dziedzinie rzeczywistej. Wyniki tak ofrzymane
wskazujg jednoczeénie prosta i nmaturalng droge do arytmetyzacji pojecia kata.

Rozpoczniemy od ustalenia zwigzkéw miedzy funkcjs wy-
kladniczg a funkejami trygonometryeznymi. Na mocy (7.1) mamy

] w z y °°‘ ql‘)kz?.k—l-l
expiz = 2 nl & 2h) tﬂz @hr1) ~
n=(0
lt _.k lk 2k+1

(=1 "
_'2 2k)' 2 (2k+1!’
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a wiec w my¢l (8.1) -
(8.2) expi#=C082- 4 8in.2.

Podétawiaj@e tu —z zamiast 2, otrzymamy réwnogé

exp (—1i7) = co8 2 —1i§ing;

dodajac ja stronami do (8.2), wzglednie odejmujac od (8.2), znaj-
dujemy:
(8.3) cosz=4[expiz- exp(—iz)],

Sa to t.zw. weory Eulera. Przez przeksztalcenia formalne,
w ktéryeh korzystamy tylko z wlasnodei (7.3) i (7.4) funkeji wy-
ktadniczej, otrzymujemy stad podstawowe zwiazki migdzy funkcjami
trygonometrycznymi:

sing=—=>,1 [expiz—exp (—iz)].

cos?z-gin2z=1,  cos(a=b)=cosacosdhTsinasind,

(84) gin (a4 b)=sinacosb-4-cosasind,

it p.
Poniewaz funkcja wykladnicza jest w my§l twierdzen 7.2 1 7.8

ciggta i rozmiczkowalna w calej plaszezyinie otwartej, wice ze

wzordw (8.3) wynika, iz réwniez

(8.5) Fumkcje trygonometrycane cosz 4 sinz sq ciqgle ¢ régmicekowalne

w calej plaszozyénie otwarte;.

Rézniczkujae Wzofy (8.3) na mocy tw. 7.8, otrzymujemy:

(8.6) (cosz) =—sineg, (sinz)’ = cosz.

Z réwnogei cos0=1 oraz z latwego oszacowania

2‘2 oj‘ (___1)11 2211
GOS2—1'~"E+2/ -—(*2—;'/)!—<

n==%

< 2" 2t <2\ 50
<——1+]%2 m<—-1+ﬂk% (g) =—14353<0
wynika natychmiast, iz funkcja cosz posiada przynajmniej jeden
pierwiastek rzeczywisty dodatni. Najmniejszy z tych pierwiastkéw
(t.j. ich kres dolny) oznaczaé bedziemy przez (2. W przedziale
[0,7/2] funkcja cosz jest wige stale dodatnia, z wyjatkiem Prawego
kraica, w ktérym znika. Z uwagi na drugi ze wzoréw (8.6) funkeja
sinz rognie tedy w catym tym przedziale, a wiec jest wyzedzie w tym
przedziale dodatnia, wyjawszy lewy kraniec 0, w ktdrym znilka.
Tym samym, na mocy znéw pierwszego ze wzordw (8.6), funkeja

icm
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' cosz jest malejaca w przedziale [0,7/2]. Poniewaz w my§l (8.4)

mamy 1=c0s?z/2+sin*z/2=sin’z/2 i, jak widzieliémy, funkeja sinz
jest nieujemna w przedziale [0,7/2], wige sinm/2=1. Korzystajac
tedy z drugiego i trzeciego wzorn (8.4), otrzymujemy kolejno:

Co8 57/2 = 0,
c08(37/2) = ¢,

sinz/2 =1;
§in (37/2) = —1;

cosmw=—1,
cos2n=1,

§in 7 = 0
sin2m7=0,

i ogélniej, dla dowolnej liczby zespolonej z:

CO8 (#+7/2)=—ginz,
¢os (- 2x)=cosz,

sin (24-7/2) = cos 2;

(8.7) ! .
Sin (24 2x) = sin 2.

Z drugiej pary wzoréw (8.7) wynika, ze

(8.8) Funmkecje cosz 4 ging sq okresqwe, o okresie 2z, w calej plasz-

" eryénie otwartej.

Natomiast pierwsza para wzoréw (8.7) pozwala wnioskowad
o zachowaniu sie rozwazanych funkeyj w przedzialach (,¢wiartkach®)
[n/2,n], [7,37/2]it. p., na zasadzie zbadanego juz ich przebiegu
w przedziale [0,7/2]. Poniewaz dalej funkecja cosz jest malejaca,
a funkcja sinz rosngea w przedziale [0,7z/2], obydwie za$ funkcje
89 ciggle 1 nieujemne w tym przedziale, przeto na mocy (8.7) oraz
pierwszego ze wzorow (8.4), otrzymujemy twierdzenie nastepujace:

(8.9) Jezeli a oraz b sq liczbami rzeczywistymi, spetniajacymi waru-
nek o?+b2=1, wowczas istnieje dokladnie jedna wartosé 0 taka, is:

cosf=a, sinf=b, —a<<i<<n.
Funkcje trygonometryczne tgz oraz ctgz okreflamy przez wzory:
(8.10)
VA definicji tej oraz z wyprowadzonych juz wlasnodei funkeyj
cosz i sinz wynika bezpodrednio, ze:

tgz=sinz/cosz ctgz=—cosz/sinz.

(8.11) Funkcje tgz 1 ctgz sq funkejami cigglymi w calej plaszezyinie
otwartej, skotceonymi i rééniczkowalnymi wszedzie, z wyjatkiem pun-
ktéw, w ktdrych funkeja cosz, wzgl. funkcje sinz, enike i w ktdrych
funkcje tgz i ctge prayjmuja odpowiednio warto§é oo, Pochodne tych
funkeyj dane sq przez wzory:

(8.12)

ktére otrzymujemy, rézniczkujge réwnosei (8.10) na zasadzie wzo-
Tow (8.6).

(tgz) =1/cox?z, (ctge) =—1/sin’z,
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Wregzcie, wzory Bulera (8.3) daja dla funkeji tge i ctge:

. eX] iz~ exXp (—_zz)

. expiz—exp(—ig) -
’ exXp 1% — eXP (—17)

ctge=
exp 12+ exp (—1i7) &

(8.13) tgz=—i

7 przebiegu funkeji cosz i sinz w przedziale [0,7/2] wynika,

iz funkeja tgz jest w przedziale [0,7/4] stale rosngea i przebiega
a
dt .
wartodei od 0 do 1. Dokonywujac tedy w calce / PR (gdzie a
0

jest dowolng liczba rzeczywista dodatnia) podstawienia f==a tgu,
otrzymujemy, po prostych przeksztalceniach na zasadzie pierwszego
ze zwigzkow (8.4), ré6wnosé '

a /4 i
dt 1 1 dtgu, 1 / o
(814:) \/\m:—a—'[im du d'M;»—— @ (') d’l,l/ ~-—4:a’7
[{]

0

ktéra wyraza liczbe = przez catke oznaczong funkeji wymiernej,

Podobnie
o0

dt 7
(8.15) ‘ fm =5a

Przez analogiczne podstawienie t=asinu w calce / Vs =
P —

otrzymujemy wzor

Jv
(8.16) f o

GWICZENIA. 1. Funkcje hiperbolicene. Funkcje hiperboliczne, cosinus
hiperboliczny i sinus hiperbolicziiy, okreSla sie przez wzory analogiczne do
wzoréw (8.3) Eulera:

. coshz=1}[expz--exp(—2)], sinhz=}[expz-—exp(-——7)].

Sprawdzié zwiazki ﬁast@puj@ce miedzy funkejami hiperbolicznymi a trygono-
metryeznymi: coshz=cosiz, sinhz=-—iginiz. Wyprowadzié stad wzory aunalo-
giczne do wzoréw (8.4):

cosh?z—sinh?z=1, cosh (aﬁ:b)-: cosha - coshbztginha-s8inhd
it.p., oraz do wzoréw (8.6) na pochodne:

(coshz)’=sinhz, (sinhg) == coshz.
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Sprawdzi¢ dalej nastepujace rozwiniecia funkeyj hiperbolicznych na szereg

potiegowy:
(=]
2n "n+1
2
"OE‘h"“Z enyt’ W"Z GngD)!

n=0 n=0
z ktérych wynika w szczegdlnodei, iz |cosz| < coshle| oraz |sinz|<Csinhje|.

2. Udowodnié nastepujace tozsamosci, w ktérych m oznacza dowolna
liczbe calkowita dodatnig:

cosmz=cos™ z— (Wg'> cos™ 2 z sin z+( )(‘Ob"l 42 sintr—..
m m—l
{wyrazem ostatnim strony prawej jest (—1)?sin™2z lub (——1) m cos z sin™ e,
zaleinie od tego, czy m jest liczba parzysta, czy nieparzysta);

3

. m 3.
g1y smz—(3)cos”‘ Bgint s+

sinmz=m cos

m+> m—1
{(wyrazem ostatnim strony prawej jest (—1) *m cosz sin™ 1z lub (—1) % sin™z,
zaleznie od tego czy m jest liezbg parzysta czy nieparzysta);

m)

n
2m1 08™M 2 cos Mz - ( 1 \ cos (m~2)z+<2 ) cos(m—d4)z-+ ...
/

m

m )
{wyrazem ostatnim strony prawej jest %(l»m,) lub ( 1)) eosz, zaleznie od

I (m—
tego czy m jest liczhg parzysty czy nieparzysta);
analogiezny wzér dla sin™z: dla m parzystego

E]

2\

(21)" sin™ 2= 2 cosmez—2 ( 1 ) cos (m—2)z +‘?( ) cos (m—4) g— ...+ (—1)

[

im
oraz (1134 m nieparzystego
m—1

4’ m
5 .
(24)7 1§in™z=sinme (l)sm(m—2) -(—( >sm(m—-— Y2+ (1) <é(m—1)) sinz.
[Wsk. Przyjmujac najpierw z rzeczywiste, w toZsamosciach
cosmz+ isinmez= (cosz--isinz)™, 2™ gos™ 2= (% + ¢ )™,

ktdére wynikaja bezpodrednio ze wzordw (8.2) 1 (8.3), rozwinaé strony prawe wedle
reguly dwumianu Newtona i przyréwnaé czeici rzeczywiste oraz urojone stron.
Uogélnienie na wartodcei 2 zespolone wynika z tw. orzekajgcego, iz szereg pote-
gowy, ktéry znika dla wartofci rzeczywistych zmiennej, znika tozsamoéciowo.]

3. Pokazaé, iz wyrazenie trygonometryczne

2"gin H+( )2" Tgin®— 1ecos(ﬁ+g>+(g> 9"“25111"“2600s9(ﬂ—|- )-1— —}-cosn(ﬂ—{- )

n n—1

jest rowne (—I)%cosne lub (—1) % sinne zaleinie od tego, czy n jest liczba
. A
parzysty, czy nieparzysty. [Wsk. Rozwazyé wyrazenie [2smf)+ expz(ﬂ—{—é-)] J

S. Saks i A. Zygmund. Funkcje analityezne, 5
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4. Podstawiajac w=rineg, pokazaé, iz

(a) dia kazdej wartoéei m calkowitej dodatniej parzyste]j jost cosme== I, (w),
sinmz/cosz= Gy(w), )

(b) dla kazdej wartofei m catkowitej dodatniej nieparzystej jest
cosmz/cosz=Fy(w), sinmeg= Gy(w),
gdzie Fy(w) i Gy(w) sa wielomianami wzgledem w stopnia m, a Gy(w) i Iy(w)
stopnia m—1.

[Wsk. Por. éw. 2.]

5. Pokazaé, iz pierwiastkami wielomiandw Ify(w), Gy(w), Fy(w) i Gyw),
éw. 4, sa odpowiednio:

.z . 37 . (m-—1)x
+8in—, L8Ny s h-Rin 3
2m 2m 2m
LT . 2 . m—2 n
0, gin —, R8I —) vens =RIN —— s
m m 2 v
T . 3n . (m—2)m
#+8in=—; RN ——) ooy Z=8in m—2) =,
2m 2m 2m
T . 2n . M1 v
0, sin -,  +gin=, ..., BN S
m m 2 m

Wyprowadzié stad wzory nastepujace:
(z) dla m parzystego:

gin?z 8in? z in?z
cosme= [ 1— 1— v 1— _hwE .
gin2-2 sin? 37 gins ML) %
2m, 2m, ) 2m,

sinme . gin? 2 gin? 2 i
—— =msinz[1— A N ST * _\;
coS® ., T . L 27
§in2 — §in2 — SN et —
m, 2 m

(#) dla m nieparzystego:
cosmz (1 sin”z) (1 sin? 2 1 gin? g
P — R e N e R
sin? — sing — Hin? St
2m, 2m, 2
. . in? 2 in?z / in?z
sinme=msing. [ 1— S0 1— E}p_;w o1 BTE A
. JT . w b e a
gin?— §ing — sin2 ™ L
m m 2 m
6. Podstawiajac z/m zamiast z we wazorach (¢) éw. 5 i przechodzge do

granicy wraz z m —»-- 00, wyprowadzié nastepujace rozwinigeia funkeyj cosinus
i sinus na iloczyny nieskoficzone:

owe= (1) o) ('~

sinz=z<1—2—2> (1——— —za—) <1~«j2—>
72 472 \" Qu2
Hoczyny powyzsze sq zbiesne jednostajnio w kazdym kole o promieniu
'skox’lczonhym, t. j. niemal jednostajnic w catej Plaszezyinie (przos zbioznodé ilo-
czynu nieskonczonego Ay Ay AL rozumiemy tu zbieinodd ciggu iloczyndw
cz.aest.kowyf;h. P1==A‘, Py= A4, .., P=d Py d e dokdndniojszo .mn(S-
wienie pojecia graniey iloczynu nieskofczonego podane bedzie w Roudz. VII)

.
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7. Niech f(f) bedzie funkejg rzeczywista, ograniczona i ciagta, lub posia-
dajgea co najwyzej skoiiczong ilo&é nieciagloéei, w calym przedziale (—oo, 4-00).
Wéwezas w kazdym punkeie 7, w ktérym funkeja jest ciggla, mamy

oo

Y1) dt
f eyt L

—0Q

gdy y dazy do 0 przez wartodci rzeczywiste dodatnie.
§ 9. Argument. Niech z=x-1y=0, gdzie z=&e, y=Jz. Na
mocy tw. 8.9 istnieje liczba rzeczywista 0, spelniajaca réwnofei:

A J
(91) . 0080=—:m—= ‘2«" sinf =—ym- :-—z-
Vot Id

Mamy wiee, przyjmujac r=le| i korzystajac ze wzoru (8.2):

(9.2) 2=wn(cosf-+isinl)=re?, gdzie r>=0 oraz 0 jest liczba rzeczywiste.

Kazda liczba rzeczywista 0, spemiajgca warunki (9.1), nazywa
sie argumentem albo amplitude liezby zespolonej z; z uwagi na (8.8)
i(8.9) jest ona okreglona jednoznacznie z dokladnoscig do statej addy-
tywnej postaci 2kz, gdzie k jest dowolng liczbg catkowita. Kazda
liczba zespolona z==0 posiada tedy nieskoriczenie wiele argumentéw,
réznigeych sie od siebie wielokrotnogciami liezby 27, czyli—uzywajac
terminologii arytmetyki i teorii liczb—przystajacych do siebie
mod 2x. (Mowimy, iz dwie liczby « i b preystajg do siebie mode,
i piSZGmy a=b (mod ¢), jezeli b—a jest wielokrotnodeig catkowity c.)

Argument liczby 2 oznaczamy ogélnie przez argz. Sposréd
argumentéw 0 tej samej liczby 2z dokladnie jeden spelnia nierdwnogé
—a<0<Lm; nazywaé go bedziemy argumentem gldwnym . tej liczby
i oznaczadé przez Argz. Jezeli z jest liczhg rzeczywista, to Arge réwny
jest 0 lub = zaleznie od tego, czy 2 jest liezba dodatnig, czy ujemna.

Funkeja Argz okreslona w ten sposéb w calej plaszezyznie
otwartej z pominieciem punktu 0 jest oczywideie ograniczona w ca-
lym tym obszarze. Ponadto:

(9.3) Funkeja Argz jest ciqgla w kaidym punkcie z=z, ptaszczyzny
otwartej, ktdry nie lezy na polosi rzeczywiste] ujemnej.

Dowdd. Niech f0,=Argz, Poniewaz punkt z, nie lezy na
pélosi rzeczywistej ujemnej, przeto z pewnodcia Oy==m, a wiec

(9.4) —a<fy<m.
5%*
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Przypudémy, ze funkeja Argz nie jest ciagla w punkeic z,.
Mozemy wiec wyznaczyé ciag punktéw {2, dazacy do 2z, w ten
spos6b, by ciag ich argumentéw gléwnych dazyl do pewnej liczby 0,
réznej od 6, Poniewaz dla kazdego n mamy —m-<Arge,<izm, wige

(9.5) —n<h,< .

Piszge dla skrécenia, 0,=Argz, dla n==1,2,.., bedziemy mieli
€080, =%z, [|z) oraz sinb,=dJz, /|2, sk&l wynika ze wagledu na
Gy i 0,,—+6~0, 7e cos%:@zo/lzolzcos@(, oraz  Sinly==dz/|20|=xin0,.
Stad jednak, z uwagi na (9.4) i (9.5) (por. tw. 8.9), ofrzymujemy
E,:BO i dochodzimy do sprzecznogei.

Powracajac do przedstawienia (9.2) liczb zespolonyeh, mozemy
zauwazyd, iz liezba #=0 posiada réwniez przedstawicnio tej postaci:
wystarczy przyjaé =0, a jako 0 dowolng liczbe rzeczywisty,.
Dla symetrii rozumied bedziemy przéz argument liceby 0 dowolng
liczbe rzeczywista. Mozemy wige powiedzied, i%:

(9.6) Hazda liczba zespolona 2z posiada preedstawienie postaci (9.2).
W praedstawieniu takim r i 0 sq odpowicdnio warto$ciq bezwzglednay
@ argumentem liceby 2.

Druga cze$é tego twierdzenta wymaga jeszeze krétkiego
uzasadnienia. Z (9.2) na mocey (8.4) wynika przede wszystkim, 7o
lel=Ir|-|cos 0 +isinf| =7, a nastepnie, ze cosO=3z/ld i sind=de/|4,
t.an. iz r oraz 0 sg odpowiednio wartogeia bhezwzgledny 1 argu-
mentem liczby 2.

Jezeli z=r-expil;, z,=ry expil,, to BiRg == g XD A0 --0,),
212y =(ry/ry)-expi(0,—0,). Z tw. 9.6 wynika wiec, ze

(9.7) Przy mmozeniu i deielemin liced zespolonyeh  (rognyeh od zera)
argumenty ich odpowiednio sig dodajq i odejmuje; w szozeydlnosel,
pray mnogeniu przez licsbe reeczywistq dodatniq argument (dokladnie],
2bidr argumentéw ) Ticzby zespolonej nie wlega zmiande.

Dla kazdej liczby zespolonej z mamy
eXpz=exp fz-expide=exp Nz- (cos Jz--isin Jz),
a zatem, poniewaz (por. (7.6)) exp&e>0, mamy na mocy tw. 9.6:
(9.8) '

expe|=exp fz, arg expe=dz-- 2k,

gdzie & jest dowolng liczbg calkowity.
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W drugim z powyzszych wzoréw znak réwnogei tgezy dwa symbole, kiére
nie oznaczaja jednej liczby, ale pewien zbidr liczb (w tym przypadku zbiér liczb,
przystajacych do siebie mod 2z). Znak réwnodcei bedzie w takich razach oznaczal,
iz kazda z wartofci jednej ze stron jest pewna wartoSecia drugiej i na odwrét.
Nalezy sie jednak wystrzega¢ przypisywania znakowi =, uzytemu w tym sensie,
whasnoéei, ktére mu przystuguja, gdy uzywany jest w sensie zwyklym. Np. w réw-

noci rozwazanej nie mozna by oczywideie przenie$é wyrazenia 2k ze strony
prawej na lewa.

Z (9.8) wynika natychmiast, jako uzupelnienie wzoru 7.3, ze

(9.9) expe=1 wiedy 4 tylko wiedy, gdy = jest postaci 2kxi, gdeie
k jest dowolng liczbg catkowite.

Poniewaz za§ zwigzek expz =expz, jest réwnowainy zwigz-
kowi exp(z;—z,)=1, przeto:

(9.10) expz=expz, wiedy i tylko wiedy, gdy =,2, résmig sig
o wielokrotno$é 2mi; funkeja wykladnicza jest wige okresowa, o okre-
sie 2o,

W § poprzednim badane byly pierwiastki rzeczywiste funkeyj
cosz i sinz. Udowodnimy, iz poza tymi pierwiastkami funkcje try-
gonometryczne nie posiadajg juz wiecej plerwiastkéw w dziedzinie
zespolonej, a wiec, iz

(9.11) Jedynymi pierwiastkami funkeyj cosz oraz sinz sq punkiy
reeczywiste postact tn-+kn dla funkeji cosz, oraz posiaci kx dla sing,
gdzie k jest dowolng liczbg catkowitq.

Dowéd. Na mocy wzoréw Bulera (8.3) zwigzek sinz=10 jest
réwnowazny zwigzkowi expiz—exp(—iz)=0, a wiec zwigzkowi
exp2iz=0, ktéry ze wzgledu na tw.9.9 spelniony jest wtedy i tylko
wtedy, gdy 2iz jest postaci 2kzi, a wiec, gdy #z jest postaci kx.
Z réwnosci cosz=sin(z+3in) (wzér(8.7)) wynika analogiczna wiasnogé
dla cosz.

Tw. 9.11 uzﬁpeh:u'é jeszcze mozemy twierdzeniem nastepuja-
cym, ktére znajdzie zastosowanie w wielu dalszych rozwazaniach:

(9.12)  Niech e bedzie dowolna liczba dodainia i niech B, oznacza do-
pelnienie sumy kil K(nm;e), gdzie n=0,4+1,42,..,, wzgledem pla-
szezyzny otwartej. Istnieje wiowezas stata dodatnia Ce, zaleéina tylko
od ¢ 1 taka, Ze

(9.13) lsing|= (. oraz |tg2l=C. dla kasdego zeB..
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Dowéd. Niech K=K(0;¢) i niech H oznacza pas, okre-
glony przez nieréwnosé —ln < Be< b Ze wzgledu 1?&;)4 ?‘wi‘z@.z].ci
gin(s+m)=—sinz, tg(e-+n)=1g2 wystarczy poszaé, 76 mtn.uuP
stala C. taka, iz nieréwnogei (9.13) spetnione s dla k_auzdego el —K.

Oznaczmy przez H, zbiér punktéw zeH—I, dla ktorych
|9%|<1. Poniewaz zbibr ten jest ograniczony domkniety i‘ ZéLQIJ.a
7z funkeyj sinz oraz tgz nigdzie na nim nie znika, przeto istnieje
liczba (>0 taka, iz [sing|>0 oraz [tge|>C dla zeH,;.

7 drugiej strony, na mocy wzoréw Eulera (8.3) i(8.13) mamy,
przyjmujac 2=z %,

e

|sine|=%e"—e =%
i podobnie
tgel > ler— o1 (or-+¢9) 3 |or—o ).

Poniewaz |ev—e¥|>e—1le, gdy |y|=1, wige oznaczajac
przez C. mniejszg sposréd liezb ¢ i +le—1/e), stwierdzany
natychmiast, iz zwiazki (9.13) spetmione sg dla kazdego zell I,
a wiec réwniez dla kazdego zeF..

§10. Logarytm. Nazywamy logarytmem lczby § i ozna-
czamy przez logl{ kazda liczbe 2 spelniajacay réwnofé expz=_.
7 tw. 9.10 wynika, iz jezeli pewna liczba z, jest logl, wowczas
kazda liczba 2y 2kni, gdzie k& jest dowolng liezbg calkowity, jest
rowniez log¢, i odwrotnie: kazda liczba, ktéra jest logf, jest postaci
2p+2kni. Spofréd tych logarytméw dokladnie jeden posiada wige
czed6 urojongy y, taks, iz —a<y<Lm; logarytm ten nazywamy loga-
rytmem gldwnym liezby ¢ i oznaczamy przez Logc.

Z tw. 7.6 wynika, iz kazda liczba rzeczywista dodatnia posiada
dokladnie jeden logarytm rzeczywisty; logarytm ten jest zarazem
jej logarytmem gléwnym. Liczba 0, z uwagi na tw. 7.5, w ogdle
logarytmu nie posiada. Jezeli zas§ (==0, to zwigzek expe={ jest
w mydl (9.8) réwnowazny ukladowi dwu zwiazkéw rzeczywistych:

[f]=exp Az, argl=de-+ 2kmn,
gdzie k jest dowolng liczba calkowity.

Pierwszy z tych zwigzkéw okrefla jednoznacznie fz==Loglt|,
z drugiego za$ wynika, iz J2 jest jedng z wartodei argl. Streszczajac:

(10.1) Kagda liczba zespolona (==0 posiada nieskotczenie wicle loga-
rytmdow. Ogdlna postaé logl dana jest praez wedr logl=Log|f|--dargl.
W szezegdlnosei:

Logl=Loglt|+iArgt.
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Przy pomocy logarytmu okreflamy potgge o dowolnej zasadzie
=0 i dowolnym wykladniku y. Przyjmujemy mianowicie za defi-
nicje potegi o’ o zasadzie a==0 réwnodé

(10.2)

o' =¢"%",

Poniewaz loga ma nieskoriczenie wiele wartodei, przeto o’
posiada na ogét réwniez nieskonczenie wiele wartogci (te, ktéra odpo-
wiada wartodci gtdwnej loga, nazywaé bedziemy wartosciq gtéwng
potegi). Istotnie, oznaczajac przez 6 ktérgkolwiek z wartodci arga,
mozemy na zasadzie tw. 10.1 napisaé wzér (10.2) w postaci

(10.3) a”=exp[y(Logla| +0i+ 2kxi)]=exp [y (Log|a|+-6i)]-exp 2kymi,

gdzie k jest dowolng liczbg catkowita. Tylko jednak drugi ezynnik
po prawej stronie réwnodei (10.3) moze zawieraé wieloznacznogé,
przy czym spostrzegamy od razu, iz i ten ezynnik jest jednoznaczny
i réwny 1, jezeli y jest liczba rzeczywista catkowita; w tym przy-
padku definicja o przez wzér (10.2) pokrywa sie ze zwykly de-
finicjy arytmetyczng potegi. Ogdlnie, w mydl tw. 9.10, jesli y jest
liczbg rzeczywisty, to dwém wartodciom %, k, zmiennej calko-
witej k& odpowiada w réwnofci (10.3) ta sama warto§é o whedy
i tylko wtedy, gdy liczba y-(k,—Fk,) jest catkowita. Je§li wiec y
jest liczbg niewymierng, wéwezas réznym wartofciom k odpowia-
daja zawsze réine wartosei potegi o, ktéra posiada przeto nie-
skoficzenie wiele wartodei. Je§li natomiagt y jest liczbg wymierna,
wéwezas, przyjmujac y=p/g, gdzie p i ¢ s9 liczbami catkowitymi
wzglednie pierwszymi, spostrzegamy od razu, ze y-(k;—k,) jest
liczba catkowita wtedy i tylko wtedy, gdy k,—¥%, jest wielokrot-
nofciag liczby ¢; o posiada wiee dokladnie ¢ réznych wartodei,
ktoére otrzymujemy np. dla k=0,1,...,¢—1.

Z réwnodei (10.3) mamy dla kazdej wartofci rzeczywistej y
|o”'|=exp (yLog|al)=laf', rozumiejac |a] W sensie przyjetym w ana-
lizie rzeczywistej; wyrazenie & (dla wartodei y rzeczywistych) ma
wiee, mimo swa wielowartodciowodé, jednoznacznie okre§long war-

"~ todé bezwzgledns.

CWICZENTIA, 1. Réwnanie cosz=a posiada dla kazdej wartodel skon-
czonej a nieskoficzenie wiele pierwiastkéw. Dla jakich wartofei o kazde dwa
pierwiastki tego réwnania réznia sie o wielokrotnosé 27z% o wielokrotnosé =%
Napisaé (przy pomoey znaku log) wzér na rozwigzanie réwnania cosz=a. Ana-
logiczne zadanie dla réwnania sinz=a.

Wartoéci #, spelniajace odpowiednio réwnania cosz=a oraz sinz=a, ozna-
czamy ogélnie przez arc cosa oraz arc gina.


pem


72 ROZDZIAL I. Funkeje zmiennej zespolonej.

2. Réwnania tgs=a oraz ctge==a posiadajap dla kazdej wartodel a:| =1,
skoficzonej lub nieskonczonej, nieskoficzenie wiele pierwiastkdw. Dla @rxd
réwnania powyssze rozwiazai nis posiadaja.

Napisaé (przy pomoey znaku log) wzér na rozwiazanie tyeh réwnan (uwzgle-
dnié w szezegdlnofei przypadek a=00). .

Wartosci 2, spelniajace odpowiednio réwnania tgz=a i cigz=a, oxmaczamy
ogdlnie przez arctga i arc ctga.

3. Pokazaé, iz pierwiastki réwnania

T "

(wkbérym wyrazem ostatnim jest naz" ! lub #" zalesnie od parzystodci Jub nis-
parzystoéei liczby n) dane sg przez wzor x= =+ itg(kz/n), gdzie k=0,1,...,(n-2)/2
dla n parzystego 1 k=0,1,...,(n—1)/2 dla n nieparzystego.

[Wsk. Réwnanie dane napisaé¢ w postaci (L4 x)"s (1-—-w)™.]

4, Wyznaczyé wszystkie pierwiastki réwnan:

o e e
)
(©) 1+<T)w—<g)wﬁ—(g)m3+...+(-1> 2 oa"=0.

Dla réwnat (a) i (b) rozréinié przypadki m parzystego i nieparzystego.

5. Jezeli 2y,2y,....%,_; jest ukladem n réinych pierwiastkéw n-tego stopnia
z jednodci, to dla kazdej liczby catkowitej k suma ef-+eof--...42% | jost réwna
7, gdy k jest wielokrotnoeis liczby n, za$ réwna 0 w przypadlku przeciwnym.

6. Znalezé wszystkie wartosei poteg 1%, ¢, e (zauwazyd, i% dwie piorwsze
posiadaja tylko wartodei rzeczywiste, a trzecia tylko wartodei urojone).

) 7. Pokazaé, iz na to, by potega o™ (gdzie u orvaz v sy licabai LLOCKY -
wistymi 1 a+0) posiadata tylko wartodci rzeczywiste, konioczne jost i wystareza,
by 2u ‘bylo liczbg catkowita, a liezba v-Loglal+w-Arga byla wielokrotnoseiy .

8. Zbadaé rozmieszezenie punktéw 240, w ktéryeh potega #° prayjmuje
Wylafczme wartofei rzeczywiste (punkty te polozone sg na przeliczalne] mno-
gosel prostych réwnolegtyeh do osi y-6w i na kazdej z tych prostych znajduje
si¢ nieskonczenie wiele punktéw o podanej wiasnodei).

’ 9. Pokazaé, iz na to, by wszystkie wartodei potiegi o mialy tg samsy war-
todé bem;vzg]@dnzp, konieczne jest i wystarcza, by Je=0. Jeseli Jo-}-0, wowezas
potega af posiada nieskohczenie wiele wartodei bezwzglednych rézuyeh, ktérych
kresem dolnym jest 0, a gérnym --co.

Na tq, aby. wszystkie wartodei potegi a’ miedeily sie na jednej polprostej
W.yclmdzadcej z punktu 0, konieczne jest i wystarcza, aby #@¢ bylo liezby eatko-
?ntad;. na to za$, by miefcity sie na skofiezonej ilodei takieh polprostyel, konioeune
jest i wystarcza, aby ¢c bylo liezba wymierng,.

10. Udowodnié, iz punkty 2, w ktdryel, wazystkio wyrazy wzorogu ‘}J (L—mg?™y

. '3 . .. a
znikajg, poezynajac od pewnego miejsca, tworzy zbidr przcliczalny wezedzie
gosty na okregu C(0;1). Poza tymi punktami szerog jest wszedzio vozbiozny.
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11. Jezeli ¢ i b sa dwiema liezbami rzeczywistymi niewspélmiernymi,
woéwezas dla kazdej liezby >0 istnieje kombinacja liniowa ma+nb o spélezyn-
nikach catkowitych .m,n nie znikajacych jednoczednie, taka, iz |ma-+nb|<e.
[Dow.: Kazdej liczhie calkowitej k& przyporzadkowaé mozemy liczbe x(k) taka,
iz 0<w(k)<|b| oraz x(k)==ka (mod b). Istnieja na pewno dwie rézne liczby calko-
wite ky,k, takie, iz |x(k,) —=(k,)|<e. Mamy x(k,)=k,a-+pd oraz x(ky)=Fkya+ b,
gdzie py i p, sa liczbami catkowitymi. Wéwezas |(ky—ky)a+ (ps—p,)bj<e.]

Pokazaé na zasadzie powyzszego, iz: (a) Jezeli ¢ jest dowolna liczbg rze-
czywista niewymierng, wéwezas wartodei potegi af (gdzie a==0) tworza zbidr
wszedzie gesty na okregu o &rodku 0 i promieniu réwnym wartoéci hezwzgle-
dnej |a|®; (b) Jezeli funkeja ciagla zmienne] rzeczywistej F(z) posiada dwa okresy
niewspéhnierne, wéwezas redukuje sie do stalej.

Wiele interesujacych przykladéw w zwigzku z ftematami §§ 7-10 znaj-
duje sig w ksiazkach: G. H. Hardy, Kurs analizy (przeklad W. Wojtowicza
z V-go wyd. oryginatu), Wyd. II-gie, Warszawa 1930 oraz E. W. Hobson,
Trygonometrja plaska (przeklad W. Wojtowicza z III-go wyd. oryginalu), War-
szawa 1917.

§ 11. GalaZz logarytmu, argumentu i potegi. Jezeli F(z)
jest funkeja okreflona na zbiorze E, wéwezas gatgziq jednoznaczne
logarytmu tej funkeji na F nazywaé bedziemy kazdg funkeje L(z),
skonhiczong i ciagla na zbiorze F, ktéra spelnia na tym zbiorze réwnosé
exp L(z)=TF(z); ostatni warunek wyraza, iz wartosciami funkeji L(2)
w punktach zeE s3 wartosci logF(z) w tych punktach.

Analogicznie do gatezi logarytmu okreslamy galaz argumentu,
potegi i innyech funkeyj okreslonych przez wyrazenia wieloznaczne.
Jezeli wiec F(z) j‘eSt funkeja okre§lona i nigdzie nie znikajaca na
zbiorze B, woéwezas galezia jednoznaczng argumentu funkeji F(z) na B
nazywaé bedziemy kazdg funkeje ciagly na B, ktorej wartosciami
w punktach zeE sa wartofei argF(z) w tych punktach. Podobnie
gakezia jednoznaczng potegi [F(2)T nazywaé bedziemy kazda funkcje,
ktérej warto§ciami w punktach z zbioru E sa wartosci [F(=)].

W dalszych rozdziatach (rozdz. VI) rozwazaé bedziemy rowniez
galezie wieloznaczne funkeyj, w tym jednak rozdziale, oraz
w czterech nastepnyech, ograniczymy sie do rozwazania tylko gatezi
jednoznacznych tak, ze bez obawy nieporozumienia bedziemy mogli
méwié po prostu ,galaz* zamiast ,galaz jednoznaczna’.

Widoczne jest ma mocy tw. 10.1, ze jezeli L(z) jest gatezig
logF(2) na zbiorze E, to funkcja A(2)=dL(z) jest galezria argF(z)
na F; odwrotnie, jezeli A(z) jest galezig argumentu funkeji F(z),
ciggltej na zbiorze E i nigdzie nie znikajacej na tym zbiorze,
wowezas  funkcja L(z)=Log|F(2)|+i4(=) jest galezig logarytmu
funkeji F(2).
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Istnienie galeei argumentu funkeji ciaglej ma jakimé ebiorze jost
wige rdwnowasne istniensu galezt logarytmu tej fumbeji. Z tw. 9.3
wynika zatem, iz funkcje Arge i Loge sg galeziami odpowiednio
argz i logz w obszarze, jaki otrzymujemy, usuwajyc z plaszezyzny
otwartej ujemng pélo§ x-6w. Ogélniej:

(11.1) Jeseli G oznacza obszar, jaki otraymujemy, uswwajqe 2 plase-
ceyeny otwartej pumlkty posiadajgce argument a, wiwcezas funkeje

Arg[zexp(n—a)i]—(n—a), Log[zexp (n—a)i]—(w—a)i

sg odpowiednio galeriams argz oraz logz w obszarze G.

Dowéd. Zauwazmy, ze gdy 2 przebiega obszar G, to punkt
{==zexp(n—a)i przebiega plaszczyzne otwarta z wylgezoniom
punktéw ujemnej polosi rzeczywistej. Na mocy tw. 9.3 funkeja
Arglzexp(z—a)i]l—(7n—a) jest wiec ciagla w .. Z drugiej strony
z tw. 9.7 wynika natychmiagt, iz Arg[zexl)(n——a)ijw(av—?a) jest (11%;
].ca‘Zdego 2 réwny jednej z wartosei arge. Rozwazana wige funkeja
jest galeziy argz w zbiorze G.. Dla funkeji log dowdd przebiega
analogicznie.

W Rozdz. IV udowodnimy istnienie galezi loge i arge w kaz-
dym obszarze jednospéjnym nie zawierajgcym punktéw 0 i oo.
Tymezasem ograniczymy sie do kilku wynikéw bardzie] elemen-
tzjmrns'rch. Zanwazmy przede wszystkim, iz jezeli Ly(2), Ly(=) sa gale-
z1am.1.logarytmu tej samej funkeji F(2) na zbiorze I, wéweznas
funk.:e]a; [Ly(2)—Ly(2)] /2 przyjmuje w E tylko wartogei Gu.lkowit;e7
a quc_(por. Wstep, tw. 11.1) redukuje sie wprost do statej, gdy ]f:’
Jjest zbiorem spéjnym. Zatem: 7 .

(11.2) Pw?e g.a,Zine Zogawytmu tej samej funkeji na ebiorze spoinym
;nogag wzmé 81¢ co 'n.aywyz'(?;; o statq, mianowicie o catkowitq wiclo-
brotnosé 2ai. Podobnie, dwie galgeie argumentu tej samej funicc;i?l: na

2biorze spoinym résmid si iwyded ; ial0)]
vy 2mp my si¢ moga co najwyiej o catkowity wiclokrot-

Udowodnimy dalej, iz kazda i
' ‘ galaZ logz w zbiorze otwartym
Posiada w tym zbiorze wszedzie pochodnyg,. Doktadniej: !

1(511.3)(; Jeé:,eli funkeja Tl}(z) jest gateziq loge w pewnym zbiorze olwar-
ym G, wowezas w katdym punkeie ze@ mamy L'(2)=1/z.

icm
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- Dowéd. Niech ze@, zeG, wo=L(2), w=L(z).
2o=expL(z)=expw, oraz z=expL(z)=expw. Stad
L(z) —L(z)

(11.4) | S
2—2, expw —exXpw,

Mamy wiec

Na zasadzie wzoru na pochodng funkeji wykladniczej (tw. 7.8)
stwierdzamy, ze gdy 2—>7, a wiec gdy w—w, prawa strona
réwnofei (11.4) dazy do 1/expw,=1/2, Zatem L'(zo)=1[2, W kai-
dym punkeie zye@-.

CWICZENIA. 1. Jezeli K jest kolem nie zawierajacym punktu oo, wow-
czas dla kazdego punktu azco, nie nalezgcego do kola K, istnieje w K galai
arg (z—a) oraz galaz log(z—a). :

2. Jeieli W(z) jest funkejy ciagla na zbiorze B i jezell wszystkie wartosei,
jakie funkeja ta na tym zbiorze przyjmuje, nalezg do pewnego kola K, nie za-
wierajacego punktéw 0 i oo, wowezas istnieje na B galas arg W(z) i galaz logW(2).

3. Jezeli O jest lukiem zwyklym (ob. Wstep, § 12), wowezas dla kazdego
punktu a, nie lezacego na O, istnieje na C gala arg(z—a) oraz gataZ log(z—a).

Ogolniej, dla kazdej funkeji W(e), ciagle] i nie znikajacej nigdzie na C,
istnieje na C galaz argW(z) i gataz logW(2).

4. Jezeli dla funkeji F(z), nie znikajacej nigdzie na pewnym zbiorze spéj-
nym FE, istnieja na B dwie galezie potegi [F(2)]“ (gdzie o jest dowolna liczba
zespolong), wowezas stosunek tych dwu gatezi jest staly na E. :

5. Na zadnym okregu o &rodku a#oco (i przeto tym bardziej w zadnym
otoczeniu pierécieniowym tego punktu) nie istnieje gatas log(z—a), ani arg(z—a),
ani (=—a)%, gdzie ¢ jest dowolna liczba rzeczywista nie catkowita.

6. Gataz V(e—a)e—Db), gdzie a+b, istnieje na okregu kazdego kola,
ktére zawiera bads wewnatrz, bads zewnatrz obydwa punkty aib, natomiast nie
jstnieje na okregu zadnego kola, ktére zawiera jeden z punktéw a,b wewnatrz,
a drugi zewnatrz.

7. Jezeli na zbiorze spéjnym E, nie zawierajacym punktéw =1, istnieja
dwie gatesie funkeji arc tgz (ob. §10, éw.2), wéwezas galezie te réznig sig co
najwyzej o stala wielokrotnosé .

8. Jezeli na zbiorze spéjnym E, nie zawierajacym punktéw =1, istnieja
dwie gatezie funkeji are cosz (ob. § 10, éw. 1), wéwezas bads suma, badZ rézniea
tych dwu gatezi jest na B stala wielokrotnoscia 2.

9. W zadnym otoczeniu pieréeieniowym punktu i lub — nie istnieje
galaz arc tgz; podobnie w zadnym oboczeniu pierScieniowym punktu 1 lub —1
nie istnieje galaZ arc cosz.

10. Jezeli @, (2), gdzie |»|>R, oznacza galas potegi (1—|—§)v w kole K(0;R),

przyjmujaea wartoéé 1 dla 2=0, wéwezas @ (2) dazy jednostajnie w K(0; R)
do expz gdy »—>00.
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§ 12. Kat miedzy pélprostymi. Podamy zastosowanie roz-
wazan powyzszyeh do definicji kata miedzy dwiema polprostymi.
Nazywamy pdlprostq o poczatku 2, i spdlezynniku kierunko-
wym p==0 zbiér wszystkich punktéw postaci
(12.1) z=2y+pt,
gdzie ¢ przebiega wartofei rzeczywiste nieujemne.

Przyjmujac Zp=a,+ 1y, p=m-+in, gdzie xy, ¥, m, n 83 liczbami rzeczy-
wistymi, mozemy napisaé réwnanie (12.1) w postaci ukladu dwn réwnan rze-
czywistych @=my+mi, y=y,+nt, nazywajac spdlezynnikami kierunkowymi pol-
prostej pare liczb (m,n). Jednakze w dalszym ciagu korzystaé bedziemy raczej

z postaci zespolonej réwnania pélprostej, charakteryzujge kierunck joj przos.
jedng liczbe zespolong, ktdra zastepuje pare liczh rzeczywistych.

Jezeli w rownaniu (12.1) zastgpimy spélezynnik p przez Ap,
gdzie A jest dowolng liczbg rzeczywisty dodatnig, wowezas otrzy-
mamy oczywidcie te samg pblprostg, poniewaz gdy ¢ przebiega.
wszystkie wartodci rzeczywiste nieujemne, At przebiega réwnies.
wszystkie wartodei nieujemne. Odwrotnie:

(12.2) Jezeli 2=z +pit oraz z=zy+pyu, gdeic t oraz u prechiegajy
wartodci nieujemne, sq réwnaniams tej samej pdlprostej L, wiwezas
=2, 1 stosunek py/p, jest licebq dodatniaq; inmymi stowy, poceqtek Pot-
prosiej jest okreslony jednoznaczmie, a spdlezynnik kterunkowy =z do-
Kladnodcig do dowolnego ceynnika reeceywistego dodatnicgo.

Dowéd. Podstawiajac 2=+, 2p=i,+ 1gy Py==my - iny,
Pa= My~ in,, napisaé mozemy dwa dane réwnania polprostej 1w po-
staci dwu ukladéw réwnad rzeczywistych C=w-+myt, Y==y,~+nt orazm
B=Ly My Y=yy+nou. Widoczne jest natychmiagt, iz @y, jost kre-
sem (dolnym lub gérnym zaleznie od znaku spllezynnika m,) zbioru
odeietych punktéw pélprostej I, to jedynym kresem . skoriczonym
tego zbioru. Z drugiej strony, w, jest oczywifcie réwniez kresom
tego zbioru, przeto m,—ax,. Podobnie dowodzimy, iz y,=1vy,, skad
ostatecznie z,=z,.

Powracajac do réwnan pélprostej L w postaciach zespolonych
Z=2+Pit OYaz 2=2,4pyu, 0znACZMY przez #y jakikolwiek punkt.
‘peq' potprostej rézny od punktu #=2,. Niech t; i u, bedy warto-
ét?lami ‘pa,ra,metréw t 1w, odpowiadajacymi punktowi @y w fiych
rownaniach. Mamy wiec p,=(2y—2,)/l, i p2=(zo——zg)/uom(z{,-zl)/%o,,
skad, poniewaz liczby f, oraz o 8% rzeczywiste i dodatnie, otrzy-
mujemy p,/p;=ty/uy>0, co nalezalo udowodnid, ‘

icm

{§12] Kat miedzy pétprostymi. 7
Jezeli p jest dowolnym spélezynnikiem kierunkowym pét-
prostej, wowezas p/|p| jest rowniez spélezynnikiem  kierunkowym
tej polprostej, o wartodei bezwzglednej 1. Jak spostrzega sie od
razu, wiréd spélezynnikéw kierunkowych polprostej istnieje tylko
jeden o wartodci bezwzglednej 1. Nazwiemy go spdlezynnikiem Lie-
runkowym unormowanym albo krécej kierunkiem danej pdlprostej.

Argument kierunku pélprostej, bedgey w mysl twierdzed 12.2
i 9.7 jednocze$nie argumentem wszystkich jej spoétezynnikéw kie-
runkowych, nazywamy krétko argumentem danej polprostej. Zatem
na mocy tw. 9.6:

(12.4) Argument 0 pdlprosiej jest wyznaczony =z dokladnodeiq do stalej
addytywnej postaci 2km; jeseli p=m-ni jest spolezynnikiem Kkierun-
kowym potprostej, wowezas jej argument 0 okreslony jest przez wezory

cosb=m/|'m2+n?, sinb=n/ Vm2+n2.

Katem ¥(L,,L,) miedzy dwiema pdlprostymi L;, L, nazywamy
réznice ich argumentéw, t.j. oznaczajac przez p; 1 p, odpowied-
pio spélezynniki kierunkowe pélprostych L, i L,, przyjmujemy
X (L, L,)=argp,—argp,. Kat miedzy dwiema polprostymi jest
tedy okre§lony jednoznacznie z dokladnosciag do dowolnej stalej
addytywnej postaci 2ks.

Pélo§ rzeczywista dodatnia posiada oczywiscie argument 0
(ogéblnie 2kx). Z drugiej strony, jezeli dany jest dowolny punkt z==0
w skonczonogei, potprosta wychodzgea z punktu 0 i przechodzaca przez
punkt z posiada argument réwny argz. Stad argument dowolnego
punktu 20 na plaszczyénie réwny jest katowi, joki pdlprostci wy-
chodzaca 2 punktu O i przechodzqca preez punkt z tworzy z polosiq
rzeczywistq. Dalej, wartosé bezwzgledna 2| dowolnego punkiu jest oczy-
wicie réwna jego odlegtosei od pumktu 0. Otrzymujemy w ten spo-
86b interpretacje geometryczng argumentu i wartosei bezwzgledne]j
dowolnej liczby zespolonej skonczonej.

7 tw. 12.4 oraz wzoréw (8.4) wynika, iz
(12.5) Kat a=3(L,,L,) miedey dwiema pdtprostymi Ly, LZ‘ 0 sp.éb
ceynnikach Kierunkowych py=my+ni, Po=My+ Mot okreslony jest
przez riwnvdei: 2
cosa=(mm,~+nn,) [(mi+nd)" (m3+n3)",
sina==(m,n,—n,n,) | (17»3—\—%‘%)1‘/2 (mfj+'n,f§)l’z,
skqd: _ 4

tga= (myn,—mn,n,) [ (mm,+ T, M)
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§13. Styezna do krzywej. Niech

(13.1) z=2(t), cgdeie  a<<ECD,

bedzie krzywzp na plaszezyznie (por. Wstep, § 12). Niech ¢,<<b bedzie

punktem przedzialu [a,b], W ktorego zadnym otoczenin prawo-
stronnym funkcja 2(f) nie jest stata, i niech At bedzie liczby do-
datnia taks, iz 2(f,+ 4t)==2(t,). Polprosta wychodzaca z punkta z(ly),
jako poczatku, i przechodzgca przez punkt z(t+4 At) posiada spol-
czynnik kierunkowy #(fo+ 4t)—=2(%,), & wiee jej kierunek (b.j. spol-
czynnik kierunkowy unormowany, por. § 12, str. 77) jest réwny
[2(t+-At) —2(ty)]/ |e(te-+At) —2(ty)|.  Jedli granica tego kierunku

(1'0 +At) —=2(ty)
(13.2) = el ) —al,)]

istnieje (przy czym bierzemy pod uwage tylko te wartofei At, dla
ktérych licznik i mianownik rozwazanego stosunku nie znikajg),
woéwezas liezbe I nazywamy kierunkiem prawostronnym krzywoj (13.1)
w punkeie t,, a pélprosty o poczatku 2(,) i kierunku I nazywamy pot-
styezng prawostronng krzywej w tym punkcie.

Analogicznie okre§lamy kierunek lewostronny i pdlstyceng lewo-
stronng krzywej w danym punkeie.

Jezeli krzywa posiada w f, kierunek zar owno prawostronny,
jak lewostronny, i jezeli kierunki te réiznig si¢ tylko znakiem,
wéwezas obydwie pélstyczne uvzupelniaja sie do jednej prostej,
ktérg nazywamy styceng do krzywej w punkeie ¢,. Zamiast ,,kierunck
prawostronny krzywej* bedziemy moéwili wowcezas wprost kierunek.

Jedeli funkeja 2(1) posiada w punkeie ty pochodnag 2'(ty)=k0, wdiw-
czas kraywa 2=2(t) posiada w tym punkcie styeenq i kierunck jej jost
w punkeie 1y réwny 2'(t,)/|2'(t,)]. Istotnie, dzielge przez At>0 licznik
i mianownik wyrazenia pod znakiem. granicy w (13.2), otrzymujemy
I=2'(ty) [’ (f)]; jezeli za§ At dazy do 0 przez warto$ei ujemmne, wow-
czas to samo wyrazenie dazy do —I.

Jezeli z(t)=x(t)+4 iy(t), wéwezas istnienie pochodnej (1) réwnowasne jostr
istnieniu obydwu pochodnyeh '(t), y’(f), zaé warunek 2/(8)+40 - warankowi
[&'(t) 2+ [y’ (1)1*>0. Scharakteryzowanie styczn(ﬂ przez spolezynnik kierunkowy
unormowany 2(£)/|e’(t)|== [ (t) -+ iy’ (t)]/ [/ (O P-Hy () réwnowasne jost okrod-
leniu jej kierunku przez pare liczh a/(t)/{['(: ]"‘+['1/ YIENYR, g ()T (8) 1 -1 [ 97 (6) B} 1%,
jak to sl zwykle czyni w geometrii rézmiczkowsj.
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§14. Przeksztalcenia homograficzne. Jedno-jednoznaczne
przeksztalcenie plaszezyzny (domknietej) postaci

(14.1) {=az+b, a==0,

nazywamy - przeksziaiceniem lLiniowym lub podobiesistwem. Liczby |a
oraz arga nazywamy odpowiednio spdlezynnikiem podobieristwa
oraz katem obrotu tego przeksztalcenia. ’

Widoczne jest natychmiast, iz przy przeksztatceniu liniowym
prosta, poétprosta i odeinek przechodza odpowiednio na prosta, pél-
prosta i odeinek. Odleglo$é miedzy dwoma punktami w skonczo-
nosei ulega pomnozeniu przez spélezynnik podobienistwa; tym sa-
mym okrag i kolo (Wstep, § 8) przechodzs odpowiednio znéw na
okrag i kolo.

Pélprosta 2=z,+pt o spblezynniku p przechodzi przy prze-
ksztatceniu (14.1) na pélprosta {=(azy+b)-+apt o spélezynniku ap.
Poniewaz za$§ argap=argp-+argae, przeto przy przeksztalceniu
liniowym argument poélprostej powieksza sie o kat obrotu prze-
ksztalcenia, skad wynika, iz kqt miedey dwiema pdlprostymi nie
ulega emianie przy przeksztaiceniu liniowym.

gdzie

Jezeli spélezynnik podobienstwa przeksztalcenia jest réwny
jedno$ci, przeksztalcenie nazywa sie ruchem. Ruch, ktérego kab
obrotu jest roéwny zeru, nazywa sie preesunigciem. Przeksztal-
cenie (14.1) jest wiec przesunieciem wtedy i tylko wtedy, gdy a=1.
Ogolng postacig przesuniecia jest zatem

(14.2) f=21b;

spotezynnik b nazywa sie tu wektorem przesunigeia.

Punkt w skonczonofci, ktéry jest niezmienny wzgledem
przeksztatcenia liniowego, nazywaé bedziemy $rodkiem tego prze-
ksztaleenia. Dla przeksztalcenia tozsamosciowego kazdy punkt
w skonczonodei jest oczywifcie jego §rodkiem. Przesunigcie, jezeli
nie jest przeksztalceniem tozsamogciowym, nie posiada w ogéle
$rodka, natomiast kazde przeksztalcenie liniowe (14.1), ktére nie
jest przesunigciem, posiada dokladnie jeden Srodek: mianowicie
#,=Db/(1—a). Wyrazajac b przez z, i a oraz podstawiajac k=lal
i 0=Argae wréwnaniu (14.1), mozemy kazde przeksztalcenie liniowe,

ktére posiada grodek i nie jest tozsamosciowe, napisa¢ w postaci
(14.3) E—rp=Tleet (2—2,),

gdzie 2y, k oraz 0 oznaczajy odpowiednio grodek, spélezynnik podn-
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bienistwa oraz kat obrotu przeksztaleenia. Poniewaz przeksztaleenio
tozsamogciowe podpada (dla k=1, 0=0) réwniez pod wzdr (14.3),
przeto wzér ten zawiera ogolng postaé przeksztatcenia liniowego,
posiadajacego frodek.

Ruch, ktéry posiada rodek (t. zn. jest bads przeksztalceniem
tozsamogciowym, badZ nie jest przesunigeiem), nazywa si¢ obrotem.
Przeksztalcenie liniowe, ktére posiada $rodek i ktorego kat obrotu
jest réwny zeru, nazywamy jednoktadnodciq. Specjalizujac wzor (14.3),
otrzymujemy jako ogélng postaé obrotu i jednokladnodei o drodku 2,
odpowiednio wzory:

(14.4)
(14.5)

Jezeli h(z)=az+b, gdzie a=re¥==0, wéwezas prayjmujac:
y(e) =2+,

—zy=0"(a—2z,), gdrie 0 jest katem obrotu,

C—zy=h-(2—2,), gdeie k jest spdlezynnikiem podobichsiwa.

h(2)=e%2, hy(z)=re,

mamy h=hhyh,. Zatem:

(14.6) Kazde przeksztaloenie lintowe jest iloczynem obrotw o $rodku 0,
jednolktadnosci o $rodku 0 oraz praesuni¢éia.

Przeksztalcenia liniowe — jak widaé¢ natychmiast — tworzg
grupe (por. Wstep, § 7). Grupa ta stanowi podgrupe ogdlniejszej
klasy przeksztalcen, zwanych przeksztalceniami homograficznymi.

Nazywamy przeksztalceniem homograficenym kazde przeksztal-
cenie plaszezyzny postaei
14.7 ~oeth
( ) ¢ co+d’

gdzie a, b, cid sg dowolnymi liezbami zespolonymi skorczonymi
takimi, ze ad—be== 0. Punktowi z=oc0 prayporzadkowujemy w tym
przeksztatceniu punkt (=a/e.

Wyrazenie A=ad—bc nazywamy wyznacenikiem praeksztalce-
nia (14.7). Zalozenie, iz A==0, jest calkiem naturalne; gdyby bowiem
wyznacznik 4 znikal, wéwezas mieliby$my aje=b/d i prawa strona
réwnosei (14.7) redukowalaby sie do stalej (poza punktem z=-—d/e,.
w ktérym przyjmowataby postaé nieoznaczong 0/0).

Kazde przeksztalcenie homograficzne jest jednoznacznie od-
wracalne i przeksztatcenie odwrotne wzgledom przeksztalcenia ho-
mograficznego jest réwniez homograficzne. Sprawdzamy to na-
tychmiast, wyrazajac = przez ¢ z rOwnania (14.7); otraymujoy
g=(—dl+D)/(cl —a). o
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Podobniez sprawdzamy latwo, iz iloczyn dwu przeksztalcen,
homograficznych jest przeksztalceniem homograficznym. Istotnie,
jeseli hy(2)=(a;2+b,)/(er2+dy) 1 hy(2)=(ay2+b,)[(0o2+dy), gdzie
0y —b1,==0 1 aydy—Dbyco=+0, to znajdujemy dla h=hyh,

h(z) = (@24 by) +bo(0@+dy)  (aat+ba01)2+ (b1 +bady) .

~ oylane T b)) dalot &) (ot Bytr)ot (Goby - dodly)’
wyznacznik tego przeksztalcenia jest réwny (a,d; —b;6,)(aalls—bs0,)=0.
Preeksztalcenia homograficene tworzq wiec grupe przeksztatcen.

Podobnie jak przeksztalcenie liniowe (por. tw.14.6), kazde
przeksztalcenie homograficzne przedstawié mozna jako iloczyn kilku
przeksztatcen bardziej specjalnych.

Nazywaé bedziemy inwersjg wzgledem kota K(a;r) (gdzie a==o00
i r==co) przeksztalcenie homograficzne dane przez wzor

{—a=1r2[(z—a).

Przy tym przeksztalceniu okrag C(a;r) przechodzi w siebie
{punkt 2=a-rexpif przechodzi na punkt {=a-rexp(—ib)); obszar
wewnetrzny okregu, ©b.j. kolo K(a;r), przechodzi na obszar ze-
wnetrzny, t.j. na CK(a;r); w szezegélnogei przechodzy na siebie
wzajemnie punkt a oraz punkt co.

Inwersje wzgledem kola XK(a;r) nazywaé bedziemy takze
inwersjq o $rodku a oraz promiemiu r, a W szczegélnogel inwersje
wzgledem kola K(0;1) — wprost inwersjq. Inwersje te, wyraza-
jaca sie przez wzér [=1/z, stosujemy czesto, gdy chodzi o prze-
ksztalcenie plaszezyzny w siebie tak, aby punkt co przeszedl na
punkt 0 i odwrotnie. Kazdy punkt z okregu C(0;1) przechodzi
przy przeksztalceniu tym na punkt z z nim sprzezony, t.zn. syme-
tryczny z nim wzgledem osi rzeczywiste]j.

(14.8) Kazde przeksztalcenie homograficene jest iloczymem skoticzone]
ilodci: obrotéw, jednoktadnodei o $rodku 0, przesuni¢é oraz imawersjt.

Dowéd. Niech h(z)=(ae+Db)/(cz+d) bedzie funkeja homo-
graficzng. Zalozyé mozemy, ze ¢=0, poniewaz przy ¢=0 funkecja
h(z) jest liniowa i twierdzenie sprowadza sie do tw. 14.6. Mozemy
wiec napisaé

o be—ad 1 .
h(z):(; @  z+dje
rzyjmujac wiec
PRy IIA ¢ d 1 . be—ad a
hl(z)_—-z—l—gy hz(z)=»£7 ho(2)= 7 z+57

8. Saks i A. Zygmund. Funkeje analityezne.
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mamy h=hghoh,, gdzie h, jest inwersja, a hy oraz hy przcksztalce-
niami liniowymi. Poniewaz zad, na mocy tw. 14.6, kazde praeksztal-
cenie liniowe jest iloczynem obrotu i jednokladnodei o frodku 0
oraz przesuniecia, przeto tw. 14.8 jest udowodnione.

Jak widzieliSmy, przy przeksztalceniu liniowym okrag prze-
chodzi zawsze na okrgg, a prosta na prosta. Przy przeksztalceniach
homograficznych okrag moze natomiast przejéé na prosta i od-
wrotnie. Nazywajac dla uproszczenia sformulowan prosta z dolg-
czonym do niej punktem oo prostq domknigiq lub olregiem nicwla-
$ciwym, mozemy wypowiedzieé podstawows wlasnod§é geometryczng,
przeksztatced, homograficznych w postaci nastepujgcej:

(14.9) Preeksztatoenie homograficene praeksztatea zawsze olrag na okrqg.

Dowéd. Réwnanie okregu mozemy napisaé w spélrzednych
kartezjaniskich w postaci

(14.10) A(@+1?)+ Bu+ Oy + D=0,
gdzie 4, B, 1 D syliczbamirzeczywistymi, przy czym |4|--|B|4|C|>0
oraz |Bl+|C|+|D[>0. Ze wzgledu na tw. 14.8 wystarezy pokazaé,
iz okrag (14.10) przechodzi na okrag przy inwersji ¢ =1/z. Przyj-
mujae e=o+ay, {={Hin, mamy o=§/(E4n), y=—n/(E2+4 )
1 otrzymujemy z réwnania (14.10) po latwych uproszczeniach

A+ BE—COn+D(E2472) =0,

t.j. znéw réwnanie okregu, wlagciwego lub niewlagciwego, zaleznie
od tego, ¢zy D=0, czy D=0.

Poniewaz przy kazdej inwersji drodek inwersji przechodzi na
punkt oo, a z drugiej strony okrag jest niewladciwy wtedy i tylko
wtedy, gdy zawiera punkt oo, wiec z tw. 14.9 wynika w gzcze-
gblnodei, iz
(14.11) Prey inwersji o dowolnym $rodlu okrag preechodzi ma okrag
wlasciwy lub na okrgg wiewladciwy (prostq domlnigtq ) zalesnie od
tego, czy $rodek inwersji mie ledy na okregu, czy ted ma mim lesy.

. CW.ICZENIA. 1. Kazde przeksztalcenie przez ruch na plagzezy4nie na-
pisaé moZna W postaci dwu réwnan rzeczywistych  f= g+ woosa—ysing
7=Db+msine-tycose, gdzie a jest katem obrotu przeksztaleenia, ‘ '

_ 2. Niech R-dezie zbiorem punktéw, ktérych jedna spotrzedna jest wy-
mierna, a drug:fb niewymierna, Pokazaé, i% przy pomocy ﬂtosov‘vmgo obrc;i:u zbidr
ten przeksztz?kclé mozna na zbiér, kiérego wazystkie punkty posiadajy obydwie
spéhrzedne niewymierne (Sierpihski). O
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3. Dane jest przeksztalcenie plaszczyzny w postaci dwu réwnan rzeczy-
wistych: '

*) f=at+uz+1, n=b4uym-+v,9.

Pokazagé, iz na to, aby przeksztalcenie (*) zachowywalo odleglosé punktéw,
konieczne jest'i wystarcza, aby ui4ul=1, vi+ok=1, ww +u,w,=0. Pokazaé,
iz jezeli warunek ten jest spelmiony, wéweczas przeksztalcenie to jest albo ru-
chem, albo iloczynem symetrii wzgledem osi z i ruchu, t.zn. przeksztalceniom

postaci {=g(2), gdzie {=g¢(z) jest ruchem.

4. Pokazaé, iz kazde przeksztalcenie plaszezyzny, ktére zachowuje od-
legloéé punktéw, jest albo ruchem albo iloczynem symetrii wzgledem osi # i ruchu.

[Wsk. Oznaczajac przez (£,7), (a,b), (a+my,b+n;) i (@ my,b+n,) punkty,
na ktére przechodza odpowiednio punkty (z,y), (0,0), (1,0) i (0,1), wyrazié, i3
odleglogéi punktu (£,%) od punktéw (a,b), (a+my,b+mn;) 1 (a+my,b+n,) Ba
réwne odpowiednio odlegloéciom punktu (z,y) od punktéw (0,0), (1,0) i (0,1);
skorzystaé nastepnie z éw. 3.] '

5. Pokazaé, iz kazde przekszbtalcenie homograficzne, nie tozsamofciowe,
posiada zawsze jeden, a co najwyzej dwa punkty niezmienne (punkiem nie-
emiennym przeksztalcenia nazywamy punkt, ktéry przechodzi na siebie przy
przeksztatceniu).

Przeksztalcenia homograficzne, ktére posiadaja dwa rézne punkty nie-
zmienne, nazywaja sie loksodromicznymi, a przeksztalcenia, ktére posiadaja tylko
jeden punkt niezmienny, parabolicznymi. Przeksztalcenie tozsamodciowe zaliczamy
do kazdej z tych klas:

Wyréznié przeksztatcenia loksodromiczne i paraboliczne wiréd przeksztalcen
liniowych. Zbadaé, do ktérej z tych dwu klas przeksztalceh nalezs inwersje.

6. Pokazaé, iz ogélne postacie przeksztalcenia loksodromicznego i parabo-
licznego, nie tozsamosciowego, o punktach niezmiennych w skoficzonofci, dane
sa odpowiednio przez wzory:

(a) ?:Z;ﬂa-

[

o . 1
2 (k$0,kF1), b ==

+1 (@+0),

[}

[N

gdzie 2, #, (dla przeksztalcenia loksodromicznego) i 2, (dla przeksztalcenia para-
bolieznego) oznaczaja punkty niezmienne przeksztatcenia.

Wskazaé odmiane wzoréw (a) oraz (b) dla przypadku punktu niezmiennego
w nieskonezonodei.

Sprawdzié, ze przeksztalecenia loksodromiczne o wspdlnych punktach nie-
zmiennych z;,2, tworzs grupe abelowa; réwnjei przeksztalcenia paraboliczne
o wspélnym punkcie niezmiennym tworzg grupe abelowa. (Grupe przekszbalcen
nazywamy abelowg—od nazwiska matematyka norweskiego Abela, jezeli mno-
zenie przeksztalcen jest w tej grupie przemienne, t.zn. jezeli jest hihy= hoh, dla
kazdej pary przeksztalecen h, i hy, nalezacych do tej grupy.)

7. Przeksztalcenie homograficzne nazywamy rzeceywistym, jezeli prze-
ksztalca kazdy punkt rzeczywisty na punkt rzeczywisty. Spotezynniki przeksztal-
cenia rzeczywistego sy rzeczywiste lub stajg sie rzeczywistymi po odpowiednim
skréceniu.

6*
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Jezeli R(z)=(az-tb)/(ce+d) jest przekszta.lceni'em rzeczywistym i HI)(S.I-
czymiki @, b, ¢ i d s rzeczywiste, woéwozas przez signum tego ‘przo]fszta.};ce'nm
(signk) rozumiemy -+1 lub —I1 zaleznie od tego, ozy Wyznaczm.k.adﬁ‘bo jest
dodatni, czy ujemny. Signum nie zmienia 8iQ, gd;y spélczynn%kl prze.kﬁzt.ak
cenia pomnozymy przez ten sam czynnik rzeczywisty, dodatni lub ujemny.

Sprawdzié, iz: 1° jezeli h jest przeksztalceniom homograﬁ.oznym TZ0CZY -
wistym, to signh~=signh; 2° jezeli h, oraz hy 83 przeksztalceniami .hmnogm-
ficznymi rzeczywistymi, to signhyh,= signhy-signhy; 8° przekszatcenia homo-
graficzne rzeczywiste o signum dodatnim tworza grupe.

8. Napisaé przeksztalcenie loksodromiczne (a) z éwiczenia 6 w postaci
&= (az+P)/(#+6) 1 obliczyé spélezynniki «,f i ¢ w nastepujacych Qwu pray-
padkach: 1° gdy 2, 2, oraz k sa liezbami rzeczywistymi (#4:2, k+:0); 20 gdy
#=u-+% oraz zy=u—iv 83 punktami urojonymi sprzezonymni, za§ l=e".

Pokazaé, iz w obydwu przypadkach przeksztaleenie jest rzoczywiste,
przy czym w przypadku 2° signum przeksztalcenia jest zawszo dodatnie, a w pray-
padku 1° dodatnie Iub ujemne, w zaleznodci od znaku k.

9. Przekssztalcenie loksodromiczne (a), éw. 8, (z oczywisty modyfilacjy
wzoru, gdy jeden z punktéw 2,2, znajduje sie w niegkonezonofei) nazywa sie
hiperboliconym, jezeli % jest liczby rzeczywista, zad eliplycenym, jezeli b jost
postaci ¢. Przeksztalcenie tozsamodciowe zaliczamy zardéwno do przeksztaleen
hiperbolicznych jak i eliptycznych.

Pokazaé, iz kazde przeksztalcenie homograficzne rzeczywiste (nietozsa-
mokciowe) posiada badz 1° dwa rézne punkty niezmienne rzeczywiste, bads
20 dwa punkty niezmienne urojone sprzezone, badsi wreszcie 3° joden punkt nie-
zmienny rzeczywisty—i ze w zaleznoéei od tych trzech przypadkéw jest 1° hiper-
boliczne, 2° eliptyczne lub 3° paraboliczne.

10. Przeksztalcenia hiperboliczne, jak réwniez przeksztalcenia eliptyczno
o wspélnej parze punktéw niezmiennych, tworzg grupy abelowe (por. éw. 6).

11. Niech 2, i 2z, bedg dwoma réznymi punktami na plaszesysnie i niech
$ oraz € oznaczaja odpowiednio grupe wszystkich przeksztalcen homograficanych
hiperbolicznych oraz grupe wszystkich przeksztalcen eliptycznych o tyeh sa-
mych punktach niezmiennych 2z, i 2,.

Pokazaé, iz jezeli w jest dowolnym punktem plaszezyzny, rdéznym od
2 1 2,, wéwezas zbiér wszystkich punktéw h(w), gdzie h oznacza dowolne prze-
ksztalcenie nalezgce do grupy 9, jest okregiem przechodzgcym przez punkty
#; 1 7, Gdy punkt w zmienia sig na plaszezyznie, otrzymujemy wszystkie okrogi
przechodzace przez punkty 2, i2,. Okregi te nazywamy trajeltoriami praeksztalcen
nalezageych do grupy $.

Sformulowaé analogiczne definicje i twierdzenia dla grupy € przeksztateen
eliptyeznych.

12. Niech h(z) bedzie dowolnym przeksztalceniem homograficznym typu
hiperbolicznego, eliptycznego lub parabolicznego. Kazdy punki w, réiuy od
punktéw niezmiennych przeksztalcenia h wyznacza ciag punktéw nieskonezony
w obydwu kierunkach

e Wy ees W15 Wy Wy wery Wy one
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taki, iz w, =hw,) dla n=..,—1,0,41,... Pokazaé, iz wszystkie punkty tego
ciagu lezg na pewnej trajektorii przeksztalcenia h, przy czym: 1° w przypadku
hiperbolicznym ciag {w,} dazy do jednego Ilub do drugiego z punkiéw
niezmiennych przeksztalcenia h zaleznie od tego, czy n—>+oo, czy n—>—00;
2° w przypadku eliptycznym albo istnieje taka liczba catkowita p, iz w, +p=Wp
dla kazdego m, albo punkty ciagn {w,} tworza zbiér wszedzie gesty na fraje-
ktorii (por. §10, éw.11); 3° w przypadku parabolicznym ciag {w,} dazy do
jedynego punktu niezmiennego przeksztalcenia zaréwno gdy n—>-+oo, jak i gdy
N—»—CQ,

§ 15. Przeksztalcenia podobnoSciowe. Nawiazujac do
rozwazan §§ 5 i 6, podamy obecnie podstawowsa interpretacje geo-
metryczng pochodnej w dziedzinie zespolonej. Udowodnimy przede
wszystkim twierdzenie nastepujgce:

(15.1) Jezeli fumkcja

(15.2) E=W(2)

jest ciagla i skotczona w otoczeniu punkiu zy==o0 oraz posiada w tym
punkeie résmiczke zupelng (A-+ Bi)Adz+-(C+ Di)dy o wyznaceniku
AD—BC=+0 (gdzie A, B, C,D sq licebhami rzeczywistymi), to kasdemu
kierunkowi 19 odpowiada pewien Kierunek A° w tem sposdb, i3 gdy
wychodzqea z punktn z, kreywa C

(0) z=2(t), gdzie a<<t<h, 2(a)=2,
posiada dla t=a kierunek 1° wiwczas wychodzgea & punkiu o=W/(2,)
krzywa I’

(I {=Lt)=W[(1)], gdeic a<i<b, {(a)={,,

. ktdra jest obrazem Fkrzywej O w przeksztalceniu (=W(z), posiade dla

t=a kierunek 20.
Odpowiedniodé ta miedzy kierunkami I° ¢.4° dana jest przez wedr
(15.3) I=p-+ vi=h-[(Am+ Cn)+i(Bm-+ Dn)],

gdzie l=m-+ni oraz A=p-+vi oznaczajg jakiekolwiek spotezynniki
odpowiadajacych sobie Fierunkdw 1° oraz 1% a h jest dowolnym
czynnikiem dodatnim.

Dowdd. Niech 1°=m4-n% bedzie kierunkiem (t.j. spélezyn-
nikiem kierunkowym unormowanym, por. § 13) krzywej ¢ dla {=a.
Przyjmujac z(t)=x(t)-+iy(f) oraz:

dz=z(a+ At)—z(a), Adr=x(a+At)—x(a), Ay=yla+ At)—y(a),
A =C(a+ At)—{(a),


pem


86 ROZDZIA%L 1. Funkeje zmiennej zespolonej. .
mamy ‘ ,
: dz .. (Aw ./ly)
0 0% = i = = i | = -+ )
(15.4) =m0t l0 7 o 47 T[]

7 drugiej strony
A =T[e(a-+At)] —We(a))=W (2+-42) =W (2,) =
. =(A+B7})Aw+(O~|—D@')Ay—|«¢-:(41z)-|/1z|,
gdzie &(4z)—>0, gdy 42—0, a wiec gdy Ai—0. Zatem z (ilf)v.éfl-)

(15.5) lim Ag:(A—{—Bi)mH-((H— DiynO.
a0+ | 47] ‘

Wyrazenie po prawej stronie (15.5) na pewno ‘ni@ znike;
istotnie, gdyby bylo zerem, wowezas mielibysmy AmO+- On® ::::.-O OTaz
Bm®+Dn'=0, a tym samym, z uwagi na AD-—B(0, znllcu.'}yl)y
obydwie liczby m?, n°, co sprzeczne jest z rdwnoscis |10 2|0 -|- /n"'l,l-.-z;l.
7 istnienia granicy (15.5) wynika wiee istnienie granicy wyrazonin

AL || 42| = (AL ||42)) [14E | A2l

ktéra jest kierunkiem A% krzywej I' dla t==q; otrzymujemy przy
tym z (15.5) : i

56 T (AmO-+On®)+ (Bm®+ Dn)i _
(15.6) T [(AmO+0n®) (Bm® 4 DnO)i|

Jezeli wiee l=m-+ni jest dowolnym spolezynnikiem Kkierun-
kowym kierunku 1%, za§ A=u-+»i dowolnym spélezynnikiem kierun-
kowym kierunku 2° (t.j. jezeli I i A résnig si¢ odpowiednio od 10
i A% co najwysej czynnikami rzeczywistymi dodatnimi), wowezas
na zasadzie réwnodei (15.6) czynig one zado§é zwigzkowi (15.3),
gdzie h jest czynnikiem dodatnim.

Przeksztaleenie ¢=W(z), ciagle w otoczeniu punktu z,==co,
nazywamy podobnociowym w tym punkeie, jezell

1) funkcja W(z) jest skofczona w punkeie z, i posiada w tym
punkecie rézniczke zupems (A Bi)dx+ (04 Di)dy o wyznaczniku
AD—BC=0,

2) w odpowiedniofei kierunkéw, jaky przeksztaleenic to wy-
znagza W mysl twierdzenia 15.1, zachowuje si¢ kat miedzy odpo-
wiadajgeymi sobie parami kierunkdéw; innymi stowy: oznaczajae
przez ly, 4, oraz ly, 1, pary spélezynnikéw kierunkowych odpowinda-
jacych sobie kierunkdéw, mamy (zgodnie z definicjy kata, § 12)

(15.7) arg A, —arg A== argl, —argl,.
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Warunek 2) moze byé zastapiony przez nastepujacy:

2*") w odpowiednioci kierunkéw, wyznaczonej przez prze-
ksztalcenie (=W(z) w punkecie 2, k3t miedzy odpowiadajacymi
sobie kierunkami ma warto§é staly (z dokladnodeia oczywifcie do-
dowolnej wielokrotnogci 2x). :

Istotnie, dla rozwazanych wyzej spélezynnikéw b, Iy, A, A,
warunek 2"%) oznacza, iz '

arg A,—argl, = arg i, —argl,,

ten zag zwigzek réwnowazny jest zwigzkowi (15.7). Kat staly, jaki
tworzg odpowiadajace sobie kierunki w przeksztatceniu podobnogeio-
Wym w punkcie 2, nazywaé bedziemy katem obrotu przeksztatcenia
W tym punkeie.

(15.8) Na to, aby przeksztatcenie {=W(2), ciagle w otoczeniu punkiu
Zg=Foo, bylo w tym punkeie podobnoiciowe, konieczne jest i wysiarcza,
aby funkeja W(z) byla w tym punkeie skoticzona ¢ posiadala pochodng
W'(2g)==0. Jezeli warunek ten jest spetniony, wowczas arg W'(z,) jest
katem obrotu rozwazanego przekszialcenia w punkeie z,.

Dowéd. Zatézmy najpierw, iz rozwazane przeksztalcenie jest
podobnodciowe w 2,, Wdwcezas przede wszystkim funkeja W(z) po-
siada w tym punkeie rézniczke zupelng postaci (A--Bi)dz-+(C+Di)dy
0 wyznaczniku AD—BC=0. Mamy wiec:

{15.9) Wi(z,)=A+Bi, Wy(#e) = C+ Di.

Niech 6 bedzie katem obrotu przeksztalcenia {=W(z) w pun-
kcie 2, i niech y=tgh. Kierunkowi o spdlezynniku l=m-+ni od-
powiada w my§l tw. 15.1 kierunek o spélezynniku

A= (Am~COn)-+(Bm- Dn)i;

przeto na mocy tw. 12.5 mamy tozsamofciowo dla kazdej pary
liczb rzeczywistych m, n

m(Bm—+Dn)—n(Am-+Cn)

{15.10) m(Am—+Cn)+n(Bm-+Dn)

=tglh=y,
a wiec
(15.11) (B—Ay)m2+[(D—A4A)—(B+ C)ylmn—(C+ Dy)n*=0

(w przypadku, gdy y=tgh=oco, przyréwnujemy do zera mia-
nownik ulamka w (15.10), co zreszta czyni rachunek jeszeze prost-
Szym).


pem


88 ROZDZIAEL 1. Funkeje zmiennej zespolonej.

7 (15.11) otrzymujemy B=Ay, O=—Dy, D—A==(B--0)y
i, podstawiajac wartofci na B oraz ¢ z pierwszych dwu réwnodei
w trzecia, mamy (D—A)(1+92)=0, a wiec A=D; z kolei, z pierw-
‘szych dwu réwnad dostajemy B=-—C. Zatem, mamy w my§l (15.9)
Wi (2)=A~+ Bi=—i(C+Di)=—1iWy(z), t.]. funkeja W(z) czyni
zado$é warunkowi Cauchy-Riemanna w punkeie 2y, & Wige na mocy
tw. 6.4 posiada w tym punkeie pochodna. Nadto

W (20)]'=| W(eo)=A®+ B* = AD—BC+0.

Odwrotnie, jezeli funkcja W(z) posiada w punkeie 2, pochodng
W'(2,)=A+ Bi%0, wowezas w my§l tw. 6.4 posiada w tym punkcie
rézniczke zupelmg W'(eo)- (dw -+ idy) = (A -+ Bi) Az - (— B 4 A3) Ay
o wyznaczniku A2+ B*>0. Kierunkowi o spélezynniku ls==m--ni
odpowiada wige na mocy tw. 15.1 kierunek o spolezynniku

A=(A+Bi)m-+(—B-++ Ai)n=(A -+ Bi) (m-+nt)==W'(z,)-l.

W my$l tw. 9.7, kat miedzy kierunkami I i 4 jest réwny
argi—argl=arg W'(z,) l—argl=arg W'(z,), & wiec ma warto§é staly.
Przeksztalcenie {=W(z) jest przeto podobmnofciowe w punkcie g,
przy czym arg W'(z,) jest katem obrotu tego przeksztalcenia.

CWICZENIA. 1. Jeseli funkcja W(z) posiada w punkeie 2, rézniczke zu-
pelna, wéwezas stosunek [W(2)—W(2,)]/(2——2,) ma granice skonezony, gdy 2 dazy
do 2, wzdluz jakiejkolwiek pélprostej wychodzacej z punktu 2z, Prayjmujage, iz
(A+ Bi)Aw+ (C+ Di)dy jest réiniczke zupelng funkeji W(z) w punkeie 2y, obliczyé
te granice oraz jej wartosé bezwzgledna dla pélprostej 2=z~ (m-ni)l.

2. Jezeli funkeja W(z) posiada w punkeie 2, réiniczke zupetny i jezeli
granica czefci rzeczywiste] stosunku [W(2)—W(%,)]/(z—=,) istnieje, jost skon-
czona i ta sama, gdy z—z, wzdluz trzech pdlprostych wychodzgeyeh z punktu
2, % ktérych zadne dwie nie lezg na jednej prostej, wéwezas funkeja W(z) po-
siada pochodna w punkeie z,.

Jest to uogdlnienie twierdzenia zawartego w éw. 3, § 6. Sformulowaé i udo-
wodnié analogiczne uogdlnienie twierdzenia zawartego w éw. 4, § 6.

3. Jezeli funkeja W(2) posiada w punkecie 2, réiniczke zupelny i jezeli
granica stosunku [W(2)—W(2)]/(2e—2,) jest ta sama, gly z—>z, wzdluz dwu
péiprostych wychodzacych z punktu 2, i nie lezgeyeh na jodnej prostej, wowezas
funkeja W(z) posiada pochodny w punkeie 2, (Miefszow).

[Wsk. Mozna zaloiyé, iz jedna z danych pélprostych posiada kierunel
polosi rzeczywistej dodatniej.]

) Twierdzenie to uwazaé mozina za nogélnienie tw. 6.4, gdyz warunki Cauchy-
Riemanna oznaczajy istnienie granicy rozwazanego stosunku wadbuz dwn poél-
prostych, réwnolegtych odpowiednio do osi rzeczywistej i urojonej.
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4. Jezeli funkcja W(z), ciagla w otoczeniu punktu 2, posiada w tym
punkcie rézniczke zupelma i jezeli w odpowiedniofei kierunkéw, wyznaczonej
w punkeie z, przez przeksztalcenie {=W(z), istnieja trzy pary odpowiadajacych
sobie kierunkéw (I;,4;), (Iy, Ay), (I54s) takie, 1% 19 zadne dwa z kierunkdéw Ip,1,,1;
nie sg identyczne ani przeciwne (t.j. nie sa kierunkami pélprostyeh wychodza-
eych z punktu 2, i lezacyeh na jednej prostej) oraz 20 (1, L) =<0 (4 Ag) dla
i, k=1,2,8, — wéwezas przeksztalcenie {=W(z) jest podobnosciowe w punkeie 2,
. j. funkeja W(z) posiada pochodna +0 w tym punkeie (Miensgzow).

5. Jezeli przeksztaleenie homograficzne hiperboliczne h, i przeksztalcenie
homograficzne eliptyczne %, posiadaja punkty niezmienne wspélne, wéwezas
trajektorie przeksztatcenia h, tworza rodzing okregéw ortogonalnych do tra-
jektoryj przeksztalcenia h,; dokladniej: przez kazdy punkt plaszezyzny, rézny
od danych punktéw niezmiennych, przechodza dwa okregi do siebie ortogonalne,
ktére sa odpowiednio trajektoriami przeksztatcen h; oraz h,.

[Wsk. Por. § 14, éw. 11; udowodnié najpierw twierdzenie dla przypadku,
gdy punktami niezmiennymi sg punkty O i oco; przejsé do przypadku ogélnego,
opierajgc sie na tym, iz przeksztalcenia homograficzne sa podobnodciowe, a wige
zachowuja ortogonalnosé (prostopadiosé) okregéw.]

§ 16. Krzywe regularne. Krzyws ( dang przez réwnanie
(por. § 13, oraz Wstep, § 12)

(16.1) 2=2(t), gdzie a<<t<D,

nazywaé bedziemy regularng, jezeli przedziat [a,b] jej parametru
rozbié mozna na skohczong ilo§é podprzedziatéw takich, iz w kaz-
dym z nich funkecja 2(t) posiada pochodng 2’'(t) ciagla (na kradcach
tych podprzedziatéw funkeja moze posiadaé tylko pochodne jedno-
stronne; krafce te moga wiec byé punktami ,katowymi* krzywej).
Widoczne jest, iz regularnodé krzywej jest wiasnodeig niezalezng od
sposobu przedstawienia parametrycznego krzywej (por. Wstep, § 12).

Jezeli to,ty,...,t, 0znacza dowolny ciag wartodei parametru taki,

2(trs1) —2(te)]

nazywa sie dtugosciq tuku krzywej z=z(l) W przedziale [a,b] jej
parametru. Jezeli funkeja 2(t)=w(t)+1y(t) posiada w przedziale
tym pochodna ciagla, woéwezas, jak wiadomo z analizy rzeczy-
wistej, dlugosé krzywej (16.1) dana jest przez catke

n—1
% a=ty<ti<..<tn=Db, woweczas kres gérny sum >
h=0

b b
(16.2) 1= [T+ Iy P at= [ /()] dt.
Poniewaz dlugo$é sumy kilku krzywych réwna jest sumie
dlugodei tych krzywych, wiee wzlr DPOWYZSZY TOZSZErza sie na-
tychmiast na kazda krzywa regularng w przedziale [a,b].
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§ 17. Calka krzywoliniowa. Niech ¢(t) i h(t) bedy dwiema
funkcjami skoticzonymi w przedziale [a,b]. Wezmy pod uwage sumy
postaci

n—1

(17'.1) St ters) —h(t)], gdeie a=ty<tr<...<tn=b 0raz Lty
F=0

Jezeli istnieje granica skonczona tych sum, gdy liczba cha-
rakterystyczna (por. Wstep, § 9, str. 26) ciagu to, ¢, ..., b dazy do zera,
woéwezas méwimy, iz funkeja g(t) jest catkowalna w [a,b] wegledem
h(t); granice te nazywamy catkq Stieltjesa funkeji g(t) wegledem h(t)

b

w [a,b] i oznaczamy przez [g(t) ah(t).

Jezeli funkeje g(t) i h(t) sa ciagle w przedziale [a,b] i jezeli
ponadto funkcja R(t) posiada w tym przedziale pochodng ciagly,
wéwezas rozwazana granica na pewno istmieje 1 wyraza si¢ przes
zwykly calke Riemanna. Mamy mianowicie w tym przypadku

b b

(17.2) (o dnt)= [ gy w't) @

a

Dla dowodu zalozyé mozna, iz funkeja h(t) jest rzeczywista,
w przeciwnym bowiem razie mogliby$my przeprowadzié dowdd od-
dzielnie dla jej czedei rzeezywistej i urojonej. Niech M bedzie kre-
sem gérnym |g(t)| na [a;D],. a I niech oznacza liezbe charaktorystyczng
ciagu to,t1,...,¢n. Niech o(l) bedzie kresem gérnym liczb [h'(8)—h'(«)|
gdy |B—d <!, a<<a<BA<KD. Oznaczajace dla skrécenia przez S sume
(17.1) i stosujgc twierdzenie o wartodei dredniej, mamy

n—1

T rralt . ’ - - 3t -
S=k§09(tk) W (k) (Ber-1—2a), ydz?fe (75N IS AR T /4o JARR
Zatem

n—1
(17.3) 8 =3 g(th) ' (15) (bt — )| < M- (b —a1)- (D).

Z uwagi na ciaglo§é pochodnej h'(t) liczba w(l) daszy wraz z 1
do zera. Z drugiej strony, odjemnik pod znakiem wartogei bez-
wzglednej we wzorze (17.3) jest sumg, przyblizong catki Riemanna,
wystepujacej po prawej stronie réwnodei (17.2), i dazy do tej calki,
gfly I—0. Tym samym istnieje takze granica sum 8, gdy -0, i spol-
niona jest réwnogé (17.2). '
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Jezeli funkecje g(¢) i h(t) sa ciagle w przedziale [a,b] i jezeli
funkeja ¢(t) jest catkowalna wzgledem R(t) w kazdym z dwu prze-
dziatéw [a,c] i [¢,b], gdzie a<<e<<dh, wodwezas calkowalna jest takze
w calym przedziale [a,b] i jej catka Stieltjesa w tym przedziale
Téwna jest sumie jej catek w dwu wymienionych podprzedzialach.
Uwaga ta pozwala sformulowaé otrzymany przed chwily wynik
w postaci nieco ogélniejszej:

(17.4) Jeseli funkeje g(t) © h(t) sa ciagle w preedziale [a,b] © jezeli
preedziat ten rozbié moima ma skonczong ilosé podprzedeialow tak,
by w kasdym 2z mich funkcja h(t) miata pochodna ciagle, wowczas
Junkcja g(t) jest caltkowalna wzgledem h(t) w przedziale [a,b] i jej
catka Stieltjesa w tym preedziale sprowadza sig¢ do calki Riemanna
przez réwnodd (17.2).

Jezeli ¢ jest dowolng krzywg ciagla
(17.5)
a P(z) jest funkcja skoriczong okre§long na tej krzywej (dokladniej:
na obrazie geometrycznym tej krzywej, por.. Wstep, § 12), wowezas
przez catkowalnodé i catke krzywoliniowq funkeji F(z) wedluz krzy-
wej C rozumiemy odpowiednio calkowalno$é i calke Stieltjesa funkeji
Fla(t)] wzgledem funkeji 2(t) w przedziale [a,b]. Oznaczaé bedziemy
catke krzywoliniows, funkeji F(z) wzdluz krzywej C przez cJF(z) dz.

7 tw.17.4 wynika bezpodrednio, iz

2=2z(t), gdezie a<<I<D,

(17.8) Funkecja F(z), skoiczona i ciqgta na kraywej regularnej C, po-
siada zawsze caltke krzywoliniowaq wedlus tej krzywej, pray czym, jezelt
krzywa C dana jest przez réwnanie (17.5), to
14

(17.7) [F(e) dz= [Fla(t)]#(2) dt.
¢ ’ a

7 réwnofci tej wynika m. in., iz wartosé calki funkeji ciggle]
wzdluz krzywej regularnej nie zalezy od sposobu przedstawienia
parametrycznego krzywej (por. Wstep, § 12). Istotnie, niech {=g(7)
bedzie nieistotng zmiang parametru, przy ktorej krzywa,. C, dana
przez réwnanie (17.5), przechodzi na krzywa I' o réwnaniu

z=z[p(7)], gdeie a<T< .

Funkeja ¢(r) jest rosnaca i ciagla w przedziale [a,f], & 2 po-
minieciem co najwyzej skornczone] ilodei punktéw rézniczkowalna.
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Dla kazdej tedy funkeji F(z) ciaglej na krzywej ¢ lub — ¢o jest tym
samym — na krzywej I' mamy:

/ dz_—fﬁ’[z ]dtdtﬁfﬂ‘[ ]gtgi
*flf"\z[(p dr——/F

7 tw. 17.6 wynikaja dalej natychmiast nastepujace zwigzki,
w ktéryeh C, C;i C, oznaczaja krzywe regularne, a I(2) funkeje
ciagly na C:

(17.8) [P(e) de=— [F(2) de;
—C c

(17.9)  [P(e) de=[F(e) det [F(2) dey  joieli 0=yt
¢ ¢ ¢,

(17.10) ‘ / F(z) dz| < 2'(t)| dt=ML, gdzic M oznacsa kres gérny
¢

wartodci |[F(2) na C, a L diugosé kraywej C.

§ 18. Przyklady. W tym § ustalimy terminologie dla kilku
krzywych regularnych, z ktéorymi czedciej mieé bedziemy do czy-
nienia. Przypomnimy przede wszystkim, iz krzywe, ktére roznig
sie od siebie co najwyzej nieistotnie, jak réwniez ich obraz geo-
metryezny, obejmujemy zwykle tg samg nazwa. W § 12 Wstepu
okredliliSmy juz odeinek oraz lamans jako krzywe na plagz-
czyznie; s3 to oczywiscie krzywe regularne. W szezegdlnodei, obwod
prostokgta (por. Wstep, § 8, str. 19) uwazadé mozna za krzywa regu-
larng zamknieta bez punktéw wielokrotnych. Korzystajac ze wzoru
(16.2), widzimy, iz dtugos$é odeinka réwna jest odleglosei jego kratiedw.

Przez okrag o $rodkw 2y==0 1 promieniu r<oo rozumiemy krzywsg
zamkniety bez punktéw wielokrotnych

(18.1) 2=2y+re¥, gdzie 0t 2m.
Dlugo$é jej dana jest przez calke

fe

dz

2
= / |e!| dt=2avr.
0
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Jezeli K=K(z,;7), woéwezas (K) oznaczaé bedzie okrag (18.1).
Okrag ten oznaczaé bedziemy takze przez C(zy;r), t.j. tak samo
jak jego obraz geometryczny, ktory réwniez nazywa sie okregiem
(por. Wstep, § 8, str. 17). Piszac dla krétkodei C,=C(zy;7), mamy
na zasadzie tw.17.6 dla kazdej liczby catkowite] k==—1:

27
R w0, gt €2EPDT1
f(z——zo) dz=1r fe di=1 S =0,
G, B
podcezas gdy
f = fdt=2'm
Zatem:
=0 dla k=—1
2 Vel
(18.2) f(z 20 9\ _omi dla k——1.

Clzy; )
Dla przykladu, oraz ze wzgledu na dalsze zastosowania, obli-
czymy kilka calek krzywoliniowych wzdluz tamanych.

Jezeli F(z) jest funkeja skonezona i ciagla, okredlong na od-
cinku [2;,2,], woéwezas, piszac réwnanie tego odecinka w postacl
2=z, (2,—2)t, gdzie 011, zna]du]emv

/F dz=(2,—

[zlz]

w szezegblnosei, dla odeinka [z, 2,], réwnoleglego do osi odcigtych,

2) / Fl(ey—2)t+2] dt;

Xa
(18.3) /F do= [F(o+iy,) dw, jezell =+, 2=0+

[znz] Xy

i pOdobme dla odeinka [2,#2,] réwnoleglego do osi rzednych,

‘l‘lg . -
(18.4) flﬂ(z) dz:?l/F(ml—l—i-y) dy, jedeli 2y=m+ Uy, Zp=T1T1Ys
[21,22] !}x
Stad, dla kazdej funkeji F(z) ciaglej na obwodzie (I) prosto-
kata I=[ay,as;by,bs],

ay 3’2 .
[F(e) de= [ [P (@+iby) —F(a+iby)|dw-ti [[F{ay-tiy)—Flar+iy)] dy.
0] a by
W szezegblnosei wiee dla kwadratu @Q=[—a,a;—a,a] mamy
na zasadzie wzoru (18.4):
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a . [t d
dz Y 9
—s == A7
/ —“Mf 2+aﬁ+ ) y-+a?

Poastawm,]aéc tu 22—z, zamiast 2, gdme 2, jest dowolng liczbg.
zespolong, otrzymujemy wzér

(18.5) f dz =2mi, gdeie @ jest kwadratem o $rodku z,.

@
CWICZENIA. 1. Niech W(z) bedzie funkejq ciagly w otoczeniu punktu z,.
posiadajaca w tym punkcie rézniczke zupeina. Udowodnié, iz wéwezas
lim - fW 2)de=1- [Wx(Zo)-F“’V;/(Z())]

©r0 wr?

gdzie Cr oznacza okrag (zo, ).
Na to wige, aby funkcja W(z) posiadata pochodng w punkeie 2y, konieczne:

jest i wystareza, by hm — f W(z)de=10

I‘

2. Niech P(z) i @(=) beda dwoma wielomianami, przy czym ¢(z) niech.
bedzie stopnia wyzszecro niz P(z). Oznaczajac przez Im, gdzie m jest dowolng.
liezba catkowita dodatnia, kwadrat o wierzchotkach w punktach (m--4).(==1=1),.

o (1 PR Pz)
udowodnié, iz catki . / sz 002) dz oraz / etg e =—— ) dz dazg do 0, gdy m—oo..
am) (Im)
S P(z)  P(—=)

Wsk. Skorzystaé z tw. 9.12; zauwazyé, iz 2| =~
: v v [Q(z) Q=)
przy catkowaniu wzdluz obwodu (Im) polaczyé calki wzdiuz bokdw praeciwleglych.);

27 2

3. Obliczyé catki f "% gin (nh — sing) 46 oraz fe"‘““” CO8 (1 — siny) do,

0

-+ ]—> 0, gdy 2z->co;:

0
gdzie n jest liczba catkowity.

[Wsk. Zauwazvc, iz calki te sa odpowiednio czedcia rzeczywisty i urojons.
catki funkeji €* 2~ by okregu C(0;1).]

4. Niech D oznacza poélokrag 2=1e", gdzie 0=l6<iw, Zakladajge, Ze-

g5 8, 00 @y, 88 liczbami rzeczywistymi dodatnimi oraz ze A+ 4,4 ...+4,=0,.
Ay exp ity 2+ A, xXp itz .. 4.4, exp ia, 2

obliczyé granice wartosei catki f 10X 12+ Ay 0P 22 toet 4, P i, 2,

2
D,

r

gdy 'r~>0 oraz gdy r—>oco.
5. Jezeli —1<<v<1, wowezas catka I,,:/
: &

dowolng liezbg i 0,=C(0;n-+1), dagy do 0, gdy n dazy do -+co praehiogajac:
wartodei catkowite.

exp gy de

sinwe  z—a’ glzo o jost
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