WSTEP
TEORIA MNOGOSCI

§ 1. Definicje podstawowe. Podstawowym pojeciem teorii
mnogosei jest pojecie zbioru czyli mmogoéei. Jesli A jest jakimkolwiek
ghiorem przedmiotéw, wéwezas przedmioty nalezgce do zbioru A
nazywamy jego elementami; znak aed czytamy: .o jest elementem
zhioru A lub ,,« nalezy do A“. Zbiér ztozony z jednego tylko ele-
mentu @ oznaczamy przez {a).

Dogodnie jest wprowadzié pojecie zbioru pustego, t.j. nie za-
wierajacego zadnego elementu. Zbiér taki oznaczamy przez 0.

Jesli A i B sy zbiorami i kazdy element zbioru 4 nalezy do B,
wowezas mowimy, iz A jest podebiorem zbioru B, lub ze zawiera sig
w B, i piszemy ACB lub BDA. Jedli jednoczesnie ACB i BCA,
to zbiory A i B sy identyczne, t. j. sktadajg sie z tych samych ele-
mentéw; piszemy wowezas A=DB.

Ciag A, zbioréw nazywamy wstepujacym, jeSli A.CAnyy dla
kazdego n, i zstgpujqcym, jesli A,1CA, dla kazdego n. Ciagi wste-
pujace i zstepujace szbioréw obejmujemy nazwa ciagéw monoto-
nicenych.

Zbiér, ktorego elementami sg réwniez zbiory, nazywamy czesto
rodzing lub wkladem zbioréw (uzywamy takze terminu rodzina dla
oznaczenia niektérych specjalnych zbioréw; méwimy np. czesto ro-
dzina funkecyj).

Jesli 9 jest rodzing zbioréw, woéwezas zbiér tych wszyst-
kich elementéw, ktére naleza do jednego przynajmniej ze zbio-
réw rodziny A, nazywamy sumq zbioréw rodziny A, zbidr za
tyeh wszystkich elementiéw, ktére naleza jedrioczesnie do wszystkich
zbioréw rodziny U, iloczynem zbioréw tej rodziny. Sume oraz iloczyn
zbioréw rodziny U oznaczamy odpowiednio przez XU oraz I,
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WSTEP. Teoria mnogodei.

Jedli rodzina zbioréw jest ciggiem skonczonym

Aqy Asy...y Amy WOWCZAS squ tych zbioréw oznaczamy réwnies przez
m

Agt+Ast...+ A4, lub ZA,,, a iloczyn przez Aq-As-...-A, lub ’[ ImAk'
..... ]

Sume ciggu meakoﬁczonogo Aty Asy...y Ay, ... zbioréw oznaczamy
(@=]

analogicznie przez Ay —|—Ag+...+Ak+... Iub Z'A/,, a iloczyn przez

A Adye..-Ap... Tub f [A,, Uzywamy réwniez dla oznaczenia sumy

i iloczynu ciggu skonczonego lub nieskoriczonego zbioréw (A
znakéw ZA,, i ] ]A,,, gdy zakres wartodci, jakie przebiega wskas-

nik %, ]est skaadmadd wiadonmy.

Zbiory, ktére nie posiadaja elementéw wspdlnych, t. j. ktorych
iloczyn jest pusty, nazywamy roztacenyms.

Jesli A i B sa zbiorami, wéwezas B—A oznacza rdémicg tych
dwu zbioréw, t.j. zbi6ér elementéw, ktére nalezs do B, lecz nie
nalezg do A. Jedli w szezegélnosci ACB, wéwezas réznice B—4A
nazywamy dopélnienéem. zbioru A do B i oznaczamy przez Cpd.
Zazwyczaj w rozumowaniach wystepuje pewien staty zbidr H (,,prze-
strzeni®), ktory zawiera wszystkie inne zbiory rozwazane. Wéwezas
dopelnienie zbioru A do zbioru H nazywamy krétko do-
pelnieniem zbioru A4 i zamiast OyA piszemy CA.

‘Dla kazdego ciggu zbioréw {4, zawartych w H zachodz:
wzory nastepujace, ktére nosza nazwe wzordw de Morgana:

(L.1) 024, =[]04,, Of[4,=04,.

Istotnie, jedli o jest elementem zbioru wystepujgcego np. po
stronie lewej pierwszego ze wzoréw (1.1), woéwezas znaczy to, ze o
nie nalezy do zadnego ze zbioréw A,, t.j. iz nalesy do kazdego ze
zbioré6w CA,, co znowu znaczy, iz nalezy do zbioru wystepujacego
po stronie prawej tego wzoru. Podobnie dowodzi si¢ drugiego ze
wzoréw (1.1).

CWICZENTA. 1. Sprawdzié nastepujace tozsamosei:
.A.'Z.Bn::E.A.'Bn, fl+]7B11~n A‘*I-Bn)
n n

w ktéryeh 4,B,B,,...,B,,... oznaczaja dowolne zblory. Pierwsza z nich wyraZza
rozdzielno§é mmnozenia zbioréw wzgledem dodawania, druga -— rozdzielnosé doda-
wania zbioréw wzgledem mnozenia.
Wyprowadzié drugy tozsamodé z plerwszej przy pomocy wzoru de Morgana,
2. Sprawdzié wzér de Morgana dla dowolnych rodzin zbiordw: jekeli A

jest dowolng rodzing zbiordw, a B oznacza rodzine dopetnien zbiordw nalesg-
cych do A, wiowezas CIU=IIB.

zhiorow

icm

[§21 Zbiory przeliczalne. 3

§ 2. Zbiory przeliczalne. Jezeli kazdemu elementowi zbioru A
przyporzadkowany zostat pewien element zwigzku B w ten sposéb,
iz kazdy element zbioru B przyporzadkowany jest jednemu i tylko
jednemu elementowi zbioru 4, wéwezas méwimy, ze miedzy zbiorami
AiB ustalona zostata odpowiedniodé jedno-jednoznacena. Dwa zbiory,
migdzy ktérymi odpowiednio§é taks mozna ustalié, nazywaja sie
zbiorami tej samej mocy. Zbiorem przeliczalnym nazywa sie kazdy
zbi6r tej samej mocy co zbiér wszystkich liczb naturalnych 1,2,...,n,
Zbidr, ktéry nie jest skodczony ani przeliczalny, nazywa sie née-
przeliczalnym, podezas gdy zbiory skonczone oraz zbiory przeliczalne
obejmujemy wspdlng nazwa zbioréw co najwysej przeliczalnych. Zbi6r
jest wiec co- najwyzej przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy ele-
menty jego ustawié mozna w ciag skonezony lub nieskorczony.

Suma cigyu, skonezonego lub nieskoiczonego, | w‘,,-.ﬂ,g,_“ zbioréw
co najwyzej przeliczalnych jest rownies zbiorem co najwysej preeliczal-
nym. W samej rzeczy, ustawiajgc elementy kazdego zbioru 49
w cigg skonrczony lub nieskoriczony a{),af),...,ad,..., mozemy upo-
rzadkowad wszystkie elementy zbioru ZA‘D W ciag

L
a®d, a®,aP, ad,ad,aP, o, a®d,aP, e,
w ktérym wypisane sa kolejno grupy skoriczone wyrazéw a o su-
mach wskaznikéw ¢ oraz k¥ réwnych odpowiednio 2,3,4,5 it. d.

W szezegdlnodeinp. zbiér wszystkich liezb catkowitych jest przeli-

ezalny; istotnie, mozemy go ustawié w ciag 0,1,—1,2,—2,...,n,—n,...

Jezeli A(l),A(Q),...,A(D,... jest ciggiem skonczonym lub nieskon-
cronym zbiordw co najwyzej przeliczalnych, wiéwczas rownies co naj-
wysej przeliczalny jest zbidr A wszystkich ciqgow skovnczonych postacs
(a®,a), ..., a®), gdzie & jest dowolng licebg naturalng, za$ a®,a®, ..., a®
8q dowolnyms elementami odpowiednio zbiorow A(l), A@), ...,A(k). Dowod
przebiega analogicznie do rozumowania poprzedniego. Porzgdkujemy
elementy kazdego zbioru 4 w ciag ad,a, ..., af, ...
elementy zbioru 4, t.j. ciagi skorczone postaci (ag.i),a;.z),...,

, po czym wszystkie
a®),
1)
mozemy uporzadkowaé w cigg, wypisujac je kolejno grupami skon-
czonymi wyrazéw o sumach wskaznikéw dolnych ji4 yz—!- -}—yk,

réwnych 1,2,3 it. d
1*
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4 WSTEDP. Teoria mnogosei.

Z twierdzenia tego wynika np., Ze zbidr wszystkich ukladdéw
skoticzonyceh (i, ..., m) liczb calkowitych jost przeliczalny; dalej,
%6 zbiér wszystkich liczb wymiernych jest réowniez przeliczalny, po-
niewaz kazda liczba wymierna jest wyznaczona przez pare liczb
catkowityeh. Z kolei otrzymujemy przeliczalnogé zbioru wazystkich
ciggéw skonczonych liczb wymiernych (r,79,...,7%), & W szczegol-
nofei — przeliczalno§é zbioru liczb zespolonych wymiernych, t. j.
liczb zespolonych postaci a- b1, gdne aib sy <lowolnyml liczbami
rzeczywistymi wymiernymi.

GWICZENIA. 1. Udowodnié, iz moe zbioru nieskoiczonego nie ulega
zmianie, jedli dodaé don dowolny zbidr skohczony lub przeliczalny (oprzed sig
na tym, ze kazdy zbiér nieskonezony zawiers zawsze podzbior przeliczalny).

2. Udowodnié, i# prosta, przedzial i przedziat otwarty sg zbiorami réwne
mocy (mzumimny puaz prostq zbidr wrzystkich Hezb rzeczywistych, pravs prz

olwart@/ (a, b) zbwr wsaysﬂcieh lezb o takich, iz a<Zw<7b; liezby a i b nazywaj
8i¢ krafcami przedzialu).

3. Pokazaé, iz zbidr wszystkich przedzialéw o kraneach wymiernych jor
przeliczalny (objaénienie nazw w éw. 2).

§ 8. Przestrzen topologiczna abstrakeyjna. Jakkolwiel
w dalszym ciggn przedmiotem naszych rozwazail bedg prawie wr
lacznie zbiory zawarte w plaszezyznie i funkeje okredlone na ty«
zbiorach, to jednak w pewnych tematach teorii funkeyj (np. w d
finicji powierzchni Riemanna, por. rozdz. VI) dogodnie jest przyj:
za punkt wyjscia ogélne przestrzenie abstrakeyjne, zdefinioww
przez postulaty. Oczywiscie uklad takich postulatéw moze b
dobrany rozmaicie. Przyjmiemy tu uklad Hausdorffa 1), nieznaczni.
tylko zmieniony stosownie do dalszych potrzeb tego wykladu.

Nazywaé bedziemy przestrzenie abstrakeyjng kazdy zbior H,
w ktérym wyrézniona zostata pewna rodzina $ podzbiordw, zwa-
nych otoczeniami i spelniajgcych postulaty nastepujace:

L Jeli a i b sq dwoma réimymi elementami praestrzeni H, to
istnieja dwa roztacene otoczenia U ¢ V takie, i3 ac¢U oraz beV.

IX. Dila kazdego punktu o przestreeni H istnieje ciagg zstepujoey
otoczer, \U,} zawierajacych punkt a, taki i@, jesli U jest dowolnym
otoczeniem zowierajgeym punkl a, to poczynajac od pewnei wartoded
wskaénika n, wszystkie otoczenia U, sawierajy sie w U,

1) F. Hansdortf, Grundzige der Mengenlehre, Leipzig 1914, pp, 213, 203

icm

[§ 3] Przestrzefi topologiczna abstrakeyjna. b

Jezeli a jest dowohlym punktem przestrzeni, a {U,} ciggiem
otoczen, spehiajacych dla tego punktu warunek postulatu 11, wow-
czas dla kazdej pary otoczer V i W, zawierajacych punkt a, be-
dziemy mieli, poczynajac od pewnej wartodei wskaznika 7, jedno-
czefnie U,CV oraz U,CW. Otrzymujemy wiec twierdzenie naste-
pujace:

(8.1) Jezeli punkt a przestrzeni H nalezy jednoczesnie do dwu oto-
czet Vi W, wowezas istnieje takie otoczenie, kitdre zawiera punkt a
4 zawarte jest w kazdym z otoczen. V i W.

Ciag (U.} otoczen nalezacych do rodziny § nazywamy oérod-
kiem przeliczalnym (albo bazq przeliczalng) tej rodziny, jedli dla ka-
zdego punktu « przestrzeni H i dla kazdego otoczenia U zawieraja-
cego ten punks istnieje w ciggu {U,) otoczenie U, takie, iz a U, CT.
Przestrzen H nazywa sie osrodkowq, jedli odpowiadajaca jej rodzina
otoczen posiada ofrodek przeliczalny. Przestrzenie specjalne, ktére
rozwazane beda w dalszym ciaggu (plaszezyzna, powierzehnie Rie-
manna), okazg sie wszystkie ofrodkowe.

CWICZENIA. 1. Oznaczmy przez R prosta, a przez R, Ry Ry, R iR
rodziny nastepujace: 1° zbioréw, z ktérych kazdy sklada sie dokladnie z jednego
punktu prostej, 2° przedzialdw (lgcznie z przedszialami redukujacymi sie do pun-
ktu), 3° przedzialéw o kraficach wymiernych, 4° przedzialéw otwartych i 5° prze-
dziatéw otwartych o krancach wymiernych (por. § 2, éw. 2). Sprawdzié, iz kazda
z tych rodzin nwazana by¢ moze za rodzine otoczen dla prostej R (sprawdzié postu-
laty I i II). Pokazaé, iz rodzina R; jest ofrodkiem przeliczalnym rodziny R,.

2. Niech $ bedzie rodzing otoczen dla przestrzeni H (spelniajaca postu-
laty I i II), H, dowolnym zbiorem w H i $, rodzing zbioréw postaci H;-U, gdzie
Ue9. Pokazaé, iz wéwezas zbiér H; uwazany hyé moze za przestrzen abstrak-
cyjna z rodzing otoczen H,.

3. Zbiér A nazywamy preestrzeniq metryceng, jezeli kazdej parze elementéw
xz,y tego zbioru przyporzadkowana jest pewna liczba rzeczywista ¢(x,y). zwana
odlegloéciq tych dwu punktéw i spelmiajaca warunki nastepujace:

(a) o(x.y)=0(y,x)>=0 dla kazdej pary punktéw xe. oraz yed, przy
czym g¢(r,y)=0 wtedy i tylko wtedy, gdy z=1y;

(b) el 2)<e(®.y) +0(y,?)

Przez Lule otwartq, lub otoczenie, o Srodku z, i promienin » (gdzie r jest
liczby rzeczywisty dodatnia i xye.d) w przestrzeni A rozumiemy zbiér wszystkich
punktéw x tej przestrzeni takich, iz o(x,,z)<<r. Sprawdzié, iz okreflona w ten
sposéb rodzina otoczent dla przestrzeni metrycznej spelnia postulaty I i-II.

dla kazdej tréjki punktéw zed, yed, zed.

4. Niech g(x,y) oznacza odlegltosé dwu punktéw w przestrzeni metrycznej 4.
Sprawdzié, ze wzér ooz, y)=0(2,y)/[1+e(x,y)] okrefla nows odlegloié w tej
przestrzeni (. j. iz ¢ (.x; y) spelnia warunki odlegloéei, podane w éw. 3). Przy no-
wej tej metryce odlegtosé kazdych dwu punktéw przestrzeni jest mniejsza od 1.

*
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6 WSTEP. Teoria mnogodci.
5. Prayklady przestrzeni metrycznych: 19 Prosta R (w0 e - yl;
90 Przestrzen € funkeyj ciaglyeh w przedziale [0,1]: odleglofé ¢ (e.y), gdy w(t)
i y(t) oznaczaja dwie dowolne funkeje clagle w praedziale (0,11, okroflamy jako
kres gérny résmicy bezwzglednej [y(t)—a(t)| dla 0=t 1; 8% Praestrzen ¢4 funkey)
ciagtych na catej linii prostej: odleglodé ¢(w,y) dwu takich funkeyj «(t)1y(t) okre-
[ee]

Y 1 .M,.

flamy jako sume szeregu on T My gdzio Mp ozmnseza kres gérny réznicy

bezwzglednej |y(t)—ux(t)| (ﬁa: 1~~n::5£ <ny 49 Przestrzen M funkeyj ograniczonych
w przedziale [0,1]: definicja odleglodei taka sama jak dla prazestrzoni €.
Sprawdzié, iz powyzsze definicje odlegtofei spelninja warunki (a) 1 (b)
éwiczenia 3.

§ 4. Zbiory domkniete i otwarte. W § tym oraz w dwu §§
nastepnych (§§ 51 6) H oznaczaé bedzie dowolnie ustalong przestrzer
abstrakeyjng z odpowiadajgeym jej ukladem otoczen £, H];)(ah'liu‘ja
cym postulaty I i II, § 3.

Punkt aeH nazywa sie punkiem skupienia zbioru ACH, jed
kazde otoczenie zawierajace punkt o zawiera punkty zbioru A, rézm
od a. Zbiér utworzony z punktéw zbiorn A oraz jego punktow
skupienia nazywamy domknigeiem zbioru A i oznaczamy przez A
Zbiér A nazywamy domknigtym, jedli A=A, t.j. jesli zbiér A za
wiera wszystkie swe punkty skupienia.

Ogolniej, jesli ACBC H, wowezas zbiér 4. B nazywa sie domlcm
ciem zbioru A w zbiorze B, przy czym zbidr A nazywa sie domkniety
w 2biorze B, jesi A=A.B, t.]j. jedli zbiér A zawiera wazystkio
swoje punkty skupienia, ktdre nalezg do B. Domknigtosé zbio
w zbiorze domknietym, a wiee — w szczegélnodel — w przestrzeni /
oznacza oczywifeie domknietodé zwykly. ‘

Punkt o zbioru 4, ktéry nie jest jego punktem skupienia,
nazywa sie punktem odosobnionym zbioru, a zbiér, ktoérego wszystkie
punkty sa odosobnione — zbiorem odosobnionym. Zbidr niepusty,
ktéry nie posiada punktéw odosobnionych, nazywa si¢ zbiorem
w sobie gestym, a zbidr ]ednoeyeéme domkm@tv i w sobie gesty —
zbiorem doskonatym. . i :

Punkt o przestrzeni H nazywamy granicq ciggu nieskonczonego
{an; punktéw, jesli kazde otoczenie, zawierajgce punkt a, zawiera
zarazem wszystkie wyrazy a, ciagu, poczawszy od pewnej wartogei
wekasnika n. Z postulatu I, § 3, wynika, iz ciag posiadaé moze co
najwyzej jedna granice, (:lqg {an), ktory posiada granice, nazywa sic
zbiegnym i granice jego oznaczamy przez lim a,.

n

icm

(4.2

[§ 4] : Zbiory domknigte i otwarte. 7

(4.1) Na to, aby punkt a nalesat do domknigeia A zbioru A, koniecane
jest @ wystarcea, aby byl gramicq ciagu {a.; punkidw tego zbioru.’

Dowéd. Zalézmy iz aed. Niech {U,) bedzie ciggiem zste-
pujacym otoczen, zawierajacych a i spelniajgeych warunek postu-
latu II, § 3. Poniewaz aed, wiec kazdemu otoczeniu U, przypo-
rzgdkowad mozemy pewien punkt a,ed-U,. Z drugiej strony, jesli U
jest dowolnym otoczeniem punktu a, wéwezas, poczawszy od pewnej
wartodci wskaznika n, wszystkie otoczenia U, a wige tym samym
i wszystkie punkty a., zawarte sa w U. Mamy wiec a=Ilim a,.

Zatézmy odwrotnie, iz @ jest granicg pewnego ciggu punktéw
{a.} zbioru A. Rozwazymy dwa przypadki: albo wszystkie ele-
menty ciagu {a.) 53, poczawszy od pewnego miejsca, jednakowe
i wéwezas, poczawszy od pewnej wartofei n, mamy a=a,eACA;
albo cigg {a.} zawiera nieskoriczenie wiele elementéw réznych i wow-
czas, jak widzimy na,tychmlast punkt a jest punktem skupienia
zbioru 4, a wiec aeX.

4.2) Domknigeie dowolnego 2biory jest zbiorem domknietym, czyli wzér
A=A zachodzi dla kaidego zbioru A preestrzent.

Dowé6d. Jedli ae A, wéwczas kazde otoczenie, zawierajace a,
zawiera punkty zbioru 4 i tym samym punkty zbioru A4; zatem
aed, a wieec ACA, co wobec oczywistego zwigzku AcA daje A=A4.

Punkt a zbioru 4 nazywamy punkiem wewnegtrznym tego zbioru,
jesli istnieje otoczenie U takie, iz ae UCA. Zbiér wszystkich pun-
ktéw wewnetrznych zbioru A4 nazywamy jego wnglrzem i ozna-
czamy przez A°. Zbiér A—A° nazywa sie brzegiem zbioru A. Zbiér
niepusty, ktéry jest identyczny ze-swym wnetrzem, nazywa sie
otwartym.

Jezeli punkt nie nalezy do domknigcia zbioru A4, t.j. nie lezy
ani wewngtrz, ani na brzegu tego zbioru, powiadamy, iz punkt ten
lezy zewnairz zbioru A. M6wiac wiee, iz warunek pewien spemiony
jest zewngtrz jakiego§ zbioru, rozumiemy przez to, ze spelniony
jest w dopelnieniu domkniecia tego zbioru.

7 definicji zbioré6w domknigtych i otwartych wynika natych-
miast, iz

(4.3) Dopelnienie kasdego zbioru domkmigtego jest zbiorem otwartyms;
dopelnienie kaszdego zbiorw otwartego jest zbiorem domknietym.


pem


8 WSTEP. Teoria mnogosei.
Jolli A i B s3 dwoma dowolnymi zbiorami w przostraeni 11,
wowezas, jak sprawdzamy latwo na mocy tw. 3.1,

(4-B)° = A° B° A B = A+ B,

Przez indukeje unogdlniamy natychmiast te wzory na dowolng
skotczony ilo§é zbioréw. Z drugiej strony, jedli 2 jost dowolng
skoticzona lub nieskoficzong rodzing zbiordw, wiowoezas, jak spraw-
dzamy bezpodrednio, wnetrze sumy zbioréw tej rodziny zawiora
sume wnetrz zbioréw rodziny, zas domkniecie iloczynu zbioréw
rodziny 9 zawarte jest w iloczynie domlmnigé tych zhiordéw. Wynika
stad twierdzenie nastepujace:

OYaz

(4.4) Suma skoiiczonej ilosei — oraz iloczyn dowolnej rodziny - 2bio-
réw domnigtych jest 2biorem dombnigtym. Iloczyn skonezonej dodei —
oraz suma dowolnej .rodeiny — zbiordw otwartych jest ghiorem olwartym.

M6wimy, iz podzbiér 4 pewnego zbioru B jest wszedeie gesty
w B, jedli BCA. Je§li B jest caly przestrzenia 11, wowczas ogtiatini
warunek napisaé mozna w postaci réwnosel H=A4.

Zbior, ktérego domknigeie nie posiada punktéw wewngtrznych,
t. j. nie zawiera zZadnego otoczenia, nazywa sig nigdzie gestym.
(4.5) Jezeli preestreet H jest osrodlowa, wéwezas w praestrzent tej:

10 kasdy zbidr B zawiera podebidr co najwyiej praeliczalny,
wszedzie gesty w H;

20 Lasdy zbidr odosobniony Z jest co majwysej praeliczalny;

3% & kazdej rodeiny zbiordw otwartyeh, pokrywajacych tacznie pe-
wien 2bidr, wyjad mosma ciag 2biordw, kidre réwnied 2bidr ten pokrywaja;
» 40 kaszda rodzina ®, zbiordw olwartych rozlacenych jest co nagj-
wyzej praeliczalna.

Dowéd. ad 1°: Niech (U, bedzie ofrodkiem przeliczalnym
(§ 3, str. 5) rodziny otoczen przestrzeni 1. Kazdemu otoczeniu Uy,
ktére zawiera punkty danego zbioru K, przyporzgdlkujemy pewion
punkt a,e U, E. Zbiér punktéw, prayporzgdkowdnyeh w ten sposob
otoczeniom U,, oznaczymy przez A. Zbiér ten jost ocaywidcie za-
warty w E i co najwyzej przeliczalny. Pokagomy, iz jost wszedzie
gesty w B, t.j. iz ECA,

icm

[§ 4] © Zbiory domkniete i otwarte. 9

W tym celu niech o bedzie dowolnym punktem zbioru K, a U
dowolnym otoczeniem, zawierajacym ten punkt. W odrodku {U.,)
istnieje napewno otoczenie U, takie, iz ae U,CU. Zatem U, -E=0,
i otioczenie U, — a wiec tym samym otoczenie dane U — zawiera
punkt zbioru A (punkt a,). Przeto aed, skad ECA.

ad 2°: Na mocy 1° istnieje zbi6r co najwyzej przeliczalny Z,CZ,
ktory jest wszedzie gesty w Z. Poniewaz jednak zbiér Z jest z za-
lozenia odosobniony, przeto latwo zauwazyd, iz jest idehbyezny z kaz-
dym swym podzbiorem wszedzie gestym. Zatem Z=Z,, t.j. zbibr Z
jest co najwyzej przeliczalny.

ad 3° Niech ® bedzie dowolng rodzing zbioréw otwartych i &
sumg zbioréw tej rodziny. Niech nastepnie (jak w dowodzie 1°)
{U,) bedzie ofrodkiem przeliczalnym rodziny otoczen przestrzeni H.
Kazdemu punktowi ae@ przyporzadkowaé mozemy takie otocze-
nie U,, ktére zawiera punkt a i zawarte jest w jednym ze zbior6w
otwartych rodziny ®. Jesli wiec przez {Un,) oznaczymy ciag tych
wszystkich otoczern U,, ktére przyporzgdkowane zostaly punktom
zbioru-G, wowezag bedziemy mieli GC ; U, Z drugiej strony, kazde

otoczenie Uy, otrzymanego ciagu zawarte jest w pewnym zbiorze
otwartym - Gy, rodziny G. Ciag zbioréw otwartych {Gn, POkrywa
tedy zbiér @, a wiec tym samym pokrywa kazdy zbioér zawarty
w sumie zbioréw rodziny ®. '

ad 49: Na zasadzie 3° z rodziny ®, wyja¢ mozemy ciag skoi-
czony lub przeliczalny zbioréw, ktérych suma jest identyczna z sumsg
zbioréw rodziny ®,. Poniewaz jednak, z zatozenia, rodzina ®, sklada
sie ze zbior6w rozlacznych, przeto ciag ten zawieraé¢ musi wszystkie
zbiory rodziny §,, ktéra zatem jest co najwyzej przeliczalna.

Oze$é 3° twierdzenia 4.5 nosi nazwe twierdzenia Lindelofa
i nalezy do typu t.zw. ,twierdzen o pokrywaniu“. Inne twierdze-
nia tego typu (twierdzenia Borela oraz Borela-Lebesgue’a) podane
beda w §6.

GWICZENIA. 1. Przyklady zbiordw na prostej, uwazanej za prze-
strzent metryezng & z odleglodcia dany przez wzdr o(z,y)=|y—m=| (por. §2, éw. 2
oraz §8, éw. 3 i 5). 19 Kazdy przedzial [a,b] jest zhiorem domknietym, kazdy
przedzial otwarty (a.b) jest zbiorem otwartym; 2¢ zbiér punktéw 1,2,..,7,...
jest zhiorem odosobnionym; 3° zbidr punktéw 0,1,1/2,1/3,..., /i, ... jest zbiorem
domknietym z jednym tylko punktew: skupienia 0; 4° zbiér punktéw wymier-
nych jest zbiorem przeliczalnym wszedzie gestym w K.
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2. Zbiér nigdzie gesty Cantora. Oznaczmy przez [ przedzial [0,1];
dzielimy I na trzy przedzialy réwne i wnotrze przedzialu srodkowego, . j. prae-
dziat otwarty (1/3, 2/3), oznaczamy przes J,. Kazdy z pozostalych dwu prac-
dziatéw [0,1/3] 1 [2/8, 1] dzielimy zndéw na trzy réwne przedziaty i praodzialy drod-
kowe ofwarte oznaczamy przez J, i Jy. Postepujemy w ten sam sposdh z kaxdym
z czterech przedzialéw dopelniajacyeh do przedzialdw Jy, Jy i Jg w I 1 praedzialy
frodkowe otwarte, ofrzymane przy podziale tych czterech przedziatéw, ozna-
czamy przez Jy, Jy, Jg i, (p. rysunek). Postepujao tak dalej, otrzymujomy eigg
przedziatéw otwartyeh rozigeznyeh {Jn). Udowodnié, 14 abidr Ket— D, jost

doskonaly nigdzie gesty (ubiér ten nazywa sig ebiorem Cantora). fl"u]m,mn(-,,
iz zbiér ten mozna takze okredlié jako zbidr wezystkich liczb przedziatu
[0,1], ktdre posiadajay rozwinigeie na ulamek tréjkowy nie zawierajyey cylry 1
(b j. daja sie rozwinaé na szerog (skonezony lub uieskonezony) postaci
/34 ay/3%-..4-an[3"+-..., -0 spblezynnikach ap réwnyeh 0 lub 2).

3. Na to, aby przestrzet motryezna (por. § 3, éw. 8) byta odrodkowa, ko-
nieczne jest i wystarcza, aby istnial zbidr skofczony lub przeliczalny, wszodaie
gesty w tej przestrzeni.

4. Pokazaé, ze zbieznodé ciagu elementéw {w.} oznacza w przestrzeniach
Ci i M (§3, éw. 5) zbieznoé jednostajng ciggu funkeyj {wn(t)} w praedziale [0,1]
a w przestrzeni €, — zbiezno$é jednostajng ciagu funkeyj {mn(t)} w kasdyrr
przedziale (skohczonym) prostej.

5. a) Wyznaczajac w przestrzeniach € 1 C, (§ 3, éw. 5) zhiory przeliczaln
wszedzie geste, udowodnié, 7e przestrzenie te sy ofrodkowe. b) Pokazaé, iz w prze
strzent M (§ 3, éw. 5) funkeje, z ktérych kazda jest réwna 1 w pewnym punkei
przedziatu [0,1], a poza tym punktem jest réwna 0, Gworzy zhidr odogobniony
korzystajac z nieprzeliczalnodei zbioru liczb rzeczywisbych przedziatu [0, 1]
(p. dalej, fin. 8.6, str. 24), wywniogkowaé stad, iz przestrzen M nio jest odrodkowu.

6. Jesli {an} jest ciggiem zbieinym w przestrzeni metrycznej, wiwezas

lim Q(an,a/m)-'—': 0.
n,m=-»co
7. Przestrzeti metrycana, w ktérej dla kazdego ciagu punktow {an) waru-

nek ]igl 0 (an,am)="0 pociaga za soba zbieznodé tego ciagu, nazywu 8ig zupelng.
n,m-»co ’

Sprawdzié, ze nastepujace przestrzenie g zupelne: 10 prosta. R (ze zwykly,
definicjzh odlegloci przez wzér ¢ (w,y)==|y—a|; 2° plaszczyzna ouklidesown Ky,
t. j. zbiér wszystkich par liczb rzeczywistych (m,y) ze zwykly definicjy oilloglodei
przez wzlr ¢(Qy, Q) = [(#,~— m,)® - (y,— '.‘/1)2]“/2’ gdaio Q= (1) 1 Qge (W, 1ry)
3% przestrzenie C), G, i M (§3, éw.5)

8. W przestrzeni M (§3, éw.5) funkejo cinglo bworzy zbidr dmmbkniety
nigdzie gesty;

9. W przestrzeni €, funkcje ciggle m(t) takie,' iz [ty =1 dla kasdego {,
tworzg zbiér domknigty nigdzme gesty.

icm

[§5] Zbiory spdjne. . 11

§ 5. Zbiory spéjne. Zbiér 4 w przestrzeni H nazywa sie
spdjnym, jesli nie jest sumg dwu zbioréw rozigeznych, niepustych
i domknietych w A, t. j. takich, iz zaden z nich nie zawiera punktéw
skupienia drugiego. Zbiér, zlozony z jednego tylko elementu, jest
oczywiscie spéjny. Zbiér domkniety i spéjny, zawierajacy wiecej
niz jeden element, nazywa sie kontynuum. Zatem:

Na to, aby zbidr domkniety byt kontynuum, potrzeba & wystarcza,
aby zawieral co majmmniej dwa punkty i nie dat si¢ preedstawié jako
suma dwu zbiorow roztacenych, domknigtych i miepustych (warunek
Jordana).

Zbiér otwarty i spéjny nazywamy obszarem. Na to, aby zbidr
otwarty byl obszarem, konieczne jest i dostateczne, aby nie byt sumg
dwu zbiorow roztacznych, otwartych 4 niepustych. Istotnie, jesli zbiér
otwarty @ jest sumg dwu zbiordw otwartych i rozlageznych, wéwczas
zbiory te sa zarazem domkniete w G; odwrotnie, jesli G jest sumg
dwu zbioréw rozlacznych i domknietych w &, wéwezas zbiory te
sq zarazem zbiorami otwartymi.

Zbiér, ktory jest domknieciem obszaru, nazywaé bedziemy
obszarem domknietym. Zbidr taki jest spéjny, jak wynika z nastepu-
jacego twierdzenia:

(B.1) Jeseli A jest zbiorem spdjnym, wiwezas domkniecie jego jest r0W-
nies zbiorem spdjnym; ogdlnie], kazdy ebidr Biaks, s ACBCA, jest spdjny.

Dow6d. Istotnie zalézmy, ze zbidr B jest sumg dwu zbioréw
B, i B, niepustych, domknietych w B i rozlacznych. Wowezas
A=A-B,+A-B,, przy czym zbiory A4-B; i A-B, sa rozlgczne i zaden
z nich nie zawiera punktéw skupienia drugiego. Jeden wige z nich
przynajmniej, np. A-B,, jest pusty. Zatem B,CB—ACA—A, skad
wynika, iz kazdy punkt zbioru B, jest punktem skupienia zbioru 4.
Poniewaz za§ A-B,=0, a wiec ACB—B,=B,, przeto kazdy punkt
zbioru B; jest punktem skupienia zbioru B, Dochodzimy w ten
sposéb do sprzecznosei.

(5.2) Jesli G jest rodzing zbiordw spdjnych, posiadajacych wspdlny
punkt a, wiwczas suma S zbiordw tej rodziny jest réwnies zbiorem
spoinym.

Dow6d. Zatézmy, iz 8 jest sumg dwu zbioréw roztgeznych
8, oraz S, z ktérych zaden nie zawiera punktéw skupienia dru-
giego. Niech aeS;. Wowezas kazdy zbiér A rodziny G zawiera sie
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w zbiorze §;, W przeciwnym bowiem razie bylby sumg dwu zbio-
réw niepustyeh roztacznych, A-8; oraz A:8,, z ktorych zaden nio

iz zbiér S jest spdjny.

Jedli § jest podzbiorem spojnym pewnego zbiora A i jedli
kazdy zbiér spéjny, zawarty w A i zawierajacy 8, pokrywa si¢ z 8,
wowezas zbior 8 nazywa si¢ skladowq zbioru A. Skladowe zbioru
sg to. wiee podzbiory spGjne, ktore przy zachowaniu spdjnodei nie
moga byé juz rozszerzone w danym zbiorze.

Niech o bedzie dowolnym punktem zbjoru 4 i niech S bedzie
sumg wszystkich zbioréw spojnych, zawartych w A i zawiorajayeych
punkt a. Na mocy twierdzenia 5.2 zbibr § jest rdwniez podzbiorem
spojnym zbioru 4 i jest oczywidcie jego skladowsy. Zatorn:

(5.3) Kazdy punkt zbioru nalezy do pewnej skladowej zbioru,

Zauwazmy dalej, iz jesli 8 jest skdadowsy pownego zbioru A, zng
8; jest dowolnym podzbiorem spéjnym. zbioru 4, posiadajgeym punkty
wspélne z §, wowezas, w mydl twierdzenia 5.2, zbior § }8,Cd jost
réwniez spéjny, a wiee S=8--8,D8,. Przeto:

(5.4) Skladowa zbioru zawiera wszysthic podebiory spijne shioru, kidre
‘majg & nig punkty wspolne; kazde wiee dwic skladowe zbioru sq
albo identyczne, albo rozlyczne.

Wreszeie z twierdzenia 5.1 wynika natychmiagt, iz

(6.5) Kagda skladowa zbioruy dombnigtego jest rownied sbiovem dombnde-
tym, a wige jest badé kontynuwum, badé redukuje si¢ do punlit.

Jedli a jest punktem odosobnionym zbioru A, woéwezas jost
réwniez punktem odosobnionym kazdego zbioru B, zawartego w A
i zawierajgcego a, i kazdy taki zbi6r rozbié mozemy na dwa zbiory
la} oraz B—la}, z ktbrych oczywiscie zaden nie zawicra punktiow
skupienia drugiego. Jedynym tedy podzbiorem Spojnym, zZawiora-
jacym punkf a, jest zbior {a). Zatem:

(5.6) Punkty odosobnione zbioru sq zarazem skladowymi sbiory i gy
praeto 2bidr spdjny jest albo w sobie gesty, albo reduluje si¢ do jednego
punltu; w seezegdlnoded, kasde komtynwum jest zbiorem doskonatym.

Zanotujemy jeszeze pewne bezpogrednio konsokwonejo twior-
dzenia- 5.2: ' '

icm

[§ 6] . Zbiory zwarte. = - 13

(5.7) Jezeli rodzina & zbiordw spdjnych zawiera pewien zbidr A,
@ ktdrym kaidy zbidr A tej rodeiny posiada punkty wspolne, wiowezas
suma S 2biordw rodeiny S jest zbiorem spdjnym.

Dowdd. Przede wszystkim w my§l twierdzenia 5.2 kazdy zbiér
postaci- A+4, gdzie AeG, jest spéjny; poniewaz za$§ wszystkie
zbiory tej postaci posiadaja punkt wspélny (np. dowolny punkt
aed,), zatem suma ich jest spéjna. Suma ta pokrywa sie oczy-
widcie ze zbiorem S.

'
i

(5.8) Jezali kasde dwa ﬁunkty abioru A nalese do péwnego podzbioru
spdjnego tego zbioru, wiwczas sam zbidr A jest réwnied spdiny.

Dowéd. Niech a hedzie dowolnym punktem zbioru 4, za$ S sumg
wszystkich podzbioréw spéjnych zbiory 4, ktéré zawieraja punks a.
Mamy woéwezas A=S, gdyz kazdy punkt zbioru 4 nalezy do jed-
nego z takich podzbioréw. Z drugiej strony, na mocy twierdzenia
5.2 zbiér S jest spéjny.

§ 6. Zbiory zwarte. Zbiér A w przestrzeni H nazywa sie
zwartym, jesli z kazdego ciagu {a,; punktéw tego zbiorn wyjaé mozna
podciagg {an, zbiezny. Kazdy podzbidr zbioru zwartego jest oczy-
wiscie takze zwarty. W szezegélnodei tedy, jesli przestrzedn H jest
zwarta, kazdy zbiér w tej przestrzeni réwniez jest zwarty.

(6.1) Twierdzenie Cantora. Jesli {A,) jest ciqgiem zstepujacym
ebiordw domkniglych, zwartych 4 miepustych, wdwezas iloczyn tych
zbiordw jest rdwnies niepusty.

Dowo6d. Przyporzadkujmy kazdemu zbiorowi 4, pewien punkt
ane A, Oigg {a, zawiera sie w zbiorze A; zwartym, wyjaé wiee zen
mozna podeigg zbiezny {an,). Niech a bedzie granicy tego podciggu.
Kazdy zbiér A, zawiera wszystkie wyrazy ciagu {as,), poczawszy
od pewnego miejsca (mianowicie dla n,2>n). Poniewas zas wszystkie
zbiory A, 89 z zalozenia domkniete, przeto punkt a nalezy do wszyst-
kich tych zbiordw, a wiec takze i do ich iloczynu.

(6.2) Twierdzenie Borela. Jezeli (@)} jest ciagiem zbioréw otwar-
tych, pokrywajacych tacenie 2bidr domkniety @ swarty A, wéwezas 2 ciqgu
tego wyjaé moina skonczong 1o zbiordw, kidre réwmwied pokrywajq
lacenie 2bidr A, 1. 4. isitnieje wowezas taka liczba N, @2

N
ACY @G

=1

(6.3)
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Dowéd. Niech Ry==2 G Zbiory R, tworzy cigg wstepujacy
Bt

zbioréw otwartych, ich uzupelnienia COR, tworzy tudy u;iem. zstiopu-
jacy zbioréw domknietych (por. tw. 4.3), & zbiory 4.( !{i,, clag z8tie-
pujacy zbioréw domknietych i zwartych. Zatozmy, iz x!,~(flz,,:~4~:0
dla kazdej wartodei n. W mysl wige twierdzenia 6.1, stosujage prze.
ksztatcenia wedle wzoréow de Morgana (§1), otrzymujemy

A- O(ZRH)=A110RH =[11A0Rn=*: 07

n=1 n==1 =

co sprzeczne jest z zatozeniem, 1%

[+<] 00
A CZG" mERn‘
n==1 el
Dla pewnej tedy wartofei N mamy A-CRy:0, zatom A4 CRy,
¢o réwnowazne jest zwigzkowi (6.3).

Jezeli przestrzeri H jest ofrodkowa, wowezas, opierajae sie na
twierdzeniu Lindelofa (tw. 4.5 (3°)), zastapié mozemy w twierdzeniu
Borela cigg zbioréw otwartych przez dowolng rodzing zbioréw otwar-
tych. Otrzymujemy w ten sposob nastepujace

(6.4) Twierdzenie Borela-Lebesgue’a. Jeseli w praestrzent 08rod-
kowej rodeina ebiordw otwartych pokrywa zbidr domilnigly 4 2warty A,
wowezas 2 rodeiny tej wyjad moina skoticzong losé zbioriw, kidre
réwnies pokrywajq 2bidr A.

CWICZENTA. 1. W przestrzeni metrycznej (ob. §3, éw.3) kazdy zbiér
zwarty posiada podzbidr, skoficzony lub przeliczalny, wezedzie gesty (kazda
przeto przestrzei metryczna zwarta jest oérodkows; ob, §4. éw. 3).

2. Pokazaé, iz twierdzenie Borela-Lebesgue’a w postaci (6.4) prawdziwe
jest w kazdej przestrzeni metryczne]j (niekoniecznie ofrodkowej).

3. Jedeli w przestrzeni abstrakeyjnej ofrodkowej (lub w dowolnej prze-
strzeni metrycznej) § jest rodszing zbiordw domknietyeh i zwartych talky, i%
iloczyn kazdej skoficzonej ilokei zbiordw tej rodziny jest niopusty, wdwezas
iloczyn wszystkich zbiorédw tej rodziny jest réwniez niepusty (F. Riesz, Siev-
pifnski). _

4. Jeieli {4,) jest ciagiem zatepujacym zbioréw unlopustych, domknig-
tych, o érednicach dazgcych do zeva, w dowolnej przestrzeni metrycznej wu-
pelnej (ob. § 4, éw. 7), woéwezas iloczyn tycl zbiordw réwnies nie jost pusty (przoz
§rednice zbioru rozumiemy kres gomy odleglodei jakichkolwiok dwu punkidw
zbiorn). Zwréeié uwage, iz zatozenie domknigtodel zbioréw A, jak rdwniox za
tozenie, iz Srednice tych zbiordw dasg do zera, sy niezbedne,

icm

[§7] Przeksztaleenia ciggle. : 15
. § 7. Przeksztalcenia ciagle. Niech E bedzie dowolnym
zbiorem, a ¥ funkecjg, okreglong w zbiorze B i przyporzadkowujacs
kazdemu elementowi zeR jednoznacznie pewien element F(z).
Oznaczajgc przez E* zbiér wszystkich elementéw #*=TF(z) dla ¢ E,
moéwimy wéwezas, iz funkeja F jest preeksetatceniem albo odweoro-
waniem zbioru E na zbiér E*. Zbiér B* oznaczamy przez F(E) i nazy-
wamy obrazem zbioru B w przeksztalcenin F. Jedli dla kazdego ele-
mentu *e¢F(E) istnieje tylko jeden element zeR taki, iz o*=F(x),
woéwezas funkcje F nazywadé bedziemy funkcjq jednosnacenie odwra-
calng na zbiorze B, albo preeksetalceniem (odwzorowaniem ) jedno-
znacznie odwracalnym lub jedno-jednoznacenym, zbioru E na zbibr
E*=F(B); funkcje okre§long na zbiorze E* i przyporzaéd]iowuja_‘cad
kazdemu elementowi z* tego zbioru element z, spelniajacy réwnosé
m*j—-li’(w), oznaczamy wtedy przez If’"l; funkeje te nazywamy funkejo
odwrotng (albo przeksztalceniem — lub odwzorowaniem — odwrotnym,)
wzgledem funkeji 7.

Przeksztalcenie F zbioru B takie, ze F(z)=ux dla kazdego z ¢ F,
nazywa 8i¢ togsamosciowym.

Jezeli F' jest przeksztalceniem pewnego zbioru F na pewien
zbiér E*, a G przeksztalceniem zbioru E* na pewien zbidr E**,
to przeksztalcenie H zbioru F na E**, okreglone przez wzoér
H(2)=G[F(z)] dla zeH, nazywamy iloczynem przeksztalceri F i @
i oznaczamy przez GF.

Niech ® bedzie rodzing przeksztalcen jednoznacznie odwra-
calnych pewnego zbioru E na ten sam zbiér. Rodzina taka nazywa
sie grupq przeksztalcesi zbioru B, jezeli iloczyn kazdych dwu prze-
ksztalcern nalezgeych do rodziny ®, jak réwniez i przeksztalcenie
odwrotne wzgledem kazdego przeksztalcenia nalezacego do tej
rodziny, nalezg takze do rodziny G. ‘ '

Niech H i H* beds dwiema przestrzeniami topologicznymi
abstrakeyjnymi (ob. §3), za$§ F funkeja okre§long na pewnym zbio-
rze ECH i przeksztatcajaca ten zbiér na pewien zbiér E*C H*,

Bedziemy méwili, iz funkeja F jest ciggla na zbiorze B w punkcie
ze B, jesli dla kazdego ciggu {x,) punktéw zbioru E, zbieznego
do @ (w przestrzeni H), ciag {F(2,)} jest zbieiny (w przestrzeni H*)
do punktu F(z).

Definicje powyzsza uwazaé mozna za uogdlnienie definicji ciaglodei, po-
danej przez Heinego dla funkcyj zmiennej rzeczywiStej. Moznaby réwnies
sformutowaé ja w postaci, uogélniajacej definicje Cauchy’ego i opartej bez-
poérednio na pojeciu otoczenia: funkeja F jest ciagla na zbiorze E w punkeie x ¢ B,
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jefli kazdemu otoczoniu U*, sawierajgeomu punkd w* ), odpowinda takio
otoczenie U punktu z, iz I(HE-U)CU*. .0 definicjach IToinego i Cancliy’ogo,
ob. W. Sierpinski, A'nalna, t.1, ez 1 (wyd.ll , Warkzawa, 1023, whr, 102.104,

158-164.

Jezeli funkcja I jost 1%1‘1. na /bmwu 1« w k.mlym punk(m
tego zbioru, wowczas nazywa sie funkejo ("b(u/lq na zbiorze K Iuh
pweksztalcenwm — albo o(mzorowamw - chagtym togo  zbioru,
Jedli E i E* sa dwoma z;blomm1 (w 1;0] samej lub w réznych prae-
strzeniach abstrakeyjnyeh) i 11»1,1110]@ ])r/(»kﬂ/m]c(mw ciggle  zhioru
E na E*, woéwezas mowimy, e zhior 1 jost  obrazem ciqgtym
zbioru K. ‘ ‘

Jedli funkeja I jest ]ednomw znie odwracalng i ciggha e zb‘lm
rze B, a jej funkeja odwrotna K- ' jest ciaghy na zhiorze K= K),
wéwezas funkeje ' nazywamy funkejq odwracalnie ciqglq na 1, albo
pracksztalceniem homeomorficenym 1ub odwzorowaniem homeomorficg-
nym zbioru F na zbiér E*. Zhidr, Iktory joest obrazem zbioru K
w jakim§ przeksztalceniu homeomorfieziym tego zhioru, nazywamy
obragem homeomorficenym zbioru K albo wprost ebiorem homeomor-
ficenym z K.

Twierdzenie nastepujace podaje Imjprom;am wlasnogei niezmien-
nicze zbioréw przy przeksztatceniach cigglych:

(7.1) Jedli T jest praeksetaleeniem ciqglym ebioru B na 2bidy 1, to:

(a) dla kagdego zbioru A*CH*, domkniglego w I*, ebidr A tyech
wszystkich punkiow weB, dla kidrych F(w)e A*, jost dombknicty w K;

(b) dla kasdego zbiorw spdjnego BCH, 2bidr (1) jest rdwndes
spojny;

(¢) dla kasdego zbioru dombknigtego 4 swartego ((C I,
jest rdwnies domknigly ¢ zwarty. ;

shidr ()

Dowéd. ad (a): Niech {a,) bedzie ciggiom punktoéw zbioru 4,
zbleznym do pewnego punktu ael. Wowcezas F(a)= llln Flay)e 5,

a ie F(a,,)eA* dla n=1,2,... i zbidr A* jest domkniety w 1Y, wiec
Fla )eA‘,, i tym samym aed. Zbidr A jost wige domkniety w H.

.ad (b): Mozemy proyjaé, it Be=H, a wiee, 7o
T(B) ~T(1) .

Jezeli zbiér E* nie jost spojny, to jest sumg dwu zbiordw rozlyes-
nych, niepustych i domknigtyeh w  B*; wowezas, w o mysl (),
zbiér B jest takze sumg dwu zbioréw rozlgeznyeh, niepustyceh
i domknietych w K, a practo réwniez nia jost spojny.
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ad (¢): Niech {e,} bedzie dowolnym ciggiem punktéw zbioru
F(0) 1 niech ¢, oznacza dla kazdego n punkt zbioru ¢ taki, iz
F(cy)=cn. Poniewaz zbiér (' jest domkniety i zwarty, wiec ciag
{en) zawiera podciag {ey,) zbiezny do pewnego punktu ce (. Z uwagi
wiee na cigglodé funkeji F, mamy

1iin O, = 111311 Bey,) =F(e) e F((),

skad wynika domknietosé i zwarto§é zbioru F(0Q).
OWICZENIE. Jogeli- & jest przeksztalceniem ciaglym przestrzeni H na

przostvzen T1* i A jest i]o(*?ynem ciggu zstqpujqceqo yhiordw domknigtych i zwar-
tyeh {4,) w praestrzeni I, wiowezas B ”J)

§ 8. Plaszezyzna. Zbidr wszystkich liezb zespolonych nazy-
waé bedziemy plaseceyeng otwartq i oznaczaé przez E,. Dolaczajac
do X, joszezo joden element, kiory oznaczymy przez oo, otrzymujemy
zbior, ktory nazywaé bedziemy plaszczyzng Gaussa, plaszezyzng do-
milenigtq albo wprost plaszezyzng i ktory oznaczaé bedziemy przez E.
Elementy plaszezyzny nazywamy punktami: punkt oo — punktem
w nieskonczonodes, pozostate punkty — licebami skoticzonymi albo
punlitams w skoncezonoéei. Punkt =4y, gdzie » oraz y sg liczbami
rzeczywistymi skoriczonymi, oznaczaé takze bedziemy przez (z,7);
liczby @ oraz y nazywaja sie czedciq rzeceywiste 1 czedeiq wrojong pun-
ktu z i oznaczaé je bedziemy odpowiednio przez ¢z oraz Jz. Zbiér
wszystkich liczb rzeczywistych nazywamy osiq reeczywistq, a zbidr
wszystkich liczb urojonych postaci 4y, gdzie y jest dowolng liczba
rzoczywisty — osiq wrojong plaszezyzny. O§ rzeczywista oznaczaé
bedziemy przez R, a of urojona —przez I. Zbibér wszystkich liczb
rzeczywistych nieujemnych i zbiér wszystkich liezb rzeczywistych
niedodatnich pazywadé bedziemy odpowiednio dodainiq 1 ujemng
polosiq rzeceywistq. Analogicznie okre§lamy dodainiq i wjemna pdtos
WFrOFONLL.

Piszac liczby zespolone w postaci @+ yi, u-+oi it.p., rozumied
bedziemy zawsze praez i, ¥, u, v, bez dodatkowych oméwien, liczby
rzeczywiste — o ile oczywideie inny charakter tych liczb nie wy-
nika 7z catoksztaltu rozwazai. Jezeli e=a-4 1y jest liczba zespolong,
whowezas Z oznaczadé hedzie lezbe a"—w ktéra nazywamy sprzesont
7 liczby 2. Liczby sprzezone $g tg ¢ punkty polozone symetry-
eznie W/ng(lmu osi rzeczywiste] B

W

8. Saks i Al Zygmund, Funkejo analityezne.
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Jezeli A jest dowolnym zbiorem na plaszezyZznie, wowezas (14
oznaczaé bedzie jego dopetnienie wzgledem plaszezyzuny, t. j. zbior
E—A (por. §1, sbr. 2). Zbiér Z na plaszezyznio nazywa sig ogra-
niczonym, jedli nie zawiera punktu oo i jesli zbior wartodei 13ezwzgl@d~
nych punktéw zeZ jest ograniczony, t.j. jesli istniejo liczba rzo-
czywista skoriczona m taka, ze [s|<m dla zeZ.

Wprowadzajac punkt oo, nogélniamy nan dzialania nad liezbami
zespolonymi ) przez przyjecie konwencyj nastepujgeych: |oo]==oo,
00:00=200; @ co=00, gfoo=0, cofa=co dla kazdej liczby zospo-
lonej & skonfczonej; a-co=oo, jodli a==0. lLiczbe oo zaliczymy
do liczb rzeczywistych wymiernyeh i uwazaé bedziemy za wieksza
od wazystkich liczb rzeczywistych skoriczonych.

Jezeli 2,2, 83 dwoma punktami w skonczonodei, wowezas od-
cinkiem [2;,25] nazywaé bedziemy zbior punktoéw postaci

(8.1) o= (1.—1) 2, -+ Loy,

gdzie t jest liczbg rzeczywisty 1 0<Ct<< 1. Punktby 2y, 2, nazywajy sie
krancami odeinka [2;,2,]. Jesli w odeinku fym jedon z dwu krancow,
np. z;, zostal wyrézniony jako poczatelk, a drugi =4 jako kondee od-
cinka, wéwezas odeinek nazywaé si¢ bedzie zorientowanym i ozna-

czaé go bedziemy przez [;;;;]; gdy jednak nie bedzie obawy nie-
porozumienia, strzatka w symbolu powyzszym bedzie pomijana i za-
miast ,odcinek zorientowany® bedziemy moéwili wprost ,od-
cinek™. Zbiér punktéw 2 postaci (8.1), gdy ¢ przebiega wezystkio

wartosei rzeczywiste skonczone, a 2, 2, sa dowolnie ustalonymi .

punktami w skodezonosei, nazywa si¢ prost.

Odcinek, ktérego krafce (a wiec i wezystkie punkty) sg rzoczy-
wiste, bedziemy nazywali preedeialem. Poza tym, preedziatami nie-
skoticzonymi bedziemy takze nazywali: 10 of rzeczywista,  2° zbibr
punktéw rzeczywistych z>a, gdzie « jest dowolng liczba rzeczy wiste

skodczona, 3° zbiér punktéw rzeczywistyeh »<<ao. Przedziaty te
- oznacza¢ bedziemy odpowiednio przez [—oc,-oo], [a,-+ o0 oraz
[—o0,a]. Punkty przedzialu, ktére nie sg jego kranecami, nazywamy
punktams wewngtranymi przedziatu.

') Zakladamy tu znajomosé arybmetylki liczb zespolon yeh (eztoroeh dzintan
arytmetycznyeh, whasnodei wartodel bezwzgladnej), T. zw. aprzedstawionio Gry-
gonometryczne* liezb zespolonyeh oméwionoe beduo w rozdz. I,
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Jezeli ai,ay,...,a, jest dowolnym ciagiem skonezonym punk-

t6w, réznych od punktu oo, wéwezas cigg odeinkow zorientowanych
_— — )

.
(a1 aa], [ag; a5], ... s[@n-1, @] nAZyWal bedziemy liniq lamang Lay, a2y ..., ],

_ e
punkty ai,as,...,a, wierzchotkami tej lamanej, a odcinki [ay, Apt1]y
gdzie k=1,2,...,n—1, jej bokami. Wierzcholek lamanej, ktory jest
Wspfﬁlnym krafdcem wiecej niz dwu jej bokéw, nazywadé sie bedzie
wierzchotkiem wielokrotnym. Jedli Yamana nie posiada wierzcholkéw
wielokrotnych i ponadto zadne dwa jej boki nie maja punktéw
wspllnyeh, poza co najwyzej wspélnymi kraricami tych bokéw,
wéwezas méwimy, iz lamana nie posiada punkiow wielokrotnych.
Jedli w tamanej [ai,as,...,a,] wierzcholki @, 1 a, si¢ pokrywaja,
tamana nazywa sie zamknietq. Liamana, ktéra nie jest zamknieta
i nie posiada punktéw wielokrotnych, nazywa sie lamang 2wykly.

Nalezaloby w zasadzie odrézniaé lamang (okreflong jako cigg
odcink6éw) od zbioru punktéw tej famanej. W wypadkach jednak
nie budzgcych watpliwodci zamiast zbiér punktéw lamanej* be-
dziemy méwili wprost ,lamana*.

Jesli ay,by,a, oraz b, sy liczbami rzeczywistymi skofczonymi
ijedli ay<<hy oraz a,<b,, WoéwWeczas zbidr punktéw (z,y) takich, iz
G SBLD; oraz ap <<y < by, nazywaé bedziemy prostokatem [y, by; ag, by,
pPunkby 2,=a;+ by, 2y=ay-+ byi, 2y=ay+ byi, 2,= @y byt wierzehotkams,
a odeinki [2y,2y], [25)%], [25,24), [24y2,] bOKamsi prostokata [ay,d,; as, by];

— —
te same odcinki, jako zorientowane: [2,,2,], [2,, 23] it. d., nazywaé

sie bedg bokami zorientowanymi prostokata, lub gorientowanymi zgod-
nie 2 prostokatem [a,, by; ag, by]; wreszcie lamana, zamknieba [2,, 25, 2,2,,2 ]
(jak spostrzegamy natychmiast —bez punktéw wielokrotnych) na-
zywal sie bedzie obwodem rozwazanego prostokata. Obwéd prosto-
kata I oznaczaé bedziemy zwykle przez (I).

Odleglo$é o(a,b) dwu punktéw a i b plaszezyzny E okrela-
my — w przypadku, gdy obydwa punkty leza w skorczonogei —
przez wzor g(a,b)=[b—al, a w przypadku, gdy jeden lub obydwa
lezg w nieskoriezonosei, przez wzor gla, co)=g(c0,a)=1/|al. Wi-
doczne jest, iz w ten sposéb okreflona odleglodé speinia warunki
nastepujace:

19 o(a,b)=0 wtedy 4 tylko wiedy, gdy a=b;

20 g(a,b)=0(b,a) dla kaidej pary punktow a,b;

3% o(a,b) +o(b,¢)=>o(a,c), ilekroé a, b i ¢ sq punktams w skor
c2On0$es.

2%


pem


20 WSTILP.  Toeoria mnogosei.

Ostatnia nieréwnodé przestaje byé na ogél prawdziwa, gily (ﬂll.()('tl).y jmln'n
z punktéw o, b i ¢ jest punktem co. Moinaby tiogo [)(:wmlu walpié o wlndei.
wokel podanego wysej nogdlnienia odleglofel dwu mmkh({w e przy]n.uluk', wdy
jeden z punktéw lozy w nieskonczonofiei, Uogdlnienio to ;](s(.l‘nu,k 1l‘hl.le,jn< Hl’()l‘llllh
lowanie twierdzen z teorii szeregdw potegowyeh, gdy idzio o wzoregi o i-n'ml,ku
w punkeie co. Jest ono véwniez dogodne w H‘fm'nm-lnwu.]ylél/fﬂln pownych mny(ih
twierdzen z teorii funkeyj. Ponizej, w déw. 1 togo §, podajemy ml.wzomwnnm
homeomorficzne plaszezyzny Gaussa na powierzehnie kuli, na ktdrej odloglosé,
rozumiana w sposéb zwykly, spelnia juz warunek 3° hoz zadnyel zastrzozon.,

Warto zauwazyé, iz w mysl prayjetej powyzej delinicji od-
leglodé dwu punktéw na plaszezyznie jost nieskonezons 'wlm(ly'
i tylko wtedy, gdy jednym z tyceh punktow jest 0, a drugim oo

Odleglo$ciq o(a, P) punktu a od zbioru P na planzezyznio B
nazywamy kres dolny liczb gla,p), gdy punkt p przebiega zbior P,
a odlegtodciq o(P,Q) dwu zbioréw P i@ kres dolny liczh  o(p,q¢),
gy peP i qe@ Wreszcie drednicq zhioru nazywamy kros gorny
odlegtogei dwu jakichkolwiek punktow tego zbioru.

Jedli @ jest dowolnym punktem plaszezyzny i 7 dowolny liczby
rzeczywist nieujemng (skonczona lub nieskoncezonyg), wowezan praos
K (a;7) oznaczaé bedziemy — w przypadku, gdy a = oo — zhiér wzyst-
kich punktéw 2, spelniajacyeh nierdwnosé g(a,z)-<r i réznych od vo,
a w przypadku a=co zbiér wszystkich punktoéw « (lgcznio z punk-
tem co), spelniajacych te nierdwnodé. Uogdlniajac definicje kola z geo-
metrii elementarnej, wyrdznione powyzej zbiory K(a;7) oraz calgy
plaszezyzneg nazywaé bedziemy kolami otwartymi albo wprost kolami.
Punkt o i liczba r nazywad si¢ beda odpowiednio drodkicm i pro-
mieniem kola K(a;r). Kolo o frodku w puunkeie ¢ i promienin ».-0
nazywadé bedziemy réwniez oloczeniem kotowym — lub wprost olo-
czeniem — punktu a.

Kolo K(a;r) o drodku af:co jost tedy zbiorem wszystkich punktow 2]
takich, ze |z-—a(<r; w szezegélnodel wiee jest zbiovem pustym, jodli v 0, a planz-
czyzng otwarty E,, jedli r=s=co. Kolo K(co; ) o drodku co jest zbiovem wezyst-
kich punktéw = takich, iz 1z|>l/r; jest wige zbiorem pustym, gdy 70, a calg
plaszezyzng L z wylgezeniem punktoa 0, gdy rs=co,

W dalszym ciggu, méwige o kolach otwartych, bodzieny zawsze
zakladali milezaco, ze sg to kola o promieniach dodatnich, a wiee
zbiory niepuste. Tam za, gdzie bedyg mogly wystepowad kol o pro-
mieniu 0, bedzie to wyraZnie zaznaczone.

Jedli a jost punktem plaszezyzny, & v iy Hezbami rzoczy wisty-
mi (skoriczonymi Jub nieskoncezonymi) takimi, iz 0:5r-0ry, WoOwezns
przez P(a; r,7y) oznaczaé bedziemy zbior wszystkich punktow z:f-cc
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takich, iz 7<p(a,2)<r,. Zbiér P(a;r,r,) nazywaé siec bedzie pier-
Scientem otwartym — albo wprost pierScieniem — o Srodku a,
promientu mmnigjszym 1, i promiewiu wigkszym 1, Zauwazmy, iz
P(ooj ry,75) =P(0; 1/ry,1/r;); kazdy tedy pierdcien o grodku oo
jest zarazem pierdcieniem o §rodku 0 i na odwrét.

Otoczeniem pierScieniowym punktu ¢ nazywaé bedziemy kazdy
pierdcied o $rodku w tym punkcie i o mniejszym promieniu 0,
a wige kazdy pierdcienl postaci P(a; 0,7), gdzie #>0. Jak widaé na-
tychmiast, otoczenie pierscieniowe P(a; 0,7) rézni sie od otoczenia
kolowego K(a; r) punktu a jednym tylko punktem a, ktory nalezy
do K(a; 7), lecz nie nalezy do P(a; 0,7).

Jedli a jest dowolnym punktem plaszezyzny i #>0 liczha rze-
czywisty skonezong, wowezas okregiem o $rodkw a i promieniu r
nazywaé bedziemy zbiér wszystkich punktéw »==co takich, iz o(a,2)=1.
Okrag ten oznaczaé bedziemy przez C(a;r). Mamy oczywiscie zawsze
Cfoo; 7)== C(0;1/r).

Punkt ~o oraz wszystkie punkty w skoiiczonosei, ktérych czesé
rzeczywista i urojona sg liezbami wymiernymi, obejmujemy nazws
punktdw wymiernych plaszezyzny. Zbiér tych punktéw jest prze-
liczalny (por. §1). Kota o frodkach i promieniach wymiernych na-
zywaé bedziemy kolami wymiernymi. Poniewaz kazde kolo wymierne
wyznaczone jest przez dwie liczby wymierne ($rodek i promieri), *
wige zbidr tych kol jest takze przeliczalny.

Przyporzadkujemy plaszezyinie E jako uklad otoczenn € zbiér
wszystkich kél otwartych o promieniach dodatnich. Sprawdzamy
bezpofrednio, iz postulat I, § 3, jest spelniony, gdy przyjmiemy
H=FE oraz $=GE; postulat II spelniony jest réwniez, jak spraw-
dzamy, obierajac np. za-ciag otoczed {U,} dla ustalonego punktu a
plaszezyzny cigg k6l {(K(a; 1/n)). Nadto, jak spostrzegamy natych-
miast, kota wymierne tworza ofrodek przeliczalny (por. § 3) uktadu
otoczenn €. Plaszezyzna K, z przyporzadkowanym jej ukladem oto-
czen €, jest wiec pewna przestrzenia ofrodkows. (Podobnie plaszezyzne
otwarta E, uwazad mozemy takze jako przestrzen ogrodkows z ro-
dzing két otwartych o promieniach dodatnich i $rodkach w skorn-
czonodci, przyjeta za uklad otoczern.) o

Zbieznosé ciggu {z,} na plaszezyZnie F do granicy z (por. § 4,
str. 6) rownowazna jest zwigzkowi o(2,,2)—0, a wiec w przypadku,
gdy =z=limg,==c0, zwigzkowi |2—=,|—0. Poniewaz dla kazdej

liczby zespolonej « jest:

|371'(L|<|a[, i°~7‘ll\<\|“l7 I“|<

c‘/?dl +

7al,
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wiee zbieznodé ciggu {z,) punktéow plaszezyzny K do granicy skoneso-
nej w sensie definicji ustalonej w § 4 dla przestrzeni abstrakeyjnej
réwnowazna jest jednoczesnej zbieznosci obydwu ciggéw {#z,) i {2}
w sensie definicji przyjetej w analizie dla ciggéw rzeczywistych,
a zwigzek limgz,=z==co réwnowazny jest parze zwigzkow Az, -»ane,

n . . .
Jz,—Fz. Natomiagt zwigzek limz,=oco réwnowazny jost rozbies-
n

nosei do nieskorczonodci ciagu rzeczywistego {[e /). Dla wigkszej
zgodnodei z terminologia analizy nazywaé bedziemy rozbieinymi
ciagi punktéw, ktére nie sa zbiezne do granicy skorczonej. Terminy
wrozbieinogé do oo i ,zbieznodd do oo rozumied wiee nalezy
jako réwnowazne. _

Podamy pare najprostszych przykladéw zbiordw domknigtych
i otwartych na plaszezyZnie, Kola i pierdcienie sg zbiorami otwar-
tymi (stad nazwa ,kola otwarte”, , pierfcienio otwarte"); odeinki,
prostokaty, okregi sa zbiorami domknietymi. Prosta jost zbio-
rem domknigtym na plaszezyznie otwartej Hy, nie jest jodnak zbio-
rem domknigtym na plaszezyznie E, gdys nie zawiera swego punktu
skupienia w nieskonczonogei,

Kotem domknigtym o $rodku a i promieniu r3>0 nazywadé he-
dziemy, w przypadku gdy >0, domknigcie kola otwartego K(a;r);
- W przypadku, gdy r=0, a wige gdy K(a;0)=0, przez koto domknigte
"0 érodku a i promieniu =0, rozumieé bedziemy zbibr ztozony z jo-
dynego punktu «. Kolo domkniete o drodku o i promieniu rz0
oznaczaé bedziemy przez —K(a;r).

Analogicznie, pierdcier, domknigty f(a;rl,rz) o $rodkw a, pro-
mieniu mniejszym 1,0 1 promieniu wigkszym re=>1y, okredlamy jako
domkniecie pierfcienia otwartego P(a;r,r,). Pierdcionie domknigte
0 promieniu mnjejszym =0 sa kolami domknigtymi. Ogdlniej,
mamy zawsze:

Plajry,ry) =K(a;7) —K(a;n,), Pajry,ry)=XK(a;r,) —«K(a; ).

(8.2) Plaseczyzna B jest preestrzeniq Lwarta.

Dowéd. Niech {2,) bedzie dowolnym ciggiem punktiw na
plaszezyznie E. Rozrézniamy dwa przypadki:
, 1% Ciag {jes} jest nieograniczony. Wéwezas dla kazdej liczby
naturalnej % istnieje wyraz ony, bakd, i% leg,|>%, prazy caym wyrazy te
wybraé¢ mozemy w ten sposéb, iz N1 >y Ao k=1,2,.... Mamy wige
Hflznk=00 1 cigg {en, jest podeciagiem zbieznym ciggu (2,).
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2° Ciag {2} jest ograniczony. Przyjmujac wiee @, =Re Yy =z,
otrzymujemy dwa ciagi rzeczywiste )y {y,), réwniez ograni-
czone. Stosujac do pierwszego z tych ciagéw twierdzenie Bolzano-
Weierstrassa mozemy wyjaé zer podciag zbiesny @n,; stosujge po-
nownie to samo twierdzenie, tym razem do ciagu {ynk}, mozemy

wyjaé z tego ciagu znéw pewien podeigg zbiezny {f’/nkj}" Obydwa
ciggi {wnkj} oraz '{?/nkj\’ $g zbiezne, a tym samym zbiezny jest ciag

{znka'mnkl‘l“";?/nkj} .
Z tw. 8.2 wynika zarazem, iz na plaszezyznie otwartej E,

uwazanej za przestrzen, zbiory zwarte pokrywaja sie ze zbiorami

ograniczonymi. Natomiast na plaszezyinie E wszystkie zbiory

83 zwarte.

(8.3) Jezeli P 4 @ sq zbiorami domknigtymi ma plaszczyénie, wowczas

istniejq dwa punkty peP oraz ¢eQ takie, i2

(8.4) o(p,9)=¢(P,Q).

Odleglosé dwu zbiordw domknigtych jest wiee 'ro’wna zeru wiedy
i tylko wiedy, gdy zbiory te maja punkt wspdlny.

Dowod. Twierdzenie jest oczywiste, gdy P-Q==0. Mozemy tedy
zatozyé, ze zbiory P i @ sg rozlaczne. Jeden wiec z nich przynaj-
mniej, np. zbiér P, nie zawiera na pewno punktu co. Niech {p,
i {g,} beda odpowiednio ciggami punktéw ze zbioréw P i @, ta-
kimi iz ¢(p,,q,)—e(P,Q). Z uwagi na zwartoéé plaszczyzny (por.
tw. 8.2) mozemy wyjaé z ciagu {p.; podeciag zbiezny {p,), a na-
stepnie z ciagu {Qﬂk}' podciag zbiezny '{anj‘,. Niech p oraz ¢ beds
granicami tych dwu ciagéw. Pokazemy, iz punkty te czynig zadogé
rownosci (8.4).

Istotnie, przyjmujac dla skrécenia Py = anj;— b;, mamy

an€Py by,eQ dla n=1,2,... oraz
(8.5) p=lima,eP,

_q:hmbn EIQ, ]jme(an, bn);Q(Py Q).

Rozréznimy dwa przypadki:
1° g==co. Wéwezas, poczawszy przynajmniej od pewnej war-
todei wskasznika n, jest réwniez b,==o0, a wige
(P, Q)=1m g(an, b)=1lim b, —a| = [p —q| = (p, ),

gdyz punkt p oraz punkty a,, jako nalezace do P, sa z zalozenia
rdzne od oo.


pem


24 WSTEP. Teoris mnogofei.

20 g==co. Poczgwszy od pewnej wartoci n, mamy wowezas
bp=oc. W przeciwnym bowiem razie, moglibydmy wyjaé z ciggu (b,
podciag {by,) taki, iz byscoco dla k=1,2,.., a wige, wobee
bp—>g=0o0 mieliby§my o(an, bn,)=|bn,—tn,|->00, €0 spracezne jost
jednak z ostatnim ze zwigzkéw (8.5). Mamy zatom dla warto-
§ci n dostatecznie wielkich g(an, bn)= p(tty, 00) ==1]|a,|, o wige
o(P,Q)=1m p(atn, ba) =1/ [p|=0(p, o0)=0(p,q), co nalezato udowodnid.

n
Udowodnimy na zakonczenie tego § twierdzenic nastepujace,
ktore wyréznia na plaszezyznie wazng klase zbioréw nieprzeliczalnych:

(8.6) Kazdy =bior doskonaly na plaszezyénie jest niepracliczalny.

Dowéd. Zatézmy, iz punkty zbioru rl.oslcdnuhsg'() A dajy sie
usbawié W ciag {anfu-12... Wyznaczymy przez indukeje cigg kot
{Kaln=12.., speiajaeych dla n=1,2,... waranki nastepujgceo:

(a) K,CK,—y dla n>1,

(b) drodek kaZdego kola K, nalezy do zbioru A,

(c) kolo domkniete K, nie zawiora punktu. a,,.

Obierzmy w tym celu za I, dowolne koto, ktérogo drodek
nalezy do zbioru A i ktére nie zawiera wewngbrz, ani na brzegu,
punktu a,. Zatézmy nastepnie, iz okreslonych zostato » kot Ky Y. CT (¢
W ten sposéb, iz warunki (a), (b) i (c) spetnione sg dla n<r.

Koto K., jako posiadajace §rodek w punkeie nalezgeym do
zbiorn doskonatego 4, zawiera niegkoticzenie wiele punktéw toego
zbioru. Niech b bedzie dowolnym punktem zbioru A4, zawartym w K,
iréznym od punktu a,..i. Mozemy tedy wyznaczyé kolo K4 o §rodku
w punkeie b, tak by warunki (a), (b)i (c) spetnione byly dla ms=r-|- 1.
Ciag (K.} jest w ten sposéb okreglony.

Niech teraz b, oznacza §rodek kola K. Ze wzgledu na zwars
to§¢ plaszezyzny (por. tw. 8.2) mozemy wyjaé z ciggu (b, podciag
zbiezny, ktérego granica—z uwagi na warunek (b) oraz na domknie-
togé zbioru A — nalezy réwniez do tego zbioru. Z drugiej strony,
poniewaz kazde koto K, zawiera, poczgwszy od pewnego miejseca,
wezystkie wyrazy ciggu {b,), granica wyjetego podeiagu nalezy do
wizystkich k6t domknigtych K,, a wiec do ich iloczynu, Otrzymujemy
w ten spos6b sprzeczno§é, gdyz z uwagi na warunek (c) iloczyn
kot domknietych K, nie moze zawierad zadnego z punkiow zhioru 4.

Zbidr A jest wiec nieprzeliczalny.

Pierwsay prayklad zbioru nieprzeliczalnego podany zostat przes G, Cantory,

ktéry I{dowodni.)c, Ze zbir liczb rzeczywistych jest nieprzeliczalny. Twiordzonie 8,6
stanowi uogdlnienie tego wyniku.
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CWICZENIA, 1. Oznaczmy przez S powierzchnie kuli oy (: —R)E=R?
i przez N punkt (0,0,2R) (,biegun pélocny*) tej powierzehni. Przyporzad-
kujmy punktowi co plaszezyzny xy punkt N, kazdemu zas punktowi P tej
plaszezyzny, polozonemu w skofezonosei, punkt przeciecia powierzehni § z pro-
sta PN, réiny od N. Otrzymane odwzorowanie jedno-jednoznaczne i ciggle
plaszezyzny E na powierzchnie kuli nosi nazwe rzutu stereograficznego. Poniswas
powierzchnie kuli uwazaé mozemy za przestrzeh metryczng (ze zwykla definicjs
odleglosci przez wzér

0(Q1,Qe) = [(wy—m,)>+ (Yo—y)*+ (zs—"q)z]“x2 dla Q= (%5, Y1,%)s Qo= (%, Y2, %)),

rozwazany rzut stereograficzny stanowi przeksztalcenie homeomorficzne plasz-
czyzny E na przestrzeil metryeczna zwartg.

Pokazaé, iz w rzucie stereograficznym proste i okregi plaszczyzny E prze-
chodza na okregi na powierzehni S (proste przeksztatcaja sie na okregi, przecho-
dzace przez biegun N kuli).

2. Zbidr nie zawierajacy punktu co nazywa sie wypuklym, jezeli kazdy
odeinek lyczacy dwa jakiekolwiek punkty tego zbioru calkowicie zawiera gie
w tym zbiorze. Pokazad, iz jezeli 2(,2,,...,2, jest ukladem skohczonym punktéw
na plaszezyznie otwartej, to zbidér punktéw postaci

[+ b2+ oo 1,2, )/ (8 4ty o,
gdzie t,1),..,¢

»t, 8a dowolnymi nie znikajacymi jednoczesnie liczbami rzeczywi-
stymi nieujemnymi, jest najmniejszym zbiorem wypukiym zawierajacym punkty
RysRyses®, (zbi6r ten nazywamy zbiorem wypukiym wyznaczonym przez punkty
z,,zz,...,z”).

3. Zbiér punktéw niewymiernych kazdego przedzialu, nie redukujscego
sig do jednego punktu, jest nieprzeliczalny i tej samej mocy co zbidr wszystkich
liczb rzeczywistych.

4. Zbidr, ktéry przedstawié moina jako sume ciggu zbioréw nigdzie ge-
stych, nazywa sig (weding Baire’a) zhiorem pierwszej kategorii.

Udowodnié, iz w przestrzeni metrycznej zupelnej dopelnienie kazdego
zbioru pierwszej kategorii jest zbiorem wszedzie gestym w przestrzeni (fwier-
dzenie Baire’a); zadna wiec przestrzef metryczna zupelna nie moze byé przed-
stawiona jako suma ciagu zbioréw nigdzie gestych w tej przestrzeni.

Poniewaz kazdy zbidér domkniety w przestrzeni metryeznej zupelej nwa-
zaé mozna réwniez za przestrzen metryczng zupelna, wywnioskowaé stad, iz
kazdy zbiér doskonaty w przestrzeni metrycznej zupelnej jest nieprzeliczalny
(uogélnienie tw. 8.6). Zwrdcié uwage na niezbedno$¢ zalozenia, e przestrzen
jest zupelna.

5. Dowiesé, 7e w przestrzeni C, (ob. § 3, éw. 5) funkeje ciagle, ograniczone
na calej prostej, tworzg zbiér pierwszej kategorii; funkeje ciagle nieograniczone
tworzg wiec w przestrzeni tej zbidr wszedzie gesty.


pem


26 WSTEP. Teoria mnogodei.

§9. Zbiory sp6jne na plaszczyinie. Liczhq charaltery-
stycema ciggu skonezonego ai,ds, ..., an PUnKiOW plaszezyzny nazy waé
bedziemy najwiekszg z odleglosei o(au, di1) kolejnych punktow tiogo
ciagn. Jesli wszystkie punkty ciagu skofiezonoego as=am, ta, ..., dy==b
naleza do pewnego zbioru !4, méwimy, iz cigg ton fqeey w 4
punkty @ i b. Przy pomocy tych terminéw sformutujemy podsta-
wowy warunek na to, aby zbiér domknigty byl kontynuum.

(9.1) Na to, aby zbidr domknigty F na ptaszezydnie byl kontynuum,
koniecame jest & wystarcza, aby dla kazdej liczby >0 kadde dwa punlkiy
a oraz b tego zbioru mosna byto polaczyd w nim ciqyiem skohczonym
punktéw o liczbie charakterystycemej <<e (warumek Camtora).

Dowéd. 1° Warunek jest konieczny. Niech F bedzie kon-
tynuum, ¢ dowolng liczbg dodatnia, zad o dowolnym punktem
zhioru F. Oznaczmy przez F, zbidr tych punktéw zbioru F, ktore
mozna polaczyé z a w F ciagiem skorezonym. punktow o liczbie
charakterystycznej mniejszej niz ¢ i niech Fy=J'--F,. Nalegy do-
wiesé, iz Fy=0.

W tym celu pokazemy najpierw, iz zbiory ¥, i Fy sa domknigto,
Istotnie, jesli p e F;, wowezas istnieje punkt p, e, taki, iz o(py,p)<<e.
Niech a=ay, a ..., a;=p1 bedzie ciggiem punktéw zbioru F o liczbie
charakferystycznej mniejszej niz &; ciag a=ay, dgy ..., tn= Py, Gu1=p
jest wowezas ciagiem punktéw o liczbie charakterystycznej mniej-
szej niz ¢, gezacym w F punkt o z punktem p. Punkt p nalezy zatem
do F,. Podobnie, jesli geF, wéwczas istnieje punk g6 Fy  tuki,
iz o(qy,q)<e. Zalbzmy, iz punkt g nie nalezy do Fy, awige ze dajo sie
polaczyé z a W zbiorze F ciggiem skorczonym punktéw o liczbie
charakferystycznej <e; wowezas jednak punkt ¢, datby sie réwniez
polaezyé z punktem o w F ciggiem punktéw o liczbie charakte-
rystycznej <ls, co sprzeczne jest wszakze z tym, iz q, ek, Zatom
geFy co oznacza, iz zbiér F, jest domknigty, podobnie jak zbidr F,.

Skoro wige zbiér F jest kontynuum, przeto jeden przynaj-
mniej ze zbioréw F, F, jest pusty, a ze aely, wige y=0,

2° Warunek jest dostateczny. Zalésmy, iz zbiér domkniety B
nie jest kontynuum; jest on wiee sumg dwu zbiorédw niepustych,
domknietych i rozlgeznych, P, oraz Py, W myél tw. 8.3 mamy
o(Py, Py)>0 i, oznaczajac przez z, 7y dwa dowolne punkty nalezgeo
oglpowiednio do zbioréw P, oraz Py, widzimy natychmiast, Ze punk-
6w tych nie mozna polaczyé w P ciggiem punktéw o liczbio cha-
rakterystycznej mniejszej niz 0(Py, Py). Zbidr I nie ezyni wiee za-
dosé warunkowi twierdzenia. ‘
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Warunek Cantora (tw. 9.1) jest w wielu przypadkach dogod-
niejszy niz definicja bezpogrednia, podana w § 5. Np. widoczne jest
od razu, iz warunkowi temu czyni zado§é kazdy odeinek. Kasdy od-
cinek jest tedy kontynwum lub redukuje si¢ do punkiu. Z kolei przez
latwg indukcje, opierajac sie na tw. 5.2, dowodzimy, iz réwniez
kagda tamana o dowolnej ilosci bokdw jest komtynuwum lub redukuje
sig do punktw. Pokazemy dalej, iz kasdy okrag C(zo,7) jest kontynuum.
Mozemy zatozyé oczywidcie, Ze 2y3oc, gdyz okrag o §rodku oo jeit
identyczny z pewnym okregiem o §rodku 0. Przyjmujgc 2y= Lyt 1y,
gdzie &, oraz ¥, sg liczbami rzeczywistymi, widzimy, ze okrag C(zg;7)
jest zbiorem punktéw z=az+iy, takich iz (x—m)2+ (y—y,)2=1?
i moze byé przeto przedstawiony jako suma dwu pélokregéw,
danych odpowiednio przez réwnania y= yo—}—[?*z—(w—mo)?-]’” oraz
y=yo—[qﬂew(o:—wo)z]"y”, gdzie xy—r<a<e,+r. 066z kazdy z tych
pélokregédw jest obrazem cigglym przedziatu [#,—r, z,-+7], a wiec
jest kontynuum w mysl tw. 7.1. Poniewaz za§ pélokregi te maja
punkty wspélne, mianowicie punkty (z,4-r,y,), zatem suma ich,

- 1. j. okrag O(z;7), jest takze kontynuum (por. tw.5.2).

Mozemy wyprowadzié stad dalej spéjnodé kazdego pierécienia
P(zg;ry,72), PrEy czym zndéw zatozyé mozemy (por. §8, str. 21), iz
go=co. Niech #; i 2z, bedy dowolnymi punktami tego piercienia
i niech dla skrécenia R,=|#;—2,l, Ry=1|2,—2,.

W sumie trzech kontynuéw

(9.2) C(zos Ry) + [#g 4 Byy 2+ Byl -+ O(2g; Ra),

z ktérych dwa s3 okregami, a jeden odcinkiem, kazdy skiadnik
nastepny ma punkt wspélny z poprzednim; suma (9.2) jest przeto
réwniez kontynuum, a jak spostrzegamy od razu, zawiera punkty
2, 1 25, sama zad zawiera sie w pierdcieniu P(zq;7y,7). W mysl wiec
tw. 5.8 kazdy pierdcien P(zq;7y,7s) jest zbiorem spojnym, a wiec obsza-
rem. W szczegdlnosdei obszarami sq wszystkie otoczenia pierscieniowe.
Pierscienie domknigte, jako domknigcia pierscient otwartych (por. tw. 5.1),
sq kontynuamsi.

Analogicznie dowodzimy, iz kola otwarte sq obszarami, a kola
domknigte sq kontynuami lub redukujo sie do punkiu (przypadek
kota o $rodku oo sprowadza si¢ tu do przypadku kota o frodku 0
przez przeksztalcenie homeomorficzne plaszezyzny {=1/z).

W § 5 ndowodniliSmy (tw. 5.5) dla przestrzeni abstrakeyjnych,
ze skltadowe zbioréw domknigtych sga domkniete. Obecnie, mozemy
udowodnié dla plaszcezyzny twierdzenie analogiczne o zbiorach otwar-
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tyeh. Niech mianowicie a bedzie punkten zbim‘u otwartoego ¢,
Istnieje przeto pewne otoczenie U tego punktu, zawarte w (£ Ponig-
waz, jak pokazalismy wyzej, koto U jest zbiorem. spodjnym, zatom
skladowa zbioru @, ktoéra zawiera punkt a, zawiera zarazem jego
otoczenie U. Wynika stad, iz
(9.3) Kazda skladowa zbioru otwarlego jest zbiorem olwarlym, « wiee
obszarem.

W dowodzie tw. 9.3 korzystalismy ze spojnodei otoczen ko-
lowych. Opierajac sie na spéjnogei otoczert pierdcieniowych, udo-
wodnimy twierdzenie nastepujace:

(9.4) Jesli F jest zbiorem odosobnionym, dombknigtym w obszarze (f,
to abidr G—F jest rownies obszarem; odwrotnie, jesli ' jest zbiorem
odosobnionym, zawartym w zbiorze olwartym G, i 2bidr (1" jest
spdjny, to @ jest obszarem.

Dowéd. Niech FCH bedzie zbiorem odosobnionym, domknie-
tym w obszarze G. Zbiér G-—F jest oczywifeie otwarty. Zaldzmy,
iz zbiér ten nie jest obszarem; jest on wige (§ 5, str. L1) sumy dwu
zbioréw otwartych, roztgeznych i niepustych Hyi Hy, Poniewaz zhidr 1
jest odosobuniony, przeto kazdemu punktowi a¢l' prayporzgdkowad
mozemy pewne otoczenie piergcieniowe P(a) tego punktu, zawarto
w obszarze G i nie zawierajgce punktéw zbioru I, Kazdoe takio
otoczenie zawarte jest calkowicie w jednym ze zbiordw FHy i Hy;
istotnie, w przeciwnym razie, pierfcien otwarty P(a) bylby sury,
dwu zbioréw otwartyech, rozigeznych i niepustyeh H-P(a) i Hy P(a).

Mozemy tedy rozbié zbiér F' na dwa podzbiory roztyczne I i K,
zaliczajac punkt ael do zbioru I, lub do zbioru Iy, zaleinio
od tego, czy Pla)eH,, czy Pla)eH, Zbiory H, -+ F, i Hy-|- 1,
83 otwarte, rozlgczne i niepuste, suma zad ich jest obszarem @,
Dochodzimy tedy do sprzecznogei wobec spdjnosci obszaru @.

Druga czeéé twierdzenia wynika natychmiast z tw. 5.1, po-
niewaz w przypadku, gdy zbiér FCE jest zbiorem odosobnionym,
G—-FCACE=G—F. ‘

(9.5) Na to, aby =bidr otwarty G byt obszarem, koniccane jest 4 dosta-

teczne, aby kazde dwa punlkty tego zbioru, réime od punktu oo, mosna
bylo potaceyé w G linig lamang.

Dowéd. Z uwagi na tw. 9.4 usungé mozemy ze zbioru ¢
punkt oo, 0 ile zbiér @ punkt ten zawiera. Mozemy fody zalozyd,
iz punkt co nie nalezy do G. :
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Niech a bedzie dowolnym punktem zbioru (. Bedziemy mé-

wili dla skrocenia, iz punkt posiada wlasno§é (W,), jesi mozna go
polaczyé z o linia lamang przebiegajaca w G Dla udowodnienia
koniecznofei warunku twierdzenia wystarczy pokazaé, iz w przy-
padku gdy zbidr G jest obszarem, wszystkie jego punkty posiadajg
wlasnodé (W,).
. W tym celu zauwazmy przede wszystkim, iz jesli KC@E jest
dowolnym kolem i pewien punkt b tego kota posiada wiasnosé (W,),
woéwezas wszystkie punkty kota K posiadaja whasno§é (W,). Istotnie,
jesli ce K, to caly odcinek [¢,b] zawiera sie w KC@ i przeto, jesli
punkt b daje sie polaczyé z o lamana [b,by,b,...,bn=a] przebiega-
jaca w @, to lamana [e,b,by,bs,...,b,=a] réwniez przebiegu w @,
laczae punkt ¢ z punktem a. ‘

Niech teraz G, bedzie zbiorem punktéw posiadajgcych wlas-
no$é (W,), a @, zbiorem pozostalych punktéw obszaru G. Kazdy
z tych dwu zbioréw jest otwarty: istotnie, jesli ze G i K jest dowol-
nym kolem, zawierajacym punkt z i zawarbym w obszarze @, wéwczas
w my$l poprzedniej uwagi kolo to zawiera sie catkowicie w &, lub G,
zaleznie od tego, czy ze@, czy zel, Jeden zatem ze zbioréw &4
oraz G, jest na pewno pusty, a ze ae@, wiec G,=0, co znaczy,
iz wszystkie punkty obszaru G posiadaja wlasnosé (W,).

Dostatecznosé warunku wynika natychmiast z tw. 5.8,' po-

niewaz kazda lamana jest zbiorem spojnym.
(9.6) Jezeli a i b sq dwoma punktami zbioru domknigiego F, na-
lezqeymi do réimych skladowych tego zbioru, wiwezas zbidr F przed-
stawié zawsze moina jako sume dwu zbiordw Fy ¢ Fy domknietych, roz-
tacznyeh i takich, i3 ael, oraz beF,.

Twierdzenie to jest oczywiste w przypadku, gdy zbiér F po-
sinda tylko skonczong ilo§é skladowych. Istotnie, za zbior F,
mozemy wtedy przyjaé te skladowa, ktéra zawiera punkt a, zas za
zhiér F, sume sktadowych pozostalych. Metoda ta zawodzi jednak
w przypadku ogélnym, gdyz okreflony w powyzszy spos6b zbior Fy
moégihy nie byé domknigty. Dowéd twierdzenia wymaga wéwezas
rozumowania nieco subtelniejszego, ktérego gtéwne ogniwa wyodreb-
nione beds w postaci dwu lemmatéw.

(9.7) Jeseli Qq oraz Qy sa dwoma zbiorami domlknigtymi rozlacenymi,
wéwezas istniejq dwa zbiory otwarte Gy oraz G, takie 12

(9.8) Q,CGy, QoC Gy G- Gy=0.
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Dowdd. Niech r==p(¢;,@5). W mysl tw. 8.3 mamy »:0. Woz-
my pod uwage rodzine wszystkich k6t K(z;r/2) o frodkach ze),.
Kola te pokrywajg lacznie zbiér @y i nis zawieraja woewngbrz ani ng
brzegu punktéw zbioru @, W mydl twierdzenia Borela-Lebesgue’s,
(tw. 6.4) z rodziny tych két wyjaé mozemy skonczong ich ilogé
Ky, Ks,..., Kny, ktére takze pokrywaja lacznie zbior ¢),. Oznaczajye
przez @ ich sume, otrzymujemy zbibr otwarty Gy, taki iz (,C (€N
oraz G Qy=(Ki+...+K,)-Q2=0. W ten sam 8posobh, zastepujge tylko
zhiér @, przez @, a zbiér 92 przoez @, otrzymujemy zbior otwarty
G, taki, iz Q,C@; oraz G, G =0. Zbiory @ i Gy czynig zatem
zado§é warunkom (9.8).

(9.9) Jedeli {Tn)u=12.. jest ciggiem zstepujqeym ebiordw dombkni¢tyoh,
takich ¢ kazde dwa punkty zbioru T, mosna polaceyd w bym ehiorge
clagiem skoviczonym punktdw o licebie charaliterystycenes -1 /n, wiéw-
czas wloczyn T zbiordw T, jest zbiorem dombnigtym & spdinym (t. zn.
jest kontynuum lub redulkuje si¢ do punliu ).

Dowéd. Zalézmy, iz zbiér 7T (domknigty i niopusty w my4l
twierdzen 4.4, 8.2 i 6.1) jest suma dwu zbioréw @1 1 ¢y rozlycznych,
domknigtych i niepustych. Niech Gy 1 G, bedy zbiorami obwar-
tymi, ezynigcymi zado$é zwiazkom (9.8). Poniewas kazdy punkst
z‘pioru @, daje sie polgezyé w T, z kazdym punktem zbioru Qa cig-
glem skoniezonym punktéw o liczbie charakterystycanej mniejszej
niz 1/n, zatem dla 1 In<e(Gy, @) kazdy ze zbioréw Ty zaiwiera punkty
z poza zbiora G+G, i przeto T C(G1+-Gp) D T O(Gy+-Gy) - 0. W lrnyk'ﬂ.
wiee twierdzenia Cantora (tw. 6.1) réwniez T~O(Gl~—|---‘6¥2):}:~. 0, co j(a(‘ln",nk.
stanowi oczywists sprzecznofé, gdyz 1'=¢), |- Q. C G - Gy,

Mozemy Przystadpié obecnie do dowodu tw. 9.6, Niech o i b
bed punkta,nfu nalezgeymi do rézmych sktadowyeh zbioru domknie-
tego F. Pokazemy przede wazystkim, ze istnieje taka liczba o> 0, iz

(9.20) kazdy cigg punktow taczqcy punkty a 4 b

_ w zbiorze T wma
liczbe charakterystyceny >aq.

. ‘Zglézn?y, iz tak nie jest. Istnieje wiec dla, kazdej liezby cat-
owitej n ciag skotezony punktéw O, o liczbie cha.ru.kmrysty(xznuj
<l/m, laczgcy w F punkty @ i . Niech s

(9.11) A, —-—]:g;: C oraz (9.12) A e ﬁ a,
Rl
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Kazdy punkt z zbioru 4, mozna potaczyé w tiym zbiorze z punk-
tem a }a,l'lcuchq_m punktéw o liczbie charakterystyeznej <1/n. Istot-
nie, skoro zed,, to istnieje punkt ped,, taki iz

(9.13) o(z,p)<1/n.

Ze wzgledu na (9.11) dla pewnej wartosci k>n mamy pe Cy
punkty p i ¢ moina tedy polgezyé w zbiorze C,CA,CA, ciagiem
punktéw o liezbie charakterystycznej mniejszej niz 1/%k<1/n. Z uwagi
wige na (9.13) réwniez i punkt z mozna pelaczyé z punktem a w A4,
ciggiem punktéw o liczbie charakterystycznej <1/m, a przeto cig-
giem takim polaczyé mozna w zbiorze A, kazda pare punktéw
tego zbioru. :

W mysl tedy lemmatu 9.9 zbiér A, okreslony przez wzér (9.12),
jest pewnym podzbiorem spéjnym zbioru F; poniewaz za$ aeA,
oraz bed, dla kazdego n, zatem réwniei aed oraz bed i docho-
dzimy do sprzecznosci z zatozeniem, iz punkty « i b nalezg do
réznych skladowych zbioru F.

Istnieje wige liczba «>>0 spelniajaca warunek (9.10). Oznaczmy
przez F, zbi6r tych punktéw zbioru F, ktére moina polaczyé
z a w zbiorze F ciagiem punktéw o liczbie charakterystycznej <a,
a przez F, zbiér punktéw pozostalych. Mamy oczywiscie ael,
oraz beF, Z drugiej strony, stwierdzamy tatwo (por. np. dowéd
tw. 9.1), iz obydwa te zbiory s3 domknigte. Otrzymaliémy wiec
zgdany rozklad zbioru F. Twierdzenie 9.6 jest w ten sposéb udo-
wodnione.

O zbiorze otwartym méwimy, ze nie rozcina ptaszczyzny, jezeli
dopelnienie jego (wzgledem plaszezyzny domknigtej) jest spéjne.
Obszar, ktéry nie rozcina plaszezyzny, nazywa sie jednospdjnym.
Ogdlniej, jezeli dopetnienie obszaru posiada dokladnie n sktadowych,
woéwezas obszar nazywa sie n-spdjnym (ilo§é n skladowych moze
by¢ nieskonczona: obszar jest wtedy nieskoriczenie spdjny); liczbe n,
skoriczong lub nieskoriczona, nazywamy stopniem spdjnosci obszaru.

Plaszezyzna domknieta, plaszczyzna otwarta, kolo, zbiér punktéw z ta-

kich, ze a<<ifz<Cb, gdzie a i b sa liczbami rzeczywistymi skoficzonymi, péiptasz-
czyzna J2>-0 it.p. sg przykladami obszaréw jednospéjnych. Pierécienie, a w szeze-

gélnodei — otoczenia pierdcieniowe, sa obszarami dwuspéjnymi. Plaszezyzna
otwarta, po usunigeiu z niej ciagu punktéw 1,2,...m,..., staje sie obszarem nie-

skonezenie spéjuym.

(9.14) Kazda sktadowe zbiorw otwartego G mie rozcinajacego plasz-
coyzny jest obszarem jednospojnym.
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Dowé6d. Na moey tw. 9.3 kazda skladowa zbioru otwartego
jest obszarem, a z uwagi na tw. 4.5 (4°) mnogodé tych sk:lwdowyéh
jest co najwyiej przeliczalna. Niech H bedzie ktérgkolwick z tych
skladowych i niech {H,} oznacza ecigg skladowych pozostatyeh,
Mamy, jak latwo spostrzec, ‘

(9.15) OH=0G+XH,=0G-+Y1,.

Zbi6r OG jest tu kontynuum z zatozenia, a zbiory H, 89 kon-
tynuami na mocy tw.5.1. Nadto kazdy zbiér H, posiada punkty
wspolne z C¢ i przeto, z uwagi na tw. 0.7, caly czlon ogtatni row-
nosei (9.15) jest zbiorem spéjnym. Zbidr OH jest wige kontynuumn,
¢0 nalezato udowodnié.

CWICZENIA. 1. Jezeli P i ¢ w5 zbiorami domlknigbymi, to suma fyeh
skladowych zbiorn P, ktére posiadajq punkty wspdlne z ¢, jost réwnics zhiovem,
domknietym. )

2. Jezeli S jest skladowy zbioru domknietego L, rozhyesny 2 pewnym
zhiorem domknigtym @, to § jest réwniez skladows zhiovw 1--),

§ 10. Siatki kwadratowe na plaszezyZnie. Nuzywaé he-
dziemy siathq kwadratowq rzedw n—i oznaczaé przez Q" —rodzine
przeliczalng kwadratéw Qh)=[h/2", (h+1)/2"; k12", (k-4-1)/2"), gdzie
h i k przebiegaja niezalesnie liczby catkowite (dodatnie, ujermno i 0).
Siatke te — ktéra pokrywa calg plaszezyzne otwartg — otrzymu-
jemy, przeprowadzajac na plaszezy#nie dwa peki prostych, réwno-
leglych do osi rzeczywistej i osi urojonej: y==k/2" Oraz - lef2",
gdzie k=0, +1,42,.... Bokii wierzcholki kwadratéw Q% nazywaé
bedziemy bokami i wierzchotkami siatki QY. Kazdo dwa kwa-
draty siatki sg badZ rozlaczne, badZ posiadajg bok wspolny — i wow-
czas nazywajy sie preyleglymi wedbus tego boku — badsz wreszeie
gosmdajap tylko jeden wierzcholek wspdlny — i wléwezas NAZY W
sie praeciwleglyms. '

Nalezy zauwazyé, ze wspélny bok dwu
kwadratéw przylegtych jest w kwadratach e
tych zorientowany przeciwnie (por. § 8, | I
str. 19), t.zn. poezatek i koniec tego hoku Cl
ulegaja przestawieniu, gdy przechodzimy i s EEER RS
od jednego z tych kwadratéw do drugiego
(p. rysunek). '

icm
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Niech & bedzie dowolnym skoliczonym ukladem kwadratéw
siatki 9", a § sumg tych kwadratéw. Nazywaé bedziemy bokiem
ultadu S kazdy odeinek, ktéry jest bokiem przynajmniej jednego
z kwadratéw ukladu; w szczegélnodei zad odcinek, ktéry jest bokiem
dokladnie jednego kwadratu ukladu, nazywadé sie bedzie bokiem
brzegowym. Bok taki, zorientowany zgodnie z tym kwadratem uktadu,
do ktérego nalezy, nazywaé bedziemy bokiem brzegowym zorientowanym
(boki nakreglone grubsza kresks na rys. 1, 2 i 3). Wierzcholki kwa-
dratéw ukladu & nazywaé bedziemy krétko wierzcholkami ukladu;
wierzcholek ukiadu &, kitéry nalezy do trzech co najwyzej kwa-
dratéw ukladu, nazywaé sie bedzie wierzchothkiem braegowym. Wi-
doczne jest, iz brzeg zbioru S jest sumg odcinkéw brzegowych
ukiadu &, na to za, aby wierzcholek tego ukladu by} wierzchot-
kiem brzegowym, konieczne jest i wystarcza, aby lezal na brzegu
zbioru S. ‘

Ay, ) a,|
0: la, AR ol Gl O,
2 [ a al a,
‘ 6 all o
1. 2. 3.

Niech o bedzie dowolnym wierzchotkiem brzegowym uktadu S,
a wiec kraricem przynajmniej jednego boku brzegowego tego ukladu.
—

Zalbzmy, ze a jest np.poczatkiem hoku brzegowego[a, a,]; pokazemy,
iz wowezas o jest takze kolcem pewnego innego boku brzegowego.

—

Istotnie, odcinek [a,a,] jest bokiem zorientowanym pewnego kwa-

dratu @,¢©. Punkt a jest wiec koricem pewnego boku zoriento-
—

wanego tego kwadratu. Niech [aya] bedzie tym bokiem i niech @,
bedzie kwadratem siatki, przylegtym do @, wzdtuz boku [a,,a]. iei]i

kwadrat ten nie nalezy do ukladu & (rys. 1), to odcinek [a,a]
jest zgdanym bokiem brzegowym o koicu w punkcie a. W przy-

— ,
padki przeciwnym, zwazywszy, iz odcinek [a,a,] jest bokiem zorien-
towanym kwadratu @, kwadrat ten posiada réwniez bok zoriento-

—
wany o koricu w punkecie a. Oznaczymy bok ten przez [ay,a], & przez
@, kwadrat praylegly do @, wzdluz boku [aga]. Jesli kwadrat
ten nie nalezy do & (por. rys. 2), wéwezas odcinek zorientowany
3

8, Suks i A. Zygmund. Fankejo analityezne.
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Y2 ; 1 g
[as, 0] jest zgdanym bokiem brzegowym o koneu w punkeio a. W prze-
s
ciwnym przypadku, zwazywszy, i4 [a,a;] jost bokiem zorientowa-

nym kwadratu @,, oznaczymy przez [%_(:] bok zorientowany tego
kwadratu o kohcu w punkcie a, zad przez €, kwuadrat praylogly
do Q; wzdtuz boku [ay,a]. Skoro jednak kwadraty €y,¢ i)y nalezy
do ukladu & i ich wspélny wierzcholek ¢ jest z zalozonia punkioem
brzegowym, przeto kwadrat @, na pewno juz nie nalezy do ukladu &

—> . _ )
i odcinek [a,a] jest zadanym bokiem brzegowym ukladu o konceu
w punkcie a (rys. 3).

Analogicznie, zaktadajac, iz punkt a jest koncem pewnogo
boku brzegowego zorientowanego, wyznaczyé mozna bok brzogowy,
dla ktérego punkt o jest poczatkiem. Udowodnilismy wiee, iz

(10.1) Kagdy wieracholek braegowy skonczonego wlkladu kwadraldw
siatki Q" jest poczatkiem preynajmmnic] jednego bokw braegowego lego
ukltadu oraz koticem przynajmmiej jednego taliego bolkau.

Wierzcholek brzegowy ukladu skondezonego kwadratdw sintki
nazywaé bedziemy wielokrotnym, jesli jest wspdlnym kraficem wigceoj
niz dwu bokéw brzegowych ukltadu. Z tw. 10.1 wynika tatwo twior-
dzenie nastepujace:

(10.2) Jesli S jest sumaq whitadu s7comz(3mgo S Twadratdw statki ¢ jesls
ukltad S nie posiada wierzchotldw brzegowych wiclokrotnych, wiwesas
brzeg zbioru S jest sumq skoviceonej dlosei tamanych zumhnighych roz-
tacemych, wtworzonych z bokdw brzegowych zorientowamych whkladu G.

e
Dowé6d. Niech [a,b] bedzie dowolnym bokiem brzegowym
zorientowanym ukiadu €. Na mocy tw. 10.1 okredlié mozemy przez
indukeje ciag punktéw a1=a, a:=0b, as, ..., tn, ..., takiiz dla kazdego n

odeinek [ag,ant1] jest bokiem brzegowym zorientowanym ukladu &.
Poniewaz jednak ukiad ten posiada oczywigcie tylko skoriczong ilog§é
wierzchotkéw, zatem istnieje na pewno taka para réinyeh wikas-
nik6w n, m, i% @=a,. Niech n, bedzie najnizszaym z takich wlkasni-
kéw n dla ktérych istnieja punkty am=a. o wskasnikach g
niech z kolei m, bedzie najmniejszym ze wskaznikow M=, i kbo-
rych am=an. Powiadamy, iz ng=1; gdyby bowiem g1, whwoezns
punkt a,=a,, bylby wspélnym kraricem trzech bokédw hrzegowych

icm
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[ty Gn,])y [Gugy Gngtt] 1 [Gm,—1,0m,], & Wige wierzcholkiem brzegowym
wielokrotnym. Zatem Om=a;=a i przeto lamana [a=a,, b=(lg, Gy ..y Gin, ]
jest zamknieta.

Kazdy wiec bok brzegowy [ﬁ] uktadu & nalezy do pewnej ta-
manej zamknietej, utworzonej z bokéw brzegowych zorientowanych,
1—jak latwo zauwazyé—do jednej tylko takiej tamanej. Z drugiej
strony, tamanych takich moze byé tylko ilogé skoriczona. Wreszcie
famane te s rozlaczne, w przeciwnym bowiem razie spotkatyby sie
w wierzchotku brzegowym wielokrotnym.

(10.3) Jezeli 7y i Fy sq zbiorami domknigtymi rogtacenymi i zbidr N
nie gawiera punkiu oo, wowczas kasda siatha Q™ dostatecenie wysokiego
rzedw zawiera uklad skoviczony kwadratéw Q 1@2,...,Qp bez punkiéw
brzegowych wielokrotnych, taki e ‘

S P
F.C(Y 0 oraz F,COY Qr)-
=1 =1

Dowé6d. Niech m bedzie dowolng liczba catkowity, taka iz
(10.4) 1/2" 7 < o (B, Hy).

Poniewaz zbiér F, jest domkniety i nie zawiera punktu oo,
przeto jest ograniczony i siatka Q™ zawiera tylko skofezong ilogd
kwadratéw, posiadajaeych punkty wspélne ze zbiorem F,. Niech
Ryy By, ..., Ry bedy tymi kwadratami. Zbiér F, zawiera sie oczywidcie
wewngtrz ich sumy. Nadto, poniewaz z uwagi na (10.4) $rednice
kwadratéw siatki Q™ sg mniejsze niz o(F;,F,), zaden z tych kwadra-
t6w nie posiada punktéw wspélnych z obydwoma zbiorami F, i 7,
jednoczesnie, a przeto kwadraty R, sa wszystkie rozlgczne ze zbio-
rem F, Zatem

8

(10.6) Fy- (D Ry)=0.

k=1

(10.5) F.C(O R’ oraz
k=1
Tak okreslony uklad kwadratéw Ry, Rs,...,R. siatki Q™ za-
wiera¢ jednak moze punkty brzegowe wielokrotne. W celu uniknie-
cia takich punktéw, oznaczmy przez r odlegto§é zbioru F, od
Ri+Ro+...+R, i wezmy pod uwage siatke Q rzedu n dosta-
tecznie wysokiego, tak by

(10.7) n=m+2  oraz  (10.8) 1/2"'<r.

3%
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Podzielmy kazdy z kwadratéw Ky na 4" " kwadratéw rownych
- i do otrzymanych w ten sposéb kwadratéw siatki Q" dolgezmy
jeszeze te wszystkie kwadraty tej siatki, ‘kisére zawieraja wierzeholki
brzegowe wielokrotne ukladu Ry, Ry,...,fes (por. rysunck). f)imymm
jemy wiec pewien uktad skoficzony @Q1,Qy,...,¢p kwadratow siatki Q.
ktéry, jak tatwo zauwazyé na mocy (10.7), nie posiada juz z pe
nodcig punktéw wielokrotnych.
Nadto, z uwagi na (10.5)

s 2 Q
Flc;gla,f)°cgzjc)/e) ;

st
HHH ' HH wreszeie z (10.6) i (10.8) wynika
IIE {} T L1 ’_)
aaes F3~(]§91¢)m0, t.§. iz
u I71
.z«*ﬂcogz,lQ,e).
o

Uklad kwadratéw Q1,¢s,...,@, speh
wige zgdane warunki.

§ 11. Funkecje zespolone i rzeczywiste. Funkeje, okre
§long na zbiorze H w dowolnej przestrzeni abstrakeyjnej H (ob. §§ 3,7
i przyjmujaca wartosci zespolone, t.j. warto§ei nalezgce do plasz-
czyzny E (ob. § 8), nazywamy funkejq zespolong na zbiorze H. Jozeli
funkeja zespolona ' nie przyjmuje nigdzie na zbiorze H wartodel oo,
wowezas nazywa sie skoiczong na tym zbiorze, a jedli istnieje liczba
skofezona M taka, iz |F(2)|<M w kazdym punkcie z¢ H, wowczas
méwimy, iz funkeja F jest na zbiorze H ogramiczona. :

Funkecja zespolona, ktéra przyjmuje tylko wartogei rzeczywiste,
nazywa sie rzeceywistq.

Podstawowe twierdzenie Weierstrassa o funkcjach -cigglych
w przedziale mozemy uogélnié na przestrzenie abstrakeyjne w sposéb
nagtepujacy: '

(11.1) Jezeli funkcja F reeczywista, skoriczona i ciggta ma sbiorze
“spdinym H w dowolnej preestrzeni abstrakeyjnej prayjmuje ma 2biorze
tym dwie wartodci rééne a oraz b, wowczas prayimuje na nim wseysthic
warto$ei preedzialu [a,b]. W szezegdlnodei wige fumkeja ciagla, prey)-
mujaca ma zbiorze spojnym tylko wartodes rzeceywiste ¢ calkowite,
‘jest na tym zbiorze stata.

[§11] Funkeje zespolone i rzeczywiste. 37

Dowéd. Zatézmy, ze funkeja nie przyjmuje na H pewnej war-
todci ¢ takiej, iz a<<e<h. Oznaczajac przez HY i Hj zbiory tych
punktéw zbioru H*=F(H), ktére leza odpowiednio na lewo i na
prawo od ¢, stwierdzamy natychmiast, iz zbiory te sa rozlaczne
i domknigte w H* oraz iz H*<H}-}-H} ; nadto, zaden ze zbioréw
HY i HY nie jest pusty, gdyz aeHf i be Hf. Zbiér H* nie jest wiec
spojny, a przeto na mocy tw. 7.1(b) nie jest réwniez spéjny i zbiér H.
Dochodzimy w ten sposéb do sprzecznogci.

(11.2) Jezeli F(z) jest funkejq rzeceywista, ciagla na zbiorze H w do-
wolnej przestrzeni abstrakeyjnej, wowezas dla kasdej liczby reeczywi-
stej a 2bidr tych punktow zeH, w kidrych F(z)<a, jest dombniety w H.

Twierdzenie to wynika natychmiast z tw. 7.1(a), gdyz zbiér
tych punktéw zbioru F(H), ktére zawarte sg w przedziale [—oo,a],
jest oezywiscie domkniety w zbiorze F(H).

Rozpatrzmy — dla przyktadu oraz ze wzgledu na dalsze za-
stosowania — pewne funkcje rzeczywiste, okreslone na plaszezyznie.

Niech ¥ bedzie dowolnym zbiorem domknietym na plasz-
czyznie B, nie redukujacym sie do punktu co. Oznaczymy dla kasz-
dego punktu z plaszezyzny przez g,(z,F) kres dolny liczb |z—a,
gdy punkt 2 przebiega zbiér F.

Niech #, i 2, beda dwoma punktami plaszezyzny, réznymi od oo,
a ¢ dowolng liczbg dodatnia. Istnieje wiec taki punkt z,¢F, iz
oy —m1| < g1 (20, F) 2. Zatem C

21 (e F) < e — 1| < o —21| + oy — 2| < 01 (20, F) + [t —2)| + ¢,
a wiee, poniewaz ¢ jest dowolna liczba dodatnig,
01(2ay F') — 0121, F) < [og — 2.
Przestawiajac punkty 2, i 2,, otrzymujemy
|01 (22, ) — 01 (21, )| < 23—,

dla kazdej pary punktéw z,==00, z45=00. Z oszacowania tego wynika
natychmiast, iz funkeja p,(2,F) jest dla kazdego zbioru domknie-
tego F, nie redukujacego si¢ do punktu oo, skoriczona i ciggla na
plaszezyznie otwartej K.

Zbadamy teraz odleglo§é p(2,F) punktu z od zbioru domknie-
tego ' (por. § 8, str. 20). Jesli zbiér F nie zawiera punktu oo, wow-
czas o(z,F)=g,(z,F) dla kazdego punktu z==oco; funkeja o(2,F)
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jest wiec ciagla na plaszezyZnie otwartej J,. Jesli zbior B rodukuje
sie do punkbu oo, wowezas g(z,F)=o(z,00)=1/[z| 1 funkeja p(z,1)
jest oczywidcie cladgla na calej plmnzwmo E. Pozogtaje wice do
zbadania prazypadek, gdy zbiér F zawiera punkt oo, ale nie rodu-
kuje sie do tego, punktu. Wéwezas

(1L3) ~ ole, ) =min{ey(z, P), 1/lel},

gdzie przez minla,b) rozumiemy dla kazdej pary lczb rzeczywi-
stych a@,b mniejsza z tych liczb, gdy liezby te sg rézne, a wspolng
ich wartogé, gdy sa réwne. Jedli g,(2), g,(2) sa funkecjami rzeczywi-
stymi i ciggtymi na pewnym zbiorze, to — jak latwo zauwazyd —
funkeja g(2)=min{g,(2),¢,(2)} jest takze ciagla na tym zbiorze. Ze
wzoru (11.3) wynika zatem, iz funkeja g(z,F) jest ciagla w calej
plaszezysnie otwartej. Poniewaz za$ zbiér F zawiera punkt oo,
przeto g(co,F)=0, przy czym. o(e, I =0, gdy g0, Funkeja
o(z,F) jest wigc ciggla réwniez i w nieskonezonofei. Reasumujge,
stwierdzamy, iz

(11.4) Dia kazdego zbioru domlmigiego I na plaszeryénie K funkejo
o(z,F) jest ciagla na plassceyénie otwartej Ey; w praypadbu 2ad, gdy
2bidr F zawiera punkt oo, jest ciqgla na catej plaseceyénie 1.

CWICZENIA. 1. Jedli § jest rodzing funkeyj rzeczywistych ciaglyeh w prae-
strzeni abstrakeyjnej H, a M dowolng liczbg rzeczywista, wéwezas zbiér tych
punktéw zeH, w ktérych F(2)<M dla kazdej funkeji F rodziny §, jest zbio-
rem - domknietym.

2. Jezell § jest rodzing funkeyj rzeczywistych, ciaglych w praestrzoni
metryczne] zupeinej 4; i jesli gérny kres wartosel funkeyj tej rodziny jost skoi-
czony w kazdym punkeie tej przestrzeni (b.j. jedli dla kazdego punkin ze .t
istnieje liczba skotficzona M (2) taka, iz F (2)<sM (2) dla kazdej funkeji ' vodziny ),
wéwezas istnieje taka kula K w przestrzeni A oraz taka liczba skonezona M
niezalezna od 2, ze F(2)<M dla kazdego punktu 2 kuli K oraz dla lasdoj
funkeji F rodziny §. . :

[Wsk. Ob. §8, éw. 4.]

§12. Krzywe. Jezeli 2(t) jest funkeja ciagla w przedziale
skodczonym [a,b], przyjmujaca wartofei nalezace do przostrazeni
abstrakeyjnej H, wéwczas réwnanie

(12.1) a=2(t),  gdeie a<t<h,

nazywaé¢ bedziemy czesto rdwnaniem l zywej albo wprost | kreywa
praebiegajacq w preestrzeni H i okreslong w praedziale [a, ). 7 mmnmy t
Razywamy parametrom krzywej (12.1). O-punktach 2(t), gdzio =76 b,
méwimy, iz lezq na krzywej (12.1), albo iz sq punktami tej kreywej,

icm

(12.2) ‘ 2=z[g(7)], gdzie

{§ 12] Krzywe. ) 39

W szczegblnodel punkty z(a) i #(b) nazywaja sie odpowiednio po-
czqtkiem i kohcem krzywej. Je€li z(t;)==2(ty) - ilekrod: a <<ty b,
woéwezas krzywa (12.1) nazywa sig tukiem zwyklym. Jesl 2(a)==2(b),
krzywa (12.1) nazywa sie zamkniglg. Wreszeie jesli z(a)=2(b) i jedli,
wyjawszy przypadek t=a,t,=b, mamy zawsze z()==2(l,) ilekrod
A< h<ly<<h, woéwezas krzywa (12.1) nazywa sie kreywa samknigtq
bez punktow wielokrotnych albo krzywq zamkniete zwykla.

Jedli ¢(r) jest funkcja rzeczywista ciagly, przyjmujaca war-
todei przedziatu [a,b], gdy = przebiega pewien przedzial skonezony
[a, 8], wéwezas podstawiajae t= @(r) w réwnanie (12.1), otrzymu]emy
nowg krzywa

aLT< P

Bedziemy méwili, iz krzywe (12.1)i (12.2) née rdéniq si¢ od siebie
istotnie, albo ze w krzywej (12.1) zostiala dokonana nigistotna zmiana
parametry, jezeli:

1° funkeja @(v) jest rosngea i ciggla w calym przedziale [o,f],

20 g(a)=a oraz @(B)=b,

30 przedziat [a,B] rozbié mozna na skofczong ilo§é niezacho-
dzacych na siebie podprzedziatéw tak, by w kazdym z nich funkeja
@(tr) posiadata pochodny skorczona, dodatnig i ciaglay (na kradcach
tych podprzedziatéw funkeja moze jednak posiadaé tylko pochodne
jednostronne).

Jedli dwie krzywe (' oraz I' nie réznig sie od siebie istotnie,
wowezas piszemy CO==I. Widoczne jest, iz dla kazdej krzywej C
mamy C=C; dalej, ze, jesli C;=0C,, woweczas takze Cp= 01, wreszcle,
jesli C=0C, i Cp=0,, wowczas C,=0C,. '

W dalszym ciggu krzywe, ktére nie réznig sie od s1eble istot-
nie, bedziemy oznaczali czesto tymi samymi literami. Wyrézniaé
bedziemy przy tym tylko takie wilasnofei krzywych, ktdore, ilekroé
przyshiguja pewnej krzywej €, wéwoezas przystuguja réwniez i kazdej
krzywej O=(, O wlasnodciach tych bedziemy moéwili, iz nie za-
lezq od sposobu przedstawienia parametrycznego krzywej. Wiasnosciami
takimi sa np. wyzej wyréznione wilasnogci, polegajace na tym, iz
krzywa jest hukiem zwyklym, krzyw% zamkniety it. p.

Jedli krzywa C dana jest przez réwnanie z=z(t) W przedzmle‘
[a,b] parametru ¢ i je§li C; 1 Cp sg krzywymi danymi przez to samo
réwnanie odpowiednio w przedziatach [a,¢] i [¢,b], gdzie a<le<b,
Iub ogdlniej, jesli sa krzywymi nie réznigcymi sie isfofnie od tych
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krzywych, wowezas moéwimy, iz krzywa (} jost sumq _]crzywych
0, oraz Oy, i piszemy C=C0;+C,. Zwigzek ( ’%01‘4—0'2 pocigga wige,
ze koniec krzywej C, jest poczatkiem krzywej C,. ()dwro{mw, josl
dwie krzywe O, i O, dane sa przez réwnania 2=2(l) 1 &==g,(t)
w przedziatach [ay,b,] 1 [agbs] 1 jeSli #(d;)=2x(aa), tO pyzyj'muj@c
#(t)=2,(t) dla a,<t<b, oraz 2(t)=2y(t—b+ap) dla bl\({z.t\-fgl)lmk by—ag,
otrzymujemy krzyws O, ktéra w przedziale [ay,b,+4-bp—as] okre-
flona jest przez réwnanie ==2({) i ktéra jest sumgy krzywych
0, i 0, (gdyz réwnanie z=2(1) w przedziale [by,b+by—ay] okredla
krzywa, ktéra nie rézni sie istotnie od danej krzywej (). Przez
indukeje rozszerzamy natychmiast definicje sumy krzywych na kazdy
skonczony uklad krzywych €, (Ch,...,Cr; na to, aby suma ich byla
okreflona, konieczne jest i wystarcza, aby poczatek kazdej nastepnej
krzywej byl koricem bezposrednio poprzedzajacej. Wreszcie, jefli ¢
oznacza krzywa dana przez réwnanie (12.1), woéwezag —C oznaczad
bedzie krzywg z=2(—t) w przedsziale [—b,—a], jak réwniez i kuzdy
krzywg nieistotnie rézniges sie od niej. Przejécie od krzywej (! do
—C polega na zmianie ,zwrotu” krzywej i w szezegdlnodei pocigga
za $0bg przestawienie poczatku i kohca krzywej.

Nalezy oczywiscie odrézniaé na ogél krzywa od zbioru punk-
50w krzywej, ktory nazywaé bedziemy jej obrazem geometrycenym;
w przypadkach wszakze, nie prowadzacych do nieporozumienia, be-
Jdziemy dla skrécenia méwili ,krzywa“ zamiast ,obraz geome-
tryczny krzywej“. Podobnie, krzywa na plaszezyZnie, okreslong
przez réwnanie (8.1) w przedziale [0,1], nazywaé bedziemy —
tak samo, jak jej obraz — odcinkiem Iub — odeinkiem zorientowa-

nym [zl,_;;] (poniewaz na kazdej krzywej mamy wyrézniony jej
poczatek i koniec). Krzywa, ktéra jest sumg skorczonej iloei od-
cinkéw, nazywaé bedziemy lamang.

W dalszym ciagu (ob. {Rozdz. I, §§ 16-18) rozwazaé bedziemy
prawie wylgcznie krzywe na plaszezyznie. Funkeja z(f) w ré6wna-
niu (12.1) jest wéwezas pewng funkcja zespolong; 0ZNACZATYC Przez
#(t) oraz y(t) odpowiednio jej czedé rzeczywistg oraz urojong, pi-
szemy czesto réwnanie krzywej (12.1) w postaci dwu réwnar rze-
czywistych:

(12.3) p=u(t), y=y(t), gdzie as<t<Ch,

jak przyjete jest w analizie rzeczywistej; w tej postaci jednak pi-
Szemy rownanie krzywej (12.1) wtedy tylko, gdy funkejo 2(¢) nie
przyjmuje warbodei oo.
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[§ 18] Tloczyn kartezjafiski zbioréw. 41

§ 13. lloezyn kartezjanski zbioréw. Iloczynem kartezjariskim
(albo kombinatorycanym) zbioréw Ay, 4s,..., Am nazywamy zbiér wszyst-
kich ukladéw postaci (ai,a,...,am), gdzie ai,as,...,am 53 elementami
odpowiednio zbioréw A, As,..., An. Toczyn ten oznaczaé bedziemy
przez Ay X A;X..XAm, a w przypadku, gdy A=Ay=...=A,=A,
przez A™; zbiér A™ bedziemy nazywali m-ta potege kartezjanska,
(a wiee np. w przypadku m=2 kwadratem kartezjanskim) zbioru A.

Jezeli A(l), A(z), ey A™ 59, przestrzeniami  abstrakeyjnymi
z przyporzgdkowanymi im rodzinami otoczern QI(”, 21(2), ey QI(’"), spet-
niajgeymi postulaty I i II §3, woéwezas iloczyn kartezjangki
A=A"x 49 ..x A™ bedziemy uwazali za przestrzer. abstrakeyjna,
przyporzadkowujac mu jako uklad otoczen rodzine U wszystkich zbio-
réw postaci V=V"x V&% . x V" gdzie Ve AP, VR AD, .. v grm),
Okre§lony w ten sposéb uklad otoczen N spehia oczywidcie w sto-
sunku do przestrzeni A postulat 1 § 3. W celu sprawdzenia postu-
latu IT wezmy pod uwage dowolny punkt a=(a"a?,...,a"™)eA.
W kazdej z rodzin ﬂ(k), gdzie k=1,2,...,m, istnieje ciag zstepujacy
otoczen, { Uﬁf’)\u,zm,,., zawierajacych a(”), taki, ze jesli V% jest dowol-
nym otoczeniem z rodziny QI("), zawierajacym punkt a(k), wowWezas
Ug')CV(k), Eia—oezagwszy od pewnej wartosei wskaznika . Przyjmujac

U=UPX U2 %...x U™,

otrzymujemy ciag zstepujacy otoczer {U,} nalezgcych do rodziny U
i zawierajacych punkt a. Niech U=U"% U®x...x U™ bedzie dowol-
nym ofoczeniem nalezgcym do U i zawierajacym punkt a. Wowezas,
dla dostatecznie wielkich wartodci », mamy jednoczednie

vPcu?, vPco®, . unco®,

a wige réwniez U,CU. Rodzina otoczen U spelnia zatem postu-

lat 1T, §3.

Wymienimy pare wiasnodci podstawowych iloczynu kartezjan-
skiego przestrzeni: :
(18.1) Niech A bedeie iloczynem FEartezjanskim m przestrzeni ab-
strakeyjnych AP, AP, ., 4™, Wiweczas:

(a) dla katdego ciagu {a,=(a®,a®,...,a!™)} punkidw preesirzeni A
2wiqrek a=lima,, gdzie a=(a®,a®,...,at), rdwnowasny jest zespo-

towi m zwiqekéw o =1lim o, ¢ =1lim a®, ..., ¢ =1limal™ odpo-

n

n n
wiednio w przestrzeniach AV, 4%, ..., 4™,
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(b) jesti AD, 4P, ..., A™ sq ebiorami domInmiglymi w odpowied-
nich preestreeniach AV, A®, ..., A7 to zbidr A=A"xAVx ..xA™
jest abiorem domknigtym w praesirzeni A;

(c) jesti B, B®, .., B™ sq zbiorami zwartymi w odpowiednich
preestrzeniach AP A® AT to zbidr B=B"% B¥x...x B™ jost
zbiorem zwartym w przeswzmi‘A.

Dowdd. Ozedé (a) twierdzenia jest oczywista, zad czedd (b)
wynika natychmiast z czedci (a). W celu ndowodnienia czedei (o)
e .. P i AN Yoduio dowol
przyjmijmy dla prostoty . m=2 i niech {b,==(by’, by’)} bedzie dowol
nym ciggiem punktéw zbioru. B. Z ciagu -{bf,”}-“v__,,,w,__., ktory sklada

sie z punktow zbiorn B, wyjaé mozemy podcigg {bﬁi}l L zhiezny
w przestrzeni AV, 7 kolei, z ciggu v{bﬁl)“,h”:” , Kkbdrego punkty
naleig do zbiorn B®, wyjaé mozemy podeiag {6 ) zZbiezny

IR

w przestrzeni A%, Ciag {(b,(;z,b,(fz W, wyjety z danego cigeu
: ‘ A T

() , jest zatem (na mocy (a)) zbiezny w przestrzeni A.

fn==12,...
Zbiér BCA jest wige zwarty.]
' Jako przyklad iloczynu kartezjariskiego ‘przestrzeni uwazaé
mozemy m-tg potege kartezjariska E™ plaszczyzny E. Uklad otoczon
dla przestrzeni E™ tworzg iloczyny kartezjariskie postaci
K (#"51) X K(#?572)% .. X (&3 12),

gdzie 71,7,...,% $3  dowolnymi chbarﬁi rzeczywistymi dodab-
nimi, a 2,2%, ..., 2™ punktami plaszezyzny. W przypadku m==2 oto-
czenie K(z;7y) X K(2y;7y) nazywaé bedziemy takize otoczemiem dwu-
kotowym o $rodku (2,2,) lub otoczeniem dwukolowym punliu (%4, 2).

Przez odleglosé g(zy,2,) dwu punktow e = (20,2, ...,2(™) oraz
?2=(zg1), 20, ..., #™) w przestrzeni E™ rozumied bedziemy najwiekszg
z liezb o(2{P,2f®) dla k=1,2,..,m. Z tw.13.1(a) wynika natych-
miagt, iz swiqeek ﬁ}fn_z,,:z w przestrzeni B™ réwnowasny jest zwiqe-

kowsi (2, 2)—0.
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