ROZDZIAL X1

ZASADY WARIACYJNE MECHANIKI

§1. Wariacja bez wariacji czasu. W tym paragrafie
podamy niektére wiadomogei z rachunku wariacyjnego potrzebne
do zrozumienia nastepnych rzeczy.

Wariacja funkeji. Wezmy pod uwage ruch punktu po osi @y,
okreglony funkeja '

(1) w=uw(t)
Niech dana bedzie funkeja
(2) I'=F(x,%,1),
ciagla 1 majaca pochodne czastkowe pierwszego i drugiego rzedu
ciaggle w pewnym obszarze D zmiennych ,4,1.
Wezmy nastepnie pod uwage dowolny ruch po osi x, okreglony

funkeja

(3) | F=7(t) (to<E<ty).
Zalézmy, ze mozna dobraé taky liczbe >0, e jezeli:

(4) [Z)—a(t<e,  [E()—d()]<e (ty<I<ty),

to funkcja T' i jej pochodne czastkowe beda funkejami ciagltymi

w przedziale {ty,t,>, gdy za @ i & podstawié w (2) odpowiednio (1) 1 %(1)
Polézmy:

(5) 0r==%—u,

d&=TF—d,
gdzie » 1 T oznaczaja funkeje #(t) i F(t). Zatem o i ¢ 89 funkejami
czasu 1, okreflonymi w przedziale {tyt,>.

Nalezy zwrécié uwage na réinice w znaczeniu gymbolu dw w rozdzia-
lach IX i X a obecnie. Poprzednio symbol dz oznaczal liczhe, obecnie zaé
funkecje czasu f,
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Na mocey (5) mamy:

. d(ox)
I M=
( ) g K7 ’
(6) =1+ 6w, B=d+ 04
Niech

T'=F(%,%,1)=F(w+ 55,5+ 63, 1),

ggzie @ oznacza funkeje (1), za$ 6z okredlone jest przez (5). Ze wzoru
Tylora dostaniemy

(7) l’—l’:F(m—l—ém,w—i—6x,t)—17‘(m,x,t)=—é-9; 6w+9-2,: S+ R.
Reszte B mozemy napisaé w postaci
(8) B=(|da| + |07,

gdzie 7 jest funkeja czasu ti zalezy od =, 6w, 0%, przyczem n dazy

‘jednostajnie do 0, gdy funkcje 6w i 62 réwniez dazg jednostajnie

do 0. Jezeli wiec |dw| i |64 sa male, to |7| jest male, a zatem

|R| jest male w wyzszym jeszeze stopniu. Wyrazamy to krécej,

méwige, ze R jest ,nieskoticzenie male” w poréwnaniu z |éz|4-|d4|.
Polbézmy )

(IT) 6,’1.’:% da -+ g—féx

Na moey wiee (7)
(9) T—T=8T+R.

Wyrazenie 61' nazywamy wariacjq funkeji T=F(x,d,t) w miej-
seu w=w(t) lub dla funkeji z=uxt).

We wzorze (II) funkeja dx jest dowolng funkeja czasu, majaca
pierwszg i druga pochodng ciagly w przedziale <t,,t>. Wynika to
z (5), gdzie Z jest dowolng funkeja, majaca pierwsza i druga po-
chodny ciggly. Symbol 8% oznacza na mocy (I) pochodng funkeji dz
wzgledem czasu t.

Wariacja 67 zalezy wiee od funkeyj « i om.

Dla odrdznienia bedziemy nazywali éz wariacjq zmiennej (lub
funkeji) o wiezaleénes, & 8T wariacjq zmiennej (lub funkeji) T zalesne;.

Ruch za§ EF=Z(t)=w+dr nazywaé bedziemy ruchem poréw-
NAWCRY M.
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Wariacja 0T oznacza wiee w przybliZeniu przyrost funkeji T,
gdy od punktu w chwili ¢ w ruchu danym przechodzimy do punktu
w tejze chwili ¢ w ruchu poréwnawezym. Roéznica R miedzy wa-
riacja 8T a przyrostem prawdziwym 7'—1' jest na mocy (8) ,nie-
skoficzenie malg® w poréwnaniu z sumg |dz| -+ |62

.

Poniewaz badamy przyrost funkeji 7' w ruchu danym i poréwnawezym
w tej samej chwili ¢, wiec wariacje 67 nazywamy réwnies wariacjq bez wa-
riacji ceasu, dla odréznienia od innego rodzaju wariacji, ktory poznamy pdiniej.

Wariacje 6T otrzymujemy, tworzge formalnie rézniczke funkeji
F(x,%,t) przy zatozeniu t=const. (t.zn. dt=0) i piszgc nastepnie
& zamiast d. Czesto zamiast 87 piszemy dF(x,#,t) lub krotko 6F.

Przyklad 1. Niech

‘ T'=c® |- fi2 b4 pt?,
gdzie a,pf,y sg stalymi. Mamy:

o or

zatem na mocy (II)
0T = 20 dop - 2 pait Ok,

gdzie 6z jest funkeja dowolng.

Wariacja caltki. Wesmy pod uwage calke

t
I= /.Z«‘(w, @y t)di

fy

1
I= /Iﬂ(m—{— o, -0, 1) dt.
y
Mamy
%
I—I=[[F(a+ dw, s+ 6d,t) —F (@, , t)]dt,
b

na moey wiee (7) i (IT)

b 4
I—I=[oF dt+ [ R .

by [

(11)

tl
Wiyrazenie / OFdt nazywamy wariacjq cotli (10) i oznaczamy
‘ ty

przez 61.
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A wige, w my$l okreglenia
t‘, t_,
(I1I) 81=5 [ di= [ 6F ds.
. i) i

Podobnie jak poprzednio wariacja catki (10) przedstawia
w przyblizeniu przyrost calki, gdy od ruchu danego przechodzimy
do ruchu poréwnawezego. Réznica miedzy przyrostem prawdziwym
a wariacja 61 jest ,nieskoriczenie mala“ w poréwnaniu z |z |d4].

Wariacja pochodnej. Niech dana bedzie funkeja

(12) x=D(q,1).
Zaldzy, ze ¢ jest pewng funkeja czasu ¢, wiec
(13) q=¢(t) (1o < EHy).

Uwazajac ¢ we wzorze (12) za zmienng funkeje niezalezna,
otrzymamy na wariacje zmiennej zaleznej x wzoér

oz

(14) b=z 80,

gdzie dq oznacza dowolng funkeje ciagla wraz z pierwsza i druga
pochodng w przedziale {3,,1,>.
Utwoérzmy pochodng (12). Dostaniemy

. o, 89_9.
w—'a'& g+ ::jt—v
wariacja 0% tej funkeji wynosi wiec
. o2 I .
7 uwagi na to, ze na mocy (12) pochodne dz/dg i dx/dt nie
zaleza od ¢, gdyz x nie zalezy od ¢, otrzymamy

. (% % d .
(15) bx:(a—qgfﬁ-m) 54—1‘@59-
Tworzae pochodng (14) wzgledem ?, dostaniemy

d(ox) [(*w ., % o
%*(@Hw—t) 0g +754 %%

B 2q?
skad na moey (15)
(16)

S. Banach. Mochanika. 33
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Poréwnujac (16) ze wzorem (I), widzimy, ze oba wzory majg,
te samg postad. Réznica lezy w tym, ze we wzorze (I) x jest zmienng
niezalezna, za$ w (16) zaleing. ‘

Wzér (I) zachodzi wige niezaleznie od t,cgo, czy @« jest zmienng,
zalezng, czy niezalezna. Wynika stad, Ze wariacja jest preemienna
¢ Qo?hodn@, t.zn. ze otrzymamy jeden i ten sam wynik, tworzac
najpierw wariacje, a potem poehodng, lub na odwrdt.

Wariacja funkeji zlozonej. Niech beds da,ne funkqe

(17) o D=z, %,1),
(18) n=D(q,1).
Przyjmijmy, ze ¢ jest funkejg zmiennej f:
(19) q=q(t) (tp=2t<ty)

Tworza6. pochodng (18), otrzymamy
£ f’
(20) 3 °—”q +3
Podstawiajac w (17) za,mw,st‘ x 1 & ich wartodei z (18) i (éb).,
p.‘trzymamy__l",cjako funkejg¢ zmiennyeh ¢,q,t. cayli. . .

(21) l T=g/(97 %),
a wiec jako jej wariacje R R

o

(22) or —f-— /
Q+ fw(j
Z twierdzenia o pochodne; funkeji zlozonej otrzymujeiy:

23 AT 2T oy aTé’x.,ﬁfl’,aTcw o da
( ) n =7 '—+q e ity i el )

q ox 3q ' 9z oq G T w G ' I Iq
2 na.locy (18): ‘ g

oz

24 = ==

Podstawiajac (24) w

2T dx T am
o "q +9w aq

(23), a nastepnie w (22), ()trzymamy
8T 8 ¢ AT (o ar 927
I_ 9z 24 0 = -——( + oF 7+
g " o aq 9
Batwo stwu,rdné 7e wym,/enm w ostatniech dwoeh nawiagach
sg wariacjami funkeyj (18) i (20), réwnaja sie wiee dw i &, Zatem
(25) CEAPE
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Wzor (25) przedstawia wariacje funkeji zlozonej (21), przy-
czem Oz i 0% oznaczaja wariacje funkeji (18) i (20). Zauwazmy, ze
(25) przedstawia réwniez wariacje funkeji (17). Widzimy stad, ze
wzér (25), t.j. wzér (II), str. 511, zachodzi niezaleznie od tego,
czy ® jest zmienng funkeja zalezng, czy niezaleing.

Podobnie dla réinicaki przy t=const. waér

T ﬁ 1
dl‘:-a— dw—{—-——z—dm }
c

zachodzi niezaleinie od tego, czy x i & sy zmiennymi zaleinymi, ezy nie.

Zauwazmy, ze we wzorze (25) 64 jest na moey (16) pochodng dz.

Uklady punktéw. Okreflimy teraz wariaqjq, w przypadku
ukladu punktow.
N)(«\uh bedzie dany uklad n punktéw matermlnych

Al(ml,yl,zl), ey A (uclljylu"’n)

Wezmy pod uwage dowolny ruch ukladu (zgodny z wiezami
Iub nie), okrelony funkejami:

(26) o =xi(b), Yi=yi(t), 2 =2(t), (LSt 7::1,2,...,%).
Niech bedzie dana funkeja
(27) 1‘:1’1({7}1,...,“}", Y1y sy Yny Ry o0y ®ny il,..., .’i)n, y17...,y,17 2'1,...,z',,,t).

Wariacjq funkeji (27) dla ruchu okreslonego funkejami (26)
nazy wany wvaenie ‘

(SJ’—E—J—,@%M- +£~) 6.13,,-%—,, 5'/1"" +'1 5y"+9

(28)

21+ .- +,\ 6211"'I"

aT

+ 9 6%1"{" +a 5wll+q 6y1+ +a 6JH+ q azl—l_ 1'"5— (52,1,
co piszemy krocej

n .
(o7 or . AT AT
(IV) 517:2(& H‘a syt L - (>z,+q b 5589+ 35 04

gdzie &, Oys 02 89 dowolnymi funkcjami ciaglymi wraz z pierwszg
i drugg pochodng w przedziale {ig,ty,;, Drayezem:

d(dwy) A(dy1) d(dz;)

e ez Oy —a s 04, 7 = 0% (i=1,2,...,M).

(V)
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Pochodne 87/dx, ..., 0732, sa
funkeji (27), w ktérych mmnmt Py ..
funkeje (26) i ich pochodne. 4

Podobnie jak poprzednio wariacja 61 oznacza w przyblizeniu
przyrost funkeji 7, gdy od polozenia ukladu w chwili ¢ w ruchu
danym przechodzimy do polozenia ukladu w tej samej chwili ¢
w ruchu poréwnawczym:

pochodnymi  ezgstkowymi
& podstawiono odpowiednio

L=+ 0, Yi=yi+0y, Z=z+tdu (i=1,2,..,n).
Roézinica migdzy prayrostem prawdziwym a wariacja jest — jak

1atw0 okaza¢ — ,nieskorezenie mala“ w poréwnaniu z sumg
21 (6] + 16y + |62 + (62 + 8 + [02).

Zpuwazmy, ze wariacje 67 otrzymamy, tworzae rézniczke
funkeji 1' przy zalozeniu ¢ == const. (t.j. pray di==0) i Piszpe
nastepnie § zamiast d.

Niech teraz dana bedzie catka

I
(29) I=[1 dt,
by
gdzie T oznacza funkeje (27).

Wariacje calli (29) dla ruchu okre§lonego przez (26) nazy-
wamy wyrazenie

_ )
(30) 8= [ 87 dt.
t(l

A wiec

4 1
(V) 8 war=[ o7 d.
.

t

Przyklad 2. Wyznaczyé wariacje energii kinetycznej

L‘-——-z m, (&} - g - 83).
Mamy:
) oF ) o R

= =0, F===0 S M e ) L. mi&
e T - A P

0T =3y (% 5%+ 18-} 5:103).
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Przyllad 3. Wyznaczyé wariacje funkeji J7T, gdzie T jest
funkeja okreflong przez wzér (27).
Tworzae r6zniczke przy zalozeniu i=const., mamy
AVT=ar[2T,  skad  s)T=oT[2)T.

Zalézmy, ze wspélrzedne naturalne oy, y1, 21,
$3 Przy pomocy parametréw g, ...

<ees By Yny 2n Okreslone '
»q, funkejami:

(31) w,-=f,(f11,-.-,q,,,i), yi”—:(Pi(‘Zu"wgkat)i Z,-=1P,-(¢11,~-,Qk;t) (’5=1,...,’I’b).

Nie zakladamy przy tym, ze parametry sa zalezne, ani ze
§9 niezalezne. Niech

(32) G=a), .0 G=q,0)

bedg dowolnymi funkcjami ciadglymi wraz z ich pierwszymi i dru-

(B <t<ty)

gimi pochodnymi w przedziale <t,,t>. Funkecje (32) lacznie z (33) "'

okreslaja pewien ruch ukladu, ktéry moze byé zgodny z wiezami
lub nie. Rézniczkujac (31), otrzymamy

cw, . Iy
(33) 5t +aq G5

i podobne wzory dla #; oraz z. Podstawmy w (27) zamiast i, Yi, 2
funkeje (31), za$ zamiast ;,7;4 funkeje (33). Otrzymamy I' w po-
staei funkeji zmiennych ¢, ...,q,,qy, -4t

(34) T=F(gyy s @y G -rsao¥)-

Postepujge podobnie jak w dowodzie twierdzenia o wariacji
funkeji zlozonej (p. wzoér (25), str. 514), mozna okazaé, ze wariacja
funkeji (34) réwniez wyraza sie wzorem (28) Iub (IV), gdzie
8wy, Oy, 02, sa wariacjami funkeyj (31), za§ Oz 0y, 0% wariacjami
funkeyj (33) i analogicznych dla g;2:.

Ponadto, podobnie jak w dowodzie twierdzenia o wariacji
pochodnej (p. wzér (16), str. 513) mozna dowiedé, ze zachodzié¢ beda
réwniez wzory (V), w ktéryeh z,y,# oznaczaja funkcje (31).

Utwoérzmy wariacje funkeyj (31). Otrzymamy:

(SX‘ = 0y,==%" 5%7

(35)

(15(11+ “H(;‘S‘ln ‘5-‘11+ +a

9
921 5
(52 == 5(11 "I“ + aq Qk

Poréwnujac (35) ze wzorami (III), str.477, okreflajacymi prze-
suniecia praygotowane, widzimy, ze majg one t¢ samag postaé formalna.
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§2. Zasada Hamiltona. Ruch rzecz ywisty. Niech na
punkty A, (@;,%1,2); -0 A (@0 Y00 2) ukladn n punktéw materialnych
dziataja odpowiednio sity P,,..,P,. Zatozmy, ze uklad jest holo-
nomiczny (bez tarcia) i ze wiezy sg obustronne, okredlone zwigzkami:

1) - E/("puyvzﬂ"'72,,7”:"0 (1=1,2,...,m).

Wezmy pod uwég@ dowolny uklad funkeyj:

(2) ’ o= (1), yi=1y(t), Z=2/(1) (i=1,2,...,n)

ciaglych wraz z pierwszymi i drugimi pochodnymi w przedziale {ty,1,>.
Funkeje (2) okre§laja pewien ruch uktadu.

Jezeli réwnodei (1) spelnione sa w kazdej chwili {, gdy za @, ...,2,
podstawié funkeje (2), méwimy, ze funkeje (2) okreslaja ruch ukladu
zgodny z wiezami czyli ruch mogliwy.

Ruch ukladu, jaki odbedzie sie w rzeczywistodei pod dziata-
niem sit Py, ..., P,, nazywamy ruchem rzeczywistym.

Ruchy rzeczywiste moga byé rozmaite, gdyz zalezy to od
warunkéw poczatkowych. '

Ruch rzeczywisty jest oczywifcie zawsze mozliwym, gdyz
spelnia zwiazki (1). Na odwr6t jednak, nie kazdy ruch mozliwy
jest ruchem rzeczywistym.

Jezeli up. punkt ciezki ma znajdowad sie stale na prostej pionowej 1 (bez
tarcia), to ruchem rzeczywistym jest ruch, w kiéryw. prazydpieszenio jest skio-
rowane pionowo w d6t i réwna sie co do wielkodei prayépieszeniu ziomslkicmu.
Natomiast ruchem zgodnym z wigzami jest kazdy ruch, w kiérym punkt po-
zostaje na prostej I, w szezegdlnogei ruch jednostajny oraz ruch, w ktdérym pray-
$pieszenie nie jest state; ruchy te nie sg oczywidcie ruchami rzeczywistymi.

Z zasady d’Alemberta wynika, ze spofréd ruchéw zgodnyeh
z wiezami ten tylko jest ruchem rzeczywistym, ktéry spelmia w kazdej
chwili réwnanie (II'), str.480:

(8)  DUPs—mydss) S+ (P, —mifis) 8y + (Pi,—midy) 021 =0,

gdzie dmi,dyiy 02 sa przesunigeiami przygotowanymi.

L]

Zasada d’Alemberta wyraza wige ceche charalterystyceng ruchdw
raecrywistych, wyrozniajacy je sposréd wszystkich ruchdw zgodnych
Z wigzami.
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Podobnie, réwnania Lagrange’a (str.485:1 488) i Hamiltona
(str. 504), wyodrebniaja ruchy rzeczywiste ze zbioru wszystkich
ruchéw zgodnyeh z wiezami. Poznamy jednak w tym rozdziale
inne jeszeze cechy. charakterystyczne ruchéw rzeczywistych, wyra-
zone przy pomocy catek i wariacji. Sg to t.zw. zasady wariacyjne
{catkowe ). ‘

Ruch poréwnawezy. Weimy ‘ pod uwage dowoln‘y: ruch
ukladu zgodny z wiezami, okreflony funkcjami (2), oraz ruch
POTOWNAWCLY: . . 4
(4) i+ 6“"1; ?/i‘{" 6:‘/[, ' zi+ 0z;

Obierzmy Waria,cje day, 0y;, 02 tak, by wariacje fuhkeyj (1) dla,
danego ruchu (2) byly zerami:

(’b'=1,2? ey ).

' | _ap oy, )
‘(5) 5]’7/&—5{“—5‘6.’1}1—}"%— az: 6z,,=(), (]:1,2,,’”’&)

N

Poréwnujac réwnania (5) z réwnaniami (I), str. 475, widzimy,
se 0w, 0y, 02 sa w kazdej chwili przesunieciami przygotowanyni
uktadu. ‘ ‘ :

Jezeli 6wy, 0y,0e; sa Dbardzo mate, to z (5) wynika, ze
w przyblizeniu S
{6) Fi(a1+ 021y ...y Bnt O2ny 1) =0

(jzl??‘r{'j':'m’):

czyli ze ruch poréwnawezy jest w przyblizeniu ruchem zgodnym
7 wiezami. Wyrazamy to, méwiae, ze ruch poréwnawezy (4) dla
,nieskorniczenie malyeh® wariacyj S, 0y, 02, Spelniajacych réwna-
nia (B), jest zgodny z wiezami (por. str.430).

Zalézmy, ze wspblrzedne naturalne okreslone sg przy pomocy
parametréw ¢,...,q, funkejami:
(7) mz=f1(qla---:q/;:t)7 yzz‘Pt(Q17"-,qk)t)a zi=1P[(Ql,---,Qk,t) (1=1,2,...,m).,

Zalézmy dalej, ze parametry, okre§lajace zgodne z wiezami
polozenia ukladu, speiniaé muszg zwigzki:

(8) "B (Gyy s G t)=0 | (7':1?2,;..,'3).
Wezmy pod uwage dowolny uktad funkeyj ciaglych wraz
z pierwszymi i drugimi pochodny»mi w  przedziale {ppt: v

(9) G=a) - G=u (L <<E<Kh)-


pem


520 ROZDZIAL XI. Zasady wariacyjne mechamiki.

Zalézmy wreszcie, ze funkeje (8) staja sie toZsamodeiowo
zerami, gdy za ¢,...,q, podstawimy funkeje (9).

Przy tych zalozeniach, podstawiajae w funkeje (7) funkeje (9),
otrzymamy funkcje czasu ¢, okreflajace ruch zgodny z wiczani.

Wezmy pod uwage ruch pordwnawezy ¢,-+0¢,, ..., g, dq, i
obierzmy dq,,...,dq, tak, by dla danego ruchu (9) wariacje funkeyj (8)
byly zerami: o ‘ ‘
oD, .
5q 5Qk==()

4

o0,
(10) 5B, = N 8y + .

(r=1,2,...,8).

Poréwnujge (10) ze wzorami (IV), str.477, widzimy, ze wariacje
d¢yy.--,0q, sa w kazdej chwili ¢ przesunigciami praygotowanymi.

Jezgli 84y, ---,0¢, sa bardzo mate, to na mocy (10) otrzymujemy
w przyblizeniu

(11) D (g, + 04,y 4, 8¢, 1) =0 (r==1,2,...,8).
Ruch (11) bedzie wige w przyblizeniu réwniez zgodny z wiczami,
W mysl przyjetego na str. 519 sposobu wyrazania si¢, mozemy zatem
powiedzieé, Ze jezeli dqy,...,0q, sa ,nieskoriczenie mate“ i spelniajg,
réwnania (10), to ruch poréwnawezy jest zgodny z wiezami.

Zasada Hamiltona dla wspélrzednyeh naturalnych.

Niech na uklad n punktéw materialnych A,(@y,¥:,2), ..., Au(@uy Yuy2n) .

-0 masach my,...,m, dzialaja sity Pi,..., P, zalezne od zmiennych
DBy eeey By Tty vy Bnybe
A wiec:

(12) Py =Fi(yy sy By, ooy, ), Pi,,””"’([)'i’ Py =,

Zalézmy, ze uklad . jest holonomiczny (bez tarcia) i ze wiezy
83 obustronne. Wezmy pod uwage dowolne funkeje:

(13) L= (1), Yi=yi(t), #r=2(t) (h<tt<t),

okreslajace ruch ukladu zgodny z wiezami.
Energia kinetyczna ruchu (13) wynosi

’ ’ i) 1 nﬂ' w \y "
{14) .E=§2 (2 g -+ 22).
: P
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Utwoérzmy wariacje energii kinetycznej dla ruchu (13) (por.
przykiad 2, str. 516):

n

Ale
\ s GO A(E0m)
(16) xléx,__.z,,——dt == —2; 00

i podobne wzory zachodzg dla y¢,0y; oraz 2:03. Podstawiajac te
wartodei w (15), dostaniemy wiec

n n
. - b g . . . N . . .
(.].7) ()E::: 7%52/‘9‘)’01 (x,- (SJ),—}— Yi (S?]rl— 2i (53,) ——-2")’)1;,’($[ 5.’171+y,- 6y,—|— 2 52{).
‘ f=1

=1
Przyjmijmy
(18) (SIL:':IL:}—Z(‘P’i/.\'(smi_l_P’Ly5yi+P’l:zéz'l'«)7

gdzie Py, Py, P;, oznaczajs funkeje (12), w ktorych zamiast o;,y;,2:
i @954 podstawiono odpowiednio funkeje (13) i ich pochodne.
Ze wzordw (17) i (18) otrzymamy

i~ N
8L+ 0= m—z'm,; (180 1 09+ £:027) -+

(19) | . =

n
+ 21[(1’@\-“%5’%) 8w (Py, —mg ;) 0y; + (Pi,—mi;) 62;)].
f1

Jatkujae obustronnie od t, do ¢, otrzymamy stad
1.'1 n 14
* Y . . 3
/[6'L—|—6E]dt:Zmi(x,ém,+y16yl+z,6z,) +
!(l

i=1 t
(20) A )
[ SUPs i) b4 (P i) Syt (P — i) 8
fy =1

Symbol il oznacza tu, jak zwykle, ze nalesy podstawié za t
najpierw t, :.x,t"na,gim)l‘lie ty, 1 odjaé od siebie otrzymane wartosei.

Dotycehezas nie opierali§my sie na zasadach mechaniki. Wzér (20}
zachodzi wiee dla dowolnego ruchu (zgodnego z wiezami Iub nie),
okreglonego funkejami (13), o ile tylko funkeje (12) sa okreglone
dla tego ruchu.
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Ziatézmy teraz, ze ruch (13) jest ruchem rzeczywistym i ze
wariacje &w;, 8y, 02 sa w kazdej chwili ¢ przesunieciami przygoto-
wanymi.

Z zagady d’Alemberta wynika, ze w kazdej chwili ¢ bedzie
wowezas
My B;) 02+ (P, —my ;) Oy, =+ (P,

Ze wzoru (20) otrzymamy ,
1 4

@) j( T+ 8E) dt——z (000, Judyi-+ #aw) |

ty by

Zatézmy ponadto, ze w ruchu (13) i w ruchu poréwnawoezym

uklad zajmujo to samo polozenie w chwilach ¢, i4,; t.an. ze day, oy, 62

sy zerami dla t=1t, i ¢=t,.

Przy tym zalozeniu prawa strona réwnogei (22) qm]e 8i¢ zZerem
i otrzymamy
4 .
(1) [(8'L+ 88) dt=0. e
: A
A wige: dla ruchu rzecaywistégo zachodei Pownodd (L), jeseld
warmcyo Oy, Oy1y 021 86 w kasdej chwili preesunieciami praygotowanymi
9 rowna)q si¢ 2eru dla t_to 1 t==t,.

t

Twierdzenie to nazywamy zasadg I—Iamiltowa.

Zasada Hamiltona podaje wiee pewna ceche ruchéw rzcezy-
wistych. Udowodnimy, ze cecha'ta jest charakterystycena, t.zn. ze
spofréd ruchéw zgodnych 'z wiezami tylko ruchy rzeczywiste
spelniajg zasade Hamiltona. Wystarczy w tym celu dowiesé, ze

ruch zgodny z wiezami i spelniajacy msad@ Ha,mlltoncu spelnia
réwniez: zasade d’Alemberta.

Dowéd. Zatézmy, ze ruch zgodny z wiezami, okreglony funk-
cjami.(13), spelnia zasade Hamiltona (I). Gdyby ruch ten nie spetnial
zmady d’Alemberta w pewnej chwili ¢ (gdzie t0<i <t;), to moznaby
bylo znaleé takie liczby o, dy/z, b2, okreflajagce w chwili ¢ prae-
SUIL’LQOIG przygotowane uktadu, ze byloby

(23) Z[(P@x m@wz)awz‘{“( ’l«y m@'ﬁ@')5—?/";;"|~(P¢z—4mié¢)3£]=}::o dlay b=t

icm
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Obierzmy wariacje &'z;,6'y;, 6’2 tak, zeby w kazdej kchwili t
okreslaty przesuniecie przygotowane ukladu i zeby w chwili ¢
byto:

Sw=0m,  Sy=dy,  Su=du;
stgd na moey (23)
(24) ),7' (P —m;®) &' w34 (Py, —mifj;) 8'yg+ (Py,—myd;) 0'25 )= A0

dla t=t". .
Przypu§émy np., ze A>0 dla t=t'. Z ciaglosci ruehu‘wymka,

ze w pewnym matym przedziale {t',t")> jest takze A4>0.
Ziatem

(25) A >0, gdy IE ST

Niech «(t) bedzie dowolna funkcja ciggla wraz z ,pierwszae
i druga pochodng w przedziale {tyt>, dodatnia dla t'<t<t’, a poza
tym réwng 0. Potézmy:

0x1=a(t) 8"y, Syr=a(t) &'y, dey=a(t)d'z;.

Stgd na mocey (24) i (26)
L n . ] '
/ ZVE(P@\.-—W@) ; + (Pi”““‘mq:yi) 8y;+ (Pi,—m; ;) 6z dt=

. T
(26) © ' p

man dt_/Ad 1y > 0.

Poniewas wariacje 6J0,,6 Ji, 6z; przedstawiaja w kazdej chwxh t
przesunigeia przygotowane i z zalozenia sg zerami dla t=t, 1 t=1y,
wiee ze wzoru (20) otrzymujemy na mocy (26)

4
f (8 T+ 5B dt>0,
tn ‘
whrew zatozeniu, ze ruch dany spelnia zasade Hamiltona.

TUdowodnili§my w ten sposéb, ze zasadfy"d’Alemberta i Hamil-
tona s POWNOWAENC.
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Przyklad. Punkt cigzki o masie m ma pozostawadé na kuli

@2+ y2+22—r2=0. Mamy (przyjmujac of z skierowang pionowo.

w gore):
&' L'==—mygdz, OB = m(&8%+ 170y -+ 2 2),

zatem na mocy zasady Hamiltona (I), str. 522,
t

[T—g 08+ 0+ 5 Oyt £62] dt= 0.

1y

Wzér ten zachodzi dla ruchu rzeczywistego przy zalozeniu,
ze Oz, 0y,02 sa w kazdej chwili przesunigciami przygotowanymi,
t. zn. spelniajacymi réwnanie

20wy 8y -2 de=10),
a ponadto, ze stajy sie zerem w chwilach f==t, i f=1,.

Zasada Hamiltona dla wspdlrzednych uogdlnionych.
Niech wspolrzedne naturalne okreslone bedg parametrami ¢,...,q,
przy pomocy funkeyj: ‘

(27) -’”,-zf,-(ql"-‘a,(lmt)y .7/[=‘P1(q1a“-:qk7t)y z1:7/),'(q17-'-7fl/¢1'6)7 ":"‘";1721“-7’”“-

Zalézmy, ze parametry, okreslajace polozenia ukladu zgodne.
z wiezami, .spelniaja.réwnania
9 . 1) == 1» 1.9
(28) D (Qyy sy t) =0 (r==1,2,...,8)

i wezmy pod uwage dowolny ruch rzeczywisty ukludu okreglony
funkejami: ‘

(29) ¢,=q,(t) (i=1,2,...,k).

Wariacje funkeyj (27) dla powyzszego ruchu wynoszg

= 9.’1)1 E)mi
(30) (5.’1/',—9—41 aql—l—.‘f—a—qk‘(sqk
i podobnie dy; oraz dz,.

Zalozmy dalej, ze dq, sg w kazdej chwili ¢ przesunigeiami
przygotowanymi, t.zn. ze spelniaja réwnania (IV), str.477:

oD, P,
(31) —é—q? Qi+ "é?h—:' (5([,{&-::: \] (Pe=l, 2, 85

zatem 0y, 0y;, 02 88 réwnies przesunieciami prz ygotowanymi (str.477).

icm
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Zalbzmy wreszeie, ze dg, sa zerami dla t=t, i t=1; z (30)
wynika, ze rdwniez dw;, 0y, 02 betla zerami dla- t=1, i t=1,. Poniewaz
za§ wariacja jest przemienna z pochodna (str. 513), wiec wariacje
pierwszych pochodnyeh funkeyj (27), t.j. 04;06y;,04, réwne sa
pochodnym fankeyj oz, dyi, dzi.

Na mocy (15) i (18), str. 521, mozemy zasade Hamiltona (I),
str. 522, napisaé w postaci: .

[; n n
(32) / | D (Py 0+ Syt Py b5i)+ D) m; bt 0402 |at=0,

i et =1
gdzie @,y = sa funkejami okredlajacymi ruch rzeczywisty, o, 0y, 02
ga w kazdej chwili przesunieciami przygotowanymi, przyjmujacymi
warto§é 0 w chwilach t=t, i t=1,, za$§ 0% 8y;, 04/ 53 pochodnymi
funkeyj dwy, dyi, 62 Jak wynika z rozwazan przykladu 3, str.517,
réwnanie (32) bedzie réwnies spelnione, jezeli zalozymy, ze funkcje
Ly, dane wzorami (27) i (29), okre§laja ruch rzeczywisty, za$
Sy 1 6% 89 wariacjami funkeyj (27) i ich pochodnych, przyczem
8¢, sa przesunigeiami przygotowanymi, réwnymi 0 dla t=1y i t="1,.

Przy tych zalozeniach mamy ((4), str.488)

(33)

n k
5L =2¥(Pi,\-5mi+l)i 5@/¢+Pizazi)=_—12§ Qjaq?-,
fEsd £

g
gdzie @, oznaczajy skladowe sity uogélnionej. Ponadto z twierdzenia
o wariacji funkeji zlozonej (str.514) mamy :
2 ke s ks 1N o, 2 ——5E

'(34.) 2 My (‘J:'ﬂSiIU -{“ ?/1(5%1+Z[621) =0 *2‘2%')”(%1—}— Y —i— Zi) = y

i=1 ‘ i=1 !
gdzie funkeje w,y,% dane 83 wzorami (27) i (29), okres’lajiacymi
ruch rzeczywisty, i 0ys, 04 sa wariacjami pochodnych funkey]j (2?),
za$ E energiy kinetyczng, wyrazong przy pomocy p?,rametr?w
qyy -1 4, Na mocy (32), (33) i (34) zasade Hamiltona mozemy Wige
mxypisuc’e w postaci (1), str. 522, gdzie 'L okreslone jest wzorem (33),
zad energia kinetyczna B wyrazona jest przy pomocy wspblrzednych
nogdlnionyeh ¢, .. ¢,

A wiee: Zasada Hamillona zachodzi réwnies dla wspolrz@dnyo?b
wogdlmionych pray zalogeniu, de 0q; sq PraesunIeetamt PrRYGotowanyms,
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Zasada Hamiltona w polu potencjalnym. Zalézmy, ze
sity posiadaja potencjal V. Zatem ((1), str.437 )
(35) §'L=0V.
7 nasady Bamiltona otrzymamy wiec
[ [ I
[[6V+oBlat=0  cuyli [8(V+B) di=9 [(V+B) dt=0.
fy o fy
. Wyragenie W=E-+V nazwali§my potencjalem kinetycznym
(str. 493). Zatem :

ty
(I1) o a'/ W dt=0.

ty

A wieo: wariacia calki z potencialu kinetycenego jest ' réwna
veru dla ruchu reeceywistego, jeseli wariacje 6my, 0y, 02 przedstawiaje
w kasdej chwili preesunigeie przygotowane wlkladu oraz sq zerami
w chwilach t=1t, ¢ t="1;. v . o

 Wazér (35) zachodzi dla ‘wspélrzednych nogélnionyeh (por. (39),
str.467). Poniewaz zasada Hamiltona réwniez zachodzi dla wspél-
rzednych uogélnionyech, wiee (LX) jest spemione dla ruchu rzeczy-
wistego przy zalozeniu, ze potencjal kinetyczny W wyraZony jest
przy pomocy parametréw g,...,q, zas wariacja zostala utworzona
dla ruchu rzeczywistego, przyczem dq, sg przesunigciami przygoto-
wanymi, réwnymi zeru.dla =ty i i=t,.

Uklady holonomiczne gskleronomiczne w polu poten-
cjalnym. Niech dany bedzie uklad holonomiczny skleronomiczny,
w ktérym: sity posiadajg potencjal
(36) V=V(®1,..y&n)-

ZaiéZmy, ze ruch ‘ukladu okredlony funkejami:
(37) Cm=adt), Ye=ydt), z=alt) (WISt i=1,2,..,m)
jest ruchem rzeczywistym; dla ktdérego energia kinetyczna w <ty &>
nie znika, t.zn.: :
(38) E4+0 °  dla LosSt <ty

Na mocy zasady Hamiltona (1), str. 522, i (35) mamy

n ( oy

fe o
(39)./ [é

n .
wv ., Y ]
, B oy —|—5y—[ &y, ~}-—C,E‘- (Sz,-) - 21 (2 Sik =1 17, 8410 - :’:Mz,)]dtmo,
n £

icm
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'gdzie, 65({,, (Syf-, 02; 83 w kazdej chwili przesunieciami przygotowanymi
i r6wnaja si¢ zeru w chwilach .t=t, i t=1,. Njech
4

(40) 1=0(x) (T<7<)
bedzie dowolng funkejg zrm‘enné‘j 7,

ciggly wraz Z pierwsza i
pochodng w przedziale Ty Ty . @1 dmea

i Spe}niajage& warunki:

(41) W)=ty Bm)=t,  F@>0  (<r<),
gdzie ¥ oznae

z2 pochodng wzgledem . Pods .
otrzymamy: gle 7. Podstawiajac (40) w (87),

(42) .’Ii'l’-"'-wi('f)(’l.‘)):fi('v), ¥=n{7), ’gl,zfi(r), (10<T<11;7:=1,2,...,??«>.
Funkeje  (42) przedstawiajg parametrycznie tory punktéw

ukladu przy pomocy parametru 7.’ S
anu.czajzyc“przez o, 2 pochodne fﬁnkcyj (42), zag przéz t;

1?0(311(3(1n@ funkeji (40) wzgledem parametru 7, otrzymamy:

(43) O d=alt, gyt

.”;[:Z}/i',
skad dla energii kinetycznej SR o

N ' ’
(44) B=j Dmi+yira=7 SEtyite) -
=1 = A

Z pasady zachowania energii catkowitej mamy

(45), o B—=V=h;. - gdzie h= const.,
skad na mocy (44) ’
, NN
, 5 2mi @i +yi+2f)
(46) =]/ 2= :
h-+V

Wzdr (46) zachodzi, gdysz h+V=R na mocy (45), za§ E=0
na mocey (38). .

Trovi 10 7 § 7 of ‘ 3 %

,I.‘]/fy,]lnu](,n'ny, ze wspllrzedne  w,y,2:  wystepujace w V (por.
wzlr (36)) wyrazone sy we wzorze (46) przez funkeje (42). Wariacje
Oz, iy 0oy kbre 8y funkejami zmiennej ¢, mozemy uwazaé na
mocy (49) za funkeje zmiennej 7.
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Oznaczajac przez 0w, dy;, 02; pochodne wazgledem 7, otrzymamy:
(47) Sti=Omft,  Op=ouit,  Shm=odfl.

Wyrazajac w (39) zmienng ¢ przez v pray pomocy funkeji (40),
dostaniemy na mocy (41), (43) i (47)

v I, Oy 1Y 2102
(48) /[Z(awawlkauaw >+ o

7 I=1

t’()lr:‘() s

gdaie 2,92, 0w, 0y, 02 safunkejami zmiennej 7. Wzdr (48) mozemy
napisaé¢ w postaci

(49) / [(SV ¢ k 6= 2m Pyt —[w,) dr==10),

Ta

przyezem pojecie wariacji nalezy rozumied jak poprzednio, leez
zamiast ¢ wystepuje obeenie 7. Podstawiajae (46) w (49), otrzymamy

" oV T
50 O 3} mi(wi -y i )J _
& /[‘ h+Vl/22m, (it +' AtV 2limil @iy -=E) =

Latwo stwierdzié, ze wyrazenie pod calka réwne jest wariacji

=

—l/1 & , oo
26[Vh~|~V,/ 3 Zml(wf-!-:l/f—}-z?)], skad na mocy (50)
i==1 .

@ 5 / ' llfh%—V I/-'jél:mi(w}z+ Yl +af) |dr=0.

Z zatozen co do dxy, dy. 02; wynika, ze wzor (L) zachodzi dla do-
wolnych funkeyj dx;, 0y, dz: parametrn 7, ktore dla kazdej wartogei =
89 przesunieciami przygotowanymi w polozeniu ukladu, okre$lonym
funkejami (42), i ktére sg zerami dla =7, oraz v=1,. Wariacja
utworzona jest dla funkeyj (42), okreslajacych tory punktow ukladu
w ruchu rzeczywistym.

Poniewaz we wzorze (1) nie wystepuje czas 1, wige wzor ten
wyraza pewng wlasnodé toréw ruchu rzeczywistego.

Niech w szezegélnodei uklad redukuje sie do jednego punktu
Z,Y,2 0 masie m, poruszajacego sie bez dzinlania sil. Zatem V=0,
Z (T) otrzymamy

o
5,/ Vo -y B2 =0

oy

icm

ot
ko
(3=

[§ 3] Wariacja z wariacja czasu.
Poniewaz element luku jest ds~h’l—l—'z/ 122 dr, wiee

(51) | 6 [ ds=0.

To

Przyjmijmy, ze punkt ma pozostawaé na powierzehni §.

Krzywe o wlasnodei (51) sa to t.zw. linie geodetyczne. W geo-
metrii rozniczkowej dowodzi sie, ze najkrétszg linig na powierzchni,
laczgeq dwa dostatecznie bliskie punkty linii geodetycznej, jest
luk tej linii. Z (51) wynika zatem, ze ruch punkiu na powierzehni
bez dziatamia sit odbywa si¢ zawsze po liniach geodetycemych.

Uwaga. Wzor (I) wyprowadza sie zwykle latwiej z t.zw. zasady Mou-
perbuis (str. 537). Trzeba sie jednak oprzeé woéwezas na pewnych twierdzeniach
z rachunku wariacyjnego, o ktéryeh nie zakladamy, ze sy czytelnikowi znane,

§ 3. Wariacja z wariacja czasu. Wariacja funkeji.
Niech bedzie dany rueh punktu po osi z, okre§lony funkeja

(1) w=u(t) (to<<I< ),
Wezmy pod uwage dowolny ruch poréwnawezy
(2) T=7(t) (to<t <),

gdzie chwile )1 t; moga byé¢ inne niz ¢, i ¢;. Oznaczmy przez At

dowolng funkcje czasu i, ciagla wraz z pierwsza i druga pochodng

w przedziale (By,t,» 1 spelniajaca nieréwnogé

(3) <t At <ty
Niech wreszeie ,

(1) ' Ax=7(t+ At) —a(t);

(to<<t<Hy).

Adx jest wige funkeja czasu ¢t i oznacza przyrost wspélrzednej z,
gdy od punktu A w ruchu danym w chwili ¢ przechodzimy
do punktu A’ w ruchu poréwnaweczym w chwili ¢+ 4f. Tworzge
pochodna (1), otrzyma,my'

adr) - ) a(At)
S i a1+ 55

.()]/(1+ (“”)).

dostaniemy stad po lfbtwydh

| (o),

slead
(1 - A'ﬁ):[d((/;‘r)

Odejmujge  obustronnie  @(t),
pracksztateeniach

S, Banaeh. Meehanika, 34
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. o d(Aw) AL
gdzie

a(Aat) _(dde) . d(A) / a(At)
(B)  e=n—g— ’7“”‘( Fr U ) (1' at )

Jezeli wiee Az, At i ich pochodne dazg do O jednostajnie, to
n dazy do 0 jednostajnie. Zatem :K jest ,nieskorczenie maly“
w poréwnaniu z |d(dz)/di|+ |d(At)/d|.

Niech
- o Wdw) . d(AY)
(I1) B e T Tt
Na mocy wiec (4)
(6) B+ Ab) — (1) = A+ &.

Lewa strona réwnodei (6) oznacza przyrost predkodei pun-
ktéw 4 i A', t.j. przyrost predkodei, gdy od punktu 4 w chwili ¢
w ruchu danym przechodzimy do punktu A’ w ehwili 1-}- 4¢ w ruchu
poréwnawezym. Zatem A2 przedstawia nam ten przyrost w przy-
blizeniu, z réinicy ,nieskoriczenie maly“ w poréwnaniu z sumg
|d(Ax)|de|+ |d(At) /|

Zauwazmy, ze na mocy (6) jest na ogdl

(IT) awr :JF@(%”—).

- Niech bedzie dana funkeja
(7) T B, &,1).

Oznaozmy przez T' warto§é funkeji (7) w ruchu danym w ehwilit,
zag przez T warto§é tej funkeji w ruchu poréwnawezym w chw111
t4-At. Zatem réznica tyeh wartodei wynosi

(8) T — T =P (@(t-+ A1), B+ At), 1+ At) — I (w(t), 3(2), 1).
Ze wzoru Tylora otrzymamy
— or

9 T—T= I (w14 49— <))+;f(<M¢>~~z(>)-1~%%izrt~1~1ﬁ,

gdzie reszta K jest »nieskodezenie maly”  wyiszego rzedu, niz
przyrosty T(t-- At)—a(t), #E(-}- AL)—B(t) i AL

[§ 3] Wariacja z wariacja czasu. 531

Na mocey (1), (6) i (9) otrzymamy

(10) T A +a A% + AH—R’

gdzie R'=R +85%c‘—’ a wiec gdzie R’ jest ,nieskonezenie male“

w poréwnaniu z

(11) ||+ |4t -+ | Ax) [dt|+-|d( A¢) | dt].

Polézmy

(1II) AT:g-l—A —i—m Az +—~—At

Na moey (10) mamy 7—T=AT-+R'; zatem AT oznacza
w przyblizenin przyrost funkeji 7, gdy od punktu 4 w chwili ¢
w ruchu danym przechodzimy do punktu A’ w chwili ¢+ 4¢ wruchu
poréwnawczym, przyczem popeiniony blad jest ,nieskonczenie maty*
w poréwnaniu z (11).

Wyrazenie AT nazywamy wariacjq wraz 2 wariacjq caasw
funkeji T dla ruchu s=uw(t), za funkcje At nazywamy wariacje
CRASU.

Dla At=0 bedziemy mieli na moey (I) i (5), str. 510, dzw=dw,
a na mocy (IT1) i (I), str.511, Ad=6s. Z (III) dostaniemy wigec

AT = % b+ %—g— O%
czyli AT =01.
W przypadku wiee, gdy At=0, wariacja wraz z wariacja czasu
przechodzi w wariacje zwykls.

Przyklad. Utworzyé wariacje wraz z wariacjg czasu dla
funkeji
T'=}ma*+ axt,
gdzie « i m sa stalymi.
Mamy
AT =atAx-+mzlaé+ andt,
na moey wiee (L)

a(at)

a2
-+ axdt—ma i

Aw
AT = at Ag--ma d{
T 34
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TUktady punktéw. Niech ruch ukladu » punktéw mate-
rialnych okreglony bedzie funkejami:
(12)  m=w(t), Y=yt
i niech dana bedzie funkeja

(13) T:Iﬂ(ml, 3Ry Yl; "’ll;t)

2=2(t), (fy=itsty; d==1,2,..,m)

Wezmy pod uwage dowolny ruch pordwnawczy

(14)  z=7(t), yi=1:(t), zi=7(t), (oSt i==11,2,..ym).

Nieeh 4t bedzie dowolna funkejg czasu i, ciggla wras z pierwszg
i drugg pochodng w przedziale {fo,t> i Spelniajyeq warunek

(15) IESE VA (toritity).
Polézmy:

(,[V) A.’E,:El(t—FZH) ( ) A?jt —u?//(i I/”)'- )/1( ) /1;31»—21(/; |- /]() Mi('(/),

. A Awy acat . A(dy, d(4t) W Azy) d(zlt)
(v) =2 S0, 4y =Sy S 20— N0

Wyrazenia Aw;, Ay;, Az; oznaczaja przyrosty wspdlrzednych, zad
Ay, Ay A%; przyblizone przyrosty pochodnych tyceh wspdlrzednyel,
gdy od polozenia ukladu w chwili ¢ w ruchu danym przechodzimy
do polozenia ukladu w chwili t--4¢ w ruchu pordéwnawezynm. Pray
tym przyblizeniu blad jest ,nieskolezenie maly* w pordwnaniu z

e (4s,)| | |dAD|
Tt at

n /—l 7/ 1
(16) w Tt +

1+

Oznaczmy przez 7' warto§é funkeji (13) w ruchu dauym
w chwili ¢, a przez T' jej wartosé w chwili t+-A¢ w ruchu pordwnaw-
czym. Kladae

Y T
(VI) 47— >(°T ork gy Ayt S Aot 5 Awa oy Ak S+

i=1
i postepujgc jak poprzednio, otrzymamy
(17) T—T=AT-+R,

gdzie R jest ,nieskorezenie malg” w pordwnaniu z sy

Q /lv (t (Aya)| | |4 daus
18) > ( Y- Az AR Ay A i
(18) {-1/ . i+ e+ N + (Zt [ At 1 i

icm
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Wyrazenie A7 nazywamy Wwariacje wraz 2 wariecjq czasu
funkeji 1" dla ruchu (12) ukladu punktéw. '

Wariacja AT przedstawia zatem w przyblizeniu przyrost
fankeji 7', gdy od polozenia ukladu w ehwili ¢ w ruchu danym
przechodzimy do polozenia ukladu w chwili t+ 4t w ruchu
poréwnawczym, przyczem réznica miedsy przyrostem prawdziwym
a AT jest ,nieskonezenie mala“ w poréwnaniu z (18).

Dla 4t=0 jest na moey (IV), (V), (5), str. 510, i (I), str. 511:

/Jw;: (307,', A}/,z—“ (3]/[, AZ,‘: 62,-, A:i?i-'—: (5:1'2,', A’llir- 6y.;, Aé‘[: 52',‘,
skad na mocy (VI) AT=4T.

W przypadku wige, gdy Adi=0, wariacja wraz z wariacja
czasu przechodzi w wariacje zwykly.

Wariacja wraz z wariacjy czasu calki. Niech dana
bedzie calka '

(19)  I= /"Tdt

f
gdzie T oznacza funkeje (13) Oznaczmy przez At, i A4i, Wartoéel
funkeji At w chwilach ¢, i .

Niech I bedzie wartodeia calki (19) dla ruchu danego, za§ I
warto§cia tejze calki dla ruchu poréwnawczego, wzietej w granicach
od ty+4t, do t+A4di, ..

At
(20) I= f T.dt,
tytat,
gdzie T oznacza wartosé funkeji 7' w chwili ¢ w ruchu poréwnaw-
czym. Podstawiajage w (20) 1+ At zamiast ¢, otrzymamy

f
= = a(at)
—_ 1
(21) I_f'_l (1+Tt )dt
gdzie T oznacza wartodé funkeji T w ehwili {4 4¢ w ruchu

POrOWNAWOGZ Y.

Na mocey (19) i (21) otrzymamy

T—I= /[ )4 T (At)]dt

at
skad na moey (17) po latwych przeksztaleeniach
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: 4 .

(29) I»—I:f [AT+ T@%—)ldt+lﬁ',

gdzie ) '

(23) R /[AJ’—{—Z’ —-—2+R|m

- Latwo stwierdzié, ze R’ jest ,nieskonezenie mate” w pordow-
naniu z (18). Polézmy

[{ I .
(VII) AI.—:AI T dt:/ [A,T—}—l’d(m ldt

tll
Wyrazenie AI nazywamy wariacj wrae 2 wariaciq ceasie caths L.
Na mocy (22) i (VII) mamy
(24) I—I=AI+ K/,

AI przedstawia wiec w przyblizenin przyro ogt catki (19), gdy od
danego ruchu przechodzimy do ruchu poréwnawezego, DPrayczuem.
w ruchu poréwnawczym obliczamy catke w granicach ty+ Aty &+ At,.
Roéznica miedzy AI a przyrostem prawdziwym jest ,nieskonczenie
mala® w pordéwnaniu z (18).

W przypadku, gdy 4t=0, wariacja wraz z wariacjy czasu
przechodzi — jak latwo zmuwayayé — w wariacj¢ zwykla.

§ 4. Zasada Maupertuis (najmniejszego dzialania).
Przeksztalcenie Holdera. Niech uklad punktéw materialnych
Ay (@1,y1,21); -y An(@ny Yny2n) © masach my, ..., m, poddany bhedzie
dziataniu sil Pl, ., Pn, zaleinych od my, ..., z,,, By eeey Byt A WiQG:

(1) P,,;_\,=F,,;({D],...,zmi;l,...,émt), P’iy= D, P, =¥,

Zatézmy, ze uklad jest holonomiczny bez tarcia i ze wiezy
83 obustronne.

Wezmy pod uwage dowolny ruch ukladu zgodny z wigzami
Iub nie, okreflony funkejami:

(2) w=ay(t), Yi=1yi(t), zi=2(1) (Bt i=1,4,...,1).

Energia kinetyezna wynosi

ol g
(3) E=§Z‘mr(w%+ ii4-41).

{==1
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Utwoérzmy wariacje energii kinetycznej wraz z wariacjg czasu
dla ruchu (2):

(4) AE= Zw (G A+ 9 A+ 8:.4%:).
i=1

Wyrazajac A, Ay, A przy pomocy wzoréw (V), str. 532,
dostaniemy

©  Am=ms

=1

( Yi) (Az’z) a(4t)
Yi ““/l ] 2ET

Przenoszac ostatni wyraz z prawej strony na lewsg i catkujac,
otrzymamy
(6) f [4E+2E dt / 2 [ : Aw‘ yfd(gf”')Jrz',-d(gf")]dz.

1y t, =1
l
— f B Aw; dt

[

Stosujac je do prawej

d Aw,)

Catkujac przez czedei, otrzymmmy & == &, A;

i podobne wzory otrzymamy dla yl iz,
strony réwnania (6), otrzymamy
t

f [AE—}—ZE»(-—)] di=

M, K ;
' . .
=2 m(Ei vy Ayit-2i4z;) | — f[z m(G:dwi+y: Ay zzAz,)] dt.
{=1 ty ty
Polézmy
(8) A'L= %1 (P Aw; + Py Ay;+ Py, 42;).

Calkujac wzoér (8) i dodajac do obu stron réwnania (7), dosta-
niemy
4
/ IA’L+AI’+2L‘ (41 ]dt——z m( %A%, U4y +44%) | +
[() i()

t n

+ [ Z'E(Pi.v“‘mi{ii)dwi‘l‘ (P, —mys) AY;+ (Pi,—mq ;) Az di.
L Fes]

4

Wzor (I) nosi nazwe preeksetatcenia Holdera.
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Ziachodzi on dla kazdego ruchu zgodnego z wiezami lub nie
(0 ile tylko funkeje (1) sa dla tego ruchu okreflone).

Jezeli zamiast wariacji 4 wraz z wariacjy czasu prayjmiemy
wariacje zwykly 4§, t.zn. jezeli polozymy At=0, to — jak latwo
widzie¢ — otrzymamy wzor (20), str. 521,

Postaé ogélniejsza zasady Hamiltona. Zalézmy, ze
funkeje (2) okreflaja ruch rzeczywisty. Zalézmy ponadto, ze funkeje
Awy Ay, Az; s3 w kazdej chwili ¢ przesunieciami praygotowanymi
ukladu. ‘ ‘

Na mooy zasady d’Alemberta wyrazenie pod catky po prawej
stronie rownodei (I) jest zerem. Zatem

1 1A ; n I
o, @At . . :
) / [A ’L~|—4E—|— 28 —(m——)' it =2‘ (B, Aty 4 A= 21 A25)

t) il 1y

Zatbzmy, e Aw,Ay,de sg zerami dla t==1, i t==t,. Prawa
strona ostatniej réwnogdei bedzie wige zerem. Otrzymamy zatem

4
(IT) /[ Tt AB-+- 98 (ft)](lf_
’ t

Rdwnanie (11) 2achodzi dla ruchu reeczywistego pray zalogeniu,
ge Aw, Ay, Az sq w kasdej chwili t preesunigeiami praygotowanymsi
@ réwnajg sig 0 dla t=t, @ t=t,, zaé At jest dowolne.

W przypadku, gdy A¢=0, wariacja 4 zamieni gi¢ na wariacje o
Latwo zauwazyé, ze (IT) prayjmie wéwezas postad zasady Hamiltona
(I), str. 522. Postaé (II) zasady wariacyjnej jest zatem od niej
ogélniejsza. Nie przedstawia ona jednak ogélniejszej wlasnogei. Na
moey bowiem (5) i (8) mozemy napisaé (II) w postaci

A n

[ 2 (P, day-+ Py, Ay;+ Py, Ao+
(9) :‘(, =1
5, A )
+2/ ( ; + 9 i : + & : )l =1,

I’omewm A.fm,Ayf,Az,- 88 to funkcje dowolne, przedstawiajgee
przesuniecia przygotowane i znikajace dla =1, i ¢: =1, za§ At weale
we wzorze (9) nie wystepuje, wige piszac dwy, 0y, o2 zamiast Awy, Ay, Az,
otrzymamy z (9) zasade Hamiltona,

Réwnanie (IT) jest wige zasadzie Hamiltona réwnowasme.
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Zasada Maupertuis, Réwnanie (II) zachodzi dla dowol-
nego A, zas Aw;, Ay, Az; maja jedynie byé w kazdej chwili ¢ prze-
sunieciami przygotowanymi, znikajacymi dla t=t, i t=t,. .

Zakbmmy teras, e Awi, Ay, Az; i At sy tak dobrane, aby spel-
niony byl ponadto warunek
(ITL) A'L=AR.

Na mocy (5) i (8) warunek (ITI) mozemy napisaé w postaci

n

D Py day+- Py Ayi+ Py, Azy) =

. w) CAdyy) o d(dzy) a(at
= m’b( : + 9 dt’b -[—-.’5‘1' dt?/)“_ZE ((Zt).
==
Z (II) i (I1I) otrzymamy
# o
(11) f [2AE+2Ed((;t)]‘i‘_=O,

ty
skgd na mocy wzoru (VII), str. 534,
%
(Iv) 4 [ Bat=0.
fy

A wiee: wariacja wraz z wariacjg czasu calli z emergii kine-
tyoane] jest dla ruchu reeczywistego zerem, jesels Axy, Ay, A2; sq w kaidej
chwili preesunigetamt praygotowanymi, réwnymi 0 dla t=1, 1 t=1,
i jegeli zachodzi warunel (IIT) (t. zn. jezeli praca przygotowana na
przesunigein Az, Ay;, Az; réwna jest wariacji wraz z wariacja czasu
energii kinetyecznej).

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe zasady Maupertuis lub zasady
najmniejszeqo dziatania.

Oznaczajae przez ds; element ukn, po ktérym porusza sie punkt m;, a przez
v; predlodéd punktu, mamy ds;=wv;df. Zatem

4] n

/vL H on
. o ) 1 2"'
/ Y3 (i[,«/ (-é 2 "y Uf) dt= é f v ds;.
i i1

e

0 ’U

Wyragonie mv; jost pedem (,dziataniem*).
Opierajae sie na (IV), mozna dowiesé, ze przy pewnyeh zatozeniach catka
7 energii kinetyeznej ma dla ruchu rzeczywistego najmniejszy warto$é posréd
ruehdw gpelniajgeyeh pewno warunki. Stad nazwa zasady najmniejszego dzialania.
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Zatozmy, ze pewien ruch zgodny z wiezami spelnia zagade
Maupertuis, i ponadto, Ze energia kinetyezna nie znika w {fy, 4>
(12) B0 (Lo testy).

" Niech tunkeje Awy, Ay, dz; beda w kazdej chwili ¢ przesunie-
ciami przygotowanymi, réwnymi 0 dla t=i, i t=1{, a poza tym
funkejami dowolnymi. Obierzmy At tak, by zachodzila réwnogé (I1I),
Ilub — eo na jedno wychodzi — réwnanie (10). Mozemy wiee na
moey (12) 1 (10) przyiaé

CWMdw) WAy d(de=)
‘”“/ 211[ m@(“% Fr U e A T

-—2 (P, Awy- Py Ay -+ sz/lz)
I==1
Dla tak dobranych Aw; Ay, Az, At zachodzi wzér (IV), zatem
i (11). Na moey (IIT) i (11)

(13)
dt.

)

f[zAE+2E (4t ]dt~f|A’L+ (47+28 ae ))]dt-.:(),
skad na mocy (10) otrzymamy wzér (9), w ktérym dwx;, dys Az
spelniaja te same warunki co dmy,dy;,d02; w zasadzie Hamiltona,
Poniewaz, jak udowodniliSmy (str. 536), (9) jest réwnowazne
zasadzie Hamiltona, wiec dany ruch jest ruchem rzeczywistym.
Widzimy zatem, ze spodrod ruchéw zgodnych z wiezami, dla kt6-
rych H==0, tylko ruchy rzeczywiste spelniajg zasade Maupertuis.

A wige: zasada Maupertuis przedstawia wiasnodd charaktery-
styceng tych ruchow rzeceywistych, dle kidryeh E==0.

Zatdzmy, ze ruch odbywa sie w polu potencjalnym o poten—
cjale V. Zatem:

IV [dwy= P, WV [oy;= 1,,’ IV [9z= P,

RN v,
4 Lzé (.Pq;wa,,;—l—P,,;”Ayi—{—P,;zAz,i) =% (909 &y !“J’l A%’+92 Az)
Poniewaz V jest funkejy tylko wspolrzednyceh o,y,2, wiee
A'L=AV, a zatem mozemy warunek (LIT) napisaé w postaci AV =AK
czyli

(IIT') A(B—V)=0.

icm
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Uwaga 1. Zalozenie E=0 jest istotne, t.zn. ze jezeli ruch
zgodny z wjiezami spelia zasade Maupertuis, a warunek FE==0 nie
jest spelniony, to ruch moze nie byé ruchem rzeczywistym.

Niech np. dany bedzie jaki§ uklad skleronomiczny. Wesmy
pod uwage ruch, w ktérym od chwili t, do chwili ¢, uklad jest w spo-
czynku w pewnym polozenin zgodnym z wiezami. Mamy zatem
stale =0, skad na mocy (4) réwniez stale 4E=0. Wynika stad,
ze wzér (11), a zatem i wzér (IV), bedzie spelniony dla dowolnych
Ay, Ay, Az;, At, W szezegbélnodei wiee réwniez dla tych, ktére spelniaja
wzér (I1I), lub — co na jedno wychodzi — wzér (10). Dany ruch
spelnia przeto zasade Maupertuis. Jest jednak oczywistym, ze przy
odpowiednim doborze sil, spoczynek nie jest mozliwy, t.zn. ze spo-
czynek nie jest ruchem rzeczywistym.

Uwaga 2. Gdybydmy wariacje wraz z wariacja czasu zastgpili
w zasadzie Maupertuis przez wariacje zwykla, t. zn. przyjeli Ai=0,
piszge & zamiast 4, to wzory (IIT) i (IV) przybralyby postadé:
(14) 8'L=0E,

1, t_l
(15) 6 [Bat=0 czyli [ 8B di=0.
‘/“ iu

A wige: dla ruchu rzeczywistego zachodzi wzér (15) przy za-
lozeniu ze Oxy,0y,02; 88 w kazdej chwili przesunieciami przygoto-
wanymi, réwnymi 0 dla t=t, i t=1, i spelniajacymi warunek (14).

Tak wypowiedziana zasada nie przedstawiataby jednak cechy
charakterystycznej ruchéw rzeczywistyeh. Zakladajae bowiem np.,
ze na uklad nie dzialaja zadne silty, mieliby§Smy ¢'L=0. Zatem
warunek (14) przyjalby postaé 6E=0 i pociggatby przeto wzdr (15)
dla kazdego ruchu zgodnego z wiezami. W tym wige przypadku
kazdy ruch zgodny z wiezami, a nie tylko ruch rzeczywisty, spel-
nialby wzér (15) ezyli zasade Maupertuis, w ktérej wariacje 4
zastapiono wariacja zwykly 6.

Widzimy stad, ze istotnym w zasadzie Maupertuis jest row-
niez i to, %e wariacje tworzymy wraz z wariacjg czasu.

TUwaga 3. Dla ruchu podanego we wsp6lrzednych uogélnio-
nych mozna udowodnié, ze w wkiadach holonomicznych skleronomicenych
zachodei zasada Maupertuis w postaci (IV) pray zalodeniu, 2e energia B
wyrasona jest réwnied we wspdtregdnych wogdlmionych, a wariacje Ag;
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sq preesunseciami praygotowanymi, réwnymi O dla ==ty 4 L=t
i spelniajaeyms warunek (ILL), w ktorym . A'L==20;Aq; (i.]. wyrazony
przy pomoey sil uogdlnionych ;).

Dla ukladéw reonomicznych i wsp6lrzednych uwogélnionych
wzor (IV) nie zachodzi i zasade Maupertuis podaje sie dla nich
w innej postaci.
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