ROZDZIAL X
DYNAMIKA UKEADOW HOLONOMICZNYCH

§1. Uklady holonomiczne. W tym rozdziale zajmiemy
si¢ dynamikg pewnych ukladéw nieswobodnych. Wyprowadzimy
dla nich réwnania ruchu, w ktérych nie bedg wystepowaly reakeje.

Niech dany bedzie uklad n punktéw materialnych. Niech wiezy
ukladu polegaja na tym, ze w kazdej chwili pewne tylko polozenin
ukladu 82 mozliwe. Nie zakladamy (jak w rozdz. IX), ze w kazdej
chwili mozliwe sg jedne i te same polozenia: zbiér mozliwych polozer,
ukladu moze sie zmienia¢ wraz z czasem.

Przykladem jest punkt mogacy pozostawaé na plaszezynie
ruchomej Jub linii ruchomej, np. kulka nawinieta na drut, ktéry
sie porusza lub zmienia ksztalt.

Jezeli w chwili ¢ wiezy s3 obustronne (str. 421), woéwezas
wipotrzedne @y, Y1, 21y ooy Lny Yy 2 punktow ukladu muszg w chwili ¢
spelniaé pewne réwnania (str. 423):

(1) By ooy 2y 1) =0, . B (1 cony 2y 1) =0,
ktore zapisujemy krécej:
(I) By ooy By t) =10 (1=1,2,...,m).

Jezell w chwili ¢ wiezy sa jednostronue, to opréez (I) zachodza
zwigzki ((9), str. 422)

(1I) : D (i1, ..y &y 1) <0 (r=1,2,...,8).

Uklad, ktérego wiezy daja sie przedstawié pray pomocy
zwigzkéw postaci (1) 1 (I1) nazywamy holowomieznym.

Jezeli funkeje F) i @, nie zaleza od ezasu t, mowimy, ze wiczy
sa niezaledne od czasu, uklad zad nazywany skleronomicznym.
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W rozdz.IX, badaliSmy warunki réwnowagi uktadéw holono-
micznyeh skleronomicznyeh. Wiezy takich ukladéw daja sie okreslié
zwigzkami postaci (I), str. 423, 1 (9), str. 422:

I Fj (21,915,215 -y 20) =0 (i=12,..,m),
{I1") D, (21, Y121y ey Zn) <O (r=1,2,..,8).

Jezeli choé jedna z funkeyj w (I) lub (II) zalezy od czasu i,
moéwimy, ze wiezy =zaleine sq od czasu, uklad za§ nazywamy
TEONOMICZNY M.

Latwo zauwazyé, ze uklad skleronomiczny jest szczegdlnym
przypadkiem reonomicznego; innymi stowy réwnania (I') 1 (IT")
sg szezegllnym przypadkiem réwnan (I) i (II).

O funkcjach Fy, @, zakladamy na ogél, ze sa ciggle 1 ze
maja pochodne czgstkowe ciggle w pewnym obszarze zmiennych
L1y Y1y @1y oevy Tay Yy Bny L-

O réwnaniach (I), (I), (II), (II') méwimy, ze przedstawiaja
wiezy w postaci skolczone;.

Podobnie jak w ukladach skleronomicznych (str.423), zakla-

damy, ze funkcje (I) sg od siebie niezalezne i ze m<<3m, a liczbe
k=3n—m nazywamy liczba stopni swobody danego ukladu.

Przyklad. Niech punkt materialny A(z,y,2) ma pozostawaé
na powierzchni pewnej kuli, poruszajacej si¢ ruchem postepowym
jednostajnym. ,

Oznaczmy przez r promien 'kuli, przez &g,n,,l, wspolrzedne
drodka kuli w chwili t=0, przez &%, w chwili ¢, a przez a,b,c rzuty
predkogei ruchu postepowego na osie wspéirzednych. W chwili ¢
mamy E=&4af, n=n,+bt i {={,+ct. Kula ma wigc w chwili ¢
réwnanie (w—§)2+(y—n)2+(z—é)2—r2:() czyli

2

(2) (— Eg— at)> 4 (y —n—btY -+ (2 =Ly — et —1"=0.
Wispolrzedne punktu 4 muszg tedy spelniaé w kazde] chwill
réwnanie (2); jest ono postaci F(z,y,2,1)=0, zatem wiezy sg obu-
stronne, zalezne od ezasu, awiecuktad jest holonomiczny reonomiczny.
Jezeli zalozymy, ze punkt 4 ma pozostawaé wewnatrz lub
na powierzehni kuli, wowezas wiezy wyraza sie nierdwnogeia
2

(3) (w— &y —at)’ + (y—no— )"+ (e—Lo—et)' =1 <O,
a wiee bedsg w tym przypadku jednostronne.
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§ 2. Uklady anholonomiczne. Nie zawsze wigzy obustronne
ukladu daja sig¢ przedstawié w postaci skonezonej (I) lub (1').

Przypudémy np. ze kazdemu punktowi A przestrzeni pray-
porzadkowany jest wektor H, ktérego rzuty sg zalezne od WspO6L-
rzednych »,y,2 punktu 4. Zatem:

(1) H = a(2,y,2), }111:/3(”7?/’2)7

gdzie a,f,y s3 danymi funkejami.
Zalézmy, ze punkt materialny moze sie poruszaé tylko w taki
sposéb, ze predkosé jego w kazdym polozeniu jest prostopadia do H.

Oznaczmy przez #,4,2 rzuty predkosei ¥ punktu materialnego.
W kazdej chwili bedzie wige musial zachodzié zwigzek Ho=0 czyli

(2) (@, 4 ,z)d;—]—ﬂ(m,y,z)y’+y(w,y,z)é: 0.

Jezeli istnieje taka funkeja F(z,y,2), ze jej pochodne czastkowe
8 réwne odpowiednim funkcjom a,f,y, to réwnanie (2) mozemy
napisad w postaci dF/di=0 czyli F=const.=¢ lub

(3) ' F(z,y,2)—o=0.

He=y(2,y,7),

Na odwrot, jezeli zachodzi réwnanie (3), to rézniczkujac je,
otrzymamy (2). Réwnania (2) i (3) sa wiec w tym przypadku
réwnowazne, a zatem wiezy sg holonomiczne, poniewaz daja sie
przedstawié w postaci skornczonej (3).

Jezeli jednak funkeje a,f,y nie sa pochodnymi czgstkowymi
jednej funkeji, to réwnanie (2) moze nie byé roéwnowazne zadnemu
réwnaniu postaci (3). W tym przypadku wiezy nie dadzg sie wiee
przedstawié w postaci skonezonej i uklad nie jest ukladem holono-
micznym. Mowimy wéwezas, ze uklad jest anholonomiceny.

Roéwnanie (2) piszemy zazwyeczaj w postaci
(4) o(@,y,2) do-- B(z,y,%) d?/-l-y(%?/,z) dz=0.

Ogdlniejszg postaé maja réwnania

(5)  alw,y,2,t) do+ p(z,y,2,1) dy+y(@,y,2,t) de+ &(@,Y,2,1) dt=0.
Roéwnanie (5) jest réwnowazne réwnaniu

(6) o+ Y+ yi+ =0,

gdzie a,f,y,¢ sa danymi funkejami zmiennych @,y,2 1§ Stanowi

ono warunek konieczny, jakiemu muszg czynié zadodd predkodei

punktéw ukladu. Ukladami anholonomicznymi zajmowaé sie blizej
nie bedziemy.
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§ 3. Przesuniecia przygotowane. Na str. 428 okregliliémy
przesuniecie przygotowane ukladéw holonomicznych skleronomi-
cznych. Zajmiemy sie teraz ukladami reonomicznymi.

Punkt na powierzchni. Niech punkt A(z,y,2) ma pozosta-
waé na powierzchni ruchomej S, ktérej réwnanie w chwili ¢ jest

(1) F(z,y,2,1)=0.
Wspélrzedne punktu 4 spelniajg wiec w chwili ¢ réwnanie (1).

Przesunieciem przygotowanym nazywamy kazde przesunieecie os
punktu 4 o rzutach dx,dy,d%, spelniajace réwnanie

OF . AF . oF
(2) —955m+9—yay+5-z-az=o.

Widzimy stad, Ze przesuniecie przygotowane jest takie, jak
gdyby powierzehnia S byla nieruchoma i miata polozenie, ktére
zajmuje w chwili ¢. Zatem przesunieciem przygotowanym jest dowol-
ny wektor, styezny wehwili ¢ do powierzehni S w punkeie A (str.425).

Nadajmy punktowi 4 dowolny ruch zgodny z wiezami. Wspol-
rzedne punktu beds wiec spelialy réwnanie (1). Tworzge pochodng
wzgledem czasu i, otrzymamy z (1)

OF . 9F . dF JoF
(3) “@;m*f*@y'l-—a‘z”z‘*‘?t——o-
Oznaczajac przez o predkodé punktu 4, otrzymamy z (3)

oF oF oF oF

(4) a’l)x—{—ajﬂy—}-b—z”uz—}——a—t‘—o.
Poréwnujae (2) i (4), widzimy, ze nie mozemy przyjaé

dg=1y, dy=vy i 62=0., czyli 65=7, chyba ze 2F[cti=0.

A wiec, w ukladach reonomicznych przesunigcia przygotowane
nie s3 na ogoél proporcjonalne do predkodei mozliwyceh (jak w ukla-
dach skleronomicznych), t.zn. wyrazaja sie innymi wektorami niz
predkosei mozliwe.

W szezeg6lnogei przesunieciem przygotowanym jest na mocy (2)
przesuniecie 8s=0 (t.j. dr=0, dy=0, d2=0); z (4) zad wynika, ze
jezeli dF[dt4=0, to =0 nie jest predkoscig mozliwg.
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Uwaga. Rbzniczka zupelna funkeji (1) wynosi
oF oF . oF oF
1oy ki —_ L — —_
dF = 2 do -+ 5 dy - % dz-+ 5 dt.
Jezeli utworzymy rozniezke przy zalozeniu, ze {==const.,
wowezas di==0, zatem

or or or
AR = %dm—{— oy dy + T de.

A wiee réwnanie (2) otrzymamy, rézniczkujgce obustronnie (1)
przy zalozeniu, ze czas t= const., a nastepnie piszgce zamiast da,dy,dz
odpowiednio dx, dy, Jz.

W przykladzie na str. 470 przesunigeie przygotowane spelnia réwnanie,
jakie otrzymamy, rézniczkujace réwnanie (2), str. 471, pray zalozeniu, %o f== const.
Dostaniemy:

(2 — Eg— ) - (yy-—ng—D1) Sy - (2= o) Bz == 0.

Obierajae dowolnie dy, dz, mozemy wyznaczy¢ 0@ % POWYZRZOZO WZOTU.
Punkt na linii. Niech punkt materialny A ma pozostawad
na linii ruchomej ¢, ktéra w chwili ¢ ma réwnania:
(7) Fy(2,y,2,t)=0, Fo(,y,2,8)=0.

Przesunieciem praygotowanym punktu 4 w chwili ¢ nazywamy
kazde przesuniecie ds (o rzutach dw, dy, dz), ktére spelnia rownania:

oF, R, oFy o Oy . Oy, Wy,

Zatem przesuniecie praygotowane jest takie, jak gdyby linia (¢
byla nieruchoma i miala to polozenie, ktére zajmuje w chwili .
Przesunigciem przygotowanym jest wiee dowolny wektor styczny
w chwili ¢ do krzywej (! w punkcie A (str. 426).

I w tym przypadku przesuniecie przygotowane nie jest na ogét
proporcjonalne do predkogei mozliwej. Na mocy bowiem (7) predkosé
mozliwa ¥ spelnia réwnania (ktére otrzymujemy, tworzac pochodna
réwnan (7)):

P IR, N aF,

o o O + 5/— Vy 4 s U + —atht),
ai? ) _1__9_.112?) +_a£ﬂ__2 %_()
2w =Ty gy b =0

Jezeli F[dt==0 lub IF,/t==0, to na moey (8) i (9) nie mo-
zemy prayjaé dw=w, Sy==n,, de=w, cayli Os=7.
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Zauwazmy jeszcze, ze réwnania (8) otrzymamy, tworzge przy
zalozeniu {=const. rézniczke réwnan (7) i piszac 6z, dy, 6z zamiast
dx, dy, de.

FPrzyklad 1. Punkt materialny 4 ma pozostawaé na paraboli
obracajacej sie okoto osi z ze stalg predkoseia katowa o (dodatnig,
jezeli obrét odbywa sig od reki prawej ku lewej). W chwili =0
parabola znajduje sie w plaszezyZnie xz i ma réwnanie z=2>

Parabola zatoczy paraboloide obrotowa z=u?+ 2 Polozenie
paraboli w chwili ¢ otrzymamy jako przekroj paraboloidy plaszezyzng
28in wi -+ 9 cos wt= 0. Wspdirzedne punktu 4 spelniajg zatem réwnania:

{11) 2+ y?—2=0, zsin wi+y coswt=0.

Przesuniecie przygotowane oz, 8y, 6z spelnia réwnosei, ktére
otrzymamy, rézniczkujae (11) przy zalozeniu t=const. Zatem:

2udx 4 2y oy — 62 =0, dxsin wt -+ 8y cos wt=0.
Jezeli wt===/2 1 wif3x/2, to:
Oy = —dr tg wi, dz=2(x—y tg wi)dz,
gdzie oz jest dowolne.

Uklady punktéw. Niech dany bedszie uklad holonomiczny,
ktorego wiezy okreslone sg réwnaniami

{12) B (@1, Y1y 21y -3 Eny Yoy By 1)=0 (1=1,2,...,m).

Przesunigeiem praygotowanym ukladu w chwili ¢ w polozfeni.u
{1, ..., 22) zgodnym z wigzami, nazywamy kazde przesuniecie
oy, ...,02,, spélniajace réwnania:

(L) 2‘ (g% 6wi+g§% éyi+%%6zi)=0 (j=1,2, ...,m).
=l

O réwnaniach (I) zakladamy, ze w kazdej chwili ¢ sa od siebie
liniowo niezalezne; innymi slowy zakladamy, Ze sposrod niewi.a-
domych éz;,0y;,62; mozemy obraé k=3n—m niewiadomyech dowolnie,
a pozostalych m wyznaczy¢ z réwnad (I).

Réwnania (I) maja postaé podobng jak dla uklad6éw sklero-
nomicznyceh (por. (I), str.428). Przesunigcia przygotowane u};&adu
w chwili t sa wiee takie, jak gdyby wiezy nie zalezaty od czasu i byly
stale takimi, jak w chwili t.
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Roéwnania (I) otrzymamy, tworzge przy zalozeniu f=const.
rézniczke z réwnan (12) i piszae nastepnie zamiast day,...,dz,
odpowiednio 8y, ..., 02,.

W przypadku ukladéw reonomicznych nie mozemy powiedzied,
ze przesuniecia przygotowane sg proporcjonalne do predkogei
mozliwyeh. Nadajmy bowiem ukladowi dowolny ruch zgodny
z wiezami. Rdézniczkujae (12), otrzymamy »

oF; . oF; ., | °F, ~
(13) %:931%-...—]—5%:2:1-!——9;:0 (1=1,2,...,m).
Oznaczajac przez 7, ..., U, predkodei punktéw, mozemy
napisaé (13) w postaci
'H’v % L oF, IR .
(14) 1_21 (am, ”“‘x+5g7f”“'!fjf"§£{”?’z)+"a"z":0 (j=1,2,...,m).

Poréwnujac (14) z (I) widzimy, Ze nie mozemy na ogdl przyjaé
=01, ..., 02,=0n, jak w przypadku ukladéw skleronomicznych.
Jezeli oprocz réwnan (12) zachodzg jeszeze zwigzki ((1I), str. 470)
(15) ' Dy (B veey 20y 1) <0 (r==1,2,...,8),

to przesuniecie przygotowane musi oprécz (I) spelniaé: te ze
Zwigzkow

o (90 50 90,
II ' (= — 8 = 0| <<
(1) é ( 7 0w+ 5y oy 5z, 6z1)&\.0,
dla ktérych w danym polozeniu ukladu w ehwili ¢ zachodzg
réwnodei @,=0 (por. (II), str. 434).

Wspéirzedne uogédlnione. Niech polozenia ukladu holo-
nomicznego okreslone beda przy pomocy parametréw Qys oees )
(str. 455). | ’

Jezeli uklad jest reonomiczny, to funkecje, ktére okreflajg
wspllrzedne naturalne z,,...,2,, odpowiadajace parametrom ¢, ...,q
sa zalezne od czasu. Zatem ((I), str. 456): N v

(16) & =Ff Q) Y=y Wsl)s 2= (pyernlpl)  (B=1,2,..,m).

Jezeli parametry sa niezalezne, to kazdemu ukladowi zmien-
nych ¢,,...,q, pewnego obszaru tych zmiennych (ktéry moze zalezed
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od t) odpowiada polozenie ukladu zgodne z wiezami. Jezeli zad
parametry sg zalezne, to w przypadku wiezéw obustronnych muszg
byé spemione pewne réwnania (2), str.457:

(17) B (s eeey Gy 1) =0 (r=1,2,...,5),

a w przypadku wiezéw jednostronnyeh parametry musza czynid
zadodé nieréwnosei (3), str.457:

(18) LA '-‘?qkyt)go (r=1,2,...,0)-

W szezegélnodei, gdy funkeje (16)-(18) nie zaleza od czasu i,
uklad jest skleromomiczny.

Jezeli uklad sie porusza, to parainetry 4y, -4, zalezy od czasu t.
Ruch ukladu bedzie wiec wyznaczony przez podanie funkeyj:

(19) G=60); -

okreflajacych w kazdej chwili ¢ wartogei parametréw ukladu.
Wspoélrzedne naturalne otrzymamy, podstawiajac !funkeje (19) w
funkeje (16). Jezeli parametry sg zalezne i spelmiaja réwnania (17),
ewentualnie réwniez nieréwnodei (18), wowezas funkeje (19) musza
takze spelniaé te zwigzki. .
Niechaj polozenia ukladu holonomicznego okre$lone beds para-
metryeznie przy pomocy funkeyj (16). Przesuniecie przygotowane
ukladu w chwili ¢ w pewnym polozeniu zgodnym % wiezami otrzy-
mamy, przyjmujac, ze wiezy s& niezalezne od czasu i takie, ja-
kimi byly w chwili ¢. Na mocy wiee (IIX), str. 458, dostaniemy:

9,=4q, (t)7

k k k
A A} i oz N
(I11) dm= Ea—z'aqj, Syi= S%g—aqj, der= qu—iéqj (i=1,2,...,n).
=1 =1 G=t

Wzory (III) otrzymamy, tworzac przy zalozeniu ¢ = const.
rézniczke z (16) 1 piszge nastepnie 8,,0y ;02,04 zamiast daey @Y 07,0,

Jezeli parametry sa niezalezne, to og; saw (I11) dowolne. Jezeli
za$§ parametry, okrelajace polozenia ukladu zgodne z wiezami,
spelniajg zwigzki (17), to dq; w (I1I) nie s3 dowolne, lecz muszy czynié
zado$é réwnaniom ((IV), str. 459)

k
20,
(IV) 5q, g, =0
el

=1
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Jezeli wreszcie parametry muszg spelniaé opréez réownani (17)
pewne nieréwnosei (18), to dg, muszg oprécz (IV) spelniaé te ze
Zwigzk 6w

k
v,
(v) 2 Bq, g, <0
=
dla ktérych w danym polozeniu ukladu w chwili ¢ zachodza réw-
nania ¥,=0 ((V), str. 459).

Przylklad 2. Punkt materialny 4 ma
pozostawaé na prostej I lezacej w plaszesysnie
© ay 1 przechodzacej przez poczatek ukladu 0.
Prosta 1 obraca si¢ okolo O ze stalag predkos-
cig katowy w.

Przyjmijmy punkt O za poczgtek ukladu wspédlrzednych i na-
dajmy prostej I zwrot dowolny. Oznaczmy przez ¢ wspilrzedng,
punktu 4 wzgledem osi I; zalézmy wreszeie, ze w chwili ¢ of 1 po-
krywata si¢ z osia @. Na wspélrzedne 2,y punktu 4 otrzymamy
wtedy wzory:

(20) &L= o8 Wi, i = ¢sin wt.

Zmienna ¢ okresla polozenie punktu w chwili ¢, jest wiee
parametrem. Rozniczkujge rownania (20) pray zalozeniu, ze t= const.,
dostaniemy:

(21) d=dq cos wt, Oy = d¢sin wt.

§ 4. Zasada d’Alemberta. Rownowaga sit. Dotychezas
pojecie réwnowagi sit dzialajacych okreglilismy dla ukladéw sklero-
nomicznych. Wedle podanej definicji (str. 438) sily dzialajace sy
w réwnowadze, jezeli uklad punktéw, mimo dzialania tych sit,
moze pozostawaé w spoczynku.

To okreflenie r6wnowagi nie nadaje sie jednak dla ukladéw
reonomieznych.

Jezeli np. ullad punktéw materialnyeh ma stale pozostawaé na pewnej
plaszezyinie poziomej, poruszajace] sig pionowo w gére ruchem jodnostajnym,
to oczywiScie uklad w iadnyn razie nie moze pozostawad w spoezynku. W omysl
poprzednie] definicji nie moglibyfmy wiee o zadnym ukladazie sil powiedzioé,
z6 jest w réwnowadze.

(r== 1dye00)y
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Zasada prac przygotowanych (str. 439) podaje warunek ko-
nieczny i wystarczajacy réwnowagi sit dla ukladéw sklerono-
mieznych (jezeli nie ma tarcia). Otéz dla ukladéw reonomicznych
(gdy nie ma tarcia) przyjmujemy zasade prac przygotowanych za
definicje rownowagi sit dzialajacych: powiemy wiec, ze sily deia-
tajace na wktad holonomiczny reonomiczny (w kidrym mie wystepuje
tarcie) sq w réwnowadze w pewnej chwili t, jezeli na kaddym pree-
sunigciu praygotowanym w chwili t praca przygotowana sil jest zerem
lub liczbg ujemndg.

Przy tej definicji zasada prac przygotowanych stosuje sie
wieec do ukladéw holonomieznyeh zardéwno.skleronomicznych jak
1 reonomicznych.

Zasada d’Alemberta. Niech na uklad holonomiczny utwo-
rzony z n punktéw materialnych A(xy,y1,21);...-An(Zn,Yny2a) dzialaja
sily Pi,..., P, Oznaczmy przez my,...,m, MAasy, & Przez Pi,...,Pn
przyspieszenia tyeh punktéw.

Wektory —mupn,...,— M, p, hazwaliSmy sitami bezwladnoses
(str. 74). Jezeli uklad jest swobodny, to w mysl zasady d’Alem-
berta (str. 192) sily dziatajace réwnowazg sie z sitami bezwladnosei.
Ot6z dodwiadezenie okazuje, ze zasada d'Alemberta sprawdza sie
réwniez dla ukladéw nieswobodnych holonomicznych, w ktérych
nie wystepuje tarcie. Mozemy wiece ja wypowiedzied, jak nastepuje:

Sity dziatajoce na punkty wkladu holonomicenego (w ktorym
nie ma tarcia) rdwnowazq sie w kaddej chwili z sitami bezwtadnoscei.

Sity Pi—m;pi (gdzie i=1,2,...,n) sa przeto w réwnowadze.

Oznaczajae przez ds; przesuniecia przygotowane, otrzymamy
(1), str.436 i (II), str.439)
(1) N (Pi—m; Pi) 5:< 0.

i=1

W przypadku wiezéw obustronnych (lub przesunigé odwra-
calnych) mamy

n

(1) E(R“""h‘ ﬁi)b—si—_—qo.

i=1

Oznaczajac przez iy¥,s; rzubty przyspieszenia i, zas przez

sz, OYiy 02; TzULY przesuniecia ds;, wzory (I) i (I') mozemy napisaé
w postaci ((I11), str. £39)

(11) _il’[(P,i\_———m.L- ;)02 + ( Py, —my; §j;)0; -+ (P, —m; ;)0 1< 0,
= L

1
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a w przypadku wiezéw obustronnych mamy ((111), str. 439)

ATy SUP;—m; )00+ (Piy—m; )0y + (Pi,—miz; )02;]=0.
=1

Zasada d’Alemberta sprowadza wiec zagadnienia dynamiki do
zagadnien, statyki. Zasade te udowodni¢ mozemy w wielu przy-
kladach. W przypadkach, gdy tarcie jest zdefiniowane, przyjmu-
jemy ja za prawo stwierdzone do$wiadezalnie. W przypadku za
ogélnym méwimy, ze tarcia nie ma, jezeli do danego ukladu sto-
suje sie zasada d’Alemberta. ‘

Uwaga. Zalézmy, ze uklad jest swobodny. Zatem dwi, dyi, 0z
sa liczbami dowolnymi. Poniewaz réwnanie (XI') ma zachodzié dla
kazdego ukladu liezb o&m;,0y:,02, wiee wspllezynniki przy tych
lieczbach muszg byé zerami. Zatem:

Py —mia;=0, P;

— :l'/,,;=0, R,;;—-mi ;’i‘,,;m()

) Y
czyli

. - e -
mg ;=P , m; Y=Ly, my2;="P;,  (i=L12,..m).

Roéwnania powyzsze sa oczywigcie réwnaniami ruchu Newtona
((II), str.190).

Przyklad 1. Punkt materialny ciezki 4 o masie m spada
(bez tarcia) po réwni pochylej, nachylonej do poziomu pod katem a.
Wyznaczyé ruch punktu.

Oznaczajae przez P przyspieszenie,
przez @ ciezar punktu 4, za§ praez s
_ przesuniecie przygotowane, otrzymamy
z zasady d’Alemberta (I)

1) (@—mp) 65 < 0.

Przyjmijmy za of z lini¢ najwiekszego spadku na rdwni, na-
dajac jej zwrot ku dolowi. Niech ds ma kierunek osi 2. Oznaczajace
rzuty 6s i 7 na o§ z 'przez§j ds i p oraz biorge pod uwage, ze ds jest
przesunieciem odwracalnym, otrzymamy

(@—mp) ds=0 czyli Q 65 —mip bs =0,

skad mgdssing—mp ds=0, a wige

(2) ' m(gsina—p) ds==0.

icm
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Poniewaz réwnanie (2) zachodzi dla kazdego 6s, wiec mamy
gsina—p=0 eczyli
(3) p=gsina.

Rownanie (3) okredla przyspieszenie punktu. Tatwo okazad,
ze przy tym przyspieszeniu zwiazek (1) zachodzi dla kazdego ds
(lezgeego na réwni lub nie).

Przykltad 2. Dwa punkty materialne 4,4, o masach m,m,
nasuniete sg na drut sztywny (bez masy), ktérego konce pozo-
stawad majg na dwoéch prostych réwnolegtych 1,7,. Na punkty dzia-
laja sily P, P, lezace w. plaszezyznie prostych l,,l,. Wyznaezyé
Tuch punktéw przy zalozeniu, ze nie ma tarcia.

Latwo zauwazyé, ze pret bedzie mial
kierunek staly. Obierzmy osie 2,y w pla-
szezyZnie prostyeh 1,0, nadajac osi &
kierunek preta, i oznaczmy wspétrzedne
punktdéw przez m,y, i 2,y,. Wiezy beda
zatem okredlone réwnaniem
(4) Y1—¥>=0. .

Na mocy zasady d’Alemberta ((IT'), str. 480), otrzymamy
(5) (P1x——m1ﬁ1)5-’701+(.P1y—m1.%) Oy1+(Pa—mabs) 5.1!2—2—(ng—7%2(§2) 0y2=0.

Z réwnania (4) mamy éy, —dy,=0 czyli dy,= dy,. Podstawiajac
te wartodé w (5), dostaniemy

(6)  (P1,—maidy) 61+ ( Py —maky) 0o+ (Pr,—ma§itPa —mays) y1=0.

Poniewaz 6x,, 6z, 0y, sa liczbami dowolnymi, wiee ich wspét-
czynniki w réwnaniu (6) muszg byé zerami. Zatem:

(7) ?7?11;'51=P1x, ’I?'bzdi‘g:sz,
(8) My Y1+ melja= Py + Ps

“y°

Z (4) mamy yi—y2=0 czyli =9, Roéwnanie (8) mozemy
wiec napisaé w postaci
(9) (my+my) ?/1=P1!,+P2_x,-

Rownania (7), (9) i (4) wyznaczaja ruch punktdw.

Przyklad 3. Plaszezyzna pionowa /7, przechodzaca przez of 2
skierowang pionowo w gore, obraca sie okolo z ze stala predkoscig
katows o. Na plaszezyznie [T ma pozostawaé punkt ciezki 4 o ma-
sie m. Wyznaczyé ruch tego punktu, przyjmujac, ze nie ma tarcia.
S. Banach. Mochanika, 31
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Zatézmy, ze w chwili t=0 plaszezyzna [I miata poloZenie
plaszezyzny zz. Réwnaniem plaszezyzny IT w chwili ¢ bedzie wiee

(10) 1 €08 wt —a sin wt=0.

Wspdhrzedne @,y punktn 4 muszg
wiec spelniaé réwnanie (10). Poniewas
sila ciezkodei ma rzuty na osie ukladu:
0,0,— myg, wiec z zasady d’Alemberta
wynika, ze

(11) —m & ém—my oy + (—myg—mz)dz=0.

Przesuniecie przygotowane dx,dy,d2 spelnia na mocy (10)
réwnanie

(12) dy cos wt— oz sin mt=10.
Zatem 6z jest dowolne, za§ dx i dy spelniaja réwnanie (12).
Przyjmujge w (11) dz=0, dy=0, otrzymamy (—mg—mz)dz=0.
Poniewaz dz jest dowolne, wiec —mg—m2=0 czyli
(13) B=—y,
skad z=—71gi2ct+¢’, gdzie ¢ i ¢ 33 pewnymi stalymi.
Z (11) i (13) otrzymamy #dx+44dy=0 czyli
(14) @ 01008 wt -4 Sy cos wi=0,

skad na mocy (12)
dowolne, wiec

(@ cos wt-+ 4 sin wt)dz=0, a poniewaz ow jest

(15) % o8 wt 4 sinwt=0.

Polézmy r=04", gdzie A’ oznacza rzut A na plaszcezyzne zy.
Zatem:
(16) X="rc08 wt,
skad

I =% co8 wl —2Fw §in wt —rw?cos wt,

y=1rsin wt,

4 =¥8in wt -+ 27w ¢08 wi -—rw?sin wt

i przez podstawienie w (18) 7—rw?=0, a wiec (por. prayklad 4,
str. 141) r=e,6°t+ ce™®* czyli na mocey (16):
= (0,° - e~ cO8 A == (06 e ) 8in wt.

Stale ¢, ¢, ¢, ¢, wyznaczamy z danych pocezgtkowyeh,

icm
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§ 5. Praca i energia kinetyczna w ukladach sklero-
nomieznych. Niech uklad holonomiczny skleronomiczny, ztozony
%z # punktéw materialnych o masach my,...,m, i 0 wspéirzednych
L1y Y1y R1y ooy ¥y Yny 2ny poddany bedzie dziataniu sit Pi,..., Pn.

Zalozmy na razie, ze wiezy s3 obustronne.

Z zasady d’Alemberta mamy dla kazdego przesuniecia przy-
gotowanego Sy, 8y;, bz

(W) SUPs—mity) b+ (Py, —my ;) 0yi+ (P,

Poniewaz uklad jest skleronomiczny, wiee predkosei punktéw
mozemy przyjaé za przesunigeia przygotowane (str.427). Kladac
zatem @=0m;, §i=~0Yy; 4=0x;, otrzymamy z (1)

(2 S[Pi,—
czyli

—m; 37,) 6z,]= 0.

My ;) &+ (Py, —m; ;) 93+ (Py,—m; ;) 41=0

(3) V(PWE +P1,1JZ+PL #)—> mz(z; ;4 47; Ui 73 1) =0.
Enelgla kinetyezna nkladu wyraza sie wzorem
B=3imdi+di+4),

skad  B=m;(@; &+§: ji+54). Na mocy zatem (3) jest

. n
B=2 (Pi &+ Py i+ Py, %).

Calkujac to rownanie obustronnie od ¢, do t, otrzymamy
t
(4) fE(?t- ‘(H
o 4
Lewa strona wzoru (4) réwna jest E—B,, gdzie E oznacza
energie kinetyczng w chwili ¢, a By w chwili ¢, prawa za$ strona
wyraza prace L. sit dzialajgeych od chwili ¢, do t ((II), str. 211).
Zatem
(h) E—By=1Ly,.

Roéwnanie (5) wyraza zasade réwnowartodei pracy sit dziala-
jaeych i energit Einetyezney.

(P &; +P1Jyz+P@z‘z)

Odrzuémy teraz zalozenie obustronnodei wiezéw. Przyjmijmy,
ze oprécz zwigzkéw wyrazajacych sie réwnosciami, wspolrzedne
punktow ukladu maja spelniaé nieréwnosei ((15), str.476):
2200 (r=1,2,...,0).

31*
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Zasada d’Alemberta ma w tym przypadkn postaé

n . “ 3 -
(1) NPy —mj i) 85+ (Py,—mq ) 893+ (Py,—mi &;) 021 0.

i=1

Zalézmy, ze predko§é zmienia si¢ podezas ruchu w sposéb ciagly.

Jezeli w pewnej chwili ¢ (gdzie #,<<t'<{) polozenie ukladu
nie jest brzesme t.zn. ze W nierownogdciach (6) zachodzg znaki <,
wowezas nieréwnodei (6) nie daja zadnyeh warunkéw na przesu-
niecia praygotowane (str.476). Przesunigeia przygotowane sg w tym
praypadku odwracalne; zachodzi zatem réwnanie (1), a nastepnie (2).
Jezeli zag w chwili t' (gdzie t,<<t’'<t) uklad zajmuje polozenie brzeine,
t.zn. ze dla pewnego r zachodzi réwnosé

D1y ..ey®a) =0,

to wobee zalozenia, ze funkcje wy,...,2, maja pochodne ciggle wzgle-
dem czasu t, funkcja @, bedzie miala réwniez pochodng ciagla.
Poniewaz za$ jest stale @, 0, wige w chwilil funkeja @, osigga
maximum. Wrynika stad, ze dla t=t" jest ([),:—-0 wiee

(8)

Na mocy (8) przesunigeie przygotowane O0wi==a1, ..., 08n=2n
jest przesunieciem odwracalnym. Dla przesunigcian tego zachodzi
przeto réwnanie (1), a tym samym i (2).

Udowodnili§my zatem, ze w kazdej chwili ¢ (gdzie B,-<t'<1)
spelnione jest rownanie (2), z ktérego — rozumujac jak poprzednio,
wyprowadzimy wzor (4).

A wiee: do ukladiw holonomicanych skleronomicenyeh stosuje sig
zasada réwnowartodei pracy sit deialajacych i energii  kinetycenej
(przyezem dla wiezdw jednostronnyeh zachodzi to wtedy, gdy pred-
kofei punktéw zmieniaja sie w sposéb ciagly).

Jezeli sity dziatajace maja potencjat V, to Ly ,=V—V,, gdze
V i V, oznaczaja odpowiednio potencjaly w chwilach ¢ 1 #,. Z (5)
mamy zatem E—E,=V—V, czyli E—V=E,—V,. Oznaczajac stalg
By—V, przez h, otrzymamy
(9) ‘ BV =h.

Wyrazenie —V  nazwali§my energiy potencjalng i oznaczy-
lifmy przez U (str. 220). Zatem

(10) B+U=h.

icm
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Sume £+ U nazwaliSmy energia caltkowitq ukladu (str. 220).

A wiee: do ukladdw holonomicznych skleronomicznych stosuje sig

zasada zachowania energii catkowitej (przy zalozeniu, ze w przypadku

wiezow jednostronnych predkodei zmieniaja sie w sposéb ciagly).

Uwaga. W ukladach reonomicznych zasada réwnowartosei
pracy i energii kinetyeznej na ogét nie zachodzi.

Jezeli np. punkt ma pozostawaé na krzywej ruchomej i na
punkt nie dzialajg zadne sity, to energia kinetyczna punktu moze
sie pomimo to zmieniaé zaleinie od ruchu krzywe;j.

W ukladach reonomicznych przyrost energii kinetycznej zalezy
réwniez od pracy sil reakeyjnych, ktéra na ogél mnie jest zerem.

§6. Réwnania Lagrange’a pierwszego rodzaju. Niech
dany bedzie uklad holonomiczny # punktéw materialnych
Ax(®1,Y1,21), ooy An(Tny Yny 2,). Ozmaczmy przez Pi,..., P, sily dzialajace
na punkty ukladu, a przez ma,...,m, masy tych punktéw. Zatézmy,
ze wiezy sa obustronne, okre§lone réwnaniami ((I), str.470):

1) Fi(21, Y15 215 ey By Yy Zny ) =0 (j=1,2,...,,m).
Przesuniecia przygotowane ukladu spelniaja réwnania:
3 3 . '
2) 2 (aFfa i o Ffa Yot Ffaz,) (j=1,2, ..., m).

i=1

Na moey zasady d’Alemberta ((II'), str.480) mamy:
(3) 2 UP;—mydy) ot (P, —mis) OYi+ (P;,—m;#;) 62;]=0.

Roéwnanie (3) zachodzi dla kaidego ukladu liczb da1, 0y, 02,
spelniajgcego uklad réwnai (2). Z rozwazal na str 450 wynika, Ze
dla kazdej chwili t istnieja takie liczby My.ey Am, Ze beda spel-
nione réwnania (I), str.481 (gdzie zamiast P;, nalezy podstawié

P%-x——mq;ii it. d):
oF;
Py — m‘z”m"‘z )‘7 7=
J:—l
(4) Py, —myis + Z A5
1—1

oFy .
) »——m,zw Zl 7=0 (’L:l,Z,...,'Ib).

j=1
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Liozby A,...4n zaleia od t, 8§ wiee funkejami czasu; zutom
M= Mt)y ey Am=An(t). Z (4) dostajemy:

m

. v, O
miwi=P'ix+2 ﬂjg‘;‘gf,
Je=1
3 l}l aF-
(1) mji=P;,+ 21@-_’,
()

f==1
m 911
- < 1q
m,,;z,,;=P,iz—]—2 Z.j -a—z-z
) g

Réwnania (I) nosza nazwe  réwnasi Langrange’a pierwszeqo
rodzaju.

(i=1,2,... n).

Niech sily_ P dane bedg jako funkeje zmiennych a@,...,2, TR
okreflajacych potozenie ukladu w chwili . Z réwnan (L) i (1) mo-
zemy zatem wyznaczyé niewiadome funkeje czasu i,...,2,, okre-
él.a,Jzyce ruch uktadu, oraz funkeje Ay=Ay(t), ... , An="4u(t). Funkey;j
niewiadomych jest tyle, ile rownan, t.j. 3n--m.

Oznaczmy przez Rj,...,R, sily, ktérych rzuty okreglone sg
réwnogeiami:

Ifl 9177' m ar m a
Iy R = S5 p N N, L
( ) R’Lx 2/ 279%,:’ R"‘.!l__z 27 9%’ 'Rlz“_z ﬂj'gg‘ (‘[;—”“—",1.,‘3',...,%).
J=1 =1 A v

Na mocey (I) i (II) mamy:

(8) mid;=P; +R;,, mifly=P; 4Ry, mg=P; +R; (i=1,2,...,n).

‘ Oznaczajge przez p; przyfpieszenie punktu 4,, mozemy (5)
napisaé w postaci

(6) miPr= P+ R; (i=1,2,...,m)."

) Z.(6) ?vyn‘ika, ze sity R; sy reakejami. Jezeli bowiem dolozymy
je do sit dziatajacych, to bedziemy mogli na mocy (6) uwazaé uklad
za swobodny. A wigc reakcje sg okrelone zwigzkami (IT).

. })rzylcl‘ad 1. Niech punkt o masie m, poddany dzialaniu
sity P, ma pozostawaé na powierzchni o réwnaniu

(7) Flz,y,2)=0.
Réwnania (I) Lagrange’a przyjma postad:

' .. oF . oF 4
8 =P, - = z oK
( ) me .P,w{—ﬂam, 'm{l/-——Pu"{“l'a‘a, mz:I’z—[—la—z—‘.

icm
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7 réwnai (7) i (8) mozemy otrzymaé niewiadome funkeje
czasu ®,9y,2 i A

Roéwnania (8) otrzymali§my na innej drodze (por. (I), str. 129).

Niechaj teraz punkt ma pozostawaé na powierzehni ruchomej
0 réwnaniu -
(9) F(x,y,2,1)=0.

Réwnania (I) Lagrange’a beda mialty woéwezas réwniez postad (8).

Przyklad 2. Niech punkt materialny o masie m ma DPOZO-
stawaé na kuli, ktérej frodek jest poczgtkiem ukiadu wspolrzednyeh,
a promieri r zmienia si¢ wraz z czasem i. Niech

(10) r==at-17g,

gdzie liczby a i r, sa dane. Wspblirzedne punktu spelniaja zatem
réwnanie ‘

{11) w2y 22— (a4 1)*=0.

Zalézmy, ze na punkt nie dziataja zadne sily. Réwnania (8)
przyjma wtedy postad:
{12) mi = 2w,

7 réwnai (12) wynika, ze kierunek przy§pieszenia przechodzi
przez poczgbek ukiadu wspéhrzednych. Zatem ruch bedzie ruchem
$rodkowym (str. 86) i bedzie si¢ przeto odbywal w plaszezyzZnie
przechodzacej przez poczatek ukladu wspélrzednyeh (str. 87).

Przyjmijmy, ze plaszezyzng ruchu jest plaszezyzna oz. Zatem

my =22y, mz =24z.

Wprowadzmy w plaszezyznie xz wspoélrzedne biegunowe 7, @:
(14) L=7COSQ, z==rsing.

Poniewaz predkos§é polowa jest stala, wiec na mocy (1), str. 48,
(15) r2p=const.=2¢,

skad na mocy (10) p=c/(at-++r,)% Calkujae, dostaniemy

(18) p=—0c[(at+79)a+ Cy.

Ziakladajac, ze dla i=0 jest =0, otrzymamy 2 (16) ¢;=¢[roat
czyli
(17) p=ct/ro(at+ro).

Réwnania (14), (10) i (17) okreslaja ruch punktu. Statg ¢
otrzymamy z (15), znajae np. dla t=0 predkosé katowa ¢.
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§ 7. Réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju. Zajmiemy
si¢ obecnie réwnaniami ruchu, w ktérych wystepowaé heda tylko
wspolrzedne uogdlnione.

- Niech dany bedzie uklad holonomiczny # punktéw material-
nych, ktérych wspélrzedne naturalne a,
metrami ¢,,...,q, przy pomocy funkeyj:

(1) mizfi(ql,...,qk,t), ?/,--”—-“P,»(Qpn-qu;t): zi:"/)i((/u'"’qk’t) (’i——'——-l,z,...,%).

Oznaczmy przez mi,...,m, masy punktéw ukladu.
Zalézmy, ze sily dzialajace Pi,...
ukladu, predkosci punktéw i czasu f.
Na mocy zasady d’Alemberta mamy

, Py zalezne 33 od polozenia,

n
@) 2[(Pi—mqds;)ow;+ (Pyy —mifis)oyi+ (Py,—md;) o] < 0.

Zauwazmy, ze

i M 0;) 02 4 (Py, — ;)04 (P, —m; %) 0) ] =

*=1;_§(P,ix 6%,;—|—P,,;y 5flj,i—|~ Pizdzi) T:Em@(w@ 5%&“‘@/@ 5?17;-1-.5,5 bz@)
Pierwsza suma po prawej stronie réwnania (3) przedstawia
prace przygotowang ¢'L sit dziatajacych. Mozemy ja na mocy (VII),
str. 460, napisaé w postaci
(4) 'L=/\”'(P“5$ + Py, 044+ Py, 02;)

iy

k
=¥0.450.
—j:_Jinyj.(lp

gdzie ¢ (dla j=1,2,...,k) sg skladowymi sity nogdlnionej. Na mocy
(VI'), str. 460, mamy wiec

'.Iv‘ y dz. . )
(5) %= (P +Pm,, o Fiedg) =2
i=1
Tworzge pochodng réwnan (1) wagledem czasu 1, otrzymamy
_9m o J A .
(6) q ([1”' +q : }, I atl L ('[':’::‘112?"'7')"’)
.\"

i podobne wzory dla g, 2

.yn, Okreflone sg para-

icm
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Na mocy zalozenia, rzuty P; ,P; ﬂPz,, 83 funkejami ezasu t oraz
zmiennych zy,.. .;2n, kKtOTe mozemy wyrazié na mocy (1)i(6)
przy pomocy zmiennych ¢;,...,q,, 4y,...,4,- % (5) wynika wigc, ze QJ.
mozemy réwniez uwazaé za funkeje zmiennych gi,...,q, di,...,ds, i

(7) Qj::Qj(ql:"-aqky qu-'~7[j1¢7 t) (j=1727---7k)-

Pierwszg sume po prawej stronie réwnania (3) mozemy wiee
na mocy (4) i (7) wyrazié przy pomocy wspéirzednych nogélnionych.

s9Rny Eyy ..

Zajmiemy sie teraz drugad sumg, stojgcyg po prawej strome
réwnania (3). Z (1) otrzymujemy ((III), str. 477):

k
o QY N
(8) o, —2 % 1an, 8y, = ;q 54, Zaziégj, (4=1,2,...,n).
j=1 J=1

Zatem

Zmi(a'&iéa:i+ §,0y,+4,62)=
=1

n

(9) ZM(%Z q,+y2 '6qj+ 2 )

=1 j-—1 j=1

. ) .. ¢ N
~—2 69,2 ( ag, Tiiag T lazf)
=1 =l
Na moey (6) mozemy 4 (i podobnie ¥,2,) uwazaé za funkeje
zmiennych ¢y, ...,q,, Gy,...,4, Oraz czasu t. Przyjmujac, ze g; oznacza
prawg strong réwnofei (6) i ze ¢,...,4, sa odrebnymi zmiennymi,
utwoérzmy pochodne czastkowe wzgledem g,,...,q,. Otrzymamy:

(10) 9%,/0¢, = dw,[dq, ..., 0%,/9q¢,=2x[3q,
‘ezyli
(11) %, (9, = dm,[dq, (1=1,2,...,k).
Twoi‘zeyc pochodne czgstkowe réwnan (6) wzgledem g, (i uwa-
zZajae przytem d,,...,q, za odrgbne zmienne), otrzymamy
9 Pwy Py Py

(12) aqj aq cq 11+ +9q aqj 1“{“ ntaqj
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Z drugiej strony mamy
a (9w %y,
ar\¢ oq; é?q 9511

i PRy,
k + ﬁq 9t

%,
(13) ¢+t aq/

Poniewaz porzadek rézniczkowania nie wplywa na wynik, wiee
z (12) i (13) dostajemy

95@ a Qaf)i

Zauwazmy, ze

d aml . c.El . d ;'.’171
(15) dt(x“) =%y, +e tu({-)qj)

na moey wiec (11) i (14) otrzymujemy stad wzor

g, dl ’aqj "é)qj

i podobne wzory dla zmiennych ¥,2,. Ze wzoréw tych dostaniemy
dla dowolnego j:

(16)

.n

! o, Ay o
Zm(taq i'Jf"ziT'j):

i=1

17) n n
A v ( E’ml ayi ) Y ( oz dy %
= % 5=+, +z m, |z Loz =)
dtzzzl/ 13, /n 13, 121 i 19q+/194"{ t2q,
Energia kinetyczna ukladu wynosi
(18) E= f m &+ g+ ).

Podstawmy do (18) za #,¥,,4, prawe strony réwnofei (6) i ana-

logieznych réwnodei dla ¥,2,. Przedstawimy w ten sposéb E jako
funkcje zmiennych ¢, ...,q,, Qpy ey G B

(19) E=E(qu'"7qh7 (zu'“;(jmt)-

Uwazajac 9,9yt za odrebne zmienne, otrzymamy z (19) i (18)

n

aE -y ( 9:&' a’l/‘, C&i

2 —_—
(20) 5, ’é)q +J19q +z‘9q

icm
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1) 0B < ( a%, .9@7i+ cz)

A= m\T. A vy

aqj — i ngj+y19qj “13g

Z (17) dostaniemy na moey (20) i (21)
T o, dy, Qz‘) d (QE) R

22 m(m,—— o & — === — 5
22) 1;21 L agj+y' qu+ foq)  at\eq, og;

skad na mocy (9)

k
(23) Zm (@,0m,+y ,0y,+ 2 62)_2 [ctlzt(gf) g_z]

i1 J=1
Z rownan (3), (4) i (23) otrzymujemy
D Ui —miis;) b+ (P, —miffi) Y-+ (Py,—midy) b1 =

=1

(24) 3 o
"’j;i 54,9 [ dz(aq;)"*éq_j]'

7 zasady d’Alemberta (2) wynika wige, Ze
k
N d 2B, OoF
(I) j=21/ 6%‘ {Qj 1 ““;) +§'q;] <0-

Zwigzki (24) i (I) zachodza zaréwno wtedy, gdy parametry
Q45+ 0, 53 zalezne lub nie, jak 1 whedy, gdy wiezy 53 Jednosbronne
lub obustronne.

W praypadku wiezéw obustronnych nieréwnosé (I) przybiera
postaé réwnosei: '

k

oY d (2B, OF
(T') 2% [Qj — (a—q;)+a—gj]=

=1

Zalézmy, ze parametry sg niezalezne. Zatem dg,,...,0q, 53 licz-
bami dowolnymi. Wynika stad, ze wspélezynniki przy oq, w (I
83 zerami, a wiee ze

(25) 9=
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czyli
i (9B, OF L
an Ei(é_?z‘.)_@’?‘?f (=1,2,..., ).
J J

Roéwnania (IT) noszg nazwe rownar Lagrange’a drugicgo rodzaju.

Wystepuja w nich tylko wspélrzedne uogdlnione.

Z réwnat (I1) mozemy wyznaczyé ¢,,...,q, jako funkcje czasu t;
pozwalajg wiee one wyznaczyé ruch bez przechodzenia do wspol-
rzednych naturalnych.

. Zaldézmy teraz, ze parametry nie s3 niezalezne, lecz ze musza.
spelniaé zwigzki (17), str. 477:

(25) D (G -eey Qo) =0 (r=1,2,...,s).

Przesuniecia przygotowane (SQJ spelniaja swatem réwnodei (IV),
str. 477,

v O, :
26 ' _—6 == () (r==1,2,...,8).
(26) j~2 2, %% 12, s8)
Réwnodei (I') zachodza dla kazdego ukladu liczb oq, spel-
niajaeych (26). Z rozwazan podobnych jak na str. 450 wynﬂm,

z¢ do kazdej chwili ¢ mozna dobraé liczby A,..A, spelniajace
réwnania:
d (9E 90, _ L
@,—%(ag) 2/1, (j=1,2,..,)
’ 1
czyli
, d OB\ OF . P
() 73 3=+ 2 N

Mnozniki Lagrange’a A, sg zalezne od czasu, g wiee funkejami
zmiennej ¢; zatem A, = A,(¢).

Réwnania (IT) tgeznie z (25) pozwalaja wyznaczyé niewiadome
funkeje ezasu gj,...,q, 1 A(t),...,A,(t). Réwnan tych jest razem ks,
t.j. tylez co funkeyj niewiadomych.

Uwaga. Przy ukladanin réwnan (II) nalezy najpierw przed-
stawié B i @; jako funkeje zmiennych gy, ...,y Guyeeey Gyt

Aby otrzymad @, podstawiamy we wzorze na prace praygotowansg
0'L=2(P; ow;-+ Py, 0y;+ Py, 02;) zamiast oy, dy,, ‘3% Lis iRy Wi Ui %5
wyrazenia, jakie dostajemy z (1), a nastgpnie porzgdkujemy wedlug
8¢y ... 0q,. Wspblezynniki przy dq,,...,d¢, beda skladowymi Q, sily
uogdlnionej.

icm
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Podstawiajagc nastepnie we wzorze na energie kinetyczng
B=5}2Zm,(&}+g;+4) zamiast @,y,5 pochodne, jakie dostajemy,
rozniczkujac (1) wzgledem ¢, otrzymamy E jako funkecje zmiennych
qlr“qu;q.n-“aq.mt-

Wyznaczywszy F i QJ. jako funkeje zmiennych g, ..., ¢,y -y Gt

s d .
QE/agj ﬁt-(aE/agj).
Podstawiajac w (II), dostajemy réwnania Lagrange’a.

tworzymy pochodne:

2E[dq;, oraz 1 wreszcie

Rownania Lagrange’a w polu potencjalnym. Zalézmy,
ze sily dzialajace Py, ... P,, posiadaja potencjal 7" w kazdej ehwili #.
Potencjal V' jest wiec funkcjzy zmiennych ay,...,2,,%; ponadto:

(27) Paj,\-:av/ i, ,L!’—DV/QQ/?,, Piz:ﬁf/ o2,

skad na mocy (5)

(i=1,2,...,n),

oV 9y

v e c2; P
3y, 9, ) (J=1,2,..,k).

E)z aqj

i=1

Wyrazajac w V wspélrzedne wx,...,2, przez ¢,...,q, Przy po-
mocy (1), mozemy V uwazaé za funkeje zmiennych ¢,,...,4, i czasu t.

Z (28) dostaniemy wiec

(29) Q; =3V /2, (j=1,2,..., k).
Z (29)1 (‘)”) widzimy, ze skladowe Q sity uogélnionej wyrazaja

sie podobnie jak skladowe sil P, Mozemy wiee V uwazaé za
potencjat uwogdlniony sil Q.

d (2B, 3E oV .
i 29 anie; Y A - ) h
Z (II) i (29) dostaniemy 7 (dq) cqj oq CZY
J B .
{(30) (lt(of) at 9;; AE+V) (i=1,2,..., k).
Poniewaz V nie zalezy od pochodnyeh gy, ..., 4, Wigc av/aquo.
Zatem
(31) 9E/8qj.=a(E—|~V)/3qj (1=1,2,..., k).
7 (30) i (31) dostaniemy
AE+V), HE+V) | e
Qs Bl — =0 j=1,2,...k).
(32) pr ( % ) ) (j=1,2,..

Sume energii kinetyeznej i potencjalu, t.j. E+4V, nazywamy

potencjatem kinetyeznym.
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Kladac )
(33)  W=B+V,
ofrzymamy na mocy (32)
d (OWy\ W .
= j=1,2,...
(1) (u( aq) =" (7=1,2,...,]).

Réwnania Lvagmnge’a drugiego rodzaju przyjmujg wiee postad

(I11) w przypadku, gdy sily posiadaja w kazdej chwili potencjal

(lub — co na jedno wychodzi — potencjal kinetyczny).

Wapéirzedne cykliczne. Wspdlrzedny 4 (gdzie 7§ jest
pewng liczba) nazywamy cykliceng, jezeli potencjal kinetyezny W
nie zalezy od ¢, t.zn. jezeli

(34)  IW/8g=0.

Jezeli 4 jest wspélrzedng cykliczng, wowezas z réwnan (LIT)

. d (dW .
i (34) otrzymamy m(;;(jj—):l), skad

(3b) IW[2q,;== const.=c.

Roéwnanie (35) jest réwnaniem rézniczkowym rzedu pierwszego.
Jezeli wiec jakad wspoélrzedna 4 jest eykliczna, to odpowiednie jej
réwnanie w réwnaniach (I1I) Lagrange’a mozemy zastapié réwnaniem
rézniczkowym (35) rzedu pierwszego.

Przykltad 1. Dwa kragzki o promienjach R i r osadzone sg
na wspblnej osi. Na krgzkach tych zawieszone sg na niciach
nierozeiggliwych dwa punkty materialne ciezkie 4, i 4, o masach
my i m,. Wyznaczyé ruch ukladu, przyjmujac, ze nie ma tarcia.

Zat6zmy, ze ruch odbywa sie w plaszezyZnie
pionowej. Nadajmy osi 2 kierunek pionowy
w goére. Oznaczmy przez 2, i 2, wspolrzedne
punktéw m, i m, w chwili ¢, za$ przez )iz
w chwili poczatkowej t=0. Niech g oznacza
kgt obrotu krazkéw, liczac od polozenia po-
czatkowego. Przyjmujac kat obrotu za dodatni
przy zwrocie od rekilewej ku prawej, otrzymamy:

(36) a=2\+ Ry, 2=

0
&y —TQ. my /12

Kat ¢ wyznacza wige potozenie ukladu; mozemy zatem Prayiad
@ za parametr.

icm
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Niech I,i I, beda momentami bezwladnodei krazkéw Wzglgdem
wspélnej osi. Energia kinetyezna wymnosi
(37) E=%;’m:12'1-I—QIWLzéz—}—-.le]_a)‘—{—%Izwa
gdzie o oznaecza predkodé katows krazkéw. Na mocy (36) mamy
4=Rgp i 4=—rp, a ponadto w=¢. Kladagc I=I,+ I, otrzy-
mamy z (37)

E=}{(m R+ mg*+1)¢"
Potencjal sity ciezkosei wynosi

V = —1mager —Maga= —mag(2i -+ Rp) —mag(za—79),
a wigc potencjal kinetyczny W=FE4V:
W==L(m R+ mar® + I)p* —mag (2! + Ro) —mag(2s— ),
skad:
(38)  OW/op=— AW |3g = (myR*+ma’+ D).
Réwnanie Lagrange’a (III), str. 494, ma w naszym przypadku
postne o)
dt( g dp
wobec (38) bedzie wiec (m1R2+m2r2«+I)¢+(mlR——Wsz")g:O czyli
(39) = (mar —myR)g(ma R+ mar®+ I).
Przyépwszeme katowe jest zatem state.
7 (36) mamy Z=Rg i Z=—r¢; punkty materialne b@day sie
wiec porusza&y ruchem jednostajnie przyspieszonym.
W szezegolnosei, gdy R=r, mamy maszyne Atwooda (str.1971376).
Przyklad 2. Uklad zlozony z trzech pretéw sztywnych
04, AB, BC o rownej dlugofei 1 i réwnej masie m porusza sie pod
wplywem sity ciezkosci w plaszezyznie pionowej II. Prety sa pola-
czone przegubowo w A i B, zaé unieruchomione w O i C, przy czem
0 i O leza na prostej poziomej oraz 0C=lI.

(myR—mar)g,

Obierzmy w plaszezyznie I7 osie @ 1 2,
przyjmujac O za poczatek ukladu i nadajac
osi @ kierunek poziomy O(, za$ osi z zwrot ku
gérze. Oznaczmy przez ¢ kat, jaki prety
0A 1 CB tworzg z pionem, a przez Sy, S, S,
§rodki ciezko$ei pretéw (przyjmujae, ze lezy
one w $rodkach geometrycznych tych pretéw).
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Kat ¢ okresla polozenie ukladu pretow; zatem ¢ jest parametrem.
Ruch chwilowy pretéw OA i BC jest obrotem chwilowym
okoto O i € z predkodcia katowa ¢. Pret 4B porusza si¢ ruchem
postepowym (por. przyklad 1, str.322) z predkogeia 7 punktu A4,
przyczem |5|=Ilp|. Energia kinetyezna ulktadu wynosi zatem

(40) = LISl >4 L T 2= (I 3mi2)g?,

gdzie I oznacza moment bezwladnodei preta wzgledem korea.
Wspétrzedne 2y,2,,2; Srodkéw ciezkodei S;,8,,8; wynosza:

2 =—1lcos g, 2y=—10c08p, 2g=—L1lcosp,
zatem potencjal sily ciezkosel
(41) V = —my(2, -+ 2o+ 25) = 2mgl cos p.
Potencjal kinetyczny W= E+V wyniesie wige na moey (40) i (41)
(42) W= (I+{ml*)p2+2mglcosp,
skad
(43) W [dp=—2mglsingp, AW |2 =21 + tmi2)p.
Roéwnania Lagrange’a (II1), str.494, przyjma postad
4 (i“]) _dw_
dt\ cg dp — 7
na mocy (43) bedzie wiee 2(I-+iml2)p+2mylsing=0 eczyli
(44) (;a:-—ﬁ% sin .

Poréwnujac rownanie (44) z réwnaniem wahadla matematyez-
nego ((I), str. 132) widzimy, ze dany uklad pretéw bedzie si¢ wahal
jak wahadlo matematyeczne o dtugodei (I-++ imi2)/ml.

Przyklad 3. Prosta | lezy w plasz- z
czyznie pionowej xz i obraca sie okolo N
poczgtku ukladu wspélrzednych O ze stalg { 4
predkodeig katowa . Na prostej ! ma
pozostawaé punkt ciezki 4 o masie m.
Wyznaczyé ruch punktu A.

A 4
¢ i
Oznaczmy przez O’ rzut’ punktu O /;0\
na prosty I, za$ przez ¢ kat miedzy 00’ 0
a osig « i polézmy p = 00’ = const. Przyjmijmy, ze w chwili
= 0 prosta I ma kierunek osi 2. Zatem
<{45)

@ = wt.

icm
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Nadajmy prostej I zwrot dowolny i oznaczmy przez ¢ wspol-
rzedng punktu A na osi I, przyjmujac za poczatek punkt O’ tej osi.
Wspélrzedne @ i z punktu A wynoszg zatem:

{46) ¥=1p c08 wi—¢sin wi, 2==psin wi-+ qcos wi.

Uklad jest wiec reonomiczny, zas ¢ jest parametrem.

Praca przygotowana wyraza sie wzorem 6'L=—mgoz (0f z ma
Zwrot pionowy ku gérze). Poniewaz na mocy (46) jest dz= dgcoswt,
wiec 8'L=—mgdqcoswt. Sita nogélniona wynosi zatem

(47) = —mg cos wt.

Obliczymy teraz energie kinetyczna E. Rézniczkujac (46),
otrzymany: :

b= — (P ) sin wt —gow cos wf, é=(pow-+ ) cos wt—gw sin wl,

zatem ]
(48) E=im(&2+ ) =im[(po+4)*+ v,
skad
(49) dE[og=mqw?,  IBPg=m(po-+q).

Na moey (II), str. 492, rownanie Lagrange’a ma W naszym

d (0B\ OF .

przypadku postad th(@f)_@’:(?’ skad na mocy (49) i (47)
otrzymamy mg —mgw?=—mgeoswt czyli

(50) G —quw?=—gcos ot.

Réwnanie jednorodne ¢—¢qw?=0 ma rozwigzanie ogoélne
g=c,e"tF-c,e?, gdzie ¢;ic, sa statymi dowolnymi. Rozwigzaniem
szezegblnym réwnania (80) jest, jak fatwo stwierdzié, g=gcos wt/2w?.
Rozwigzaniem ogélnym réwnania (50) jest wige

— (0 g
{b1) =, 05 t+§—a}§GOS wt.

State ¢, i ¢, wyznaczamy z warunkéw poczatkowych.
“Réwnania (46) i (51) wyznaczaja ruch punktu.

Uwaga. Ciezar ma potencjal V=—mgz, zatem na mocy (46)
V = —my(p sin wt-- ¢ cos wt). Potencjal kinetyczny W=E-+V réwna
sie wiec na mocy (48)

#
(52) W= i ml(po+ )+ (Pw?]—mg(p sin wi+gcos b).

8. Banach. Mechanika.

32
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) : d (OW\ W
Na moey (IIT), str.494, mamy 7 (W) _——92{::'0’ skad na mocy

(62) otrzymamy réwnanie (50).

Przyktad 4, Dwa punkty materialne ciezkie 4 i B o ma-
sach m--p i m zawieszone sa na koncach nici nierozeiggliwej i nie-
wazkiej, przewinigtej przez krazek (maszyna Atwooda, str.197 i 376).
Po stronie cigzarka B porusza si¢ wzdluz nici owad ¢ o masie u.
Oznaczajac przez h rzut wektora BC na of z majaea poczatek
w §rodku krazka i kierunek pionowy w déi, mamy

(53) h={(t),

gdzie f(¢) jest funkeja dang. Wyznaczyé ruch ukladu punktéw
A,B,C.

Niech 2y,2y,2, beda wspolrzednymi punktow
4,B,C, 1 dlugofeia nici, r promieniem kraika, n
I momentem bezwladnogei krazka wzgledem $rodka.
Przyjmujae za parametr ¢ wspélrzedng z,, mamy:

(54) &=y¢ Z=1l—q—ra-+f1),
skad Jdsy=40q, OJe,=—0q, Ozz=—0q. z

Zy=l—g—rm,

Praca przygotowana sil ciezkogei réwna jest —_—
0" L= (m—- ) g0z, + mygoey+ ugdes = (m-+ p) gdq—mgdq— ugdg=0,
zatem sita wogélniona jest
(55) Q@=0.
' Energia kinetyczna E wynosi
(56) B=F(m-+p) &+ fmi+ us+ +Io?,
gdzie w oznacza predkosé katows krgika. Z (54) mamy:
(57) h=d  h=—q,  G=—(+]
Poniewaz r|w|=[¢|=[d], wige w?= 22, skad na mocy (56)1i (57)

| E=f(m+p) ¢*+ Img®+ u(d—N2 + LI¢2 e
Stgd H

R 2F )
(68) 5 =0, é&<=(2m+2/&-+I/r2)q‘~—/¢/,

icm
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Roéwnania Lagrange’a (II), str. 492, przyjma postaé.

aen e
at )"aq— )

Na mocy (b5) i (58) otrzymujemy stad
(59) (2m+2u+Ir?) §—p =0

i po scatkowaniu

- (60) (2m~+ 20+ I [r?)g— pf(t) = e+ co.

Stale ¢; i ¢, wyznaczymy z danyeh poczatkowych.
Zalézmy, ze w chwili poczatkowej t=0 bylo:

f(0)=0, f(0)=0, f=0=40, 4=¢=0.
7Z réwnania (60) i jego pochodnej otrzymamy:
(61) o= @m+-2u+ I, =0

Kladge k=2m-+2u+I/r2, dostaniemy z (60)i (61) q:%f(t)—}-qo,

a zatem na mocy (54):
o —
z3=l—m~—-q0—|——»k—‘lff(t).

Poniewaz k—u>0, wige z (62) wynika, ze jezeli owad O bedzie
sie wspinal po nici w gére, to ciezarek A bedzie réwniez wznosil
sie w goére. W chwili, gdy owad dojdzie do krazka, t.j. do
wysokosei z,=0, bedzie, jak wynika z (62),

)%
—

Przylktad 5. Punkt materialny A o masie m porusza sie
w plaszezyznie xy pod wplywem sity $rodkowej P, ktérej rzut P
na promied wodzacy OA (gdzie O oznacza poczatek ukladu wspot-
rzednych) jest funkejg odlegtofei r=04 i wynosi

(63) P={f(r).

Wprowadzmy wspoirzedne biegunowe 7,9. Wepdlrzedne z,y
punktu A wyrazg sig¢ wiee wrzorami:

(64)

zlz%_k (I—rm—go)-

T=7CO8 @, y=rsine.

Wspbhrzedne biegunowe 7,¢ 88 zatem parametrami niezaleznymi.
32%
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Z {64) otrzymamy po zrézniczkowaniu:
Z=17cosp—rpsine, y=rsing-+rpcos .
Energia kinetyezna Wynosi wiee
(63) B=ym{d-+g) = m(i*+ r%p?).

i .

Poniewaz pole jest §rodkowe i sila zalezy od odleglodci, wige

pole jest potencjalne (str.102). Zatem na mocy (63) i (3), str. 103,
potencjal wyniesie

(66) V= Pir=[fr)ir,
a potencjal kinetyczny W=FE-V, na mocy (65) i (66),
(67) . W=1im(#? 4 r2p? +/P(lr

Poniewaz potencjal kinetyczny W nie zalezy od ¢, wige ¢ jest
wspblrzedna cykliczng, skad (str. 494) SW/dp==const. czyli

(68) mr2p = congt.

Réwnanie Lagrange’a dla wspélrzednej » ma postaé ((1I1), str.494,
7z v zamiast qj)

(69) R LA

@\ ) " =0

Z (67) dostajemy
(70) mr—mrp?—P=0.

Z (68) mamy qo—const [mri=c/r?, gdzie ¢ jest pewngy staly.
Wstawiajac te warto§é ¢ w (70), dostaniemy m(i—c2/r8)=P czyli

T —c2[r3=f(r)[m.

Z powyzszego réwnania mozemy wyznaczyé r jako funkeje
czasu t.

Praykltad 6. Ruch punktu na powierzchni obrotowej.
Krzywa lezaca na plaszezyZnie 2z o réwnaniu

(1) C a=fa),

zatoczyla obrét okolo osi z, tworzac powierzchnie obrotowy 8.
Réwnaniem powierzehni § jest wiee réwnanie

(72) e=f(Va?+y2).
Wprowadzmy wspélrzedne biegunowe ryp W plaszezyinie wy.
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Wéowezas:

(73) L="7C08, y=rsing, z=f(r).

Zmienne r, ¢ 88 wiec parametrami niezaleznymi.

Na powierzchni § ma pozostawaé punkt materialny o masie m,
poddany dziataniu sity P. Wyznaczyé réwnania Langrange’a
drugiego rodzaju.

Wyznaczymy najpierw silty uogélnione. Z réwnan (73) mamy:
(74) Odw=0drcosp—répsing, Sy=~Jorsing-+rdépcosp,  de=f(r)dr.

Praca przygotowana wynosi
(75) 8'L=P.b6n-+ Pydy+ P.oz.

Podstawiajac (74) w

(76) 0'L=

(75), otrzymamy
(Prcos @+ Pysing-+ P,f'(r))0r+ (—Pysing+ Pycos ¢)rép.

Wspélezynniki stojace przy ér i dp sa silami uogdélnionymi.
Oznaczmy je przez @, i Qp. Zatem:
(77)  Qr=P.cosp+ Pysing+ Pf'(r), Qo= (—

energii kinetycznej.

P.sing+ Pycosg)r.

Przejdziemy teraz do
Rézniczkujac (73), dostaniemy:

wyznaczenia

(78) @=rcosp—rpsing, J==78in @+ re cos @, g=f'(r)r.

Energia kinetyczna E wynosi E=im(#2+ g2-22),
mocy (78)

skad na

(79) E={m{(1+f2(r))i2+12p?],
a stad
(30) B [Ir=m[f (r)f"(r)i2+19%], 2E[Ep=0,

(81) QB9 =m[1-+2(r)]F,

Z réwnan (IT), str.492, kladac ¢,=7, ¢,=¢, =@, @,=¢,,
otrzymamy na mocey (80) i (81):

OB |ep=mrp.

(82) [(H—f"’ ()i l—=mlf (r)f" (r)i* +re*]1=Gr,
(83) md(r2p)[dt=Qy.

Sity uogdlnione @, i @, podane sy wzorami (77).
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Przyjmijmy, ze ruch odbywa sie w polu potencjalnym, np.
w polu sit ciezkodci. Potencjal bedzie wowezas V=-—mgez (gdy of 2
ma zwrot pionowy ku gérze). Na mocy wigc (73) mamy

(84) V=—myf(r),

skad dla potencjatu kinetycznego W=E+V:
W _OB iy  SW_2E AW _ . 9W_2B
= ), o or’ dp % o¢

Wrynika stad, ze wspélrzedna ¢ jest cykliczng. Réwnania (11I),
str 494, przyjmg dla wspblrzednej r postaé
d ] . ’ 11 o : ’
(85) gl 12O (n)f " ()it r9P—g [ (r)]=0.
Poniewas ¢ jest wspélrzedna ecykliczna, wiee W /dp = const.
czyli

(86) r2p = congt. = c.

7 twierdzenia o zachowaniu energii catkowitej (str.107) wynika,
ze H—V=const., wiee na mocy (79) i (84)

(87) (141124 292+ gf(r) == const.==¢,. -

7 réwnan rzedu pierwszego (86) i (87) mozemy wyznaczyé
ruch punktu.

Przyllad 7% Wspdlrzedne biegunowe. Ruch punktu
materialnego swobodnego A(x,y,2), poruszajacego sie pod wplywem
sity P, zbadamy w ukladzie biegunowym r,4, ¢,
gdzie r=04, 0 oznacza poczgtek ukladu wspol-
rzednych (x,v,2), ¢ jest katem wiedzy 0A
a osig 2, za$ ¢ miedzy osig x a rzutem 04’
odeinka 04 na plaszezyzne xy.

Mamy:

(88) w=rsindcosp, y=rsindsing, z==rcosd.

Poniewaz punkt materialny jest swobodny, wiee parametry
7,9, ¢ 83 niezalezne. Z (88) dostajemy:
S =0r ¢ind cos g+ réd cos P cos p—rdp sind sing,
Oy = or sind sin g6 cosd sing + rdgp sind cos g,
Oz = 6r cos P—rdd sind.

(89)
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Praca przygotowana réwna sie 6'L=P.dx-+ P,dy-+ P,62, skad
na moey (89)
(90) &'L=(Psindcosp+ Pysindsing+ P, cos d)dr - 1(Pxcosdcos g+
-+ Pyeosdsing — P,sind)dd+ reind (— Pysin g+ Py cos g)dg.

Wspolezynniki przy dr, 6¢ 1 8¢ sa skladowymi sity uogélnione;j.
Oznaczmy je przez @, Qs i Qy. Zatem:

Qr =Py sind cos ¢ + P, sind sinp -+ P, cos?,
Qo =7(P,c0o89cos p-+Pycosdsin p—P,sind),
Qyp=78ind (—P, sing-+ P,cos¢p).

(91)

Niech II bedzie plaszezyzna przechodzace przez 04 i of z. Poprowadimy
z punktu A prostopadle do OA osie @,0: o§ & w plaszezysnie II, zas o§ @ prosto-
padle do II. Nadajmy osiom zwroty w kierunku wzrostu katéw &, ¢ i oznaczmy
przes P, Pg, P, skladowe sily P w kierunku osi 04, 6, @. Latwo wykaza¢, ze
na mocy (91) jest:

(92) Q.=P, Qo=1Pyg, Qp=rsindP .

Energia kinetyczna wynosi E=im(£*+ y? + £%). Pochodne
Z,5,% otrzymamy z (89), piszac #,9,p zamiast or,69,0p. Podstawiajac
otrzymane wartosci, dostaniemy ‘

(93)

skad:
(94) OB/[dr=mr(¢p?sin2d452), dB[9=mr*¢®sind cos?, IE[dp=0,
(95) OB/dF=ms, IB [dH=mr2d,

E= {m(2+ r*pPsin®d 4 1202),

OB [2p = mrip sin®d.
Przyjmujae w réwnaniach Lagrange’a (II), str.492:

q="r 9=, q,sz'ﬁy

dostaniemy na moey (94) i (95):

mi —mr(@?sin2d492) =Q,,
d, o, .
(96) m o (r2g sin?d) = Qy,
m—% (r29) —mr2g? sind cosd=Qs.
Réwnania (96) sa réwnaniami
biegunowych przestrzennych.

ruchu we wspélrzednyeh
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§8. Réwnania kanoniczne Hamiltona. Niech ¢,..,¢
beds parametrami niezaleznymi. Energia kinetyezna ¥ jest w ogéilj
nym przypadku funkejg zmiennych ¢,...,q,, ¢y;.yq, 1 czasu .
Uwazajac te zmienne za niezalezne, polézmy

oE .
(I) — (7:172’...775).
Wyrazenia (1) nazywamy impulsami wogslnionymsi.

Na mocy (I), p, sa funkejami /mlennvch Guyeens Uy Byy oong

mozemy wiee napisaé

(1) = djj(QU“-:qk’ Gy eeer G t) (1=1,2,..,k).

Mozna udowodnié przy do§é ogolnyeh zalozeniach, Ze réwna-
nia (1) daja si¢ rozwiazaé wzgledem zmiennych ¢,,...,q,. Zatem

G

(2) (sz (1;.,-((117“».(11,7 pu“vpm t)

Potencjat .kinetyczny W=E+7V jest
UITRERY/f% 9'17"'7%7 & ‘

(j=1,2,..., k).

funkejg zmiennych

G )

(3) VV=F((11’ L) ,(]17 ey
Podstawiajac (2) w (3), dostaniemy
(4) W:"F(Qu ooy Qpy Pyy --"pmf')-

Funkeja I jest wige funkejg zlozong z
dnictwem funkeyj &,
zlozonej otrzymamy:

z funkeji F za- pogre-
Z twierdzenia o rézniczkowaniu funkeji

(5) f—‘= ey + _— ! _._g.i T ¢
9, °g, 2’ 34, aq ap, ,:21 5,9p, (1=1,2,...,k).

Poniewaz V nie zalezy od pochodnych ¢,,.
z uwagi na to, ze W=V-+E, mamy

vy 4y Wiee IV[9g,=0;

(6) 9W/9(jj=a]d/c”q'j.
Na mocy wige (I) 1 (3) mamy 9,71’/9%::7).. Z (5) dostaniemy
zatem: ! ‘
aF 911 o 8, F &, &
7 , N\ Ij oy
(7) Zp; r)p 229, (t==1,2,.., k).
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Polozmy
k
(IT) H=3p4,—W
=1

i przyjmijmy, ze ¢, i W sa funkcjami zmiennych gq,,.
t.zn. Ze oznaczaja funkeje (2) i (4). Wowezas

bt Q]ﬂ pl? '“’pk’ t’

(8) H= Vp,q —F.

i=
Tworzac pochodne czastkowe, otrzymamy z (8):
9 S 2
(%) QQ, 2/ 8
Je=1
ng mocy wiee (7):

ag,
Zeie o5

(10) IH|9q,=—23F[2q, OH[op;= q

Réwnania Lagrange’a (ITT), str. 494, maja postaé

(11) | %(%)-%:0 (=12

Na moey (1) i (6) jest EW/e¢,=p,. Z rownania (11) dostaniemy
(12) ' p;= W [dg, , (j=1,2,..., k),
skad na mocy (3) aF/aqupj,' a wiee na‘mocy (10):
oH . _9H

(I]l) Pi=— aql ’ qi_ Qpi

(i=1,2, ..., k).

Roéwnania (II1) nazywamy réwnaniami kanonicznymi Hamiltona,
a funkeje H funkejq Hamiltona.

Zmienne p; czyli impulsy uogolmone s  wiec okreélone
réwnaniami (1), a funkeja H réwnaniami (II). W réwnaniach
(III) funkeja H jest funkcja zmiennych ¢,p,t Réwnania (IIT)
tworzg zatem uklad réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego, gdzie
funkejami niewiadomymi sa ¢, i p, jako funlkeje ezasu t.

Badanic ruchu ukladéw posiadajacych potencjal sprowadza sie
wiee do badania réwnarl rézniczkowyeh postaci (III). Stad nazwa
rownan kanonicznych.
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Uklady skleronomiczne. Zalézmy, ze uklad jest sklero-

. - OTO W mysl okredlenis : = '
nomiczny. Na mocy (I), str. 504, mamy wiec my$l okreglenia ((33), str.494), mamy W=E+V, gdzieV

jest potencjatem. Z (19) wynika wige, ze
k

k&
N . O (20 H=E-V.
(13) Swa=>%, (20)

o
=1 J=1 qu ! Ot6z E—V jest energia catkowita ukladu.
Niechaj wspéirzedne naturalne wyrazone beds funkejami: A wiee: w uktadach skleronomiczmych funkcjo Hamiltona H
(14) @=f(gy .-, q,), Y=2(0y- 0 2=v(qq,) (i=1,2,..,n). ownacew energig catkowity uklady.
Zatem ' Zalozmy, ze potencjat V nie zalezy od czasu. H jest wtedy
funkejg tylko zmiennych D, Zatem
(15) al"l,_-—-_g—aﬂ% o gﬁqk' ungejg by y q17k 1Ay Prsoes Dy
ql qlc‘ (21) dH —2 i—.H_: ) +-a£ )
Tworzac pochodng czastkowa wzgledem q, dostaniemy: A dt _1:1 3, 4 ap, By)-
(16) 94,/9q,= 2= /2, i podobnie 99,/34,= 3y, [3q,, 9%,/94, =9z, /9q,. oo . . dH .,  °H, e 0
Mamy ' 7 rownan (III) ofrzymujemy ) g+ @;piz — 9,4, + ¢,9,=0,
i
() _— éw (@2 g 2 skad na mocy (21) dH/[di=0 czyli H=-const.
= — m ' ) 30 .
2 pn g4, Udowodniliémy wiee, ze jezeli uklad skleronomiczny porusza
wigo sie w polu potencjalnym, to podlega zasadzie zachowania energii
OB Zwm ( _ 9:&1+ , ay‘} azl) catkowitej.
. Sy ek .
% el yicqj '8’ Preyklad 1. Punkt materialny swobodny o masie m porusza
skad na mocy (16) sie w polu potencjalnym o potencjale V.
OB o S dy 2 Przyjmijmy za parametry wspolrzedne naturalne ,y,2. Impulsy
@dj=2‘mi (“’19—”1 qi+gi§“_’qj+ é,-cﬁcj)’ uogélnione okreslone beda zwigzkami (I), str.504, jezeli za q,,d, 4,
a stad T v U a'q’ ! podstawimy %,y,2. Zatem:
oF (22) p,=2E[d%, p,=2E/ey, p,=3E[e%.
Wl 1, . i
2 @?Z;'qj - Poniewaz E=}im(#2+y>+4%), wiec:
] \ . .
: dw o oy 2 (23) Py =M, Dy="MY, Dy=Mm=.

. ___1 A . . [« . 9 . .
gmi[xi(aql ql+m+5¥l—;q”>+y‘(§q~iql+'--+§g—1£7k)+é,(;ﬁ ql-[—.._.i-izl qk)]. . Widzimy stad, ze p,,p, P, $a rzutami pedu na osie ukladu.
) ‘ \ 1/; ' " %0 Wyznaczajac z (23) @,7,4, otrzymamy

Na moecy wiee (15) fest > E 4 — N @ e . 9

y wige (15) jest ,2, oG qj—~2 m, (&) + 924 42) =21, (24) E=m(p%+pé+p§)_
= i=:1

skad n i i j i
3¢ na mooy (13) Poniewaz uklad jest skleronomiczny, wiee funkcja Hamil-

k
(18) D=2 tons H oznacza jego energie calkowita. Zatem H=E—V, skad
=1 na mocy (24)

Z (1I), str. 504, i lostaniemy 1. " ;
(11), , 1 (18) dostaniemy 1{=2M(pf+p§+P§)*V-

(19) H=2KE—W.
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Stad 9H[dp,=p,/m it.d., eH[dw=—23V/dx it.d. Réw-
nania (ITI) Hamiltona przyjma wiec postad:

(25) D=3V [3m,  Pp=3V |8y,  p;=09V 0%,
Y= py/m, B=pg/m.

Wyznaczajac py,py,ps z (26) i wstawiajac w (25), otrzymamy
réwnania Newtona:

mé> =3V 9,

(26) g=p,/m,

mij =3V ]9y,  ms=3V/de.

Przyklad 2. Punkt materialny o masie m ma pozostawaé
na powierzchni walea obrotowego 2+ y2=1% Na punkt dziala
sita sprezysta P o rzutach:

(27) Po=— F2mu, Py=— k*my,  Py=-— k*me,
gdzie k jest pewny stala.

Sila sprezysta — jak tatwo stwierdzié — posiada potencjal
(28) Ve —LI%m (02 y2 - 22).

Wprowadimy w plaszezyinie ay wspolrzedne biegunowe r, .
Zotem w=rcosp 1 y=rsing, skad wobec 7= const. mamy
5&2+ y-zz,,nzq',z_ )

Energia kinetycezna réwna sie wiec
(29) B=m (@ 24 82) = {2 g2} £3),

Zmienne @,z mozemy przyjaé za parametry niezalezne. Ozna-
czajge przez py i p, odpowiednie impulsy uogdlnione i piszac P,

zamiast ¢,,q,, otrzymamy z (I) 9B/dg=p, i OH/ds=p, skad na
mocy (29):

(30) py=mrip, Dp=mE. ‘
Wyznaczajae ¢ oraz £ z (30)i podstawiajac w (29), otrzymamy
N .
L:m [0} /24 p3).

Na mocy (28) jest V =— Jk%m (r2+2%), wiee Tunkeja Hamiltona
((20), str. 507) przyjmie postad

. . 1 .., . ; 1., , ,
(31) He BV o o [} 124 g1+ 3 Ko (-2,
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Réwnania Hamiltona (III) sg zatem:

Py=—0H[dp, Po=—JH 3%, p=3H[dp,, 2=0H | dp,,
a wiec na mocy (31):
(32)  P=0, Py=—k*mz, P=py[mr, &=py[m.

Dwa ostatnie z réwnan (32) réwnowaine sa réwnaniom (30).

Pierwsze z réwnani (32) daje p,=const.,, wiec na moey (30)
jest mrip=const. czyli ¢=const. Rzut punktu na plaszezyzne
poziomg bedzie wiec obiegal podstawe walea ruchem jedno-
stajnym.

Drugie z réwnan (32) daje na moey (30) mé=—k*me czyli
Z+k*%=0. Poréwnujac je z réwnaniem (2), str.112, widzimy,
#z¢ rzut punktu na of z bedzie wykonywal ruch harmoniezny
prosty.
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