ROZDZIAL IX

ZASADA PRAC PRZYGOTOWANYCH

§1. Uklady holonomiczne skleromomiczne. W przy-
padku réwnowagi ukladu nieswobodnego punktéw materialnych lub
cial sztywnyeh, w ktérym tarcie nie wystepuje, ograniczenia ru-
chéw (wiezy) sa niezalezne od czasu i polegaja zazwyczaj na tym,
ze pewne tylko polozenia ukladu sg mozliwe, inne za§ wykluczone.

Przykladami sa: punkt materialny, majacy pozostawaé na nieruchomej
linii lub powierzehni, uklad dwéeh punktéw materialnych, polaczonych drutem
sztywnym bez magy, ciato sztywne, majace punkt lub of unieruchomions, uktad
cial sztywnych, stykajacych sie z soba lub polaczonych przegubowo, i t.p.

Ograniczenia ruchu ukladu moga byé wywolane w rdéiny
gposéb: np. z pomocy cial sztywnyeh, podpdr it.d. Okazuje sie
jednak, ze w przypadku, gdy nie ma tarcia, warunki réwnowagi
sil dziatajacych nie zalezg od tego, skad pochodza wiezy, lecz tylko
od tego, jakie polozenia s mozliwe. Ponadto, jezeli chodzi o ba-
danie réwnowagi ukladu, to wystareza znajomosé tych tylko zgod-
nyeh z wiezami polozed, ktére sa bliskie polozenia badanego.

Zajmiemy sie najpierw pytaniem, w jaki sposdb mozemy przed-
stawié polozenia ukladu zgodne z wiezami. Rozwazymy te sprawe
najpierw na przykladach.

Wiezy obustronne.

Przyktad 1. Zaldzmy, ze punkt materialny ma pozostawad
na pewnej powierzchni 8. Wiezy mozemy okreglié, podajac réwna-
nie tej powierzchni np. w postaci

(1) F(z,y,2)=0.
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Mozliwe beda tylko te polozenia punktu, w ktéryech wspél-
rzedne ®,y,2 spelniajg réwnanie (1). Do zbadania réwnowagi punktu
w jakim§ polozeniu A(z,y,z) wystarcza, jezeli (1) jest réwnaniem
plata powierzehni §, na ktérym punkt ten lezy.

Przyklad 2. Zalézmy, ze punkt materialny ma znajdowaé
sie na krzywej C o réwnaniach:

(2) _ F\(2,y,2)=0, Fo2,y,2)=0;

wéwezas wspblrzedne punktu musza spelniaé réwnania (2). Do zba-
dania réwnowagi punktu wystarczy, jezeli réwnania (2) przedsta-
wiaja tylko tuk krzywej (, wewnatrz ktérego lezy punkt materialny.
Prazyllad 3. Jezeli ukiad zlozony z dwéch punktéw A, i 4,
jest ukladem sztywnym (t.j. odleglo§é punktéw A,4,=const.=d),
wowezas wspolrzedne @,%,2, 1 @952, tych punktéw muszg spel-
niaé réwnanie
(3) (01— %)+ (Y, — ¥ 2)2+ (7 —2p)2 —d*=0.

Jezeli ponadto np. suma odleglofei punktéw od pocza;tkﬁ 0
ukladn wspdhrzednych jest stala i wynosi h, woéwezas wspéirzedne
punktéw muszg spelniaé opréez réwnania (3) réwnanie

(4) Vot + 3-8+ Vet g3+ g —nh=0.

Przyllad £, Jezeli uklad ztozony z n punktéw:
Ay(@,002), AxByYs2e)y - - -y An(®nyYny2a)
jest ukladem sztywnym (t.zn. ze wzajemne odleglosei jego punktéw
s9 stalte), wowezas wspolrzedne kazdej pary punktow A4;,4; muszy
spelniaé roéwnanie
2 2 2 2

(5) v (@i—a)" + (=) + () —r=0,
gdzie ry= 4;4;. Réwnai (5) jest tyle,ile par punktéw,t.j. n(n—1)/2.

W przykladach 1-4 wiezy daly sie przedstawié réwnaniami
postaci ‘
(6) B (3,91, %1y By Y2y B0y vy By Yy 2n) =0,
gdzie I jest funkeja okreslong w pewnym obszarze zmiennych @y,...,2»
i niezalezng od czasu L.

Wiezy przedstawione rownaniami (6) nazywamy wiezami holo-
nomicenymi obustronnymi (lub dwustronnymai) niezaleinymi od czasu.
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Wiezy jednostronne.

Przyklad 5. Punkt ma znajdowad sie wewngtrz lub na po-
wierzehni kuli 2?4 y2+22—12=0 (jak np. punkt materialny uwig-
zany ba nici nierozciagliwej o dlugosei » 1 uezepionej w poczgtku
ukiadu). Wspélrzedne punktu musza zatem spelniaé nierdwmnogé
(1) @+ g 22— 12 <0,
wyrazajacs, ze odlegtodé punktu materialnego od poezatku ukladu
‘wspélrzednych jest nie wieksza od . ‘

Przyklad 6. Dwa punkty materialne A4,,4, polaczone sg
nicip nierozciggliwag o dlugodei £, przewinigta przez poczgtek O
ukladu wspolrzednych. Zatem 04+ 0A4,<h. Wspolrzedne punktow
speliaja wiec nieréwnogé

(8) VB + Vs —h<0.

. W przykladach 5 i 6 wiezy daly sie wyrazié przez nierdéwnodei
posthei
(9) D (1, Y1y 215 Doy Y2y @2y +ey Ly Yoy 2n) 0.

Wiezy, okredlone nieréwnodciami ksztaltu (9), nazywamy wie-
zami holonomicenyms jednostronnymi niezalednymi od czasa.

Uwaga. Jezeli wiezy sa podane nierdéwnodcig

(1, Y1521y B2y Y2y 22y «vy Ty Yy ) 20,
to kladae ¥=—@, otrzymamy po zmianie znaku postaé (9).

Polozenie ukladu w ktérym zwigzek (9) przyjmuje postaé

réwnoei (t.j. w ktérym @=0), nazywamy poloseniem brzeinym.
W przykladach 5 i 6 polozenie brzezne wystepuje wéwezas,
gdy nié jest napieta.

Wigzy ukladu moga sie skladaé réwnoezesnie z wiezéw dwu-
stronnych i jednostronnych postaci (6) i (9). Jezeli np. punkt ma-
terialny ma znajdowaé sie na goérnej pélkuli a?+4-y2-+e2—r2=0),
to wspélrzedne punktu muszg spelniaé zwigzki:

(10) TP Y2+ R 2= 0, g=0 (czyli —z<00).

Uklad, ktérego wiezy daja sie przedstawié przy pomocy
zwigzkéw postaci (6) lub (9), nazywamy ukladem’ holonomicenym
skleronomicznym. O zwigzkach zad (6) i (9) méwimy, ze przedsta-
wiajy wigey w postaci skonczonej.

W rozdziale tym bedziemy si¢ zajmowali wylgeznie ukladami
holonomieznymi skleronomicznymi.
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Stopied swobody ukiadu. Gdy badamy réwnowage ukladu,
zakladamy na og6l, iz dla polozed bliskich polozenin badanemu
wiezy obustronne polegaja na tym, ze wspéirzedne punktéw ukladu
muszg spelniaé réwnania:

By (201, Y1521y 2, Y2y22y -0y TayYiny2n)=0,

(11)

B (21,9121, B2y Y2,22, vy FnyYny2n) =0,
co piszemy krdcej

(1) Fi( 1y ery 20) =0 (j=1,2,...,m).

O funkcjach F; zakladamy na ogél, Ze sg ciggle i majg po-
chodne czgstkowe pierwszego i drugiego rzedu ciagle w pewnym
otoczeniu wartodei i,...,2,, Okreflajacyeh dane polozenie ukladu.

Ponadto zakladamy o tych funkejach, Zze sg w tym otoczeniu
niezaleine, t.zn. ze zadna z nich nie jest funkeja pozostalych.

Zakladaé bedziemy wreszcie, ze m<3n. Gdyby bowiem bylo
m=23n, to uklad réwnan (I) mial by na ogél jedno tylko rozwig-
zanie, a wiee bylo by mozliwe jedno tylko polozenie ukladu, gdyby
zad bylo m>3n, to na ogél uklad réwnan (I) nie miatby zadnego
rozwigzania, poniewaz niewiadomych byloby mniej niz réwnar.

Liczbe k=3n—m nazywamy liczbg stopni swobody.

Znajac k zmiennych spodréd zmiennych zy,...,2, mozemy obli-
ozyé z rownan (I) pozostale zmienne w liczbie 3n—k=m.

Jezeli uklad jest swobodny, to m=0 eczyli k=3n. W szcze-
gblnogei, punkt materialny swobodny ma wige 3 stopnie swobody.
Mozemy wéwezas obraé dowolnie wszystkie trzy jego wspoirzedne.

Jezeli zag punkt ma pozostawaé na powierzchni (jak w przy-
kladzie 1), wéwezas wspGhrzedne jego maja spelmiaé jedno tylko
réwnanie (1). Zatem m=1 czyli k=3.-1—1=2. Punkt, majacy
pozostawadé na powierzehni, ma wiee dwa stopnie swobody. Woéw-
czas jedna z jego wspélrzednych zalezna jest od dwoéch pozostatych.

Jezeli wreszeie punkt ma pozostawadé na linii (jak w przykla-
dzie 2), to wspéirzedne jego musza spelnia¢ dwa réwnania (2). Zatem
k=3.1—2=1 i punkt ma jeden tylko stopier swobody: znajac
jedng z jego wspélrzednych, mozemy wyznaczyé obie pozostale.

Uklad sztywny dwoéeh punktéw (przyklad 3) ma stopni swo-
body 3-2-—1=05. Jezeli jednak ukiad ten ma gpelniaé oba réwnania
(3) i (4), wowezas k=3-2—2=4,
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Ogoélnie, niech uklad sztywny sklada si¢ z » punktéw ma-
terialnych (jak w przykladzie 4). Wspdlrzedne tych punktdéw muszg
spelniaé n(n—1)/2 réwnan (5). Réwnania te dla #>3 nie 83 jednak
od siebie niezalezne.

Zauwazmy, ze polozenie ukladu sztywnego jest wyznaczone
przez podanie trzech jego punktéw (np. Al,Az,’Aa)‘, nie lezgcych na
jednej prostej (str. 315). Znajac wiee wspolrzedne @y,¥y,2;, &,15 2,
1 %y,9s 2, punktow A,,4,, A, bedziemy mogli obliczyé wspélrzedne
punktéw Aq,4s,...,4, z réwnan (5).

Miedzy wspéirzednymi punktéw 4., 4,,4, zachodzg 3 réwna-
nia postaci (3), wyrazajace, ze odleglodei 4,4, 4,4, 1 A,4, s wiel-
kodciami stalymi. Z réwnan tych mozemy wyznaczyé na ogdél 3 nie-
wiadome wspolrzedne, znajac 6 pozostalych. Widzimy zatem, ze
znajae pewne 6 wspdlrzednych spodréd 3n wspdlrzednych a,...,2,,
mozemy obliczyé pozostale z réwnan (5). Zatem liczba stopni swo-
body jest k==6.

A wiee: uklad setywny punkiow posiada G stopni swobody.

Tlo$é réwnad niezaleznych jest m=3n—Fk, zatem m=3n—6.
Sposréd n(rn—1)/2 réwnan (5) jest zatem niezaleznych tylko 8n—6.

§2.Przesuni¢cia przygotowane. Punkt na powierzchni.
Zalézmy, ze punkt materialny ma pozostawaé stale na pewnej
powierzehni § i znajduje sie w punkecie 4 tej powierzchni.

Przesuimy punkt z polozenia 4 do B. Przesuniccie AB na-
zywamy mogliwym, jezeli B réwniez lezy na powierzechni 8. W prze-
eiwnym razie przesunigcie 4B nazywamy preesuniccicm niemosliwym.

~ Jezeli punktowi materialnemu, znajdujgcemu sie w 4, nadamy
pr@dkoéé 7, to predkodé te nazywamy modliwg lub zgodng = wigzami,
gdy punkt moze ja posiadadé, poruszajac sie po powierzehni. W prze-
ciwnym razie predkodé ta nazywa sie niemodliwg lub miezgodng
2 wierami,.

Latwo zauwazyéd, ze kazdy wektor styezny do powierzchni
w punkeie 4 przedstawia predkofé mozliwg. Na odwrét, predkodei
mozliwe s wektorami stycznymi do powierzehni.

Wazng rolg odgrywaja przesunigcia proporcjonalne do pred-
kofei mozliwych, t.j. takie, ktére dadzy sie przedstawié Przy po-
moey wektoréw réwnych wektorom predkogei mozliwych.
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Przesunieeia proporcjonalne do predkodei mozliwyeh w pun-
keie A nazywamy przesunigciami praygotowanyms (lub wirtualnyms)
w tym punkeie. :

Przesunigcie przygotowane ma wige kierunek styezny do po-
wierzehni, zwrot za$ i wielko§é dowolng. Na ogél przesuniecia pray-
gotowane nie sg przesunieciami mozliwymi. Sa nimi jednak, gdy
powierzchnia § jest np. plaszezyzng.

Niechaj powierzchnia § ma réwnanie
(1) F(,y,2)=0

Jezeli punkt materialny znajduje si¢ w punkeie A powierzehni 8,
to jego wspéhrzedne w,y,z spelniaja.réwnanie (1). Przypudémy, ze
punkt materialny porusza sie po powierzehni § w sposéb zupelnie
dowolny. Réwnanie (1) jest wieec spelnione stale. Rézniczkujac (1)
wzgledem czasu ¢, otrzymamy

oF . OF
(2) % tay

y+§z=

Oznaczajac przez o predkodé punktn, mamy ve==2, vy=Y, V:=%,

zatem
B [/ ol
(3) g—%?)x+g§®y+;—-f‘ﬁz=0.

Widzimy wige, ze predkogci mozliwie musza speinia¢ réwna-
nie (3). Pochodne czgstkowe, wystepujace w tym réwnaniu, sa
proporcjonalne do wspoélezynnikéw kierunkowych normalnej deo po-
wierzchni w punkeie 4. Réwnanie (3) wyraza zatem, ze predkosé 7
jest prostopadla do normalnej, t.zn. ze lezy w plaszezyznie stycznej.

Na odwrét, jezeli jaka§ predkodé spelnia réwnanie (3), to jest
predkodcia mozliwa.

Oznaczmy przez os dowolne przesuniecie
punktu A4, a przez dz,dy, 62 rzuty tego prze-
suniecia na osie ukladu. W my$l okreslenia
przesuniecie przygotowane jest proporcjonalne
do predkodei mozliwej 7. Przesuniecie ds=7
bedzie zatem przesunieciem przygotowanym.

A wiee rzuty przesuniecia przygotowanego
spelniaja na mocy (3) réwnanie
(®) Fhut oty 50

6z =0.
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Na odwrét, jezell rzuty jakiego§ wektora ds spelniaja réwna-
nie (4), to ds jest przesunieciem przygotowanym.

Mozemy wiee powiedzie, ze przesumigcie preygotowane jest to
wektor, ktdrego rzuty spelniajg réwnanie (4).

Przyklad 1. Punkt ma pozostawad na kuli a2+ y2-+ 22 —p2=(),
Niech A(@,y,2) bedzie dowolnym punktem na tej kuli. Przesuniecia
przygotowane w punkeie 4 spelniaja réwnanie

2x0w4-2y0y + 2208=0 czyli adw--ydy-+ede=1.
Przyjmujge np. ze 2==0, otrzymamy '
(5) Oz=—(xdx+ ydy) /2.
Obierajac dowolnie dx i dy, zas warto§é dz przyjmujac z (6),

dostaniemy ukfad liezb dw, dy, d2, przedstawiajacych rzuty prae-
suniecia przygotowanego w punkecie 4.

Punkt na linii. Zalézmy, ze punkt materialny ma pozosta-
waé na linii nieruchomej L, okreglonej réwnaniami:

{6) I ( hY, R )= 0 I/‘E(m,y,z)=0.
v /ds Jezeli wige punkt materialny znajduje sie w punk-

L cie 4, to wspélrzedne z,7,2 tego punktu spelniajg
‘ réwnania (6). Latwo zauwazyé, ze punkt materialny
| moze posiadaé tylko takie predkodei, ktérych kierunki
g styezne do linii I w punkecie 4. W my§l okregle-
nia przesunigeia przygotowane maja wiee kierunki
styezne do linii, a zwroty i diugodei dowolne.
Jezeli punkt porusza sie po linii I, réwnania (6) sa spetnione
stale. Rézniczkujge je, dostaniemy:
aF, “112

Oy, OB, O
it im0 e +~z_°

(M)

Oznaczajac przez os przesuniecie przygotowane; a przez 0x,0y,02
jego rzuty, mozemy przyjaé w my$l okreflenia ds=7, skad
dz=wy=2 i t.d. Na moey wiee (7):

2 2
(8) %%Jrca—lqjlﬁw%%o, Tosa °12

Sy + 1’253___

Na odwrét, jezeli jakie§ przesuniecie ds spelnin réwnania (8)

?
to jest przesunigciem przygotowanym.
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Przyklad 2. Puankt ma pozostawaé na linii, okreslonej réw-
naniami:

{9) P4yt 2—r2=0, 724 2y2 —z=0.

Niech punkt A(z,y,2) lezy na tej linii. Przesunigecie przygoto-
wane 0s w punkeie A spelnia wiee réwnania:

{10) 20X+ yoy +202=0, 2000+ 4oy —02=0.

Jezeli 2=0 i y:#: 0, to dostaniemy z (10):

00 =—(1-442)0z 2, dy=(1+422)éz/2y.

Obierajac wiec dowolnie 4z i wyznaczajac nastepnie 62,8y
z ostatnich réwnan, otrzymamy uklad liczb 6z, dy, 2, okreslajacy
przesuniecie przygotowane w 4.

Jezeli za§ np. x=0, to wobec 2>0 (co wynika z drugiego
réwnania (9)), otrzymujemy na mocy (10) dy=0 i é2=0. W tym
przypadku przesuniecie przygotowane bedzie zatem mialo rzuty
4x,0,0, gdzie dz jest liczbg dowolng. A wiee: przesuniecie przygo-
towane ma kierunek osi .

Uklady holonomiczne skleronomiczne. Okreslimy teraz
przesuniecia przygotowane w przypadku ogélnym.

Niech dany bedzie uklad holonomiczny skleronomiczny =
punktéw materialnych 4,,4s,..., 4.

Uklad wektoréw A1Bi, AsBs,.. m,, (przedstawiajacych prze-
suniecia poszezegélnych punktéw) nazywamy krotko przesunieciem
wktadu. Przesuniecie ukladu punktéw A, As,..., A, nazywamy moé-
liwym, jezeli polozenia koicowe By, Bs,...,B, s8 zgodne z wiezami.
W przeciwnym razie przesunigcie ukladu nazywamy niemosliwym.

Nadajmy punktom ukladu w polozeniu Aj,A4s...,An dowolne
predkosei 7y, vz, ..., 0., Uklad tych predkodei nazywamy ukladem
predkosci modliwych, jezeli punkty mogg mieé te predkosei, poru-
szajac sie zgodnie z wiezami. W przeciwnym razie ukiad prgdkoscl
nazywamy mniemozliwym.

Przesunieciem praygotowanym ukladu punktéw materialnych
w pewnym jego polozeniu nazywamy takie przesunigcie, w ktérym
poszezegdlne punkty doznaja przesunieé proporejonalnych do ukladu
predkodei mozliwyeh.
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Jezeli wiee #i,Ps,...,0, jest ukladem predkodei mozliwyeh, to
przesuniecie przygotowmnc ukladu otrzymamy, nadajae punktom
ukladu przesuniecia:
(11) 581= V1,

Zauwazmy, ze jezeli uklad jest swobodny, to kazde przesu-
nigcie ukladu jest przesunigciem przygotowanym, gdyz kazdy uklad
predkogei jest ukladem mozliwym.

08s="03, ..., 08p=="Ty.

Zajmiemy sie teraz wyznaczaniem przesunieé przygotowanych.
Rozpatrzymy najpierw przypadek wiezéw obustronnyeh, a nastepnie
wiez6w jednostronnych.

Wiezy obustronne. Zalézmy, ze wiezy okre§lone sa przez
réwnania:
(12) Py, ..., 2) =0 (j=1,2,...,m),
ktérym musza czynid zadod§é wspolrzedne m1,y1,21, ®o,Y2,22, .-y Tnylu,en
punktéw ukladu. Nadajmy ukladowi dowolny ruch zgodny z wiezami.
Roéiniczkujge réwnania (12), (lostzmiemy-
oF,

ow

(13)°

ml_[" "I'r)—zn—o (]—-—1,u, ,’I’)’b).

Oznaczajac przez i, Da, ..., Un
otrzymamy wige vy =gy,

e
9mj et +9

predkodei punktéw ukladu
vy 'Ullz:'éuy skad

(14) 'u,,z._O (j==1,2,...,m).

Wiszelki zatem mozliwy uklad pr(gdkoéci musi spelniaé réw-
nania (14). Na odwrét, mozna okazaé, ze, jezeli uklad predkodei
spelnia réwnania (14), to jest on ukladem predkosci mozliwym.

Zalozmy, ze przesunigeie ukladu, w ktérym kolejne punkty
doznajy przesunieé dsi,...,08,, jest przesunieciem przygotowanym.
Predkodei wy,...,7, okre§lone réwnaniami (11) tworzg zatem uklad
mozliwy predkodei, wobec eczego spelnione sa réwnania (14).
Oznaczajac rzuty przesunieé odpowiednio przez owy,...,02,, otrzy-
mamy z {(14)

OF

(15) ﬁfé 1. ’l“ 2z, 6311—'0 (j::'l.,f.f,...,’m)
lub, jak.piszemy inaczej,
. - 1‘[

M 2 (c ! 8, Cﬁ/bm) (j==1,2,...,m).

fe==1
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A wige: kazdy uklad liezb 6wy,..., 62,, okredlajaey przesuniecie
przygotowane ukladu punktéw, spelnia uklad réwnan (I). Na od-
wrot, kazdy uklad liczb dmi,..., 62, spelniajaey ukiad réwnan (I),
okredla przesuniecie przygotowane.

Opierajge si¢ na tym, mozemy podaé nastepujaca definicje
przesunieé przygotowanych (réwnowazng poprzedniej):

Przesunieeiem przygotowanym ulkladw, kidrego wiezy podane sq
réwnaniami (12), nazywamy kazde przesunigcie 8t ..., 02, spelniajace
réwnania (I).

Uklad réwnan (I) (lub (1
wiadomych éxy, ..., 024,

Zakladamy zazwyczaj, ze rownania (I) sg od siebie niezalezne.
Dzieki temu mozemy spofréd niewiadomyeh 6y, ...,02, obraé
dowolnie k=3n—m niewiadomych, a pozostale obliczyé z réwnan (I).

Jezeli uklad liezb éaxy, ..., 02, spelnia réwnania (I), to uklad
liczb — 6y, ..., —02, oczywideie réwniez spelnia réwnania (I).

5)) jest uktadem m réwnan o 3n nie-

Przesuniecie przygotowane ukladu punktéw nazywamy odwra-

- ealnym, jezeli zmieniajac w nim zwroty przesunieé poszezegélnych

punktéw, otrzymamy znowu przesunigcie przygotowane ukiadu.

Widzimy zatem, ze w preypadkw wiezdw obustronnych prze-
suniecia praygotowane sq odwracalne.

Uwaga 1. Rézniczka funkeji Fy(z,...,2:) Wynosi

2 P oF';
ar;= dm1+ A+ qIf’falz,l_~‘2‘( dem,+ FJd l—q-g,—gildzi).

Widzimy stad, ze lews strone réwnosei (I) otrzymamy, two-
rzace formalnie rézniczke funkeji F; i piszac nastepnie oy, ..., 02,
zamiast dxy, .., d2n.

Uwaga 2. Niech dana bedzie funkeja V(2y,...,21), okre-
gdlona w pewnym obszarze zmiennych &,...,2, 1 ciagla wraz
z pochodnymi czastkowymi w tym obszarze. Obierzmy dowolny
uklad wartogei zmiennyeh wi,...,2, 1 Oznaczmy przez Oy...,02n
dowolne przyrosty tych zmiennych.

Nie oznaczamy tu przyrostéw symbolami dx,,...,dz,, gdyz w przypadku, gdy
zmienne x,...,%, 8 funkejami czasu t, symbolami Aml, , Az, oznacza s1§>d ZIWY-
Kkle przyrost tych zmiennych w czasie At Symbole 69:1, , 62, stuza natomiast do

zaznaczenia, 7e prayrosty sa zupeinie dowolne i nic nie maja Wspolnego Z PIZYTOS-
tami zmiennych niezaleznyeh, od ktérych zaleza iy, ..., 2, (W danym razie od czasu t).
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Na mocy twierdzenia Taylora mamy:
V{(®1+ 01y ouey Bat 020) — V(1 .oy 8a) =

(16) vV oV
=9—m16$1++'9—% (SZ,;*‘I‘- R,

gdzie reszte B mozemy napisaé w postaci
(17) R= ¢ (6w -+ ... + [0=a)),
przyczem e zalezy od 6, ...,02, 1 dazy do 0 wraz z dm, ..., 02,.

d ) .
Polézmy 6V= —éz 0%+ .ot :,Z 6z, czyli
01 cZn

o (9 9 oy
(18) 6V = (55—: oy -~ z;:’% oY+ ’a?i 6z;)-
f=1

Na moey (16) mamy

(19) V(14021 ...y 20 +-020) —V (@1, ...y 22) =0V - K.

Jezeli Jiczba [w1|+...4-162, jest dostateeznie malta, to |¢| takze -

jest maty liczba, a zatem |R| jest na mocy (17) znikome w stosunku
do [dwil+...4-|2,. W tym wiec przypadku 6V przedstawia w przy-
blizeniu przyrost funkeji V. Wyrazamy to zazwyczaj, méwiac, ze 6V
0ZNACZa PrZYrost funkeji ¥, odpowiadajacy ,nieskoriczenie matym®
przyrostom 6i,..., 0z, zmiennych a,...,2,, lub ze dla ,nieskoneczenie
matych™ przyrostéw mamy

(20) V(@01 ..oy 20t 020) —V (@, ..oy 20) = 6V

Powyzszy sposéb wyrazania sie nie jest zupelnie Scislty, jest
jednak wygodny. Podajemy go, gdyz czesto uzywajy go fizyey.

Réwnania (I), str. 428, okreslajace przesuniecia przygotowane,,
mozemy, opierajac sie na (18), napisaé w postaci

(21) 6F=0 (j=1,2,...,m).

Wpolozeniu ukiadu zgodnym z wiezami mamy F=0(j=1,2,...,m).
Na moey wigc (21) mamy dla przesunigé przygotowanych Fi-6F ;=0
(1=1,2,...,m). Na mocy (20) mozemy przeto powiedziedé, ze po
»hieskoriczenie malym* przesunieciu przygotowanym uklad znaj-
duje si¢ réwniez w polozeniu zgodnym 7 wiezami. Stad pochodzi
okredlenie przesuniecia przygotowanego jako ,przesuniecia nieskon-
czenie matego, zgodnego z wiezami“. Okredlenie to (niedcisle, ale
do§é intuicyjne) rozumieé nalezy w wyzej podanym znaczeniu.
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Przykltad 3, Uklad zlozony z dwdch punktéw materialnych
A4, ma zachowad staly odlegiodé A;4,=r. Wspélrzedne L1y Y1y %y
i @Yy 2, tych punktéw spemiaja zatem réwnanie

(22) (@ =)+ (31— Y22+ (3 —25)*—12=0.

Przesuniecie przygotowane ukladn jest wiee okreglone réwnaniem
(23) (@y—5) (0w, —0wy) + (y,—y,) (Y1 —0y,) + (2 —25) (62 —b2,) = 0.

Z liezb 6@y, Oyy, 02y, Oy, Oy,, 62, mozemy tedy obraé pied do-‘
wolnie, a szésta wyznaczyé z (23).

Przyjmijmy np., ze o=y,=2=0, Ty=1", Yy=2,=0. Roéwna-
nie (23) przyjmie wtedy postaé

(24) ~ (0, —065) + 0+ (8y, —BY ) + 0+ (02, —62,) =0.

Réwnanie (24) bedzie spelnione przy dowolnyeh wartodciach
03, 0Y1, 0y 021,025, jezeli przyjmiemy 0x,=06x,. Przesuniecia pray-
gotowane punktéw 4,,4, maja wiec réwne rzuty na kierunek 4,4,.
Wiynika to latwo z twierdzenia podanego na str. 323, w my$l ktérego
rzuty predkofci punktéw A4,, 4, na prosta laczgey te punkty sa réwne.

Przyklad £. Ciato sztywne swobodne. Zalozmy, ze cialo
sztywne jest ukladem sztywnym punktéw materialnyech (str, 194).
Nadajmy cialu dowolny ruch postepowy o predkodei Su.
Poniewaz punkty ciala beda mialy te samg predkosé 51;, wiee
Pprzesunigcie przygotowane ciala otrzymamy, przyjmujac, ze punkty
ciata doznaty réwnych przesunied:
(25) b5 =0bu.

'
Wynika stad, ze translacja ciala jest przesumieciem praygo-
towanym.

Nadajmy ciatu dowolny ruch obrotowy o pred- {
kodei katowej dw okoto osi, przechodzgcej przez
(dowolny) punkt 0. Predkoié dowolnego punktu A
ciala réwna sig Sw=0AXdw (str.46). Przesuniecie
przygotowane ciata otrzymamy wige, nadajge do- 0
wolnemupunktowi 4 przesuniecie ds=0dw czyli

(26) ds=0AXbw.

Wynika stad, ze preesuniecie przygotcwane ciala otrzymamy,
nadajge punkiom ciala preesuniecia proporcjonalne do predkosci,
jakie by mialy, gdyby ciato obracato sie okolo dowolnej 0si z dowolng
predkoseiq katowq.
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Zauwazmy, ze w tym przypadku przesuniecie przygotowane
nie jest przesunieciem mozliwym.

Najogélniejszy ruch chwilowy ciala sztywnego jest zlozeniem
ruchu postepowego i obrotowego (str. 334).

A wiec: najogdlniecjsze przesunigcie praygotowane ciata jest slo-
zentem dwdch praesunieé praygotowanych, z ktorych jedno jest precsu-
nigciem réwnolegtym (translacja), w drugim zas przesunigcia punkicw
sq proporejonalne do ich predkodei pray obrocie ciala okolo osi.

Na mocy (25) i (26) najogdlniejsze przesuniecie przygotowane
ciala otrzymamy, obierajac dowolnie punkt O oraz wektory ow, dw
1 nadajae kazdemu punktowi 4 ciala przesuniecie
(27) Ss=0u-+0A X dw.

Dotychezas zakladaliSmy, ze cialo sztywne jest swobodne.
Rozpatrzymy teraz kilka przypadkéw ciala nieswobodnego.

Punkt unieruchomiony. Jezeli cialo sztywne ma- unieru-

chomiony jeden punkt, np. punkt O, to moze si¢ tylko obracadé
okolo tego punktu. Ruch chwilowy ciala jest zatem obrotem chwi-
lowym okolo pewnej osi, przechodzgcej przez O (str.332). Naj-
ogllniejsze przesunigcie przygotowane ciala otrzymamy, nadajge
punktom eciala przesunigcia okre§lone wzorem (26), w ktérym dw
mozemy obraé¢ dowolnie.

Of§ unieruchomiona. Jezeli cialo sztywne ma unierucho-
miong of, wowezas ruch ciala moze byd tylko obrotem okolo tej osi.
Zatem w przesunigeiu przygotowanym ciala punkty maja przesu-
nigeia okreflone wzorem (26), gdzie O jest dowolnym punktem osi,

za$ So jest dowolnym wektorem, majacym kierunek osi.

Ruch figury w plaszezyznie. Ruch chwilowy figury
plaskiej w jej plaszezyznie jest badz ruchem postepowym, badz
ruchem obrotowym okolo frodka obrotu chwilowego (str. 327).

W najogélniejszym wiee przypadku przesuniecie przygotowane
figury plaskiej jest albo przesunieciem réwnolegtym albo przesu-
nigeiem, w ktérym przesuniecia punktéw figury sg proporcjonalne
do predkofei tych punktéw w ruchu obrotowym okolo pewnego
punktu, lezacego w plaszezyznie figury.
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Przyklad 5. Dwa punkty materialne A,;1i4,, polgezone pretem
sztywnym (bez masy) o dlugodei d, maja pozostawaé na krzywyeh

10,10y, lezagcych w plaszezyinie poziomej i danych przez réwnania:

(28) fi(@,y)=0, fol,y)=0. :
Miedzy wspélrzednymi punktéw 4, i 4, zachodza wiec zwigzki:
(29) Fi@uy1)=0,  fo{#,,,)=0, (@ — 232+ (Y1 — Y o) — B=0.
Roéwnania (29) okredlaja wiezy ukladu. Przesuniecie przygoto-
wane spelnia zatem réwnania:

O, O, _ Sy, O
(30) 8, Ot 5y, =05 @Mﬁ;«“@%:“’

(@3 —5) (62, —0%5) + (Y, —Y,) Oy, —By,) =

Mozemy wige jedng z liczb du,,0y,,02,,0y, obraé dowolnie, a po-
Zostale otrzymadé z réwnan (30). Zauwazmy, ze predkodei punktéw
Ay, A, sy styczne do krzywyeh (, (5. Srodek O obrotu chwilowego
preta A4, jest zatem punktem przecigcia si¢ normalnych w pun-
ktach 4; i A, do krzywyeh C, i C, (por. przyklad 1, str. 329).
Poniewaz ruch chwilowy preta moze byé tylko obrotem okolo O,
wiee punkty 4, i 4, mogg mieé predkosei tylko takie, ktéryeh kie-
runki sg styczne do C; i €, a wielko$ei proporejonalne do 04, i 0A,.
Przesuniecie przygotowane ukiadu punktow 4,,4, otrzymamy tedy,
nadajgec tym punktom przesuniecia styezne do krzywyeh (1,0,
o wielkogeiach proporcjonalnych do odleglosei 04,04, i o zwro-
tach jak przy obrocie okolo 0.

Wiezy jednostronne. Przypuiémy, ze wirdd zwiazkéw, jakie
muszg spelmiaé wspoélrzedne punktéw ukladu, wystepuje nieréwnogé

(31) O(1, ..., 20) < 0.

Zalézmy, ze w pewnym polozeniu ukladu jest ©<0. Jezeli
ukladowi nadamy w pewnej chwili ruch dowolny, zgodny z wszyst-
kimi zwigzkami préez (31), to— jak latwo widzieé —w matym prze-
dziale czasu bedzie stale @<0 (wskutek cigglosei). Ruch bedzie wiee
spelnial réwnanie (31). Wynika stad, ze w polozeniu, w ktorym
zachodzi nieréwnodé @< 0, réwnanie (31) nie stanowi zadnego ogra-
niczenia predkosei mozliwyeh i, co za tym idzie, przesunieé przy-
gotowanych. Przy wyznaczaniu przesunieé przygotowanych mozemy
wiee w tym przypadku nie braé w ogéle w rachube nieréwnosei (31).
S. Banach. Mechanika, 28
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Zalézmy teraz, ze uklad zajmuje polozenie brzezne, t.zn. ze
zachodzi réwho§¢ @=0. Nadajmy ukladowi w chwili ¢ dowolny
ruch zgodny z wiezami. W chwili 1+ 4t (gdzie 4t>0) funkcja &
bedzie miata warto§é &'=@-A4P. Poniewaz @'< 0, a d=0, wiec
AP0, Zatem lim AD[At<<0, skad

A0

ad 9¢

(32) T +9 2. <0.

Predkodei mozliwe muszg wige spelniaé nieréwnodé (32). Jezeli
0%1,...,02, jest przesunieciem przygotowanym ukladu, to kladae

E1=081,..., 8=02,, otrzymamy uklad predkodci moxhwvch Zatem.
B1yoeny 2n spelmm]aﬂ nieréwnodé (32) skad

9P Pl
(33) Mém-{-...-{—@;dz,g().

Jezeli wige w pewnym polozeniu ukladu zwiazek (31) staje
sie réwnogcia, to przesuniecie przygotowane musi spelniad zwigzek (33)
i na odwrét: przesuniecie spelniajace zwigzek (33) jest przesunie-
ciem przygotowanym.

Jezeli dla pewnego przesuniecia przygotowanego o&xi,...,02,
w zwigzku (33) wystepuje znak <, to przesuniecie —owy,...,—02,
nie jest przesunigciem przygotowanym; dane wige przesuniecie przy-
gotowane nie jest odwracalne (str. 429). Jezeli za§ przesuniecie
0w1,...,02, jest odwracalne, to w (33) musi wystapié znak =.

Zbierajac otrzymane wyniki, mozemy wiec powiedzied:

Jezeli wiezy wkladu okreslone sq praez zwiqeki: '
Fi(wy .y 2)=0 (j=1,2,...,m),
Doy ovny2) K0 (r=1,2,..., 8),

to preesunigeie praygotowane dwy, ...,
spelnia réwnania:

Oz, w danym polodeniu ultadw

oF oF o .
(1) ;2( jwﬁ~ %y+ ’szu (j=1,2,...,m)
=1
oraz te sposrdd ‘zwitgzkéw
n a¢’ gb
(Im ‘25‘(5&;-5w + 5 5y14~,, azJ <O (r=1,2,...,8),

i==1

dla ktorych w tym pologenin wltadu zachodzi réwnosd @,= 0.
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Przyklad 6. Zatéimy, ze punkt materialny ma pozostawaé
wewngtrz lub na powierzehni kuli 224324 22—12==0. Wspéhrzedne
x,y,2 tego punktu muszg zatem spelniad nieréwnodé

(34) 224y 422 —r2 <0,
Jezeli punkt znajduje sie wewnatrz kuli, to zachodzi nieré6wnogé
(35) 22424 22— 1r2<0;

w tym polozeniu punkt moze mieé predko§é dowolng, zatem kazda
predkosé jest predkoseia mozliwg. Wynika stad, ze kazde przesu-
nigeie jest wtedy przesunieciem przygotowanym.

Jezeli za§ punkt znajduje sie na
powierzchni kuli, to

(36) 4yt 22—r2=0

i predkoseciami mozliwymi s3 predkosei
styczne do kuli lub predkosei, majace
zwroty ku wnetrzu kuli. Przesunieciami
przygotowanymi sg wiee wtedy przesu-
nigcia, ktéryeh kierunki sg styczne do
kuli oraz ktérych kierunki nie s3 styezne, lecz majy zwroty
ku wnetrzu kuli.

Przesuniecie przygotowane dx,dy,dz spelnia na moey (II) nie-
réwno§é, ktéra otrzymamy rézniczkujac (34):

2x6z+4 2y 8y + 2202 <0 czyli réx+ Yoy + =202 0.
Przyklad 7. Punkt materialny, uwigzany na nici o dlugodei I

uczepionej w poczatku ukladu wspélrzednych, ma pozostawaé na

powierzehni z= 224 y2. Wspélrzedne punktu spelniaja wiee zwigzki:

(37) s—at—yt=0,  Py4+2—B<O.

Jezeli ni¢ nie jest napieta, t.zn. jezeli 22+ y*+22—13<0, wow-
czas przesuniecia przygotowane spelniaja tylko réwnogé

(38) dz—2x0x —3ydy=0.

Jezeli za$ nié jest napieta, to punkt zajmuje polozenie brzezne,
wiee 24 y?+22—12=0; w tym przypadku oprdez réwnodei (38)
musi zatem zachodzié nieréwnosé

28*
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(39) , wox 4y oy + 202 < 0.

Z (38) dostajemy

(40) dz=2xdx+ 2ydy,

s}zadd przez podstawienie w (39)

(41) 2(1+ 22)0z+ y (1 22)dy < G.
Polézmy

(42) w=ux(1+22)0w++y(142=)dy.

Stad jezeli y==0, to
(43) : Oy =[w—a(1+22)dw]/y(1+ 22).

4 Dla kazdej wiee wartodei dw i kazdej warto§ei w niedodatniej,
otrzymamy z (40) i (43) przesuniecie przygotowane dz, dy, dz, spel-
niajace zwigzki (38) i (39).

§3. Zasada prac przygotowanych. Praca przygotowana.
Niech' uklad holonomiczny skleronomiczny bedzie zlozony z n pun-
ktéw materialnych A,,..., 4, w ktérych zaczepione sg sity Pi,...,P,.
Nadajmy ukladowi' dowolne przesuniecie przygotowane 6si,...,08.
Praca sit Py,..,P, na tym przesunieciu wynosi

(1) §'L=Pds1+...+ Ppdsn= D, P;0s:.
fe==1

Jezeli  dwy, Sy1, 021,
581,...,5_8,1, to

.oy OBy OYn, 02, s rzutami wektordw

) 0'L= S(P;,dai+ Py, 0yi-+ Pi,b2;).

Prace okreflong wzorami (I) i (I') nazywamy pracq praygoto-
wang sit Py,...,P, na przesunigeiu przygotowanym (5?‘1,'...,&1 (majg-
cym rzuty dmy,...,02,).

Uwaga. Prace praygotowany oznaczamy przez 4’L (z kresky), gdyz sym-
bol 6L moéglhy nasuwaé przypuszezenie, ze I jest funkejuy, a 0L wyrazeniom
okreflonym przez wzér (18), str. 430.
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Jezeli sity Py,..., P, majs potencjat ¥V, wowezas na moey (I1I),
str. 214, mamy P; =2V /[dm;, P; =3V |dy; P; =03V /3%
Z (I') dostaniemy

R TCLONE LA 4
skad na mocy (18), str.430,
() 0" L=4V.

Przyklad 1. Punkt ma pozostawaé na kuli #2-+y2+22—12=0.
Przesuniecie przygotowane okre§lone jest réwnaniem

26z -+ Yoy -+-202=0.
Jezeli na punkt dziata sita P, to jej praca przygotowana wynosi

(2) ' 8'L=P.bw+ P,0y+ P,éz.
Zalézmy, ze =z==0. Zatem

(3) d2=—(wdw+ydy)/2,

skad przez podstawienie w (2)

(4) 8'L=[(Pxz—P.1)0x+ (Pyz—P.y)dy]/z.
We wzorze (4) wartosei dx, éy sa dowolne.
Jezeli

(5) Pue—P,x=0, . Pyz—P.y=0,

to otrzymujemy jako prace przygotowang 6'L=0 na kazdym prze-
sunieciu przygotowanym. Na odwrét, jezeli jest stale §'L=0, to
przyjmujac we wzorze (4) raz dx=1 i dy=0, a drugi raz or=0
i 6y=1, otrzymamy réwnania (5), ktére wyrazaja, ze kierunek
sity P przechodzi przez poczatek ukladu wspétrzednych (czyli przez
$rodek kuli), t.j. ze sila jest normalna do powierzchni kuli.

Otrzymane wyniki mozemy sprawdzié w nastepujacy sposob.
Zauwaimy, ze przesunieciem przygotowanym w dowolnym punkeie
kuli jest kazdy wektor styezny do kuli w tym punkeie (str.424).
Praca przygotowana sity P bedzie wiec stale zerem wtedy i tylko
wtedy, gdy sila P jest prostopadia do kazdego przesuniecia przy-
gotowanego, a wiee do plaszezyzny stycznej do kuli, ezyli gdy
kierunek sily jest normalny do powierzehni kuli.
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Zasada prac przygotowanyech. Niech uklad holonomiczny
gkleronomiczny punktéw materialnyeh Ay(2y,Y1,21); ooy An(@ny Y, 20)
poddany bedzie dziatanin sit. Sily sprawiajace, ze uklad zachowuje
wiezy, nazywamy reskcjami, a sity zaczepione w punktach ukladu
i nie bedace reakejami nazywamy dla odréznienia sitami deziatajo-
cymi. Gdy uklad jest w spoczynku t.j. w réwnowadze, méwimy
o sitach dziatajacych, ze sig rdwnowasq.

Oczywistym jest, ze nawet gdy sily dzialajace si¢ réwnowazg,
uklad nie musi pozostawaé w spoczynku: np. punkt materialny,
na ktéry nie dziatajs zadne sily, moze si¢ poruszaé ruchem jedno-
stajnym.

Zatézmy, ze uklad punktéw jest w réwnowadze. Dla kazdego
punktu z osobna sity dzialajagce na tem punkt znosza sie wiec
z reakcjami. Oznaczajgc przez Pi,...,P, sity dzialajace na poszezegdlne
punkty, a przez R,,..., R, reakcje, otrzymamy zatem:

{6) P1+R1= 0, Pz—{- Rz:‘:(), <y .p,,+,ﬁ,,z:(),
Wezmy pod uwage dowolne przesunigcie przygotowane 5§1,...,3§,,.

Praca sit dziatajacych i reakeyj na tym przesunigeiu wynosi
z uwagi na (6)

(1 (Pi+ Ry) 8514 ... 4 (Put- Ba) 880=0
ezyli
(8) (P1881t...+Pr 00)+ (B 081+ ... -+ Ry 854) = 0.

Dogwiadezenie okazuje, ze jezeli nie ma tarcia, to praea reakeyj
na kazdym przesunieciu przygotowanym jest nieujemna.

Jezeli np. punkt ma pozostawaé wewngtrz lub na powierzchui pewnej
kuli gladkiej, to w przypadku, gdy punkt znajduje sie na powierzehni, reakeja
jest skierowana ku §rodkowi kuli. Przesuniecie przygotowane jest albo styczne
do kuli albo ma zwrot ku wnetrzu (str.435). W pierwszym przypadku praca
reakeji jest zerem, w drugim zaé jest dodatnia.

Przy zalozeniu wige, ze tarcie nie wystepuje, jest
(9) Ry 6s1F...4 R, 85, 0.

Na mocy (8)
(10) Pydsi+...+ Py 8su=—(Fy 851+ ...+ B, 350),
wige z (9) otrzymujemy

(11) Py 6s1+...4+ P, 35, <0.
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Wyrazenie po lewej stronie nierdwnogei (11) przedstawia w mysl
(I), str.436, prace przygotowang sil dzialajacych.
A wiec: jezeli nie ma tarcia i uklad jest w réwnowadze, to

praca sit dzialajacych na kazdym przesunieciu przygotowanym jest
badZz zerem, badZ liczba ujemns.

Jezeli przesunigcie przygotowane 5§1,...,_6—s,1 jest odwracalne
(str. 429), to —0sy,..., —08, jest réwniez przesunieciem przygotowa-
nym. W przypadku réwnowagi zachodzi wigc (11) oraz

(12) — P, 8s1—... — Pr 85,<0.
Z (11) i (12) wynika, ze
(13) P.8s1+ ...+ Pnbs,=0.

A wiec: w przypadku réwnowagi ukladu praca przygotowana
sit dzialajacych jest réwna zeru na kazdym przesunigciu przygoto-
wanym odwracalnym.

W szezegdlnogei, gdy wiezy sa obustronne, kazde przesuniecie
przygotowane jest odwracalne, a zatem praca przygotowana sit
dzialajacych jest wtedy zerem na kazdym przesunieciu przygoto-
wanym,

Otrzymany warunek réwnowagi jest warunkiem koniecznym.
Dogdwiadezenie uczy, ze jest takze wystarczajgeym.

Warunek ten nosi nazwe zasady prac przygotowanych.
Mozemy ja wypowiedzied, jak nastepuje:

Zasada prac przygotowanych. Jeieli uklad n punkidw
materialnych Ai,..., A, jest holonomiceny skleronomiczny i tarcie mie
wystepuje, to warunkiem koniecznym 1t wystarczajacym TOWNowage
sit deiatajacych Piy..., P, jest, by na katdym przesunieciu praygoto-
wanym Oy, ..., 0za praca praygotowans sit dziatajacyeh byla zerem
lub liczba wjemna, t.zn. zeby zachodzil wzor

(II) 6'L=f,_§‘1(Pix6wi+P¢y6yi+Pizézi)<0.
Jeseli wiezy sq obustronne, warunek (II) prayjmuje postaé

(111 8 L=2, (Py 8w; + Py 0y; + Pi, 02)=0.

L
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Zasade prac przygotowanych mozna w wielu przypadkach udo-
wodnié. Przyjmujemy ja jako prawo stwierdzone dodwiadezalnie
we wszystkich tych przypadkach, w ktéryeh okredlone jest pojecie
tarcia. W przypadku ogélnym moznaby powiedzied, ze w ukladzie
nie wystepuje tarcie, jezeli do ukladu stosuje sie zasada prac przy-
gotowanych.

Zmnaczenie zasady prac przygotowanych polega na tym, ze
podaje warunek réwnowagi sil dzialajacych bez pomocy reakeyj.

Przyltad 2. Niech 4 bedzie punktem materialnym swobod-
nym. Oznaczmy przez P sume sit dzialajacych na 4. Praca pray-
gotowana jest &'L=Pds, gdzie ds jest przesunieciem przygoto-
wanym. W przypadku réwnowagi ¢'L=0 czyli

(14) Pos=0

dla kazdego przesuniecia przygotowanego. Poniewaz punkt A jest
swobodny, wigc bs jest dowolne. Wynika stad wobec (14), ze P=0.
Gdyby bowiem P==0, to przyjmujac, ze 6s ma kierunek i zwrot
sity P, mielibysmy P ds=|P|-|6s| =0 wbrew (14).

Spra.wdziliémy wige zasade¢ prae przygotowanych w pray-
padku punktu swobodnego.

Przyktad 3. Punkt materialny 4, poddany dzialaniu sity P,
ma pozostawaé na powierzchni 8. W polozenin réwnowagi praca
przygotowana jest 6'L=Pds=0, gdzie ds jest przesunieciem przy-
gotowanym, a wige wektorem dowolnym, lezacym w plaszezyZnie 7,
stycznej do powierzehni 8§ w punkeie A (str.424). Wynika stad,
ze P II. Na odwrét, jezeli P17, to oezywi§cie o6L=P ds=0,
wiee punkt 4 jest w polozeniu réwnowagi. ’

Przyjmijmy teraz, ze punkt 4 ma pozostawaé po jednej stronie
powierzehni §. Wigzy sa zatem jednostronne. Przy réwnowadze mamy

wige 6'L= Pés<0 na kazdym przesunigciu przygotowanym. Jezeli
8 lezy w plaszezyznie stycznej JI, wowezas jest przesunieciem
odwracalnym (str.429), a zatem P(ﬂz(). Wynika stad, ze P_| IT.

Najogélniejszym przesunieciem przygotowanym jest kazdy
wektor (o poczatku 4), skierowany ku tej stronie powierzehni §,
po ktérej lezy punkt 4. Poniewaz Pés<C0, wiec P ma zwrot w kie-
runku powierzehni § (t.zn. przyciska punkt 4 do powierzehni 8).
Na odwrot, jezeli P | J1 i P ma zwrot w kierunku powierzehni S,
wowezas, jak latwo widzied, §'L=P d5< 0 na kazdym przesunieciu
przygotowanym. Punkt znajduje sie zatem w polozeniu rdwnowagi,
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Przyktad 4. Punkt materialny 4, poddany dziataniu sity P,
ma pozostawaé na linii ¢. W polozeniu réwnowagi praca przygoto-
wana jest 6'L=Pds=0 na kazdym przesunieciu przygotowanym s.
Poniewaz ds jest wektorem dowolnym, stycznym do €' w punkeie 4,
wiee P jest prostopadle do (.

Na odwrét, jezeli P jest prostopadle do C, to oczywiscie Pos= 0,
wiee punkt jest w polozeniu réwnowagi.

Przyktad 5. Na dzwignie AB dzialajg ciezary @,,Q, uczepione
w punktach A4,B oraz ciezar dfwigni @, zaczepiony w drodku S
jej masy. Sity dzmlagayce leza w jednej plaszezyznie pionowej, prosto-
padlej do osi obrotu w punkecie O, przyezem 0S| AB. Wyznaczyé
w polozeniu réwnowagi kat ¢, jaki OS tworzy z pionem (por. przy-
kiad 1, str. 278).

Oznaczmy przez 5_31, 6-32, s przesu-
nigeia przygotowane punktéw zaczepienia
4,B,8. DZwignia moze sie jedynie obracaé
okoto swojej osi. Predkogei mozliwe—a co
za tym idzie — przesuniecia przygoto-
wane punktéw 4, B, S s3 prostopadle do
0A, OB, 08. Oznaczajac przez do dowolng
predkoéé katowg, mamy zatem:

|5—.9]=OS dw.

(15) |0s,|=0Abw, |6s=0Bbw,

W polozeniu réwnowagi praca przygotowana jest zerem czyli
@, 651—{—@2 854+ Q@ 8s=0. Obliczajac iloczyny skalarowe i oznaczajac
wartofei bezwzgledne sit przez Q,,Q,,Q, otrzymamy na mocy (15)
(@ OAcosp+Q-08sing—@,-OBcosp)dw=0, skad po podzieleniu
przez dw

(16) tgp=(Qy-0B—0,-04)/Q-08.

Wazor (16) otrzymali§my poprzednio na innej drodze (por.
wzor (6), str. 279).

Przyklad 6. Na réwni pochylej, nachylonej pod katem o do
poziomu, znajduje si¢ punkt ciezki A4, ktéry pozostaje w réwno-
wadze pod wplywem sity P, majacej kierunek poziomy. Wyznaczyé
sile P przy zalozeniu, ze nie ma tarcia. .
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Oznaczmy przez @ ciezar ciata, a przez
6s dowolne przesuniecie przygotowane.
Praca przygotowana jest 6'L= Qos+ P-ds.
Aby zachodzila réwnowaga, musi byé
na kazdym przesunigciu przygotowanym
SL<L0 czyli

(17) Q 0s+ P 8s<0.

Wezmy najpierw pod uwage przesunigcie przygotowane 05’

majace kierunek réwni pochylej. Przy tym zatoZeniu ds’ jest prze-

sunieciem odwracalnym, zatem (17) przyjmie postaé¢ réwnogei
(18) Q0s'+ P ds'=0.

Niechaj [T bedzie plaszezyzng pionowsy, przechodzges przez A
prostopadle do réwni i niech s’ {_[1. Zatem (ds’ =0, skad na mocy (2)
P.5s'=0 czyli P [ds'. A _wige P lezy w plaszezysnie [7.

Przyjmijmy teraz, ze ds' lezy na réwni i’ w plaszezyznie I7
(p. rysunek); nadajac przesunieciu s’ zwrot ku dotowi i kiadae
Q=[Ql, P=|P|, otrzymamy z (18)

(19) Q|6s’|sina 4= P|ds’| cosa=0.

Znak 4 zalezy od zwrotu sity P. Z réwno$ei (19) wynika, ze
nalezy obraé znak —. A wiec sita P musi przyciskaé punkt do réwni.
Przy znaku — otrzymamy z (19) '

(20) P=tha‘.

Wyznaczylismy wiee kierunek, zwrot i wielko$é sity P przy
zatozeniu réwnowagi. Z (20) latwo wynika, ze suma @Q--P jest
prostopadia do réwni.

Aby wykazaé, ze réwnowaga rzeczywiScie zajdzie, naleiy
stwierdzié, ze warunek (17) zachodzi dla kazdego przesunigcia przy-
gotowanego. Aky to udowodnié, roztézmy dowolne przesunigcie
przygotowane ds na dwa przesunigcia: ds’’ prostopadle do réwni
i ds' lezace na réwni. Praca sit P i @ na przesunieciu Bs’ jest zerem,
gdyz P+Q_| 6s’. Przesuniecie ds”’ i suma, P+Q majay ten sam kierunek,
lecz zwroty przeciwne, wiee praca sit P i § na ds” ‘jest ujemna.
Wiynika stad, ze praca sit P i @ na przesunieciu ds jest ujemna.
Zwiazek (17) zachodzi wiec dla kazdego przesunigeia przygotowa-
nego. Zatem sity @ i P réwnowazg sie.
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Przyklad 7. Cialo sztywne. Opierajac sie na zasadzie
prac przygotowanych, wyprowadzimy teraz warunki réwnowagi
sit dzialajaeych na ciato sztywne.

mGia,loh swobodne. Niech na ciato sztywne swobodne dziataja
sity Pi,..., P, 0 poczgtkach Ay, ..., 4,. Nadajmy cialu dowolne prze-

sunigcia przygotowane i oznaczmy przez osy, ..., 8s, przesuniecia punk-
tow Ay,..., A Praca przygotowana wynosi zatem na mocy (I), str. 436,
(21) . 8'L=Pibs1+...+ PnOsp.

W przykladzie 4, str. 431, zajmowali$my sie przesunieeiami
przygotowanymi ciala sztywnego.

Niech przesunieciem przygotowanym eciala bedzie translacja
(str.431); punkty doznaja wiec réwnych przesunieé 6z. Na mocy (21)
mamy 6'L=P16%-+-...+Pndu=(Pi+...+P,)0u. Kltadae P= Py+...+Pp,
otrzymamy
(22) 6'L=Pdu.

Niech O bedzie dowolnym punktem ciala, a I osig przechodzaca
przez (. Nadajmy ecialu przesunigeie przygotowane, w ktérym
punkty doznajg przesunieé proporcjonalnyeh do predkosei przy
obrocie ciala okolo osi I z predkodcia katows dw. Na mocy (26),
str. 431, otrzymamy

bsi= 04X dw (i=1,2,...,m),

skad na mocy (21) 6'L=P,(04,Xbw)+ ...+ P,(04d,xw). Poniewaz
a(bxc)==e(@xb) (wzér (II), str.12), wiee

8 L=0w(Pix 0A1)+ ...4+0w(Pnx 04,).

Lecz P,x OA;=MomoP, i t.d. Zatem

(23) §'L="8w(Momo Py+ ...+ Momo P,)=bw- I,
gdzie M jest momentem ogélnym sil wzgledem O.
Oznaczmy przez dw wspéirzedny dw wzgledem osi I, a przez ¢

kat, jaki M tworzy z osig I. Wowezas 8w M =bw| M| cos ¢. Poniewaz
moment sit dzialajacych wazgledem osi I wynosi M;=|M|cos ¢, wiee
na moey (23)

(24) §L=Mbw.
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Najogdlniejsze przesuni¢cie przygotowane ciata sztywnego jest

zlozeniem przesunieé, okreflonych przez wzory (25) i (26), str. 431.
Zatem na najogélniejszym przesunigein przygotowanym jest

(25) 8'L=P-6u-+Mdw,

gdzie P oznacza sume wszystkich sit dzialajacych, M; moment
wzgledem dowolnej osi I, du dowolny wektor, a dw dowolng liczbe.

Przejdziemy teraz do wyznaczenia warunkéw rownowagi.
Zatézmy, ze uklad sil dziatajacych jest w réwnowadze. Zatem praca
przygotowana 6'L jest zerem na kazdym przesunieciu przygotowa-
nym. Nadajac ciatu dowolne przesuniecie dw, mamy na moecy (22)
Péu=0, skad wynika, ze

(26) P=0,

gdyby bowiem bylo P=0, to obierajae ou w kierunku P, mielibygmy
Pou==0.

Obierzmy teraz dowolnie punkt O i o§ I przechodzgcy przez O.
Dla kazdego dw jest na mocy (24) M dw=10, wiee M;=0. Poniewaz
l jest osig dowolng, przechodzgeyg przez O, wiee moment ogdlny
wzgledem O jest
(27) M=0.

Udowodnilisfmy w ten sposéb, ze réwnodci (26) i (27) sa
warunkami koniecznymi réwnowagi sil dzialajacych. Wykazemy
teraz, Zze s3 one rowniez warunkami wystarczajacymi.

Jezeli bowiem zachodzg réwnogei (26) i (27), to praca przy-
gotowana, podana w najogélniejszym przypadku wzorem (25), jost
oczywiscie zerem,

OtrzymaliSmy tedy warunki roéwnowagi ciata sztywnego
swobodnego, wyprowadzone na innej drodze na str. 248.

Rozpatrzymy z kolei kilka przypadkéw réwnowagi ciala
nieswobodnego.

Cialo majgee punkt staly. Niech cialo ma punkt O unieru-
chomiony. Ruch chwilowy ciala moze wiee byé tylko obrotem okolo
osi przechodzacej przez 0. Zatem praca przygotowana wyraza sie
wzorem (24). .

Jezeli sity dzialajace réwnowazg sie, wowezas ¢'L=0, skad na
mocy (24) jest M;dw=0. Poniewaz do jest dowolne, wiee M;=0,
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gdzie 1 jest osia dowolng, przechodzges przez 0. Wynika stad, ze
moment ogdlny wzgledem O sil dzialajacyeh na ciato jest M =0.

Na odwrét, jezeli M =0, woéwezas M;=0 wzgledem kazdej
osi 1 przechodzgcej przez 0. Na mocy wiec (24) jest stale §'L=0.

A wiec: uklad sil dziatajacych na cialo, majace jeden punkt
O unieruchomiony, jest w réwnowadze wtedy i tylko wtedy, gdy
moment ogélny sit wzgledem O jest zerem.

Warunek powyzszy otrzymali$my poprzednio innym sposobem
(8tr. 274).

Ciato plasko prowadzone (str.276). Niechaj [I bedzie
plaszezyzng kierowniezg ciala plasko prowadzonego. Ruch chwilowy
ciata jest albo ruchem postepowym z predkoseia réwnolegly do I7,
albo ruchem obrotowym wkoto osi I prostopadiej do II. Praca przy-
gotowana wyraza si¢ zatem wzorem (22), gdzie oul|ll, albo wzo-
rem (24), gdzie 1| JI. W przypadku réwnowagi otrzymamy zatem
Pou=0 dla du||lT i M;bwo=0 dla 11I1. Wynika stad, ze

(28) P1Ir i M=0 da 111

Yatwo stwierdzié, ze otrzymany warunek réwnowainy jest
warunkowi, by rzuty sil na plaszezyzne kierownieza I1 tworzyly
uklad réwnowazny zeru. Jezeli zachodzi warunek (28), woéwezas
7z (22) i (24) wynika, ze praca przygotowana jest zerem. Warunek (28)
jest wiec konieczny i wystarczajacy dla réwnowagi sit
dzialajacych.

Cialo majace o$ stalg. Zalézmy, ze ciado ma of I unie-
ruchomiona. W tym przypadku cialo moze si¢ obracaé tylko okoto
osi . Praca przygotowana wyraza sie zatem wzorem (24). Warunkiem
koniecznym i wystarczajacym réwnowagi sit dzialajacych jest wiee
na mocy (24) 6'L=M;80=0 czyli M;=0 (dw jest bowiem dowolne).

Warunek ten otrzymali§my poprzednio na str. 276.

Cialo majace stala of skretu. Zalézmy, ze ciato moze
sie tylko obracaé okolo pewnej osi I oraz przesuwaé wzdiuz niej,
jak np. kula nawleczona na prosty pret sztywny. Ruch chwilowx
ciala jest wiee zlozeniem ruchu postgpowego o0 predkodei majace]
kierunek osi [ i ruchu obrotowego okolo tej osi, a zatem jest skre-
tem okolo osi I. W najogélniejszym przypadku praca przygotowana
okreflona jest wiee wzorvem (25), w ktérym o ma kierunek osi I,
zad dw jest dowolne. .
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Jezeli zachodzi réwnowaga, to na mocy (25)
(29) 8'L=Pbéu—+Mbow=1.

Przyjmujac du=0 i Odw=0, dostaniemy M,;=0, jezeli zaé
przyjmiemy dw=0, otrzymamy z (29) Pou=0. Poniewaz ou ma
kierunek osi I, wiee P_| I.

Na odwrét, jezeli M;=0 i P_| I, wowezas na mocy (29) jest
oczywiscie ¢'L=0.

A wiee: warunkiem koniecenym i wystarceajgeym 7‘6wn0wagi
ciata mogaceqo si¢ okolo stalej osi obracaé 1 wedtuz niej przesuwad
jest, by suma il b?/ht prostopadia do osi % moment sit weagledem osi
byt zerem.

Sruba. Cialo sztywne, ktére moze si¢ tylko tak poruszaé, ze
pewna linia §rubowa w ciele przesuwa sie po sobie, nazywamy $rubq.

Of §ruby moze sie tylko przesuwad po sobie, a zatem predkosei
punktéw osi maja kierunek osi. Wynika stad (str. 336), ze ruch
chwilowy jest skretem chwilowym okolo osi $§ruby.

Oznaczajac przez % predkosé ruchu postepowego chwilowego,
przez o predko§é katows chwilows, a przez h skok §ruby, mamy
na mocy (15), str. 338, ’

(30) @ | || = h[2z.

Poniewaz % i maja kierunek osi I ruby, wiee oznaczajac przes
% i wspélrzedne wzgledem osi | wektoréw % i w, otrzymamy z (30)
(31) w=sehw |27,

gdzie e=-1, jezeli druba jest lewoskretna, zag e:»l, jezeli jest
prawoskretna.

- Praca przygotowana wyraza sie wzorem (25), w ktorym dow
jest dowolne, a duw ma kierunek os1 l §ruby, przyczem na moecy (31)

(32) ‘ du=cehdw/2n,

gdzie du jest wspohrzedna ou wzgledem osi (. .
Oznaczajac przez P; rzut P na of I, mamy Pdu==Pdu.
Na moey wiec (25) i (32)

(33) - §' L= (ePh/2m -+ M ))ow.
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Z zasady prac przygotowanych wynika na moey (33), ze
warunkiem koniecznym i wystarczajacym réwnowagi sit dziatajacych
na $rube jest to, by silty spelnialy réwnanie

(34) M,|P)=— eh|2m.

Przykltad 8. Wyznaczanie napieé w pretach krato-
wnicy. Metoda kinematyczna. Na zasadzie prac przygotowa-
nych opiera si¢ pewna metoda wyznaczania napieé w pretach krato-
wnicy. Metode te przedstawimy najpierw na przykladzie.

Na kratownice plasks dzialaja sity
P,,...,P, zaczepione w wezlach i bedace
w réwnowadze. Aby wyznaczyé napiecie
np. w precie BD, usuwamy ten pret.
Pozostaly uklad pretéw bedzie nadal
w réwnowadze, jezeli w punktach B i D
przytozymy sity 8§ i —S réwne napieciom B 5
usunietego preta w tych dwu punktach.

Nadajmy ukladowi pretéw 4B,BC,CD,DA dowolne przesuniecie
przygotowane i oznaeczmy przez 6s,...,0s, przesuniecia punktéw
A4,...,D. Praca przygotowana bedzie wiec zerem czyli

P,6s,+ Pyds,+ Pybsy+ Pyds,+ 86s,—Sos,= 0,
skad

(35) S(8sq—084) = — (P88, Pyds,+ Pysy+ Pobsy).

Potézmy S=|S|, gdzie znak zalezy od tego, czy napiecie S
jest rozciaganiem czy §ciskaniem, i oznaczmy przez 6r rzub réznicy
ds,—ds, na kierunek BD. Przy tych oznaczeniach lewa strona
réwnogei (35) wynosi Sdr. Jezeli wiec przesuniecia przygotowane
obierzemy w ten sposéb, by mieé érs0, otrzymamy z (35)

(36) - S=—(P,bs;+ Py0sy+ Py0sy+ Pybsy)[or.

Szukane przesuniecie przygotowane otrzymamy, przyjmujac,
ze punkty 4 i D s3 unieruchomione; zatem:

(37) B5,=0,  0s4=0.

Ruch chwilowy preta B]i (przy zalozeniu, ze 4 i D sa
nieruchome) jest obrotem chwilowym okolo frodka O, ktéry jest
punktem przeciecia sie prostyeh AB i D (por. przykiad 4, str. 330).
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Przesuniecia 521 6_33 83 proporejonalne (19 prgwdkoéci punktéw
Bi C przy obrocie preta BC okolo 0. Zatem ds, i dsy 83 prostopadle
odpowiednio do AB i DC, oraz
(38) |68,/ B85 =0 C/OB.

Niech P i Py oznaczaja rzuty sil Py, Py na kierunki s, i s,
za$ a kat miedzy ds, a BD. Zatem:

(39) Pobsy=Pj|0ss|, Pydsy=Pj|dsyl, r=|dss|cosa.
7 (36) otrzymamy na moey (37)-(39)
(40) 8=—(P» OB~ P;-0C)[0OB cos a.

Przejdzmy teraz do przypadku ogélnego kratownicy o wezlach
Aty..ey Ay, w ktoryeh dzialajg sily Pi,...,P, bedace w réwnowadze.
By wyznaczyé napiecie w precie kratownicy laczacym wezly 4.1 4,
usuwamy pret 4,4, i przykladamy do wezléw A, 1 4, sily §1i —&§,
réwne napieciom usunietego preta w A, i A,  Poniewaz uklad
pozostatych pretéw jest w réwnowadze, wige sity Pi,...,Pa8S,—8
réwnowazg sie. Praca przygotowana jest tedy zerem. Oznaczajac
przez dsy,...,08, przesuniecia przygotowane wezldw Ai,..., A, (przy
zalozeniu, Ze pret A,.A4, zostal usuniety), otrzymamy

(41) Pr38y-- ..k P05yt 885, —8 655=0.

Kiadac wige S=+|5| (gdzie znak zalezy od tego, czy S J(_.z[

rozcigganiem, czy dciskaniem) i oznaczajac przez & rzut  ds,—ds
na kierunek A4,4,, otrzymamy z (41)
(42) 861 =— (P; 8%14...4 P 05,).

Jezeli przesuniecia przygotowane potrafimy obraé tak, by
bylo ér==0 (t.zn. by ds,==0s; i réznica ds,—0s; nie byla prosto-
padta do A,4), wéwezas z (42) bedziemy mogli wyznaczyé S.

0t6z mozna okazaé, ze jezeli kratownica jest wyznaczalna
statycznie (str. 301), to przesuniecie przygotowane o zgdanych
wlasnodeiach zawsze istnieje.

Oznaczmy przez o1,y1,...,%n, Y. wspolrzedne wezlow A.,..., 4.,
a przez fl,;j diugodei pretdw A,L-Aj. Zatem

(43) (@) + (g5 — ;)" —di, = 0.

Niech dw, oy, bedg rzutami przesunieeia przygotowaliego
punktu 4.
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Woéwezas na moey (43)

(44) (@i—;) (8wi—05)+ (y1—;) (8y:—0y5)==0.

Jezell usuniemy pret Ar4, to przesunigeia przygotowane
wezlow okreflone sg rownaniami (44) (wiréd ktérych nie wystepuje
réwnanie odpowiadajace pretowi Ar45); mozemy znich wyrachowad
przesuniecia.

Podana metoda wyznaczania napieé w pretach kratownicy
nosi nazwe metody kinematyceme;.

Metode kinematyczng mozna stosowaé zaréwno do kratownic
plaskich jak i przestrzennych.

Istniejg réwniez metody graficzne wyznaczania predkodei
mozliwych (a co za tym idzie, przesunieé przygotowanych 3?1,...,5,1)
wezléw kratownicy przy pomocy t.zw. plandw predkodei (prze-
sunigd praygotowanyeh ).

§4. Wyznaczanie polozenia réwnowagi w polu sil.
Jednym z gléwnych zagadnied, z jakimi spotykamy si¢ przy ba-
daniu réwnowagi ukladu punktéw materialnych, jest wyznaczanie
polozenia réwnowagi ukladu w danym polu sit.

Podamy tu rozwigzanie tego zagadnienia dla wiezéw obu-
stronnych. Dla wiezéw jednostronnych rozwigzanie jest znacznie
bardziej zlozone, ograniczymy si¢ wiec tylko do pewnego przy-
kladu (p. str. 453, przyklad 2).

Niech wiezy ukladu punktéw A, ..y, Adn Dbedyg okreflone
réwnaniami
(1) Fj(il‘l, ...,zn)=0

Zakbzmy, ze uklad znajduje sie w polu sil, t.zn. ze sity Py, ..., P,,
dzialajgce na punkty A4,..,4, sg funkcjami zmiennych Z1y...yZn.
A wiee:

{2) Py =®;(x1y,...,25),

(1=1,2,...,m).

_Piy:W,,: (w]_, ooy Zn), Pizsz,L-(ml, cery zn).

Przesunigcia przygotowane spelniajg réwnania (I), str. 428:

o (OF, . OF; . OF; .
(3) 2 <9—w;5$i+éﬁéyi+5jazi)=0 (1=1,2,...,m).
L =l
W polozeniu réwnowagi mamy na moey zasady prac pray-
gotowanych )
(4) ;1(1’@_\- 0%+ P;, 8y;+ Py, 02;)=0.

S. Banach. Mechanika. 20
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Poniewaz réwnan (3) jest m, wige mozemy wyznaczyé m
spogrod m niewiadomych oy, ..., 62, nadajac pozostatym k=3n—m.
niewiadomym dowolnie obrane wartogei Oh1, ...y Ol Wyznaczajeyc
przez nie niewiadome 0y, ..., 02, z réwnan (3) i podstawiajac w (4),
otrzymamy po uporzgdkowaniu réwnanie o

(5) ' 0,01 -+ asdha - ... -+ ax Shy=0,

gdzie ay,...,a; sa pewnymi liczbami zaleznymi od polozenia uktadu,
t.j. od wspélrzednych @y, ..., 2.

W polozeniu réwnowagi réwnogé (5) ma mc,hodlld dla kazdego
ukladu liczb 6&hy, ..., 0k Prayjmujac ohy=1, Ohy=0, ..., Ohz=0,
dostaniemy a,;=0. Podobmc postepujae, otrzymamy:

(6) =10, az=10, ey ap==1{.

Na odwrét, jezeli w pewnym polozenin ukladu spelnione sg
réwnofei (6), to zachodzi oczywifeie réwnanie (5), a zatem dane
polozenie ukladu jest polozeniem réwnowagi. Roéwnodei (6) okre:
§laja wiec polozenie réwnowagi ukladu.

7 réwnand (6) 1 (1), ktoryeh jest razem k- m==3n, mozemy
wyznaczyé na ogél 3n niewiadomyeh wspélrzednyeh @y, ..., 2,
odpowiadajacyeh polozeniu rownowagi ukladu.

MIIOAl’llkl Lagrange’a. Podamy jeszeze inng metodg wy-
znaozama poloaen réwnowagi ukladu, YW’l.nc]g metoda  mmnoinikiow
Lagrange’a.

Oznaczmy lewe strony réwnan (3) przez Why,...,
strone réwnania (4) przez W.

Uwazajac 0ay,...,02. za niewiadome, mozemy powiedzieé, ze
w polozeniu réwnowagi kazde rozwigzanie réwnan Wi=0,..., W,=0
spelnia réwnanie W==0. Ze znanego wiec twierdzenia teorii réwnan
liniowych wynika, ze W moina przedstawié liniowo przy pomocy
Wiy..; Wy t.zn. ze istniejs takie liezby ai,...,am, Ze dla dowolnych
0y, ..., 02, jest tozsamodeiowo

W= (11W1 ‘!’ vee + 29 Tvm .

W, zag lews

Kladge h=-—ai, ..., dn="—ay, MozeMy powyzsza tozsamoid
napisaé w postaci
(7 W LWy + it A W= 0 fub VV+ l/W/:‘: 0.
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Piszge zamiast W,...,
otrzymamy

Wun i W lewe strony réwnan (3) i (4),

n

' d 2
(8) > (P; 00+ P; 0y, P 6z,)+2 Z(Ffa o Ffa gt éz;)——O

i=1 =1 =t

Porzadkujae prawsg- strone réwnania (8) wedlug dy,...,02n,
dostaniemy
-y < . OF,
> [(P it D) Zfé‘_m,-l) b+ ( w+2 ’11 )‘Sy’

(9) =1 j=1
(P¢z+zw ).

Réwnoéé (7), a wieec i (9) zachodzi dla dowolnyech' dxy, ..., 02,3
zatem wspélezynniki przy éuy,...,d2, muszg byé zerami:

Pyt D ZM =0, ‘P’lrz_i_z zjaFJ‘

J=1 j=1
(1=1,2,...,n).

oL OF;
(I Pt > 5 2=0,
=t '

Udowodnili§my wiec, ze w polozeniu réwnowagi mozna dobraé
takie liczby Ai,...,Am by zachodzilty réwnania (I).

Na odwrét, jezeli w pewnym polozeniu ukladu mozna dobraé
liezby Aj,...,Am, spelniajace réwnania (I), to zachodzi réwnosé (9),
a wiec i (8) czyli (7). Poniewaz dla przesunieé przygotowanych
jest na moey (3) Wi=0, ..., Wp=0, wiec z (7) dostajemy W=0
czyli (4). Polozenie dane jest zatem polozeniem réwnowagi.

A wiee: warunkiem koniecznym i dostateczmym dla réwnowage
it w pewnym poloseniu ukladu jest to, by isinial uklad liczb 21y ..., Am
spetniajacy réwnania (I).

7 rownan (1)i(I), ktérych razem jest 3n-+m, mozemy wyznaczyé
na ogdt 3n-+m, niewiadomych, t.j. i,...,Am, oraz wspélrzedne x,...,2n,
okreélajace polozenie réwnowagi.

Liczby Ay, ..., Am nazywamy mnoinikami Lagrange’a.

29%
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Uwaga. Oznawza;]adc przez Ry,..., R, sily reakeyjne w polozeniu
réwnowagi, mamy oczywiscie P+ Ri=0, czyli:

P+ Byy=0, Py +R;=0,  Pp+R,=0  (i=12,..,n).

Poréwnujac z (I), dostaniemy:

m

R, "‘2 Aja—s 9FJ7 Rh, 2 A 9171’ B = 2‘ ’1] 2

J=1 J=1

(i=1,2,...,0).

Przyklad 1. Dwa punkty materialne ciezkie 4; i 4, o ma-
sach m, i m, polaczone sg pretem sztywnym o dlugogei d (bez masy)
i pozostawadé majy na dwaéeh prostych I, i l,. Prosta I, jest pionowa,
a prosta 1, przecina I, i tworzy z nig kat ¢=4h% Wyznaczyd
polozenie réwnowagi, zakladajae, ze nie ma tarcia.

J Obierzmy punkt przeciecia prostych 1, I,
l, za poezatek ukladu wspolrzednyeh (wx,vy), prayj-
mujgce plaszezyzne, w ktérej te proste lezg,
4 za plaszezyzne axy, za§ of I, za of y (ze zwro-

tem ku gorze).
Roéwnania prostyeh 1, i 1, s v=0 i y=uz.

A Zatem wspOlrzedne 2,7y, 1 sy, spelniajy
mg réwnania:
(10) B=0,  Yg—ty=0.
Poniewaz 4,4,=d, wiec
(11) WH-( —— . d’=0.

Réwnania (10 i (11) okredlaja wiezy ukladu.
Przesunigeia przygotowane spelniajg réwnania, ktére otrzy-
mamy z (10) i (11):

0y s — 0wy=0,

(12) 6‘”1?‘% 25085+ (41— 2) (8y1— Y 4)=0.

Sitami dzialajacymi sa ciezary punktéw. Rzuty ciezaréw na
osie ukladu wspélrzednych wynoszg odpowiednio 0,—m,g i 0,—myg.
Praca przygotowana sil dzialajacyeh réwna sie 6'L=—m,gdy,—m o0y,
W polozeniu réwnowagi jest &’L=0, a wiee

(13) M0y -+ M0y ,=10.
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Zatézmy, ze y; —y,=£0. Obierajac dowolnie dy,, dostaniemy z (12):

(14) 0my=0, 0my=0yy  OY1=(Y1—Ya—2s) Y5 /(Y1 —Ys)-

Podstawiajac w (13), otrzymamy po uwolnieniu sie od mia-
nownika
(15) [ (U1 —Y2—@5) + Ma(y1— Y 2) 1y, =0.

Poniewaz dy, jest dowolne, wiee réwnodé (15) zajdzie tylko
w przypadku, gdy

(16) My (Y1 —Yo— ) -+ Moty —Y5) = 0.
Rozwigzujge uklad réwnan (10), (11), (16), otrzymamy wspél-
rzedne w polozeniu réwnowagi:

=0, y=—(2m+m,)d/a, —(my+my)dja=1y,,

gdzie a=}(m,+m,)F+m.

Zatézmy teraz, ze y;—y,=0. Na mocy (11) mamy mfi——of:o,
skad x,==0. Ostatnie z réwnan (12) daje wobec tego dr,=0, a wiee
drugie z réwnan (12) daje dy,=0. Przesunieciem przygotowanym
jest zatem na mocy (12) przesuniecie:

dr;=0, dy=0, 0Yy,=0, oy, (lqwolne.

Warunek réwnowagi (13) przyjmie wiec postaé m,dy,=0.
Réwnogé ta nie jest jednak spelniona, gdyz dy, jest dowolne.

A wiee: polozenie, w ktérym y,—y,=0, nie jest polozeniem
réwnowagi.

Przyklad 2., Punkt ciezki o masie m, poddany dzialaniu
sity P, ma pozostawaé na powierzehni kuli
(17) 224yt —r2=0.

Zakladamy, ze o§ z ma kierunek pionowy i zwrot ku gorze.
Wyznaczyé polozenie réwnowagi, przyjmujac, ze tarcie nie wystepuje.

Przesuniecie przygotowane dx,dy,0z spelnia réwnanie, ktére
otrzymujemy, rézniczkujac (17):
(18) 2die+ yoy -+ z02=0.

Praca przygotowana sity P wynosi Pydx-+ P,dy-+ P02, sily zas
ciezkosci —mgoz. W polozeniu réwnowagi mamy zatem

(19) 0'L=P0x+ Pydy—+ (P.—mg)éz=0.
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Stosujac metode mnoznikéw Lagrange’s (wzdr (I), str. 451)
i zastepujac 24 przez A, otrzymamy réwnania nastgpujace:

(20) P+ Ap=0, Pyt Ay=0, P,—myg-+iz=0.

7 réwnan (17) i (20) mozemy wyznaczy¢ i oraz wspolrzedne
@,y,2 polozenia réwnowagi.
Obliczajac x,y,2 z réownan (20) i wstawiajac w (17), dostaniemy:

(21) 1=+ VP P (P—mg)?/r.
Zmajac 1, otrzymamy z (20):

(22)  w=—Pufl,  y=—Pylly  a=—(Pi—mg)/A

Poniewaz na A dostaliSmy dwie wartofei (21), wiee istnied
beda dwa polozenia réwnowagi.

Zalézmy teraz, ze punkt ma pozostawadé wewnatrz lub na
powierzehni kuli (17). Wiezy sa tedy jednostronne, i wspolrzedne
punktu muszg spelniadé zwigzek

(23) 22 y2 22— 0.

W polozeniu réwnowagi na powierzehni kuli przesunigcia przy-
gotowane okreflone sg nierdwnoseig

(24) 20+ Yoy + 20y < 0.
Praca przygotowana spelnia zatem nieréwnogé
(25) P, oz Pydy -+ (P,—myg)dz< 0.

Dla przesunieé przygotowanych odwracalnyeh, t.j. spelniajg-
eych réwnanie (18), praca przygotowana jest zerem, a wiec zachodzi
r6wnosé (19). Wynika stad, ze polozeniem réwnowagi na powierzehni
kuli moze byé tylko jedno z polozen, podanyeh przez wzory (21)
i (22). Aby stwierdzié, ktére z nich jest polozeniem rdéwnowagi,
nalezy zbadaé, dla ktérego z nich zwigzek (24) pociaga za sobg (25).

Zakladajge, ze przesuniecie przygotowane spelnia warunek (24),
otrzymujemy na maey (22) po podstawieniu w (24)

(26) — [Pxb+ Pydy -+ (P, —my)dz] /A< 0.

Widzimy stad, ze wzér (25) bedzie spelniony tylko wtedy,
gdy —1/A>0, t.zn. gdy A<0.

A wige wzory (21) i (22) okreslaja polozenie réwnowagi, prazy
czym we wzorze (21) nalezy przyjaé znak —.
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§5. Wspélrzedne uogélnione Lagrange’a. Parametry
ukiadu. Potozenie ukladu punktéw lub ecial sztywnych okres§lamy
Pprzy pomocy pewnych liczb. Liczby te moga byé w szezégdlnosei
wspélrzednymi punktéw wzgledem pewnego ukladu prostokgtnego
wspolrzednych; w wielu jednak przypadkach mogg mieé inne zna-
czenie. )

Polozenie punktu na plaszezyznie mozemy podad np. zaré6wno
przy pomocy wspélrzednych prostokatnyeh z,y, jak biegunowych
r,@ it.p. W szezegdlnosei, polozenie ukladu zlozonego z dwdéch
punktéw A;,4,, ktéryeh odleglodé d jest stala i ktére maja pozo-
stawaé w plaszezyznie wy, mozemy okreglié, podajac badz wspot-
rzeédne @y,y, 1 &, Y, tych punktéw, badz np. wspéhrzedne &g, y, $rodka
odcinka 4.4, i kat ¢, jaki ten odeinek tworzy z osia x. Znajge
Ty, Yo 1 @, wyznaczamy wspélrzedne punktow 4,, 4, ze wzordéw:

by =y— § dcos g, Y1=Yo—tdsing

o=Tg+ S ACOSE, Yo=Y+ Ldsing.

Podobunie okrefli¢ mozemy polozenie ciala sztywnego w prze-
strzeni, obierajac dowolny uklad wspélrzednyeh (&,7,0), sztywnie
z cialem zwiazany, i podajac wspblrzedne x,,v,,2, poczatku ukladu
{&,m,0) wzgledem ukladu statego (x,y,2) oraz katy ay,..,ys jakie
osie & 7,0 tworzg z osiami x,y,2 ukladu stalego. Wspélrzedne
punktéw ciata wyznaczone s3 wowezas wzorami (I), str. 54,

- Polozenie ciala sztywnego majacego of nieruchoms, okreslone
jest przez jedng liczbe ¢, oznaczajacs kat, o jaki nalezy cialo obrécié
okolo osi, aby przeszlo w dane polozenie z pewnego polozenia
poczatkowego. Obierajac of obrotu za of z i oznaczajac przez
&, n,¢ wspblrzedne dowolnego punktu w polozeniu poczgtkowym, zas
przez x,y,2 wspélrzedne tegoz punktu po obrocie o kat ¢, mamy:

r=Ecosp—nsing, y=E&sin p-+7cos @, z={.

Niech dany bedzie uklad holonomiczny skleronomiczny, zto-
zony z n punktéw materialnych.

Zatézmy, ze kazdemu polozeniu ukladu punktéw, ktére jest
zgodne z wiezami i bliskie polozeniu, jakie badamy, przyporzadko-
wany jest uklad & liezb ¢,...,q, w taki sposdéb, ze réznym polo-
zeniom ukladu punktéw przyporzadkowane sa rézne uklady liczb
Q451 4, 7 zalozenia tego wynika, ze wspolrzedne 2, ¥y, 2y, ... Tu, Yny2n
punktéw ukladu sg funkejami zmiennych g,..., ¢, '
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m1:f1(Q17 seey qk)9 y1:¢’1(ql7 seey ql.y)7

=1 (417 wrey qk)7

wnzfn(Qp ey qk)y ?/,,'—"(P,,(ql, weey qk)a &, = 1/)”(417 reey Qk)-

Powyzsze zwigzki zapisujemy krécej w postaci:
(1) w,':fi(ql’ () qk)a Y= ‘Pi(%_; ooy Qk)’ zi:‘”/)i(.ql’ ) Q,,) (7:=1127 ceey H)-

O funkecjach f;, @,y zakladamy na ogél, ze sg w pewnym
obszarze zmiennych ¢,,...,q, ciaggle wraz z pochodnymi czastkowymi
i ze ponadto réznym ukladom liczb g¢,...,q, odpowiadaja w tym
obszarze rézne ukiady liczb i, ..., 2n.

Liczby ¢qy,...,q, nazywamy parametrami uktadu albo wspdl-
reednyms wogdlnionymi Langrange’a.

Dla odréznienia nazywamy wspoirzedne wy, ...,2, wzgledem
pewnego ukladu inercjalnego wspdlrzednymi naturalnyms.

Sg one oczywifcie szezegblnym przypadkiem wspélrzednych
Langrange’a.

Parametry nazywamy niczalednymi, jezeli kazdemu ukladowi
gmiennych g,,...,q, funkeje (I) przyporzadkowuja polozenia ukladu
zgodne z wiezami.

W przypadku wiezéw obustronnych mozemy na ogét obrad

parametry niezalezne. Niech bowiem wiezy ukladu okreslone beda
funkejami: ‘

(1) F(1y veey 20) =0 (j=1,2,...,m).

Z réwnan (1) mozemy na ogél wyznaczydé m niewiadomych,
znajae pozostalych k=3n—m. Obierajac wiec dowolnie &k zmien-
nych sposréd a,...,2, i oznaczajac je przez Gy5---14, bedziemy mogli
zmienne i, ..., 2, przedstawié jako funkeje zmiennych Gy vor Gy
w postaci (I). Poniewaz dowolnie obranym wartogciom gy G
odpowiadajg zmienne ...z, spelniajgce uklad réwnan (1), wiee
parametry s niezalezne.

Liczbe k=38n—m nazwali§my liczbg stopni swobody ukladu
(str. 423).

A wiee: liceba parametriw niezalednych réwna sic licebie stopni
swobody ukladu.
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Jezeli parametry sg zalezne, wéwezas w przypadku wiezéw
obustronnych muszg zachodzié miedzy parametrami Qys +es G
okreflajacymi zgodne z wiezami polozenie ukladu, pewne zwigzki:

(2) (¢ vy 4)=0 (7=1,2,..,0)-

Obierajae dowolnie pewnych k—po parametréw, mozemy przy
ich pomocy wyznaczyé pozostale ze zwigzkéw (2). Obrane para-
metry beds parametrami niezaleznymi.

W przypadku wiezéw jednostronnych parametry, okreflajace
polozenia ukladu zgodne 2z wigzami, musza oprécz zwiazkéw
postaci (2) spemiad jeszeze pewne nierédwnodei ksztattu

(3) ¥ (gyy ey 4,) <O (r=1,2,..,8).

Jezeli parametry sg niezalezne, wéwezas funkeje (I) okre§lajg
wiezy ukladu, gdyz podaja wszystkie jego polozenia zgodne z wie-
zami. Jezeli za§ parametry sa zalezne, wowezas opréez funkeji (I)
nalezy podaé zwiazki (2) i (3), ktérym muszg czynié zado§é para-
metry, odpowiadajace polozeniom ukladu zgodnym z wiezami.

Przyklad 1. Punkt ma pozostawaé na powierzchni kuli
2+ y?-+22=12 Obierajac dewolnie z i y, mamy dla pétkuli gérnej
= V1‘2—~zv2—y2. Jezeli wiec polozymy
(4) » B={y, ¥Y=4qy to
Liczby ¢; i ¢, sa parametrami niezaleznymi.

Przyklad 2. Punkt materialny 4 ma pozostawaé na po-
wierzehni kuli o2+ y24-22—r2=0. Oznaczajac przez 4,19, 4, cosinusy
katéw, jakie wektor OA (gdzie O oznacza poczatek ukladu wspol-
rz¢dnych) tworzy z osiami wspéirzednych, mamy:

Y=7q,, 2=rq,.

Parametry ¢, q,, ¢, sa zalezne, muszg bowiem oczywiscie
spelniaé réwnanie
(6) G+ G+ g —1=0;

z réwnania tego (gdy > 0) otrzymujemy g,= Vl—q%—ljg, skad przez
podstawienie w (5):

(b) T=rq,,

(7 &, =1y, y=rq,, =7 l/‘l—-q‘{—qg.

W przedstawieniu (7) parametry ¢, i ¢, 53 niezalezne.
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Przesuniecia przygoto wan e. Niech w1gzy ()kre@l(me bedg
parametrycznie funkejami: ‘ : :

(IT) .’Dl.zfi 917~-’qk)7 yi=()71(417*-"4l/,)1 3127/’}(9'17---7
Zal6smy, ze parametry sg niezalezne,
Jezeli nadamy ukladowi dowolny ruch zgodny z wiezami,
wowezas ¢,,...,q, beda funkejami czasu. Rézniczkujac (II), otrzymamy:

q) (1=1,2,...,n).

i . i . a 9
xl::a——l‘];-(-qi_{_‘“_f_.a_ﬁqk, ?/ Q1+ 4 q)i_f{,,,
. 1 qk
(8) p
1/)1

(i::l,Z,...,n).

Na odwrét, jezeli przmmmmy, ze Qys+-r 4, 53 dowolnymi fun-
kejami ezasu, woéwezas wzory (II) okreflaja ruch ukladu zgodny
oczywideie z wiezami; réwnania (8) podaja wiee predkodei punktow

ukladu w tym ruchu. Wynika stad, ze jezeli uklad znajduje sie
W pewnym polou,mu, okreflonym parametrami g,,...,q,, to wuzelkie
uklady predkogei mozliwych w tym polozeniu otrzymamy z (8),
podstawiajac zamiast ¢, ...,d, wartogci dowolne. Przyjmujac:

0y = 1, ) Orn==2y y

aQ1=‘_71’ IR 6qk=‘jm

s s I 97"1 s
1 piszge a—g— zamiast =— it.d.,, otrzymamy z (8):
1

891

A
Oy == i + .. —|— 6( oy :%6( 4 e Ji
q1 ql Ay Y. 24, q, -+ +5, 30,

521 (3(]1 + + OQR

()(Ik
(T1I)

(1=1,2,...,n).

Podstawiajac we ‘wzomch (IIT1) dowolne' wartosei gy, ..., 0q,,
otrzymamy przesuniecia przygotowane ukladu. Na odwrét, kazde
przesuniecie przygotowane ukladu dostam(,mv przez podstawienie
odpowiednich wartosei dg,, ... agk

Zauwazmy, ze uklad wzoréw (II1) mozemy otrzymaé, tworzac
formalnie r6zniezke ukladu wzoréw (II), a. nastepnie piszac
0wy Oy, 02, zamiast dwy, dy,, de;, oraz 8¢y, +..y 0g, zamiast dg,, ..., dyg,.

W przykladzie 1, str. 457, mamy ze wzordw (4):
Sp= (5q1, Ay = dq,,

Obierajae dowolnie wartodei dgy i dg,, otmynmm_y |_)muﬂunl<d(.m pray-
gotowane dw, dy, 6z w polozenin odpowiadajaeym parametrom Gy 1 gy

{8 5] : Wspolirzedne uogélnione Lagrange'a. 459

Jezeli ¢,...,q, sa parametrami zaleznymi i zachodza miedzy
nimi zwigzki postaci (2), str. 457, to 04,y .-+, 04, nie 83 we wzorach (IIT)
liczbami dowolnymi, lecz — jak mozna okazaé (por. dowéd wzoru
{(15), str. 428) —- musza speliaé¢ uklad réwnan

b 2D, )
(IV) 3200+ ..+ 52 8g,=0 (i=1,2,...,0)-
Q1 "qk

W przykladzie 2, str. 457, mamy ze wzoréw (5):
=gy, dy=rdq,,

przyczem, na mocy (6), str. 457, zachodzi miedzy dq;,dq,, ¢y zwiazek

dz=rdg,,

4169y 45995+ 93 9¢5=0.

Mozna okazaé (por. dowéd wzoru (II), str. 434), ze jezeli
wiezy s jednostronne i opréez zwigzkéw (2), str. 457, zachodzg
zwigzki (3), str. 457, to dq,,...,0g, muszg speia¢ oprécz (IV)
te spodrdod zwiazkéw -

, ¥, | oY, . .
V) @éqlT..-Jr.c:-q;éqkéO (r=1,2,:.,8),

dla ktéryeh w danym potozeniu ukladu zachodzi réwnosé @»,7: 0. "

Praca przygotowana. Sily uogélnione. Niech wiezy
uktadn okreflone beds parametrycznie przez réwnania:

9) =1l ) Y= (4 s 0y 3,':"}’,-(‘117--"{[/;) (1=1,2,...,m).

Przesuniecia przygotowane wyrazaja sie wzorami (1I1), str. 453.

Jezeli parametry sg niezaleine, wowezas 0¢y,...,0q, 53 liczbami
dowolnymi. W przeciwnym razie zachodzg miedzy nimi pewne
zwigzki (IV) i (V).

Podstawiajae w (1'), str. 436, zamiast dxs, 0y, 02 wyrazenia (I1I),
str. 458, otrzymamy

a'L=2'[ ,x(qq 8gy+ . +ﬂ 6qk)+
(10) i=1

¥
‘{‘Pz,](cqlé + .. “I" 6qk)+ u(nq 0g; + - ‘5&;6%‘)]'


pem


460 ROZDZIAYL IX. Zasada prac przygotowanych.

Porzadkujac wedlug éq¢,...,dq, dostaniemy

n

" [, 9% 3y, o2
5q12 (.Ph'a—q—; + Pq:!l%: = 'P’l:é z’?) + .o

=1

s o 9y Ay 2
}— bqké (.P,anqk -} P,,;y'é'é,;-i— Ph_é&;)
Oznaczmy przez @, ..., @ sumy, wystepujace jako spélezynniki
przy 6q,, ..., 6q,:

n

" o, ) %,
Q= <1>v = +1>¢-”-a—;’-i +P; ——1),

W 2 z
=l ¢4y : aql

n

oY o Ay d
0= (Pia+ 2y, 22 4, 21),

=1 “og, "oy, 9,

co zapisujemy krdcej

, 1 om; Ay oz .
(V1) 4=2 (Pi.\-‘g'q‘+ P+ Pz'z;rl) (1=1,2,..., k).
i 4 9

i=1

Otrzymamy stagd na mocy (10) 0'L=@, 6¢,+...+-Q, dq, czyli
k
(VII) &'L =EQJ dq,.
. =1 !

Wyra-Zer'liaJ Qyy---yQ,, okreflone wzorami (VI) i (VI'), nazywamy
sktadowymi sity uogdlmionej Tub krétko sitami uogolnionyms.

Poréwnujac wzér (VII) ze wzorem (I°), str. 436, widzimy, Ze praca przy-
gotowana wyraza sie przy pomocy skladowych @, sity uogélnionej i przesunieé dq,
w podobny sposéb jak przy pomocy sktadowych P,,P,,P, i przesuni@é

Xy
0w, dy,, dz;.

War.unki réwnowagi. Niech wiezy ukladu holonomieznego
skleronomicznego okreglone beda przy pomoey parametrow ¢,...,q,.
Waruélek (II), str. 439, réwnowagi ukladu przyjmie na moey (VII)
posta l

(VIII)

3
VL =2 Q,0q,<0.
.=
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Jezeli wiezy sg obustronne, woéwezas ((ILI), str. 439)
k
{IX) 8'L=2Q,6q,=0.
=t

Sily wogélnione @,...,@x wystepujace we wzorach (VIII) i (IX),
okreflone sg wzorami (VI) i (VI').

Jezeli parametry ¢,,...,q, sa niezalezne, to dq,, ..., og, s3 dowolne.
Na mocy wiee (IX), przyjmujac 6g, =1 oraz 6¢,=0¢,=...==3dq,=0;
dostaniemy @,=0 i podobnie §,=O0, ..., @,=0.

A wiec: jezeli parametry, okreSlajgce potozenie uktadwu holono-
micenego skleronomicenego sq wiezaletne (1 tarcie nie wystepuje), to
warunkiem koniecznym i wystarczajacym dla réwnowagi sit dzialajo-
cych jest, by sity wogdlnione byly zerami:

(X) Q=0

J3 ezeli za§ parametry g,...,q, sa zalezne i spelniajg zwiazki (2)
lub (&), str. 457, wéwezas 0gy,...,0q, nie sg liezbami dowolnymi,
lecz musza czynié zado$é zwiazkom (IV) lub (V), str. 459. Polozenie
réwnowagi wyznaczamy wtedy podobnie jak dla wspélrzednych
naturalnych, t.j. w sposéb podany na str. 449.

(j=1,2, k). -

Uwaga. Wspéirzedne naturalne sg szczegélnym przypadkiem
wspolrzednych uogdlnionyeh. Jezeli wiee wspoirzednymi naturalnymi
punktéw ukladu 83 ®1,%1,21, ...y &nyYny 2, O kiadac:

H=Gg o v oy T gy

Ty =qy, Y1=4dy

mozemy stosowaé wzory (I)-(X) § niniejszego. Wryniki otrzymane
w tym § sa wiec uogélnieniem odpowiednich wynikéw dla wspol-
rzednych naturalnych.

Prazyktad 3. Cztery prety réownej diugosei a, lezace
w plaszezyznie pionowej, polaczone sg przegubowo w A,B,C1iD.
Przegub A jest unieruchomiony, za$§ ¢ moze sie poruszaé¢ tylko po
prostej pionowej I, przechodzacej przez A. W przegubach B i D
zaczepione sg sity poziome P i —P, w przegubie za§ C sila pionowa @
(majaca zwrot ku dotowi). Wyznaczyé polozenie réwnowagi, pomi-
jajac ciezary pretéw i zakladajae, Ze nie ma tarcia oraz ze prety
moga si¢ poruszaé tylko w plaszezysnie pionowej, w ktoérej lezg
sity P i Q.
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Przyjmijmy A za poczatek ukladu
a wspblrzednych (w,y) plaszezyzny pionowej,
P w ktérej lezg prety, a of 1 za of y (ze
D zwrotem ku dolowi). Polozenie ukladn
bedzie wowezas okredlone przez podanie
kgta « miedzy pretem AB a osig y. Zatem.

« jest parametrem ukladu.

, 4] Z rysunku widaé, Ze wspGlrzedne
y Byplhy LY 1 dgys wezbw B, 0 i D s
nastepujace:
(11) @y =—asina, Zy=0, y==asing,
Y1=aC08q, Yy=20 008, Y= GCO8 .
Praca przygotowana wynosi
©(12) 0" Li=—Pbw,~- QOy , + Py,
gdzie P=|P| i @=|Q|. Na mocy (11) mamy:
00, = —a cos ada, 0y o=—23arinadu, Oy == cosada.

Podstawiajac te wartosei w (12), dostaniemy
(13) 0'L=2a(P cosa—@sina)da.

W polozeniu réwnowagi Jest 6'L=0, wiec 2a(P cosu—Q sina)do=0;,
zatem Pcosa—@sina=0 czyli

tga:.P/Q.

Przyklad 4. Dany jest uklad pretow AoAyy, Ardsy ooy Apy Ay,
polad(,zonych przegubowo w Ay, As, ..., A, 1. Na uklad dzialaja sity
Py, Py, .., P, 0 poczatkach w Al,Az, oy Ay Punkt A, jest
unleruchommny Wyznaczyé polozenie 10w11ow‘,ng1, przyjmujac, ze
prety i sily leza w jednej plaszezysnie.

Przyjmijmy punkt 4, za poczatek ukladu wqpnlrzednvch (x,9)
tej plaszezyzny i oznaczmy przez @1, 03, ... 0, dlugodei pretéw,
przez ou, ap, ..., an katy miedzy pretami a osig &, Wwreszcie przez.
By Y1 Loy Yoy <oy By Y WSpOlrzedne punktéw Ay, Ao, ..., A, (str. 463,
rys. 1). Mamy:

(14) m=a;co8ay, - Zo==01 COS 1A COS U, . . .y By == Ay COS (g~}

=y cos iy
(18) yr=ay sin 01, Y=y 8 arFap 8inag, ..., y,=

ay Sin oyt~ a, sin a,.

icm
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Z (14) i (15) wynika, ze katy ai,as,...,a, okre§laja polozenie
ukladu pretéw. Zatem zmienne ay,...,a, 58 parametrami ukladu,
# poniewaz nie zachodza miedzy nimi Aadne zwigzki, wigee 59
parametrami niezaleznymi. '

Rozniczkujace (14) i (15), otrzymamy:
(16) dm=—msinemday, ..., Ok,=—aisinody—...—a,sina,da,
(17)  dyr=aycosaiday, e o vy OYn=a1008mba1+...4 an COSanda,.
W polozeniu réwnowagi praca przygotowana wynosi
(18) 8'L=( Py, 81+ Py 0ys) + .. +-( Pu, 0u+ P 69) =0

Podstawiajae wartodei (16) i (17) w (18),
uporzadkowaniu
[ —(Py ...+ Pn)sinas+ (Py ...+ Pay) cosar] S +
(19) +ao[—~(PoA...+Poy)sinas+ (Po ..+ P ) c0sas] daz - ...
oor+@n[—Pn, 8inay+ Pp €08 an] dan==0.

dostaniemy po

Wspétezynniki przy da,...,0a, sa sitami uogélnionymi Qy, ...,Qn.
Poniewaz réwnosé (19) zachodzi dla kazdego ukladu liczb ey, ..., day,
wiec sily wogélnione s3 zerami. Zatem:

— Pyt d-Puy)sinas + (Pyy+...+Puy) cos =0,
(20) — (P A +Pn4)sma2+(P2+ +Pnl)COS(12=O

ansma,, —|— P , 08 an= 0

7 rownan (20) obhezamy latwo tangensy katéow ayy...,an.
Poniewaz tangensy sg réwne dla katéw rézniacych sig o 1809, wige
otrzymujemy wiele rozwigzai.

Jezeli w pewnym spofréd réwnan (20) wspotezynniki przy sin
i cos sq zerami, to odpowiedni kat mozemy obraé¢ dowolnie.
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Zalézmy teraz, ze punkt A, ma znajdowaé sie na prostej I
0 réwnaniu #=h, jak np. gdy koniec A4, preta 4,.14, jest pierdcie-
niem nastinietym na drut sztywny, majacy polozenie prostej 1
(str. 463, rys. 2). Przy tym zalozeniu parametry ai,...,o, nie bedy
niezalezne, poniewaz bedzie musial zachodzié zwigzek z,=h czyli
wobec (14)

(21) . COS8 Ay+...+ @y COS a— h= 0,

Rézniczkujac (21), otrzymamy
(22) —ay8inay doy + ... —ansina, da,= 0;
przez podstawienie w (22) dowolnych wartodei zamiast day, ..., dop_y
otrzymamy
(23) Sap=—(aa8inay oy + ... - tby—1 80 Ay Sotp-1) [ Sinay, .

7 uwagi na (22) réwnanie (19) przyjmie postad

1 [—(PrA...4+Ppqx)sina; + (P1”+ ok P,,y) cosay] dag -+ ...

@) [—Pu-aesinan+4 (Pu-vy+ Puy) cO8au1] San 1 -+

+ a, P"y cosay 0a,=0.

Podstawiajac w (24) wartosé z (23), dostaniemy po uporzadko-
waniu ‘

W[ — (P 4o Py, s+ Pr, cot a,)sin o+ (P1,1+ et .P,,”) cos ag]daz--...
---+a'n—-1[““‘(-Pn—l,.\"}“Pnycot (1,1) gin Q-1+ (P,,__1, H—{— .P"”) ¢oS a,,_1] (5(1,,.,_.1 == ().

Poniewaz da,...,0a,— sa liczbami dowolnymi, wiec wapblezyn-
niki przy nich sa zerami. Otrzymamy wiec uklad n—1 réwnan:

—(Pr+ o+ Py, v+ P,,ycot an)8inag -+ (P1”+ e P,ly) cosay =0,

~(Pp—i, ,\.—I—Pnycot 0n) 8ING et~ (Pp—y, y-{—P,ll]) oS0, —1=0,

Réwnania te w polaczeniu z réwnaniem (21) stanowia uklad
n réwnan, z ktérego mozemy wyznaczyé n niewiadomych ay, ..., an.

Przyklad 5. Nakrzywy O, lezgey w plaszezyZnie pionowej xy,
nasuniety jest pierdeiend ciezki K o masie my. Przez pierdecien prze-
winigta jest nié (nierozciagliwa i besz masy), uczepiona jednym
kodcem w poczatku O ukladu wspblrzednych i d4wigajaeq na dru-
gim kodeu punkt ciezki 4 o masie m,, Wyznaczyé polozenie réw-
nowagi, zakladajac, ze nie ma tarecia.
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Niech krzywa € ma we wspélrzednych

biegunowych réwnanie

(25) r=f(¢).

Wspélrzedne 2,9, punktu K wynosza
zatem:

(26) L =7C08 @, yy=rsing.

Polézmy o= AK. Oznaczajgec przez ! dlugodé nici, mamy
(27) ' r+4 0—1<0.

Niechaj ¢ bedzie katem miedzy AK a pionem, zas a:z,‘yz wspol-
rzednymi punktu A. Zatem x,=z+ ¢siny, y,=y,—pcosy, skad
na moey (26):

{28) Zpy=7COS g gsiny, Y,==78ing—p Cosy.

Roéwnania (26) i (28) okreslaja wiezy ukladu przez parametry
7,0,9,y, miedzy ktérymi zachodzg zwiazki (25) i (27).

Praca przygotowana wynosi 8'L=—m,gdy;—m,ydy,. W polo-
zeniu réwnowagi jest 8’L<0, wiec

{29) My OY;+ MY 0.

Gdy nié nie jest napieta, punkt 4 jest swobodny, wiee 0y,
moze byé dowolne. Przyjmujac w tym przypadku dy,=0 i dy,<0,
otrzymalibydmy m,8y; -+ ma0y,<<0 wbrew (29), co dowodzi, ze uklad
nie moze byé w réwnowadze przy nieci nie napietej.

Zal6zmy wiec, ze nié jest napieta (t.j. ze we wzorze (27) za-

" ¢hodzi réwnogé) oraz ze r>0 i ¢>0; z (26) i (28) otrzymamy:

30 oy, =~0rsing -+ rcos pdp,
(30) 0y o= Orsing -+ rcos gdp —dg cosy -+ gdysiny.
Na mocy (25) i (27) zachodza miedzy dr, dp i dp zwiazki:
(31) or={'(¢p)dg, or+6¢<0,
natomiast dy jest dowolne. »
Podstawiajac do (29) zamiast dy,,d0y, wyrazenia z (30), otrzy-
mamy
(32) (Mg m,) SIn @O+ (M4 Mmy)7 COS g —mi60 COSY -+ Mooy siny > 0.
Na mocy (31) mozemy przyjaé, ze ér=0, dp=0 1 dp=0, skaedv

S. Banach. Mechanika. 30
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na mocey (32)
(33) MO siny 2= 0.

Poniewaz dyp jest dowolne, wiec nierdwnodé (33) zajdzie tylko
wtedy, gdy myesing=0 ezyli gdy siny=0,-a wiec dla p=0 i p=an.
Intuicyjnie jest jasnym, ze w polozeniu réwnowagi moze byé tylko
p=0, r6wno$é bowiem p=gx znaczy, ze A znajduje sie nad K, co
jest oczywifcie niemozliwe w polozeniu réwnowagi. Wynika to
réwniez ze zwigzku (32), przyjmujge bowiem na mocy (31) dr=0,
dp=0, dp<<0 i dp=0, otrzymaliby§my z (32) —m,dpcosy>0, a po-
niewas 6¢<<0, wiee cosyz0, skad y==mx.

Udowodnilimy zatem, ze w polozeniu réwnowagi jest p=0,
t.zn. ze A znajduje si¢ pod I. Podstawiajac =0 w (32), otrzy-
mujemy na mocy (25) i (31)

(34) (my+my) (f () sing -+ flgr) cOs @) dp —medp = 0.
Na moey (31) mozemy przyjad
Or-f-8p=0 czyli Jp=—~0dr=—f"(¢p)dp,
gdzie dp jest dowolne. Podstawiajac w (34), dostaniemy woéwczas
[(my+mg) (F (@) sin g+ f(g) c0s @)+ my f ()16 0.

Poniewaz 0p jest dowolne, wiec zwiazek powyzszy zajdszie
tylko wéwezas, gdy

(35) (Mg mo) (' () s + F(p) COS @) My I () = 0.

Réwnanie (35) pozwala wyznaczyé kat ¢ w polozeniu réwnowagi.

Na odwrét, jezeli zachodzi réwnanie (35), to spelniona byé
musi nieréwnofé (34). Oznaczmy bowiem przez W lews strone tej
nieréwnoscei. Na moey (35) jest W=—m,f (¢)dp—m,dp, skad na
mocy (31) W=—my(r+3dp). Poniewaz wobec (31) jest dr-0dp<0,
wige W2=0. Jezeli tedy kat ¢ spelmia réwnanie (35), to zachodzi
réwnowaga.

Zbadamy jeszeze dla jakiej krzywej (! rownowaga zachodzi
przy kz‘mzdej wartodel kata ¢, t. zn. w przypadku, gdy réwnanie (35)
staje sie tozsamogeig.

Zauwazmy w tym celu, ze lewa strona rownania (35) jest
pochodng funkeji f(g)[ (1, + my)sin g+ m,]; zatem

F@)L(my+ my) Sin g - my | = ¢ == const.
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Poniewaz na mocy (1) jest r=f(g), wiec

(36) = ¢ .
(my+ M) SiN@ My,
Jezeli es=0, m>0 i m,>0, to réwnanie powyzsze jest réwna-
niem dolnej gatezi hyperboli, ktérej osia rzeczywisty jest of y.

3 R_éwnowaga w polu potencjalnym. Zaldzmy, ze sily
Py,..., P, maja potencjal V. Zatem ((IIT), str. 214):
v oV oV

x T Qwi? Ty ayi’ 2z T azi

(37)

Podstawiajac te wartosei do wzorn (VY'), str. 460, dostaniemy

) _ : AV o, Vv 22,
(38) Q= 2(5; ot -

s .
i=1 82, 94,

ayi aqj

Potencjal ¥V jest funkeja zmiennyeh ay,...,2,. Wyrazajac je
przez parametry qi,...,qr, mozemy wiee przyjaé, ze V jest funkeja
parametréw ¢i,...,¢z Ze znanego wzoru z rachunku rézniczkowego
na pochodng czastkows funkeji zlozonej wynika, ze prawa strona
réwnania (38) jest pochodng czastkowg oV [dg;. Zatem
(XI) Q;=2V]2q; (j=1,2,..., k).

Poréwnujac (37) i (XI), widzimy, ze skladowe sit uogélnionych
wyrazaja sie podobnie jak skladowe sit wzgledem wspdlrzednych
naturalnych.

A wiec: jezeli pole sil jest polem potencjalnym, to skladowe sit
uogdlnionyclh sq pochodnymi czqstkowymi potencjatu wegledem wspdl-
rzednych wogolnionych.

Ze wzoréw (VII), str. 460, i (XI) otrzymujemy

k
oV
(39) 'L = a_q.aqf'
=t
Na mocy (18), str. 430, mozemy wiec napisaé
(XII) ‘ 8'L=24V,

gdzie V uwazamy za funkcje zmiennych gi,..., ¢
Wzér (XII) ma te samg postaé co wzér (I"), str. 437. Roz-
nica polega na tym, ze we wzorze (I'') uwazamy V za funkeje wsp6l-
rzednych naturalnych i,...,2,, za§ we wzorze (XII) za funkeje
parametrow ¢, ..., k.
' 30*
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468 ROZDZIAE IX. Zasada prac przygotowanych.

Uwaga. Znaczenie wyrazenia ¢V uzmyslawia rozumowanie nastepujace.
Nadajmy ukladowi w danym potozeniu w chwili ¢ dowolny ruch zgodny z wie-
zami. Parametry g¢,..,q, oraz potencjal V beda wiec funkejami ezasu. Mamy

k
av oV .
(0) T 8
=t

Poniewas mozemy przyjacé, ze g'j=6qj dla §=1,2,..., wige na mocy (40)
mamy 6V =dV/di. Tym sposobem 6V przedstawia szybko&é zmiany (t.j. po-
chodng) potencjatu przy dowolnym ruchu zgodnym z wigzami, jaki nadajemy
ukladowi. .

Z zasa,dy‘ prac przygotowanych wynika na moey (XII), ze wa-
runkiem koniecznym i dostatecznym réwnowagi ukladu jest, by

(XIII) 6V <0.

W szezegolnodei wiec, polodeniem rownowagi whladu jest poto-
gende, w ktdrym potencjol ostgge maximum, a w preypadku wiczdw
obustrommych réwniet polosenie, w kidrym potencjal osiqga minimum.

Jezeli bowiem ukladowi nadamy dowolny ruch zgodny z wie-
zami w chwili, gdy V osiaga maximum, to po czasie At przyrost
potencjatu bedzie AV<O0, skad dV/di<0 (przyczem nieréwnosé
dV |dt<<0 zachodzié moze w polozeniu brzeznym przy wiezach jedno-
gtronnych), a zatem 6V<<0 (w my$l uwagi o znaczeniu V). Jezeli
za$ wiezy sg obustronne i ¥ ma warto$é minimum, to dV/dt=0,
skad 6V=0.

Jezeli na uklad punktéw materialnyeh dziataja tylko sily
ciezkodei, wowezas potencjal wynosi ((18), str. 215)

(41) V=—mge,,

gdzie m oznacza mase catkowitg ukladu, zad 2z, wspdéhrzedng srodka
magy przy zatozeniu, ze of 2 ma zwrot pionowy ku gérze.

Polozeniem réwnowagi bedzie wiec kazde polozenie, w ktdérym
V jest maximum czyli 2, minimum. Jezeli wiezy sa obustronne,
to polozeniem réwnowagi bedzie préez tego kazde polozenie, w kto6-
rym V jest minimum ezyli 2, maximum.

Jezeli punkt ciezki A zawieszony jest na nici nierozciagliwej,
uwigzanej w poczatku O, to ekstrema potencjalu V wystapia wow-
czas, gdy nié jest napieta i ma kierunek pionowy. Maximum jest
wtedy, gdy A znajduje sie pod O, minimum zaf, gdy 4 jest nad 0.
Oczywistym jest, ze polozenie réwnowagi wystepuje tylko wtedy,
gdy V ma warto§é maximum (t.j. gdy 4 jest pod O).

icm
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Przyktad 6. Dwa punkty materialne 4, i A4, ciezkie
o masach m, i m, polaczone sg nicia nierozciagliwg, przewinieta
przez krazek. Punkt m, ma pozostawaé na prostej pionowej L.
Jaki kat ¢ tworzy nié z prosta ! w polozeniu réwnowagi, jezeli nie
ma tareia (str. 195, rys. 1)?

Przyjmijmy of 1 za o§ =z, nadajac jej zwrot ku gérze,
a punkt osi, znajdujacy sie na wysokofei krazka, za poeczgtek ukiadu
wsp6irzednych. Oznaczmy przez s dlugoéé nici, przez a odleglodé
krazka od osi I, przez z, i 2, wspélrzedne punktéw A4, i 4,, a przez
2, wspolrzedne §rodka magy. Mamy:

#=—(s—a/sing), z,=—actg .

Poniewas mz,=M2; + Mas, gdzie m=my-+my wigec
2y=[—m, (s —a/sinp)—m,a ctg ¢l/m.
Aby wyznaczyé extremum z,, przyréwnujemy pochodng dzo/de

do zera:
— M, cos @ /sin2p + maa/sin2p =0,

skad
(42) COS Q= Mo/ My.

Latwo zbadaé, ze dla wartofei ¢, spelniajacej réwnanie (42),
2, jest minimum. Réwnanie (42) okrefla wiec polozenie réwnowagi
(gdy ma<<my).

Inny spos6b rozwigzania podany jest w przykladzie 2, str. 195.
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