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ROZDZIAL VIiI
DYNAMIKA CIALA SZTYWNEGO

§1. Praca i energia kinetyezna. W dynamice, podobnie
jak w statyece, bedziemy réwniez zakladali czesto, ze cialo sztywne
jest ukladem sztywnym punktéw' materialnych. Dzigki temu be-
dziemy mogli stosowadé do ciala sztywnego twierdzenia dynamiki
ukladu punktéw materialnych.

Wielkodei dynamiczne. Wielkogei dynamiczne jak np. ped,
energia kinetyczna, kret it. d., ktére poznaliémy dla ukladéw pun-
kt6w materialnyeh, okre§lamy réwniez dla ciat sztywnyech, stosujac
podobne przejécia graniczne, jak przy okre§laniu dla nich §rodka
masy, momentéw statyecznyeh i bezwladnosei (p. rozdz. IV, str.173).
Aby okre§lié np. ped ciala, dzielimy cialo na prostopadlosciany
o objetodciach Aty AT,,... 1 w kazdym z nich bierzemy nastepnie
pod uwage po jednym punkcie A;(xy,y;,2)), Aa(@2Ys)2,), ... Niechaj
01 09y .- OZNACZA]Y gestodel ciala w obranych punktach, zas 7;,7,,...
predkogei tych punktéw. Masy prostopadio§ciandw wynosza w przy-
_ blizeniu  m,= 0,41y, My= 0,47, ... Jezeli cialo zastapimy ukladem
punktéw materialnych umieszezonych w A, Ay, ... 0 masach g, n,, ...
i predkogciach y,7,,..., wowezas ped tego uktadu réwny bedzie

(1) E:Emmi:)?g,-ﬁmr}.
Ot6% granice tej sumy, gdy wymiary prostopadlofciandw daza
do zera, nazywamy pedem clala.

Oznaczajae przez  o(x,y,2) gestosé, przez v(a,y,%) predkosé
punktu o wgpdlrzednye h x,9,2, & Praes H ped ciala, dostaniemy:

@) e[ [ [ovedr,  Hy=[ [ [evydr, He=|[ '/le,dr,
Ty ) D

D
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362 ROZDZIAE VIII, Dynamika ciata sztywnego.
gdzie D oznacza obszar przestrzeni zajety przez cialo. Wzory po-
wyzsze piszemy w postaci wektorowej

(3) A=[{ [ v
D
Podobnie postepujac, otrzymamy na energie kinetyczng wzoér

(4) J =é, '/.fgvzdr,
D
gdzie v=|7. . ‘
Kret ((I'), str. 203) wzgledem poczatku ukladu wipOirzednych
ma rzuty: '

'K.v=_/l,/"/lQ("’!Iz'“”’y) dr,

Ky= / / / o(vz6—0,2) dr,
) T

2 K,_—_‘/.‘/‘./'g('v;\-g/wq:;,m) .
D

Oznaczajae przez 7 promien wodzgcy 6;1, gdzie A ma wspdl-
rzedne x,y,2, mozemy napisa,é wzory (5) w postaci wektorowej:

o x=f[fw

Praca. Niech na ciato sztywne dziala sita P o poczatku w pun-
keie A i niech ¥ oznacza predkodé tego punktu.
Praca sily P w czasie od t' do '’ wyraza si¢ wzorem (str. 96)

X 7) dt.

o
(7) ‘ L:/ (PB) dt.

& :

Wezmy w ciele pod uwage dowolny punkt 0. Ruch chwilowy

ciala mozemy uwazaé za zlozenie ruchu postepowego z predko§ciy %

punktu O i ruchu obrotowego z predkodeia katowa ® okolo osi I

przechodzace] przez 0. Predko§é punktu 4 wynosi zatem ((I),
str. 335)

(8) : =%+ 04X 0,
skad
(9) Pv=Pu-- P04 X®).
Ze wzoru (II), str. 12, mamy (kladge @==DP, b=0A i =)
(10) . P(OAxw)=0(Px04).
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Poniewaz MomoP Px0A (str. 16), wiec na moey (9) i (10)

Po=Pu+oMomg P
skad na mocy (7)

¢

v
L= ﬂlt—l—/wMomoPdt

4

(11)

Jezeli na ciato dzialaja sily P,,P,,..., to praca ich wynosi
wedlug (11)

L—/ P wdt +/ zMomoPi>

Oznaczajac przez P sume sil, a przez Mo moment ogélny
wzgledem 0O, dostaniemy
f‘ll ’//
(1) ‘ L=[(Puyds -+ [(@Ho) at
v ¢
7 powyzszego wzoru wynika, ze réwnowaine uklady sit wy-
konuja rdwne prace.

W szezegblnogei whlad sit réwnowasny zerw (P=0, M=0)
wykonuje prace zero.

Oznaczajae przez o kat, jaki M, tworzy z osig 1 obrotu chwi-
lowego, @ przez o wspdirzedna wektora w wzgledem osi I, mamy
oM o= o|Mo|cosa. Lecz |Mo|cosa jest to rzut momentu Mo na
of 1. Zatem |Molcosa réwna sie M, t.j. momentowi ogélnemu sit
wzgledem osi obrotu chwilowego; dostajemy wiee z (I)

tll iJ!
(1) L=[(Pa)dt + [wMds.
M #
Gdy cialo porusza si¢ ruchem postepowym, t0 w=0, wiec
na mocey (I)

(12) L= / (Pm) dt
i
Gdy cialo obraca si¢ okolo punktu 0, to =0, wige na mocy (I')
l’l
(13) L= [ wMd.
'1:
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Wzér (13) zachodzi réwniez wtedy, gdy ciato obraca si¢ okolo

osi statej 1; otrzymujemy go ze wzoru (1'), obierajac punkt O na
osi I. Oznaczajae w tym przypadku przez ¢ kat obrotu, dostaniemy
w=dp/dt czyli odt=dp, wiec na mocy (13)
gt

(14) L=[Midy,

o
gdzie ¢’ 1" oznaczaja katy w poczatkowym i koncowym polo-
Zenin ciata.

Energia kinetyczna. Jak wiemy (str. 332), ruch chwilowy
ciata, wzgledem dowolnego punktu O ciala jest obrotem z predkodcig
chwilowa katowg o okolo osi przechodzacej przez (. Niech I ozna-
cza moment bezwladnogei wzgledem osi obrotu chwilowego. Energia
kinetyczna ruchu wzglednego wynosi 4lw? Na mocy wiee twier-
dzenia Koniga (str. 218) energia kinetyczna ciala wyrazi si¢ wzorem

(IT) = fmud+ L Iw?+ mu(v,—u),
gdzie w oznacza warto$é bezwzgledns, predkogel i

punktu 0,
Ty prgdkoéé §rodka masy, a m mase ciala.

A wige: energia kmetyczna ciala s~t1/'um0 go riwna $i¢ sumie:

1) energit kmety(*zmj ruchu poatcpowego z predioseiq dowolnego
punktu O ciala, '

2) emergii kinetycenej obrotu chwilowego wzgledem osi chwilowes,

przechodzqceej praez punkt O 1

-~ 3) dloczynu skalarowego mu(T,—7u),
gdzie m oznacza mase ciala, % predko$é punktu O, a ¥, predkogé
§rodka masy.

Jezeli obierzemy za punkt 0 {rodek masy, to T=7,; kladac
1= [By|, dostaniemy zatem

’ D D
(11" E={mvl+{Io
A wiee: energia kinetyezna ciata setywmego réwna si¢ sumsie

energii kinetycenej ruchu postepowego z predkodeia $rodka mas Y b energid
kinetycanej ruchu chwilowego obrotowego weg gledem osi chwilowej, prse-
chodzacej przez Srodek masy.
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Jezeli ruch chwilowy jest skretem chwilowym okolo osi grod-
to wektory w i % sa réwnolegle.
Predkosé v, frodka masy S wynosi wtedy 7,= T+08x®. Poniewas
vo-—u—()bxw, wiec wektor T,—7u jest prostopadly do w, a przeto
réwniez do #. Wynika stgd, Ze iloezyn skalarowy u(,—%) jest
zerem. Na mocy (1I) dostaniemy zatem

(15) E={mut+ To?.

A wiee: jedelé ruch chwilowy ciala setywnego praedstawié jako
skret, to emergia kinctycena jest sumq emergii kinetyeznej ruchow
postgpowego i obrotowego.

Ruch chwilowy plagki jest obrotem chwilowym okolo brodka
obrotu chwilowego z predkofeia chwilows katows.

Energia kinetycana w ruchu plaskim wynosi E=l1w?
4 1 ! 3L 0%

gdzie I jest momentem bezwladnoscei wzgledem grodka obrotu
chwilowego, zag§ o predkodcia chwilowy katows.-

§ 2. Réwnania ruchu. Ruch §rodka masy. Niech m
oznacza mase ciala, P, przy$pieszenie §rodka masy, a P sume sit
zewnetrznych, dzialajacych na ciato. Wowezas (str. 200)

(1) o= P.
Znajac wiee sume sil zewnetrznych, mozemy wyznaczyé ruch
grodka masy ciala.

Zasada kretu. Niech K oznacza kret, M moment ogélny
sit zewnetiznych wzgledem punktu statego lub wzgledem §rodka
masy. Wowezas (str. 205)

(11) K=1II.

Znajgce wiee moment ogolny sit wzgledem punktu stalego
lnb wzgledem $rodka magy, mozemy Wyznaczyé kret. '

Jezeli z rownan (I) i (I1) obliczymy przyS$pieszenie P, srodka
masy i kret K, to ruch ciala bedzie wyznaczony. Majac bowiem
dane jj,, mozemy wyznaczy¢ ruch $rodka masy. Znajae zas kret K,
mozemy (jak okazemy poézniej, str. 396) wyznaczyé predko§é chwi-
lowa katows o. Poniewaz ruch jednego punktu i predkosé chwi-
lowa katowa okredlaja ruch ciala (str. 338), wiee roéwnania (I) i (II)
wystarezaja do wyznaczenia tego ruchu.


pem


366 ROZDZIAL VIII. Dynamika ciata sztywnego.

Zasada energii kinetycznej. Uwazajmy ciato sztywne za
uklad sztywny punktéw materialnych. Wéwezas na moc.;y twier-
dzenia podanego na str. 212 sily wewnetrzne nie W'y'k()nll']@ pracy.
Zatem prace wykonuja tylko sity zewnetrzne. Z twitsr(‘llyj(ml:a 0 ener-
gii kinetycznej (str. 219) wynika, Ze preyrost encrgit Finetycane]
ciala szlywnego réwna sig Pracy sit zewngtranych.

Jezeli sily zewnetrzne posiadaja potencjal, to (str. 220) suma
energit kinetycznej o potencjalne] jest stata.

Zasada d’Alemberta. Jak wiemy (str. 192), sily bezwladnosei
réwnowazg si¢ z sitami dziatajacymi na punkty ukladu. Poniewaz
sity wewnetrzne maja sume i moment ogdlny r(’rw.ne zZeru, wiec
sity bezwltadnosei réwnowaza sie z silami 2ewnglranymo.

Zasada ta sprowadza badanie yuchu ciata sztywnego do za-
gadnien statyki.

‘Rueh postepowy ciata. Jezeli ruch chwilowy ciala szty-
wnego jest ruchem postepowym, to kret wzgledem $rodka masy
jest zerem (str. 203). Na odwrdt:

Jeseli w pewnej chwili kret wegledem $rodka masy jest zerem,
to ruch chwilowy ciata sztywnego jest ruchem postepowym.

Dowo6d. Zalézmy, ze kret K wagledem grodka masy jest
gerem. Ruch chwilowy ciala sztywnego mozemy uwazaé za zlozenie
ruchu postepowego z predkofcig Srodka masy i ruchu obrotowego
z predkodcia katowa o okolo osil przechodzacej przez frodok masy.
Poniewaz K jest sumg kretéw ruchu postepowego i obrotowego,
wiee K réwna si¢ kretowi ruchu obrotowego, gdyz kret ruchu po-
stepowego wzgledem §rodka masy jest zerem (str. 203).

Oznaczmy przez K kret wzgledem osi chwilowego obrotu I
Zie wzoru (7), str. 205, mamy K=1Iw, gdzie I jest momentem bez-
whadnogei wzgledem osi . Poniewas K jest rzutem kretu K na of
obrotu chwilowego, wige K=0. Zatem Iw=0, skad =10, ¢. b. d.d.

Jezeli ciato porusza sig przez pewien czas ruchem postepo-
wym, to kret K wzgledem §rodka masy jest przez ten czay stalo
zerem. Wobec tego pochodna kretu K ton jest merom. Ze wzoru (11)
str. 365, wynika, ze M =0, t.zn. e moment sil wzgledom drodka
masy jest zerem. Na mocy wiee twierdzenin 1, str. 26, sily majg
wypadkowa, zaczepiong w drodku masy.
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Na odwrét, jezeli sily maja wypadkowsa zaczepiona stale
w §rodku masy, to M=0, wiec stale K=0 czyli K=const. Jezeli
zalozymy, #ze w chwili poczgtkowej ruch chwilowy byt ruchem
postepowym czyli ze bylo wéwezas K=0, to bedzie stale K= 0,
t. zn. cialo bedzie si¢ poruszalo ruchem postepowym.

A wige: na to, by ciato poruszato sie ruchem postgpowym po-
traeba @ wystarcey, by byly spelnione warunki nastepujqce:

10w chwili poczatkowej ruch chwilowy jest ruchem chwilowym
Ppostepowym,

2° w kagdej chwili sity majo wypadkowa, zaczepiong w $rodku
masy. '

Warunki réwnowagi. Z warunkéw 19 i 2° latwo wynikajg
warunki konieczne i wystarczajgee, jakim musi czynié zadogé uklad
git w réwnowadze (por. str. 248).

Jtﬁmli cialo jest w spoezynku, to przyépieszenie §rodka masy 7,
i kret K sg réwne zeru, zatem na mocey (I) i (II), str. 365, jest P=0

i M=0.

Na odwrdt, jezeli zalozymy, ze w chwili t=1%, cialo byto w spo-
czynku i ze stale jest P=01 M=0, to z warunkéw 1°i 2° wynika,
ze cialo bedzie sie poruszaé ruchem postepowym. Srodek masy
bedzie w spoczynku, gdyi Po=0 i predkosé poczatkowa 7, jest
zerem; cale cialo bedzie zatem w spoezynku. Uklad sit jest wiec
w rownowadze. .

Udowodnilismy zatem, ze warunkiem koniecanym i wystarcza-
jacym réwnowagi sit jest anikanie sumy i+ momentu ogolnego sit.

Reakeje cial stykajacych sie. Dwa ciala sztyWne Iill,
stykajace sie w punkeie 4, dzialaja na siebie z pewnymi silami,
podlegajacymi prawu akeji i reakeji. Sity, z jakimi ciato IT dziata
na ciato I, mozemy zastapié jedng sila B o poezgtku A i parg sit
o momencie M. :

Nie posiadamy dotychezas ogélnej teorii dla momentu M.
W niektéryeh tylko przypadkach szczegblnych stwierdzono pewne
prawa, odnoszgce sig do M. Dla sily B natomiast uzyskano na
drodze dodwiadezalnej prawa dodé ogdlne (jakkolwiek przyblizone),
ktére w praktyce dajag wyniki dostatecznie dokladne.

Zaldamy, ze ciatn maja w4 wspolng plaszezyzne styczng I,
Skiandowy N (reakeji B) prostopadla do IT nazywamy reakejq nor-
malng, sklndowy zad stycang T tarciem.
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Dogwiadezenie wyk'wu]e, #e miedzy N i T zachodzy 1)ewne
zwigzki. Rozpatrzymy dwa pI‘?Vthdkl

19 Punkty, ktérymi oba cm,la sie stykaja, majyg pred-
kodci réwne: punkty te maja wiec wzgledem giebie predkodé zero.
Ruch chwilowy ciala jednego wzgledem drugiego jest obrotem
okolo osi przechodzacej przez punkt styeznodei, Jeqt wiec toczeniem
wzglednym. W tym przypadku (kladac T'= IT| i N=|N|), mamy

(1) T<N,

gdzie f oznacza wspélezynnik statyczny tarcia (por. str. 271), za-
lezny tylko od natury powierzehni obu cial w punkcie zetknigeia.

2° Predkodci 7 i 3, punktdw, jakimi oba ciala sty-,

kaja si¢ z soba, sa réine. Predkodé waglednas ¥, punktu
styeznodei ciala I wagledem eciala II wynosi Dp=701—70 i lezy
w plaszezyZnie stycznej. W tym pr/ypadku tarcie ma  kierunek
predkodei wzglednej 7y, zwrot zad przeciwny. Mamy ponadto

(2) ’ Tzﬂl\',

gdzie u oznacza t.zw. wspdlerynnik dynamiceny
tarcia, zalezny tylko od natury powierzchni
cial w punkecie zetknigeia, a nie od predkofci
punktéw. Mozemy wiec przyjaé, ze podezas
‘ruchn p=-const. dopdki ciata si¢ stykaja i do-
* poki punkty stycznogci majg predkofci rézne.

Na ogél u jest nieco mniejsze od f.

Prawa podane w 1° i 20 gg przyblizone.

Jezeli tarcie jest zerem, powiadamy, Ze powierzchnie cial sa
gladkie.

Powierzchnie ciatl nazywamy doskonale chropowatymi, jezeli
ciata moga porusza¢ sie tylko w taki sposéb, ze punkty, jakimi
sie stykaja, maja predkogei réwne. Ruch wzgledny ]odne{_{o ciala
wzgledem drugiego jest wéwezas toczeniem.

Praca tarcia. Niech B oznacza reakeje ciala I1 na cialo 1;
wéwezas —R omacza reakeje ciala I na cialo IT. Niech %, i ¥, ozna-
czajy predkogei punktow matu‘mlnych ktérymi ciala sie stykaja.
Praca, jaky regulccje w punkcie stycznodei wykonujy wocezasie od

do "' wynosi ” p o

L= [ Roy it — | Bvydv= | R(B,—vy) .

['r 4 ['r
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Poniewaz ¥, —7%, lezy w plaszezysnie stycznej (albo jest zerem),
wige reakcje normalne nie wykonujg pracy, bo N(%,—7,)=0. Praca
reakeji redukuje si¢ zatem do pracy. sil tarcia. A wiec

Gdy Dw="0,—0,%0, tarcie T ma na mocy 2 2° kierinek %, lecz
zwrot przeciwny, zatem 1loczyn skalarowy T(5,—7%,) jest ujemny.
Gdy Ty —Ty=0, wowezas T(3,—B,)=0. W obu wiec przypadkach
T(5,—7,) <0, skad L<O0.

Gdy ruch cial wagledem siebie jest toczeniem, to praca tarcia
jest zerem, gdy za§ ruch ten jest $lizganiem, to praca tarcia jest
ujemna i powoduje zmniejszenie energii kinetycznej cial.

Przyktad 1. Tarcza kola spada pod wplywem swego ciezaru
w plaszezyznie pionowej po kole K. Wyznaczyé ruch tarczy.,

Niechaj 010’ oznaczajg §rodek kola K i §rodek tarczy, Rir ich
promienie, m mase tarczy, I jej moment bezwladnogci wzgledem
§rodka masy O', wreszcie ¢ kat miedzy pionem a odcinkiem 00'.

Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy tarcza i koto K sg
gladkie, a nastepnie, gdy sa doskonale chropowate.

19 Zatézmy, ze tarcza oraz koto
89 gladkie i ze w ‘chwili poczgtko-
wej t=0 tarcza byla w spoczynku. -
Sitami dzialajagcymi na tarcze pod-
cza§ ruchu sga: ciezar @ o poczatku
w grodku masy O’ i reakcja N,
ktérej kierunek przechodzi przez 0.
Moment tych sil wzgledem grodka
masy jest wiec stale zerem. Ponie-
waz w chwili poezatkowe]j tarcza byta
w spoczynku, wiec bedzie ona sie
poruszaé ruchem postepowym (str. 367), t.j. $lizgaé sie po kole K
(str.339). Srodek O’ tarczy bedzie si¢ tedy poruszal po kole o §rodku O
i o promieniu a==R-—r. Zatem wszystkie punkty tarczy beda sig¢
poruszaly po kolach o promieniu ¢ (por. np. tor punktu 4, zazna-
czony na rysunku).

Oznaczajac przez p, przyspieszenie frodka masy tarczy, mamy
na mocy twierdzenia o ruchu $rodka masy (str. 365)

3) mPo=Q+N.

S. Banach. Meehanika. : 24
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Tworzac rzuty na styczng i normalng do toru punktu 07,
dostaniemy: ‘
(4) mag == —mgsin g, mapi=N,
gdzie N=|N|. Pierwsze z réwnan (4) mozemy napisa¢ w postaci

VP—.‘—_'g. .
(5) P=—1"sing.

Poréwnujac réwnanie (5) z réwnaniem wahadla matematycznego
p=— -lg~ sin g (str. 132), widzimy, ze §rodek masy tarczy bedzie wykony-
wal ruch wahadlowy, jak wahadlo matematyczne o dlugofci l=a.

20 Zalézmy teraz, ze tarcza i kolo sg doskonale chropowate.
Tarcza bedzie sie zatem (str.368) toczyé po kole K.

Oznaczmy przez o predkodé chwilowa katows tarczy. Energia.
kinetyezna tarczy wynosi ((IT'), str. 364)

E=ima*¢p?+ | Io*

i

(gdyz a¢p jest predkodecia drodka masy). Jezeli dla t=0 ciato jest
w spoczynku oraz @=gq, woweczas z zasady rownowartodei pracy
i energii kinetyeznej (str. 366) dostaniemy

(6) Lma?@? 4 FLw?==mga(Cos p—cos'p,),

gdyz tarcie (str. 214) i reakcja N pracy nie wykonuja.
Predkodé v punktu stycznosei 8 jest zerem. Zatem v=a @ —ro =
czyli o=ag/r. Wstawiajac w (6), dostaniemy wiec

) Lar(m1[r2) @2=mya{cos g —cos @,).

Stad otrzymujemy ¢ w zaleznofei od ¢, a nastepnie w. Roznicz-
kujac réwnanie (7), dostaniemy am-+I/r¥]pp=—mgapsing, skad
PO uproszezeniu

B m .
® = it 177
Poréwnujac réwnanie (8) z réwnaniem wahadla matematyez-
nego éj):——lg—sinqa (str. 132), widzimy ze §rodek tarczy bhedzie po-

ruszal sie jak wahadlo o dlugodei l= a(l-+I/mr?).
Poniewaz dla kota jednorodnego jest I=jmr?, wiee l==3a/2.
Okres wahania bedzie wiec dluzszy niz dla wahadla o dlugodei «.
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Przyllad 2. Ciezkie cialo sztywne zawieszone jest na osi
poziome]j I, okolo ktérej moze si¢ tylko obracad. Polozenie ciala
wyznaczone jest przez podanie polozenia osi I i kata ¢, jaki tworzy
z pionem prosta SG, przechodzaca przez frodek masy § i przecina-
jaca of 1 pod katem prostym w punkeie G. O§ I przecina of
pionowg %k w punkeie O i obraca si¢ okolo niej z predkodcia
katowa staly o. Jaki zachodzi zwiazek miedzy o i ¢, jezeli ¢
jest stale?

Zadanie rozwigzemy przy pomocy z
zasady d’Alemberta (str. 366). Sily bez-
wladnodei réwnowazg sie z silami dziala-
jacymi, Zatem moment ogdélny sil bez-
wladnodci i sil dzialajacych wzgledem osil
jest zerem.

Obierzmy w pewnej chwili ¢ uklad
wspolrzednych, przyjmujae of 1 za of z,
a 0§ k za of » Poniewaz p=-const., wiec kazdy punkt ciata krazy
z predkoseia katowa w po kole poziomym (ktérego $rodek lezy na
osi z). Przydpieszenie kazdego punktu eciata jest zatem skierowane
ku drodkowi kola i wynosi rw? gdzie r oznacza promieri Kola.

Przyjmijmy, ze ciato jest zbiorem punktéw materialnych. Jezeli
przez P; oznaczymy przy§pieszenie punktu 4; o masie m; i wspél-
rzednych w,y,%2, to:

(9) b, = "“'w,,;wzr p’i,,z . yiw?, p;,,= 0.

Zatem sity bezwladnodei punktu A; majg rzuty:

— —mg.wt  — — 2 =0,
P = M0, 0% Py, = MY;0% mp, =0

iy
Moment sit bezwladnogei wzgledem osi ! (t.j. osi #) wynosi:

(10) By=23 (—m;p;,) %= w* Xm;y; %= 0Dy,

gdzie D, oznacza moment zboczenia wzgledem plaszezyzn ay 1 we.

Srodek ciezkogei S ma wspéhizedne x,=O0G, yo——‘losimpr
2y=—lyco8 ¢ (gdzie ly=SG). Moment cigzaru wzgledem osi 4 Wynosi

11) M =mgl,sing,

—

gdzie m oznacza mase clala.
24%*


pem


372 ROZDZIAE VIII. Dynamika ciala sztywnego.
Moment reakcyj wzgledem osi x jest zerem, gdyz reakeje
zaczepione sg na osi 2. Zatem B+ M.=0, wiec na mocy (10) i (11)

(12) @D+ mglysinp=0.

. Réwnanie. powyzsze jest zwigzkiem szukanym i moze bydé
spelnione tylko wtedy, gdy D.<0 (a wiec np., gdy ciato znajduje
sie w Gwiartee, w ktorej y>0, a 2<0).

Preoyklad 3. Pret poziomy OA osadzony jest sztywnie

w punkcie O na osi pionowej, unieruchomionej w punktach K i L.
Na pret nasuniety jest punkt materialny (drobna kulka) B, mo-
gacy sie swobodnie poruszaé po precie. W chwili poczatkowej {=0
pret 04 obraca sie okolo KL z predkoscia katowa o, punkt zad
B ma wzgledem preta predkosé réwng zeru i znajduje sie w odleg-
tosel z, od O. Wyznaczyé ruch preta OA i punktu materialnego B.
Niechaj I oznacza moment bezwladnogei

HL . preta wzgledem osi KL, m mas¢ punktu B,
w ; w predkodé katowsy preta, a @ dlugo§é od-
’ cinka OB.

Zatézmy, ze nie ma tarcia. Na uklad

ztozony z osi KL, preta OA i punktu m

‘ dziataja sily zewnetrzne: reakcje w L i K

oraz sila ciezkodci. Moment tych il wzgledem

KL jest zerem. Kret ukladu wzgledem osi KL jest wige staly.
Kret preta wzgledem KL wynosi Iw (str. 205).

Predkosé 7 punktu B jest sumg jego predkosei waglednej B,
wazgledem preta i predkodei unoszenia 7, Predko$é wzgledna ma
wspolrzedng (wzgledem OA) v,=¢ i kierunek 04 ; moment jej wagle-
dem KL jest wigc zerem. Predkodé unoszenia jest prostopadla do 04,
ma kierunek poziomy i |p.|=ww. Zatem moment pedu punktu B
wzgledem KL réwna sie ma?w. Kret calego ukladu wynosi wige
To+mr?w, skad '

(13) (I+ma?)ow=Fk=const.

7 danych poeczatkowych mamy k= (I+ma})w, Zanwaimy,
ze praca. sit dzialajacych jest zerem. Zatem energia kinetyczna
ukladu jest stata. Energia kinetyezna preta wynosi Llw? (str. 365),
energia za§ punktu B

It =fm(7% + T2) = tm (2% + 2* w®).

Ziatem

(14) FLw? -+ Lm (22220 = h=congt.

icm
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Obliczajac o % (13) 1 wstawiajac w (14), otrzymujemy
12 [ (L + ma®) 4 ma2=2h.

Réwnanie (15) okredla ruch wzgledny punktu po precie. Zna-
jac @, wyznaczamy o z (13). o

Jezeli punkt dojdzie do 4, a nastepnie opudei pret, to pret
bedzie si¢ obracal ze staly predkodeig katowa o', ktéra otrzymamy
z (13), kladac #=0A=1. Predko§é punktu w chwili opuszczania
preta wyniesie v¥=Pw"2+ 4%, gdzie 2 otrzymujemy z (15), kladge =1.

(15)

Przylktad 4, Punkt materialny M stacza sie po przeciw-
prostokatnej tréjkata materialnego prostokatnego ABC. Tréjkat
lezy w plaszezysnie pionowej i opiera si¢ na prostej poziomej glad-
kiej 7. Wyznaczyé ruch ukladu zlozonego z punktu M i tréjkata A BC.

Przyjmijmy of I za of o ukladuwspol-
rzednych. Niechaj aib oznaczajg dlugosel |
przyprostokatnych tréjkata, § drodek jego |
masy, «if rzuty odeinka AS na przypro- 1
stokatne, ¢ kat o wierzcholku w B, m' mase E
trojkata, m' mase punktu, = i y;=F |
wsp6trzedne punktu 8, za§ x, i y, wspol-
rzedne punktu materialnego M.

Zatézmy, ze w chwili poczgtlkowej =0 uklad zlozony z tréj-
kata i punktu M byl w spoczynku. ' :

Sitami zewnetrznymi, dzialajaeymi na uklad, sa reakcja pro-
stej I oraz ciezur trojkata i punktu M. Sily te maja stale kierunek
pionowy. Zatem ich suma ma réwniez stale kierunek pionowy.
7 zasady §rodka masy (str. 365) wynika, ze grodek masy S’ catego
uktadu bedzie poruszal sie po pionie (poniewaz predko§é poczgtkowa
byla réwna zeruy. Wspélrzedne drodka S magy ukladu wynosza:

(16) Yo=(m'B+m""Ys)/m,

gdzie m=m'+m"". Zatem

g= (M'@y -+ m""1p) [,y

(17) m'ity -+ m' y=c=const. .

Srodek masy S tréjkata porusza sie po prostej y=4, wi(%c
jego predlkodé jest &y Tnergia kinetyezna trojkata AI.S'C r}éwna, sie
Im/@2, zad energia kinetyczna punktu M wynosi Tm (E2493)- Pm‘c@
wykonywa tylko ciezar punktu M. Poniewaz ciezar ma potepc;al
—m' gy, wiee z zasady zachowania energii catkowitej otrzymujemy

(18) Yo' E 4 b (a4 Py m' gy, =h= const.
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Punkt B ma odciety @, —a--a. Ozaczajac przez M’ rzut M -

na of &, mamy tgg=MM'/M'B, skad tg p=1,f(¥,—a+a—i,). Zatem
(19) Y y— (8 — By —a—+ @) tg p=0. '
7 réwnan (17)-(19) mozemy otrzymad @y, @, i ¥, jako funkeje
CzasU. '
Réwnania (17) i (19) sa réwnaniami stopnia pierwszego, mo-
Zemy wiee wyznaczyé z nich w, i y, liniowo przy pomocy @, Otrzy-
mamy:

(20) By= A+ B, Yo=A'wy-+ B,

gdzie 4, Bi A, B sg pewnymi statymi. Rozmiczkujac i wstawiajace
w (18) dostaniemy
S (A2 AR B2k g( A, B) = h,

Tworzae pochodna, otrzymamy
(21) LI (A A g A == 0,
skad po podzieleniu przez %,
(22) %= const.

A wiec tréjkat poruszaé sie bedzie ruchem postepowym jedno-

sbajnie przydpieszonym.
Z rownan (20) otrzymujemy, znajge @y,

(23) A'wy—Ay,=A'B—AB'.

A wige punkt M bedzie sie poruszal po linii prostej.
i Na mocy (20) mamy z,=Ad 1 Y,=A'%, wiee wedlug (22)
dy= consﬁ. i 4j,=const. Rzuty przy$pieszenia punktu M sg stale, wiec
i przy$pieszenie punktu M jest state. Przyépieszenic wzgledne pun-
ktu. M .Wzglqdem tréjkata jest réwniez stale, gdyz otrzymujemy je,
odejmujgc od przyspieszenia punktu M przyépieszenic tréjkata.
.Punkt M 'bgdme wiee staczal si¢ po przeciwprostokgtnej ruchem
jednostajnie przydpieszonym (wzgledem przeciwprostokgtnej).

. Zbadajmy jeszeze, czy M nie oderwie si¢ od rdjkata praed

osiggnieciem punktu B.

Oznaczmyl przez R Eeuk(:j(g _t)r(‘)jkzm Ha punklt M. Poniewaz
na punkt M dziala ciezar @ i sila R, wiec tworzae vzuty na osie a iy,
otrzymamy: .

icm
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m =Ry 1 m'ipp=—m""g+ R,

Lecz By=congb. i 'y'g——__:const, wiec R,=const. i R,=const.
Zatem R jest state. Sila R jest wigce skierowana stale ku punk-
towi M, ktéry zatem nie moze odpasé od tréjkata ABC przed

osiggnieciem punktu B.

§ 8. Obroét okolo osi stalej. Jezeli cialo sztywne ma of 1
unieruchomiong, to moze sie tylko obracaé okolo te] osi. Zatozmy,
se na cialo dziataja sity Py, P,... Nadajmy osi I dowolny zwrot
i oznaczmy przez I moment bezwladnogci ciata wzgledem I, przez M
moment sit wzgledem 1, a przez o predkosé katowa. _

Kret wzgledem osi I wynosi K=Iw ((7), str.205). Poniewaz
w my§l twierdzenia o krecie wzgledem osi (str. 206) mamy K=M,
wiee
@ Io=M.

Przy$pieszenie katowe jest e=a, wiec
(I) Te=M,

Niech IT i IT' beda dwiema plaszezyznami przechodzgeymi przez
o 1; IT niech bedzie nieruchoma, a II' zwigzana sztywnie z cialem
i obracajaca sie wraz z nim. Niech wreszcie p oznacza kat miedzy
plaszezyznami IT a IT'. Wowezas p=w i p=¢, skad na mocy (I)

(2) Ip=M.

Réwnanie rézniczkowe (2) ma postad taka, jak réwnanie
mi =P, okredlajgce ruch punktu materialnego .po osi .

Jezeli sity P; lub moment M dane 83 jako funkeje zalezne
od ¢, ¢ it (t.]. od polozenia ciala, predkodci katowej 1 czasu), wow-
ozas rownanie (2) jest réwnaniem rézniczkowym rzedu drugiego
i pozwala wyznaczy¢ ruch, gdy znamy ¢ i ¢ (t. j. polozenie i predkodé
katows ciala) dla chwili poczatkowe] t=1,. | =

Energia kinetyczna ciata przy obrocie okoto osi I wynosi
B=}Iw® (str.365). Oznaczmy przez w, 1 @ predkodé katowa w chwi-
lach t, i ¢, a przez Ly, prace git od chwili ¢, do ¢t. Poniewaz sily re-
akeyjne, utrzymujace 0§ w spoczynku, zaczepione 8 w.punktacl%
osi, wiee mnie wykonuja pracy. 7 twierdzenia o réwnowartosei
pracy i energii kinetycznej (str. 366) dostaniemy zatem

2 2
(3) ‘!",’I(’O '—-})"IQ)O:—"L[NI-
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Praca sit wyraza sie wzorem (14), str. 364,

(4) : Lye= [ M dp,

P
gdzie ¢, i ¢ oznaczaja katy obrotu w chwilach ¢, i ¢. Jezeli M jest
funkeja zalezng tylko od ¢, mozemy otrzymaé L, ze wzoru (4)
jako funkeje kata ¢. Wstawiajac w (3), otrzymamy rdéwnanie
rézniczkowe rzedu pierwszego.

Przykltad 1. Maszyna Atwoodal). Na kodcach nici
nierozciagliwej (bez masy), przewinietej przez krazek materialny
doskonale chropowaty, zawieszone sa dwa punkty ciezkie o masgach
my, i m,. Niech r oznacza promien krazka.

Zalézmy, ze punkty poruszaja sie pionowo. Drogi przebywane
przez punkty sg réwne, a wiec przyépieszenia punktéw réwne sy
co do wielkodei, lecz maja zwroty przeciwne.

Oznaczmy przez p rzub przyfpieszenia punktu m, na of z,
skierowang pionowo w dél (p. rysunek na str. 197). Krazek jest
doskonale chropowaty, a zatem nié nie §lizga sie po nim. Jezeli wiee
krazek obroci sig o kat ¢ (prayczem przyjmujemy ¢>0, gdy punkt m,
spada), to punkt m, przebiegnie droge s=rg. Stad §=rp, a zatem

(5) p=re.

Oznaczmy przez R, i R, reakeje nici na punkty m, i m,, a przez
R, i R, ich wartodci bezwzgledne. Reakcje R, i B, nie sg rowne,
gdyZ nié nie jest przewinieta przez cialo ghmdkm

Na punkty m,; i m, dzialaja reakeje nici i ciezary. Zatem:

(6) myp=m, g — R, — My P =My — Iy,

Kawalek nici od punktu m, do kragzka dziala na kragzek z silg,
—R; podobnie kawalek nici od punktu m, do krazka dziala na
krazek z sity —R,. Momenty tych sit wzgledem osi krazka WYnoszg
Ry 1 —Ryr, przyczem moment sity —R, jest dodatni, gdyz sila
—R, stara si¢ obrécié krgzek w kierunku przyjetym poprzednio
za dodatni dla kata ¢.

Oznaczajac wige przez I moment bezwladnogei krazka wzgle-
dem jego-osi, otrzymamy na mocy (I), str. 375,

(7) Ie=(R,—R,)r.

1) por. str. 197, prayklad 4.

icm

(9) P 'JJ sing.
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Z rownan. (b)-(7) mozemy wyznaczyé e, p, R, i B, Z réwnan (6)
dostajemy By — Ry== (my —mMy)g — (1~ my)p. Wstawiajac w (7), otrzy-
mamy Le==(my—my)rg—(my+my)rp, skad na mocy (5)

(my—my)rg
I+ (My My )1'2

Widzimy wiee, ze &= const, zatem wobec (5) p= const. Punkty
m, i my beda si¢ tedy poruszaé ruchem jednostajnie przyépieszonym.

Przy$pieszenie p otrzymamy z (8) i (5). Reakcje R, i R, obli-
czyé mozna z réwnan (6).

(8)

Wahadlo fizyczne. Wahadlem fizycenym nazywamy ciato
sztiywne, obracajgce sie okolo osi poziomej pod wplywem sity ciez-
kofei.

Poprowadsmy przez §rodek § masy wahadla plaszezyzne pio-
nowsg, prostopadla do osi i przecinajgca of w punkeie 0. Niech ¢
oznacza kat miedzy OS a pionem; zwrot dodatni obrotu obieramy
przytem od reki lewej ku prawej. Oznaczmy wreszcie przez M
moment sity ciezkogei, przez I moment bezwladnodei wahadla wzgle-
dem osi obrotu i niech d=0S8.

Przy$pieszenie katowe rowna sie e= tp,
zad moment sity ciezkodei

M = —mgdsing

(gdzie m oznacza mase ciala), skad na mocy (2),
str. 375, Ip=—mgdsing cayli

Poréwnujge réwnanie (9) z réwnaniem wahadia matematyez-
132): qoz—'———'-z]-SlIl{p, widzimy, ze jezeli dlugo$é T wa-
hadla matematycznego spelnia warunek

nego ((1), str.
(10) —amngdjI=—g]l,

to Tuch wahadla fizycznego jest taki jak wahadla matematycznego.
Z (10) olrzymujemny

(11) L= 1 fmd.
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A wiee: ruch wahadia fizycemego jest taki jak. ruch wahadta
matemat/ycznego o dtugo$ei 1=1I|md, gdzie I oznacza moment bez-
wiadnodei wagledem osi obrotu, m’ mase wahadla, a d odleglogd
drodka masy od osi obrotu.

Oznaczajace przez K ramie bezwladnodei wzgledem osi obrotu,
mamy I=mK", skad na mocy (11)

(12) 1=K/d.

Dlugodé I nazywamy dlugodei zredukowam@ wahadla fizycznego
wzgledem osi obrotu.

Niechaj I, oznacza moment, zad I, ramie bezwladnosel wzgle-
dem osi, przechodzacej przez $rodek . cwakoém i réwno]egle] do
osi obrotu. Wawezas (str.161) I= Iu—Hnd skad mI* = m Ko+ ind*
czyli K*=EKj+d, a wige na moey (12)

GEI =t

Wezmy pod uwage na prostej 08 punkt O’ .w odleglodei I od 0.
Poniewaz 1>d na mocy (13), wige 0’ wypadnie poza punktem S.
Obliczmy dhugo§é zredukowana 1’ wzgledem osi obrotu, przecho-
dzgcej przez O’ i réwnoleglej do osi I, przechodzgeej przez 0.

7 uwagi ze 0'S=1-—d mamy na mocy (13)

K§
{14) V=y—+1—d.

Poniewaz wobec (13) jest '1—d=Ki/d, wigc
dostaniemy z (14)

po podstawieniu

A.()

mcH———--
Pordéwnujac z (13), widzimy, ze
U'=1.

Dhugodci zredukowane wzgledem osi przechodzgcych przez O
i przez O’ sy zatem rdwne.

Jezeli wiee zawiesimy cialo na osi przechodzgeej przez ()
i réwnoleglej do osi przechodzacej przez O, to czas wahania w obu
przypadkach bedzie jednakowy (przy tym samym poczgtkowym
kacie wychylenia).

Punkt 0’ nazywamy $rodkiem wahan wrgledem punktu 0,

icm
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Wyznaczanie reakceji na of obrotu. Zaldzmy, ze o
obrotu 1 jest unieruchomiona przy pomocy reakcyj (bez tarcia),
zaczepionych na osi 1. Przyjmujac za
grodek redukeji dowolny punkt O na
osi I, mozemy reakcje zastapié jedng
sita B o poczatku O, i parg sit o mo-
mencie H. Na ogét Bi H zmieniajg sie
podezas ruchu. Do obliczenia R i H uzy-
jemy zasady d’Alemberta.

Obierzmy () za poczatek ukladu
wspbhrzednych, przyjmujac o | za of 2.
Podzielmy cialo na drobne czeSci i za-
stapmy kazdg z nich punktem mate- 4
rialnym o réwnej masie. Otrzymamy
w ten sposob uklad punktéw materialnych my, ms, ...

0 wspbirzednych
Ly Wiy By Doy Yos Sy oo Prayépieszenia punktéwuk}aduoznaezymy przez
Py, gy -y 0 8ily dzialajace na te punkty przez P, P,,...

Sity bezwladnogei —m; P, réwnowazg sie z reakejamiiz silami P,
wiee suma i moment ogblny (wzgledem 0) sa réwne zeru. Zatem:

(15) 2P+ R+ 2 (—mip) =0,
(16) X Momo P+ H + 2 Momo (—m; i) =

Niech w chwili ¢ cialo ma predkosé katowa o i przyspieszenie
katowe s Wesmy pod uwage dowolny punkt mi(m, Y 2). Pray-
&pieszenie p; tego punktu rozlézmy na przys$pieszenie styczne 79@-[
i normalne p; (str. 40). Mamy oczywigeie Q_oir-@-t—k@n. Przyspie-
azenia skladowe wyrazaja sie wzorami p; =7;e i pin——:n-aﬁ (sbr. 45),
gdzie 7, oznacza odleglofé punktu od osi obrotu. Zatem:

(17) Pi, =Yi% ‘ m,y=—-’v@£, pi, =0;

2
(18) pi =—wiod, P, =Y Py =0.

£y y z

Oznaczajae przez m mase ciala, przez Ty, Yo,2 wspbirzedne,
a przes P, pray$pieszenie §rodka 8 jego masy, otrzymamy ze WZzo-
ru (LIT), str. 199,
(19) Ny Pr=mDy.
Rownanie (15) przyjmie wige posbad

(20) 2 Pt R—mipp=0.
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Dla przyspieszenia stycznego 7, i normalnego p, frodka &
masy, mamy 550=§0t+¢0". Na moey wige (17) i (18) ofrzymamy
(kladac 4==0): ‘

(21) Do, =Yoe—T@%  Po,=—We—Yo0%  Po, =0

Przejdsmy teraz do obliczenia momentéw sil bezwladnofei.
Sila bezwladnofei jest
(22) — M Py==—M; Py, — M Py -

Oznaczmy przez B moment sil bezwladno$ei wiugledem 0,
przez Bt_ moment sit stycznych bezwladnodei (t.j. sit —~m¢-ﬁit),
a przez B, moment sil normalnych bezwiadnogei (t.j. sil —m;P; )-
Na mocy (22) jest
(23) B= B, B,.
~ Rezut By na of @ wynosi (por. (2), str. 236)

(24) th=§(*mm,”ﬂri-"”frim,zi'/i),
skad na mocey (17)

_ ; . 2, 2
(25) By =eXm;w;2; ipodobnie Btuzs_\;‘miyiz@-, By =—-&>my; (wity;)-

Postepujae w ten sam sposéb, ofrzymamy:

=2 =2 V.
(26) an““ w? XM Y2, Bnl]"“ WP 2 M2,

B, =0.

Przy dzieleniu ciata na coraz drobniejsze czedel sumy we wzo-
rach (24) daza do momentéw zboezen D, i D,, oraz momentu bez-
wladnodei I, wzgledem osi 2 (str. 161). W granicy dostaniemy wiee
z (25) i (26):

(27 By =& Dy, Bty=eDm, Btz=”‘3-[z5

(28) B, =Dy, By, =—w'ly, By = 0,

skad na mocy (23):

(29) Bi=¢& Dy+ w? Dy, By=eDy—w?Dy, By=—c¢l,.
Tworzgce rzuty na osie ukladu, dostaniemy z réwnan (20) i (21):

b P; 4 Ry—myo e+ mag =0,
(11) 2 P'iu + Ry -+ Mo & -+ My 2= 0,
2P; +R=0.

icm
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Sity reakeyjne zaczepione sg na osi l, zatem H,=0. Oznaczajac

przez M moment gil P, wigledem O, otrzymamy wieec na mocy

(16) i (29) dla rzutéw na osie ukladu:

M.\‘"}“ H,.+ 3Dy+ (02Dx= 0,
M+ Hy+ Dy —?Dy=0,
M,—el,=0.

(I1T)

Ostatnie z réwnan, (I11) wyprowadziliSmy poprzednio z zasady
Tretu (str. 375, wzoér (I)). Z réwnari (1) i (III) mozemy obliczyé Ri H.
Zatozmy teraz, ze of jest unieruchomiona w dwéeh punktach
0 i 0'. Oznaczmy reakcje w tych punktach przez R’ i N, potézmy
d=00" i nadajmy osi 2 kierunek 00’. Otrzymamy:
(30)
{(31)

I{,\':z: Iﬁ,\ “'{'" N Xy
H = N,d,

Ru= R;/ +N s
Hyzs— N d,

Ro=Rut N
H,=0.

Jezeli wyznaczymy R i H z (1I) i (III), to mozemy obliczyé
z (30) i (31) tylko skladowe N, N, i Ri,R, oraz sumg N.+ K.
Zalozmy, ze punkt O’ jest w t.zw. tozysku szyjnym, w ktérym
nie ma tarcia (rys. 1, str. 281). Wéwezas N jest prostopadie do osi
obrotu; zatem N,=0.
. Jezell wiee punkt O’ jest w lozysku szyjnym bez tarcia, reakcje
dadzg sie wyznaczyd.

0% obrotu osig §rodkows bezwladno§ci. Pray zalozeniu,
ze Srodek ciezkofci lezy na osi obrotu i ze of obrotu jest jedna
z osi §rodkowych bezwladnofei, mamy (str. 167):

py==10, Yo= 0, ,D,\-=0, D”=0-

Réwnania (L) 1 (XII) przyjmg wiec postaé:

(32) Zl)i'ﬁ“ R,=0, ZPiﬁ' Ry=0, 2P; +R,=0;
(33) Mo+ H,=0, M,+H,=0, M.—el=0.

Widzimy stad, ze przy tym zalozeniu reakcje nie zalezg od pred-
kofei katowej ani od przy$pieszenia katowego, s& wige takie, jak
gdyby cialo bylo w spoczynku.

Jezoli sily Py, P,... s3 réwne zeru, to z réwnai (32)1(33).
otrzymujemy Re=0, H=01i =0, wiec w=const. Poniewaz reakeje
89 rOWNoOwaZNne zoru, wige mozemy przyjaé, ze of I nie jest unie-
ruchomiona, czyli ze of obrotu jest gswobodna.
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Na odwrdt, j_(?Zeli za&oZym‘y, _Ze na ciato nie dzialaja zadne
sity, a wiee ze P;=0, R=0 i H=0, to réwnania (II) i (III)
przyjma postaé:

—1oe-+Bow? =0, Zoe+Yow?=0,

eDy+ w?*Dy=0, eDy—w?Dy==0,
Na moey ostatniego z réwnan (34) jest e=0, zatem w= congt.
Jezeli w==0 (t.zn. gdy cialo nie jest w spoczynku), otrzymamy
z (34) @=0,%=0 oraz D,=0, Dy=0. O§ 2 (t.j. 0§ obrotu) jest
tedy osig $rodkows bezwiadnofei. ‘

Wyprowadzili§my wiec nastepujgca wlasno§é osi rodkowych
bezwladnogei:

Jesels ciato sztywne swobodne bez dziatania $il obraca sig okolo-
stalej osi, to 0§ ta jest jedna z osi $rodkowych bezwtadnoded.

(34)
el,=0,

Pﬁyklﬁd 2 Drzwi ciezkie w ksztalcie prostokata OABC
(gdzie 0A i OB maja zwrot pionowy w gire) mogg sie obracaé okolo
osi pionowej 0A, unieruchomionej w punktach O; i O, boku 04,
przyczem O0;=0,4d=d. W chwili t=0 drzwi sa w spoczynku
i zaczyna dziataé sita P o stalej wartodei bezwzglednej P, prlosto-
padia do drzwi i zaczepiona stale w §rodku D boku B(. Wyzna-
czyé reakeje w punktach O, i 0, w chwili t.

Oznaczmy przez m mase drzwi, przez I moment bezwladnogei
wzgledem osi 04. Niech OA=a i O0C=b. Przyjmijmy, ze gita P
obraca drzwi od reki prawej ku lewej wzgledem ogi obrotu, skiero-
wanej w gore.

Moment sily £ wzgledem osi obrotu jest staly i réwna sie bP.
Zatem ITe=bP czyli e=bP[I. Jezeli drzwi sg jednorodne, to na.
mocy (8), str. 184, jest I=§mb®. A wiec

. Z
Przydpieszenie katowe e= const., N—=—Hlg, P
zatem ' /?’\ a is /
(36) w=gt=3Pt|mb. B ; G 1)
G 6 C !

Drzwibeda sie wiec obracad ruchem
_jednostajnie przydpieszonym,

Zajmiemy sig teraz wyznaczeniem reakeji. Przyjmijmy w ehwili ¢
p}mkt 0 za p(.)czad‘g(ek ukiadu wspélrzednyeh, nadajac osiom 2 i @
kierunki OA i OC. Oznaczmy przez R’ reakeje w 0,, przez N
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reakeje W Op wreszcie przes R sume, a przez A moment reakeji
wzgledem 0. Z&klada;jzyc., Ze w 0, jest lozysko szyjne. (str. 281),
otrzymamy:
(37) Ry=Ri+ Ny, Ry=R,+N,, R,=R3;
(38) Hy=Ryd+Nyla—d), Hy=—Rid—Ni(a—d), H.=0.
Z réwnan (IT), str. 380, i (ILI), str. 381, otrzymamy B i H,
a nastepnie obliczymy R’ i N z (37) 1 (38).
Sitami dziatajacymi sa ciezar @ i sita P. Wspolrzedne §rodka
S masy drzwi sa: @,=D0/2, y,=0, 2y=a/2, za$ poczatku sily P
w=Db, y=0, #==a/2. Poniewas drzwi lezs w plaszczyinie 2z, wiee
D.=0. Moment zboczenia D, wynosi (str. 178)
b a b
) ‘1 -1
D= ouz A de= 3ga2mdm=za2bﬁg,
00 v
gdzie g oznacza gestosé. Poniewasz abo=m, wieo Dy=4mab. Z réw-
nan (X1), str. 380, i (III), str. 381, otrzymamy:
Ryt+tmbw?=0, —P+R,+imbs=0, —mg+R.=0;

— L aP -+ He+ymabe=0,

(39)

(40) — mbg+ H,— 3mabw?=0.

Z réwnan (39) i (40) obliczamy R 1__F przy pomocy (35) i (36),
a nastepnie wyznaczamy reakcje R i N z réwnan (37) i (38).

Przylklad 3. Pret cigzki OA zawieszony jest na osi poziomej
i moze sie tylko obracaé w plaszezyZnie pionowej dokola swego .
kofica (). Pret puszezono wolno z polozenia poziomego. Jaka jest.
reakcja w 0, gdy pret tworzy z pionem kat ¢?

Oznaczmy przez R reakeje w 0, przez Q ciezar preta, praez m
mase ciala, a przez P, przyspieszenie frodka S magy preta.

7 twierdzenia o ruchu frodka masy wynika, ze
(41) mpy=R+-
7 véwnania tego mozna obliezyé E, jezeli znane jest .
Polozmy l==08 i oznaczmy przez o i e predkogé i przy$pieszenie
katowe preta; wowezas pray$pieszenia: styczne po, i normalne po,
wyniosa:
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Po,= le i Po,= lw?.

Przy$pieszenie katowe otrzymamy z rownania le=M. Po-
niewaz moment sity ciezkofei wzgledem O réwna ‘sie mglsing, wiee

(42) e=myglsing/I,

gdzie I oznacza moment bezwladnogdei preta wzgledem O.

Predkodé katowa w obliczymy, opiera-
jac sie na zasadzie réwnowartodei pracy
i energii kinetyecznej (str. 366). Przyrost
energii kinetycznej preta réwna sie pracy
sity cigzkofei. Dnergia kinetyezna preta
jest H=}Iw? a praca ci¢zaru L=mglcosp,
bo poziom £rodka masy obnizyl sgic o
h=1lcosp. Na poczatku energia kinetyczna
réwna byla zeru. Wige [JTw?==mglcose

czyli

(43) w?=2mglcos p/1.

Przyjmijmy kierunek 0S8 za kierunek dodatni osi = ukladu
wspolrzednych (z,y). Tworzge rzuty na osie @ i y, otrzymamy z réw-
nania (41):

—mlw*=mgcos p+ Ry, —mle=—mgsing--R,.
Z (42) i (43) dostajemy zatem:
Ry=—mgcos p[2mI?[1+1], Ry=mgsinp[1l—mi?/I].

Jezeli pret jest jednorodny, to dlugosé jego réwna sie =21,
za§ moment bezwladnogei T= 4 mI? (str. 183). Zatem:

R.=—3%mgcosg, Ry=}mygsing,

skad
|R| =$mg V199 cos?e.
Maksymalna wartosé |R| wypada wige dla =0 1 wynosi

5 dmy
|Rl~‘ 2 .
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Srodek uderzern. Prazyjmijmy, ze of obrotu z jest ogia
gtéwny bezwladnodel w punkeie O i ze w pewnej chwili ¢, $rodek
masy lezy w plaszezyZnie yz (praycezem y,>0). Zatem:

(44) By=0, Y>>0,  Dy=0, D,=0.

Réwnania (1T1), str. 380 i (III), str. 381, przyjmuja wowczas
postadé:

(48) XPj A Ry—myoe=0, 2'P; +Ry+my,0?=0, Pi+R,=0, -

(46) M- He=0, My;+Hy;=0, M;—el,=0.

Zalézmy, #e w chwili ¢, zaczela nagle dzialaé sila P, zacze-
piona w punkeie 4 o wapOlrzednyeh x,y,2. Wskutek dziatania sity P
reakejo B i moment F zmienily sie na R+ R i H4-H'; praydpie-
gzenie & przyjelo wartos§é e-- ¢, natomiast predkosé katowa, réwna w
w chwili 8y, nie ulegly naglej zmianie. Od chwili dzialania sity P
rownania (I1) i (LII) prayjma (z uwagi na (44)) postaé: '

P A2 Pyt R A R —my,y(e+e')=0,
(1) P21,
P,+2Pi+ R+ R,=0,

+ R+ R A myocuzfz 0,

Mt Mo+ Ho+ Hy=0),
Myt My - =0,
My M (e~} &)= 0,

gdzie M’ ozmaczn moment sily P wzgledem 0. Poréwnujac réwna-
nia (45) i (46) z (47) i (4R8), dostaniemy:

P”+R;]=U,
MQ/ +H.;1: 0,

(48)

-Pz—l"-R,z: ()J
M,—e'T=0.

Pt Ry—myye =0,
(49) P
M.+ Hy=0,
7 réwnan (49) mozemy wyznaczyé R i H'.
Zialoézmy, ze P ma kierunek osi @ i lezy w plaszezyznie xy.
Wawezas:

(5()) e (), 1)”:-:: 0, ])z‘—:=()7 M'\-:- 0, M;]'-'—" 0, M;:va.
7 (49) otrzymujemy:

(51) H=0,

(52) &' =Dyl

25

S, Banach. Mechanika.
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7 (49), (50) i (52) dostajemy:

(53) Ry=Pmyyo/l:—1), Ly=0,  [z=0.

Wezmy pod uwage na osi y punkt O, o rzednej I, okreglonej
wzorem

(54) 1= L/my,.

Jezeli kierunek sity P przechodzi przez 0y, to y==1I, a zatem
na mocy (53) jest Ri=0, By=0 i R,=0, skad

=1
(55) RLo.
Punkt 0, nazywamy $rodkiem wuderzed.

Srodek uderzen lezy na krawedz przeciecia plaszezyzny IT,,
przechodzacej przez of obrotu i frodek masy, z plaszezyzny I,
prostopadly do osi obrotu w punkeie 0. Srodek uderzen lezy na
IT; po tej stronie osi obrotu eo frodek masy. Odleglo§é rodka ude-
rzen od osi obrotu okre§lona jest wzorem (5H4), '

Gdy na ciato nagle zaczyna dzialad sita, ktorej kierunck prze-
chodzi przez §rodek wuderzen i jest prostopadly do plaszezyzny
przechodzacej przez of obrotu i §rodek masy, to reakeje utrzy-
mujace of obrotu nie zmieniajg si¢ nagle (0§ nie doznaje wstrzasu).

Na mocy (53) i (54) mamy

Ri=Pu(yfl—1).

Jezeli wiee y>1, to R’ i P majay zwroty zgodne, jezeli nato-
miast y<<l, to B i P maja zwroty przeciwne.

(56)

l

Przyjmijmy, ze w wahadle fizycznym pewna plaszezyzna IT,,
prostopadia do osi, przechodzi przez §rodek masy S i jest plass-
czyzng §rodkows. Zatem of obrotu jest osia gléwna bezwladnogei
wzgledem punktu O, w ktérym of przebija plaszezyzne I,. Prosta
0S8 jest przekrojem plaszezyzny IT, plaszezyzng IT,, przechodzgey
przez of obrotu i frodek masy. Na prostej 08 lezy zatem drodek
uderzeri, w odleglogei 1 od O, okre§lonej wzorem (b4), gdzie oczy-
wifeie y,=08. Kladgc wiec 08=d i I,=1, dostajemy l==1I/md.
Poréwnujac ze wzorem (11), str. 377, widzimy, ze $rodek uderzei
schodzi sie ze $rodkiem wahan.

Zalézmy, ze wahadlo jest w spoczynku i ze of wahudla opioera
si¢ na dwoch pretach gladkich, poziomych. Plaszezyzna 1l (prae-
chodzaea przez of i §rodek masy) jest tedy pionowa.
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Jozeli uderzymy wahadlo w $rodkun uderzed w kierunku PoO-
ziomym prostopadle do I, to of nie dozna wstrzaénies.

Jezeli uderzymy je powyzej frodka uderzen, woéwezas na
mocy (56) potrzebna bedzie do utrzymania osi w spoezynku reakeja,
majgea ZWrot przeciwny niz uderzenie. Poniewaz reakeja ta wy-
stapié nie moze (gdyz prety, na ktoryceh of sie opiera, sa gladkie
i nie mogg przeto wywolaé reakeji poziomej), wiee o§ posunie sie
w kierunku uderzenia.

Jezeli za§ uderzymy wahadlo ponizej §rodka underzen, to of
posunie sie¢ w kierunku przeciwnym do kierunku uderzenia.

§ 4. Ruch plaski. Ruch plaski figury plaskiej. Niech
figura materialna porusza sie w plaszezyznie IT i niech sily dzia-
lajace Py, Py, ... rownies lozg w tej plaszezy/nie. Oznaczmy przez P,
przyspieszenie §rodka S masy figury, przez m mase, a przez P
sume sil. Wowezas w mydl (1), str. 365,
(1) mpy = P.

Oznaczmy dalej przez o predkoddé y
chwilowy katowa, a przez I, moment
bezawladnogei wzgledem $rodka masy.
Ruch chwilowy figury mozemy uwazad
za zlozenie ruchu postepowego z pred-
kodeig $rodka masy i ruechu obrotowego
z predkodeiy o okolo grodka masy. Po-
niewaz kret wargledem  §rodka masy : .
ruchu postepowego jest zerem (str. 203), '
wiee kret K ruchu chwilowego wzgledem frodka’ masy réwny jest
kretowi ruchu obrotowego. Na mocy wzoru (7), str. 205, mamy zatem

(1) ' K=1Iw,

skad K =1Ie, gdzic e=o. Oznaczajgc przez M moment sit wazgle-
dem grodka masy, otrzymamy z (II), str. 365,

(I1) Ie=M.

Roéwnania (1) i (I1) okre$laja ruch figury materialnej w plasz-
czysnie, ' .

Wezmy pod uwage na figurze staly prosta l’i OZNACZINY Przez g
kat miedzy | a osig @, mierzony w kierunku wykazéwek zegara.
Polozenio figury okredlaja wspolrzedne wg,y, §rodka masy ikat ¢.

25%
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7 réwnania (I), tworzac rzuty na osie ukladu, otrzymamy:
(I/) ‘ ’I’)’bfl"(): .P_\«, m:(j() == P,/.

Poniewaz ¢=w i ¢p=¢, wiec na mocy (1I)
(11" Ip=M.

7 réwnad (I') i (I1) mozemy wyznaczyé #y, yo-1 @. |

Ruch plaski ciala. Niech cialo porusza gie ruchem plaskim,
t.zn. niech jego punkty poruszajg si¢ w plaszezyznach réwnoleglych
do pewnej plaszezyzny statej I, zwanej plaszczyzng kierowniczg
(str. 315). Sity {PJ, dzialajace na cialo, rozlézmy na skladowe (P
réwnolegle do IT i na skladowe {P;} prostopadle do II. Poniewas
grodek ciezkogei S porusza sie w plaszezyZnie rdwnoleglej do I7,
wiee jego przyépieszenie Py lezy w plaszezyZnie JI. Na mocy zasdy
ruchu §rodka masy mamy

S0 "

mpo=35Pr=Y PSP, 4 d

a wiec po utworzeniu rzutéw na plasz-
ezyzne kierowniczg

(2) mpo=2P;.

Oznaczajac przez | of prostopadia
do ITi przechodzaca stale przez srodek \,/
ciezkodei, przez I moment bezwladnosi,

a przez K kret wzgledem osi I, otrzymamy (str. 365) K == Mo, Py,
Lecz moment sit P, wzgledem 1 jest zerem, gdyz Pi|l. Zatem

O obrotu chwilowego w ruchu plaskim jest prostopadla do
plaszezyzny kierowniczej; of I jest zatem osig obrotu chwilowego.
Poniewaz przechodzi ona stale przez §rodek masy, wiec ((7), str.205)
K=1Iw, skad K=Io=1I¢ i na mocy (3)

(4) Ie=2 Mom, P

Wezmy pod uwage na plaszezyznie IT dowolny figure plaska I7,
zwigzang sztywnie z cialem: moze to byé np. przekrdj ciala planz-
ezyzng IT lub rzut ciala na t¢ plaszezyzne. Ruch figury # wyznacza
oczywiscie ruch ciata. Utwoérzmy rzuty sil {Pj i frodka ciezkodei S
na plaszezyzne I1. R()wnania (2) i (4) okredlaja ruch plaski figury 17
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przy zalozeniach, ze:
1) maga figury 7 réwna si¢ masie calego ciala,
9 drodkiem eigzkodei figury I jest rzut §rodka masy ciala,A
3) moment bezwladnodei figury F wzgledem 8§ réwna sie
momentowi bezwladnogei I ciala wagledem osi 1.

Wynika stad, ze ruch plaski ciala bedzie okreslony, jezeli
podamy rzuty sil na plaszezyzne kierowniczg, mase ciata, rzut jego
grodlen ciezkodei i moment bezwladnodei ciala wzgledem prostej,
przechodzace] praez Srodek masy prostopadle do plaszezyzny kie-
Towniczej.

' Praylelad 1. Pret cigski A B zsuwa sie w plaszezyznie pionowej,
opierajae sie koreami o plaszezyzny gladkie: poziomgy i pionowy
(podloge i deiang). Nao preb dzinlaja wige sily: ciezar o poczatku
w grodku preta i reakeje N, B, prostopadle do fcian. Wspélrzedne
N i B reakeyj wzgledem osi @ iy sa nieujemne (jak na rysunku).
Oznaezmy  preez wg,y, wspolrzedne grodka S masy ciala,
przez ¢ kat, jaki pret tworzy z ogiami ukladu, przez I, moment
bezwladnodei wzgledem grodka masy, a przez 2d dlugodé preta.
7 réwnan (I7) i (11), str. 388, otrzymamy:

(5) miy=N, mijo=—mg+ R, I@=d(Nsing—Rcos AR
Do rownall powyzszyeh dochodzg jeszeze zwiazki:
(h") = deosq, Yy dsing.

7 rownai (B) i (B') mozemy otrzymad
réwnanie roézniczkowe wyznaczajace ¢ jako
funkeje ezasu . Rownanie to otrzymamy,
gtosujac zasade rownowartofei pracy i energii
kinetyeznej.

Sily R i N nie wykonuja pracy. Pracuje tylko sita ciezkofci.
Zauwazmy, ze predkodel punktéw A i B maja kierunki osi y 1 .
Zatem frodek O obrotu chwilowego jest punktem przeciecia prostych
prostopadlyeh do osi @ iy W punktach B i A (str. 328). Moment
hezwladnogei wzgledem O wynosi (por. (I), str. 161)

(6) 1 == Iy md?,

a wice [ ma wartodé staly. Knergia kinetyezna I wy azi sig tedy
wzovem B} b= Iph
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Jezeli w chwili poezatkowej bylo g=q,, to praca sily (ai}aZ~
kosei wynosi I=mgd(sin p,—sin ). Zatem, przy zalozeniu, Ze w chwili
poczgtkowej predkosé byla ¢=0, otrzymamy

(7) ‘ Y Ip?=mgd (sin g, —sing).

' Rozwigzanie réwnania (7‘) wymaga znajomosei teorii Tunkey;j
@Il)txcznyeh, Mozemy jednak bez rozwigzania wyznaczyé reakeje
NiR, Jez.e}l znamy g. Rézniczkujage w tym celu réwnanie (7 )y otrzy-
mamy Ipp=—mgdgcosep, skad
(8) Ip=—mgdcosg.

Na mocy (5’) bedzie PO zréimiczkowaniu:
(9) Ty=—dp?cos p — dg sin g, Yo=~—dp*sin g+ dg cos ¢.
Z réwnai (5) otrzymujemy:
{10) N=mas, R=mio--my.
Z réwna‘fa(T )‘i (8) mozemy obliezyé ¢ i ¢. % réwnar (9) otrzy-
mamy wtedy @ i 4y, skad dostaniemy na mocy (10) reakeje B i N.
Obliczmy wartogé reakcji N=|N|. Na mocy (7), (8) 1 (9) jest

. ) : " ) ,
dy=—dcos g Imgd(sin g, —sin ¢) +(lsm<p-mgd(’%ﬂ

H
wige na moecy (10)

. . mPgd?eos . o s
(11) N =mwa:=-—-—-—1~'—(ﬂ (38ing—2sing,).
Poniewaz N musi byé liczby nienjemng, wiee

(12) 38inp—2sin g, =0.

o Punkt 4 bedzie sie zatem dopdty zsuwal po $eianie pionowej,
pO-kl k.adt 9 speliaé bedzie réwnanie (12). Z chwila, gdy kat .(p
oslagnie warto$é ¢, speliajaca réwnanie o

(13) 3sing; —2sin g, =0,

p;n.kt l\;ﬁt przestanie zsuwaé sie po $eianie pionowej, poniewaz re-
3“ G a, ‘c‘ . ’ o B "' X . . . n '. .
) ' musiataby wéwezas stad sie ujemng, t.zn. §ciana musialaby
przyc@ga,é I?unkt 4 ku sobie. Pret odpadnie wige w owej chwili
od deiany pionowej.
Niech %, oznacza wysokogé poczatkowsy punktu A, a b wy-
sokqéé tego punktu w chwili odpadniecia preta od $eiany pionowej.
. Y . . . ) A
Poniewaz ho=2dsing, i hy=2dsing,, wiec na mocy (13)

(14) T =

icm

[§ 4] , Ruch plaski. 391

Punkt A4 odpadnic zatem na § swej wysokogei poczgtko-
wej. Po odpadnigeiu od {eiany ruch preta okre§lony bedzie réw-
naniami (5) przy zalozeniu, ze N=0 i Wo=dsing.

Przykiad 2. Walec obrotowy stacza sie po plaszezysnie
pochylej doskonale chropowatej; bedzie sie wieec toezyl. Ruch
chwilowy walca bedzie zatem obrotem okolo tworzacej, wzdiuz
ktorej walec styka si¢ z plaszezyzng. Zaloézmy, ze tworzaca ta jest
pozioma.

Tarcie nie wykonuje pracy, gdyi punkty zaczepienia tarcia
(t.j. punkty styeznofei walca i plaszezyzny) maja predkos§é zero
(str. 214). Jedyng silg wykonujaca prace jest ciezar walca.

Oznaczmy przez I moment bezwladnodei walca wzgledem
tworzacaj, a przez o predko$d katows toczenia w chwili 4. Energia
kinetyezna wyniesie zatem

(15) B == ST,

Niech dalej m oznaczy mase walea, b wysoko§é srodka masy
w ehwili ¢, za8 hy w chwili ¢, Praca sily ciezkodci w czasie od i,
do t wyniesie wige

(16) L=mg(hy—h).

Prayjmujae, ze w chwili ¢, predkosé
poezatkowa katowa byla w,, otrzymamy
z (15) 1 (16) na mocy zasady réwnowar-
todei pracy i energii kinetycznej

(17) VI — L Lad=mg(hy—h),

skad mozemy wyznaczyé w.

Wreszeie niech s oznacza droge, jaka przebiegl §rodek masy
od chwili poczatkowej t, do chwili t. Zalézmy, ze §rodek masy lezy
na osi walea, i niech « bedzie katem nachylenia plaszezyzny po-
chylej do poziomu. Wowezas

(18) hy—h=ssina.

Poniewas predkodd srodka masy S w chwili ¢ wynosi v=38=rw
(gdzie » jest promieniem walew), zad w chwili poezatkowej &, wy-
nosila. vy & 2rwy, wiee na mocey (17) i (18) otrzymamy

(19) 183202~ L§E [ 2/ = myssin a,
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skad, rézniczkujac wzgledem ¢, dostajemy I§§/r?=mgésina. Zatem

(20) p=§=myr?sina/l.

Srodek masy bedzie wige spadal ruchem jednostajnie pray-
§pieszonym.

Moment bezwladnosei walca pelnego (o stalej gestodci) wagle-
dem tworzacej wynosi (str. 187, wzér (23)) I=3%mr% Na mocy (20)
jest przeto p==2%gsina. Srodek masy bedzie wiee spadal z przy-
$pieszeniem mniejszym niz punkt swobodny, dla ktérego p=gsina
(str. 124).

Moment bezwladnodei walca pustego (np. rury) wagledem osi
wynosi mr? a wzgledem tworzacej I=2mr%. Na mocy (6) jest tedy
p=igsine. Walec pelny bedzie wiec spadal szybciej, niz pusty.

Jezeli predko$é poczgtkowa byla wy==0, to §rodek masy prze-
biegnie droge s w czasie

(21) t=)2s/p=)2sT Jmgrsin a.

Wzér (21) moze sluzyé do doswiadezalnego wyznaczania mo-
mentu bezwladnogei 1.

Oznaczmy przez T sume sil tarcia, przez N sume reakeyj nor-

malnych, przez @ ciezar, a przez (jak powyzej) przy$pieszenie

§rodka masy walca. Z twierdzenia o ruchu grodka masy mamy
mp=T+N+Q. Poniewaz P, N i @ sa prostopadle do osi wal .,
wiee i T jest prostopadle do osi walca. Tworzae rzuty na réwnie
i na normalng do réwni (oraz kladac T=|T| i N=|N|), otraymamy:

mp=—1T+mgsina, O0=N—mgcosa,

skad na mocy (20): ’

T=mygsina(l—mr?/I), N=mgcosa.

Przyklad 3. Kolo porusza sie w plaszezyznie pionowej IT,
pozostajge stale styeznym do prostej poziomej 1. W chwili poczgt-
kowej t=0 ruch chwilowy kola byl obrotem okolo grodka kola
z predkoseig katowa w,. Wyznaczyé ruch kota, uwzgledniajae tarcie.

Przyjmijmy prosty I za of x i nadajmy osi y zwrot pionowy
ku gérze. Zalézmy, ze drodek kola § jest zarazem §rodkiem masy.
Oznaczmy przez r, m i I promieinl, mase i moment bezwladnogei
kola wzgledem N, prazez Loy Yo Wspolrzedne {rodka  kola, pries

icm

‘ dem osi @) predkodei ¥ punktu A. Po- J
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w i & predkodd i praydpieszenie katowe §rodka S, wreszcie przez T i N
wspolrzedne (wzgledem osi @ i y) tarcia T i reakeji normalnej N,
zaczepionych w punkcie stycznodei 4. Z réwnait (I) i (I1), str. 387,
dostaniemy: '

(22) mibo="T,  myo=N—mg, ILe=—Tr. "
Poniewaz jest stale yo=17, wiee =0, skad na moey (22)
(23) | N=my.

Niech v bedzie wspdlrzedng (wzgle-

niewaz ruch chwilowy kola w ezasic t jest
zlozeniem ruchu postepowego §rodka magy
o predkogel &, oraz ruehu obrotowego okolo
grodka masy o predkodel katowej w, wiee

(24) D=y —T 0, _
- PR . T
sl przez zrozniczkowanie

[E= 'V};‘U —TE,

(25)

Na mocy (22) mamy -%o="T/m i e=—Tr[/l, skad przez pod-
gbawienie do rownania (25)

(26) d=(1/m+rI)T.

Jozeli B0, wowezas T ma zwrot przeciwny niz o (str. 368),
zatem o1 < 0; jezeli za§ B=0, to »T=0. Mamy przeto zawsze
pT<70. Mnozace wiee obie strony réwnania (26) przez v, otrzy-
mary  vo==(1/m--r3 )T, zatem

a7 OF-N

Lecz 206 jest pochodng v?, na moey wiee (27) pochodna v*
jest nie dodatnia, a zatem »* jest funkeja nie rosnaca. Jezeli wiec
v osiggnie w pewnej chwili §; po raz pierwszy wartodé v=0, 150 o.d
tej chwili bedzie stale v=0, t.zn. ze od tej chwili kolo bedzie si¢
toezylo po prostej I

Rozpatramy najpierw ruch kola w czasie od i=0 do t=z.51.
W tym ezasie jost o4 0, wiee T'=puN, gdzie p oznacza wspoblezynnik
tarcin (str. 368). Przyjmujae zwrot obrotu jak na rysunkp, mamy
P20, wiee wedle (23) jost ez pmyg, skad przez podstawienie do (22)
(28)

By g, e=—pumrgll.
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Calkujge rownania (28), otrzymamy z uwagi na to, ze dlg,
=0 jest z zalozenia Z,=0 i w=w,

(29) To=pyt,  w=wy—pumyrt/l.
Na mocy (24) mamy
(30) v=ugt(1+mr3/ I} —rw,,

wiee v=0 nastapi w chwili

1wy
(31) b= g1+ mrfI)

Poniewaz, jak dowiedlidmy, od chwili ¢, bedziemy mieli stale
v=0, wige 9=0, a zatem dla ¢>1, bedzie na mocy (26) stale T'=0,
czyli w mysl (22) @y=0 i e=0.

A wige dla i1, kolo toczyé sie bedzie z pewny staly pred-
koscig katows o, i §rodek masy poruszaé sie bedzie ruchem jed-
nostajnym z predkodeiy v,=rw,.

Ze wzoréw (29) i (31) dostajemy

(32) W= wo/(1+mr/I).

Od chwili #, energia kinetyezna jest K= const. Poniewaz H,
réwna sie sumie energii kinetyeznyeh ruchu postgpowego o pred-
kofei §rodka masy v,=rw, oraz ruchu obrotowego, wige

(33) Ey=imrtoi+{lot=Io}/(14+mr/I).

W ehwili poczatkowe]j =10 jest By=}In? zatem

{34) By = By /(14 mi2/1).

§5. Kret. Niech O bedzie dowolnym punktem poruszajacego
sie ciata. Ruch chwilowy ciala jest zlozeniem ruchu chwilowego
postepowego o predkofei % punktu O i ruchu obrotowego o pred-
kogei katowej w okolo osi przechodzacej przez O.

Podzielmy cialo na drobne czefei i zastagpmy kazda z nich
punktem materialnym o tej samej masie. Otrzymamy uklad pun-
ktow A, 4,,... o masach my,m,,... Obierzmy w danej chwili ¢ do-
wolny uklad wspélrzednych (& 7,6) o poezatku w 0. Oznaczmy
wipolrzedne punktéow A, 4,,... przez EMliy EayMayCay oo

Predkosci punktéw 4; mozemy przedstawidé w postaci

icm

1§51 Kret. 395
(1) Vg U - Wiy N
. . . ¢ #
gdzie W; jest predkofeiy ruchu chwilo- p e
/3 e e v S —/f
wego obrotowego. Na mocy (V), str. 46, m; -
mamy ‘ uyw
Wi == N Ci“’m Wy, = Q(ngv»c’;‘img, K
0) )
i
( Wip == 5,5(1),,1 —NiWg 0 :

Niech K; bedzie momentem wagle-
dem O pedu m,;¥ punktu A, czyli
Ki==Momo(m; 7). Na mocey (1), str. 18, rzut K; na of & wynosi
Kgem=ami(0g, 8 ~—031), skad na moey (1) i (2)

K= m[ (1) G0 g~ &0 ) L —(ug 4§ 0, — 1y 0g) ],
czyli

P
I == g (G -+ 1) = w, my Eini— wem;&; G+ Uy My Ei—hgm; ;.
w

P()niuwai kret wrgledem punktu O wynosi K=)K;, wiee

\ 1 .
" Ke=ws 'm;z(fl -+ Wz)w(l)q,,}Jm,‘&?]t-—wgfmtfiCi+u.;EmiCi—1l;;\_,mmi.

Przy podziale ciala na coraz drobniejsze czedei, sumy wy-

‘stepujace w ostatnim wzorze beds dazyly odpowiednio do:

Iy Dy Dy, mby  my,
gdzie m oznaczy mase ciala, za8 &g, o, §, wspllrzedne frodka masy.
Otrzymamy zatem (przeprowadzajac podobny rachunek rowniez
dla rautow K, 1 Ky):
I‘rgﬂ (0,5' 15 "“'CU;].D;‘— (O ]))’r“‘l‘" 7”:( CO‘ELJ,"— ?70’“{;)7
(.I) I{rl-:; (l);].'[);"'" (1);.1)_5"‘"G);‘Dg‘l'?n(fou;'—‘éoug‘),
K= wg It — g Dy— wy D+ m(nos— Eon)-

Kret wzgledem f$rodka masy ciala lub wzgledem jego
punktu 1'1101'11 chomego. Jezeli O jest frodkiem masy, to §=0,
Ne==0, &o=0. Jegeli zag punkt O jest nieruchomy, to us=0, =90,
we=0. W ()lm praypadkach mamy na mocey (I):

K== wgle—wy De—wy Dy,
I a= vy g De—wg Dy,
1\.:_;‘:»': (1);[;_;—*—(1)__: [),;*—(l),l.I)g.

(11
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W szezegdlnogei, gdy osie ukladu wspolrzednych sg osiami
gléwnymi bezwladnogei w punkeie 0, wowezas D=0, Dy==0, Dy=0,
a zatem: -
(TXI) K= wls.

T‘T_S——' CO,_EI.:E, Ifq:‘—“wan,

Ze wzoréw (I11) wynika, ze enajac predkosé chwilowa katowq,
mosemy wyznaczyé kret i na odwrdt.

Kierunki kretu i predkodci katowej sa na ogél rézne. Iloczyn
skalarowy K- wynosi na mocy (III)

K-5=K§w£+Kl7w,7+K§wg:a)'éI_E—|- w;";IW—I— w’glg,
zatem jezeli @ =0, to Ko >0.
A Wieg,c:‘kr@t tworzy = wektorem predkosei katowej kat ostry.
Udowodnimy teraz nastepujace

Twierdzenie, Jeieli kret K lub welktor predkosei kqtowej o
ma kierunek jednej z ost gldwnych bezwladnodei, to kret i predkosé
kEgtowa majq kierunek jednakowy i na odwrdt.

Dowd6d. Przyjmijmy za of & te of gldwna bezwladnogci, ktorej
kierunek jest kierunkiem kretu K. Wéwezas K,=0 i Ky=0, skad
na mocy (III) w,;=0 1 wg=0. Wektor o ma wiec wtedy kierunek
osi &, t.j. kretu.

Podobnie przeprowadza sie dowdd, jezeli o ma kierunek jednej
z osi gléwnych bezwladnodei.

Na odwr6t, jezeli K i » maja kierunek jednakowy, przyj-
mujemy kierunek ten za kierunek osi & Wowezas wy=0 i wr=0,
oraz K,=0 i K:=0, skad na mocy (II) Ki=Isws O=-—wsDs
i 0=—wDy a wiee Dy=0 i Dy=0. 0§ & jest wicc wtedy osig
glowng bezwladnosei, ¢. b. d. d.

Jezeli punkt O jest punktem kulistym, t.zn. jezeli Is=1I,=1I,
wowezas, oznaczajgc momenty bezwladnogei przez I, mamy na
mocy (IIT) Ke=Iw: K,=Iw;, K;=1Iw; skad

(3) E=1Io.

A wiec: jedeli Srodek masy (lub punkt nieruchomy clata) jest
punktem kulistym, to Torgt ma stale  kierwnek

i zwrol  predloded
katowe;.

icm

[§ 51 Kret. 397

Pochodna kretu. Niech K bedzie kretem ciala wzgledem
dowolnego punktu O tegoz ciala i niech (x,v,2) bedzie stalym ukla-
dem wspolrzednyeh o poezatku 07, za
(&,m,¢) dowolnie poruszajacym sie ukla-
dem wspolrzednyeh o poczatku w 0.
Oznaczmy przez % predkogé punktu O,
a przez o' predkosé chwilowa katows
ukladu (& 7,¢). Wykreflmy z punkta O
wektor OA=EK. Kladac 0'0=71i 0" A=,
otrzymujemy ¢=7+K cayli K=g—F.
Tworzac pochodna, otrzymamy K =g—r.
Lecz r=1, zaf o réwna sie predkoéei bezwzglednej 7, punktu 4
wzgledem ukladu stalego 0'(w,y,2). Zatem

(4) K =,—1.

Niceh B, bedzie predkogeia wzgledng punktu A wzgledem
ukladu (& #,¢), a B, predkoseiy unoszenia. Zatem (str. 58)

(5) Dy== D+ Vu,
skad na moey (4)
(6) K=0u+(Bu—1).
Punkt A ma w ukladzie (& 7,¢) wspolrzedne K, IV, K;. Zatem
(7) «1;,,,,§=11T§, '*"N',,:Km Do = K.
Ruch chwilowy ukladu (&,7,¢) jest zlozeniem ruchu postepo-

wego o predkogei @ punktu O 1 ruchu obrotowego o chwilowej
predlkogei katowej o’ okolo osi przechodzacej przez 0. Zatem. (str. 63)

(8) By=T+OAX @ =T+ Exw'.
Przyjmujge ~

(9) T=Kxw'

otrzymamy wiee na moey (8) i (6)

(10) E =+ 0.

7 (9) dostajemy:

1 » ’ T ’ r |v — > ’ . > ,'-.
(1) wgs== I, wg— Koy Wy= Krot—Izwy, wy=Ksoy— Ko
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Oznaczmy rzuty wektora K na osie En il pracs (.if )_g-,(lT" M ( 26 e
7 (10) na mocy (7) i (11) otrzymamy:
(K):
Iv)

rrr

. . - == 5 ot > ’
=K+ Kpor—Kewy  (K)y=Ky+ Kyog— K or,

(K)e= K¢+ Kzoy—Kyog

Wzory (IV) wyznaczaja rzuty pochodnej kretu K wzgledem O
na osie & 7 i ¢ ukladu ruchomego przy pomocy rzutéw K K, K¢

kretu K na te osie, pochodnych Kg, I, K: rzutéw K K,, K; oraz

rzutéw wg, wy, wr predkogei chwilowej ukladu (&,7,) — a nie ciala! —
na osie tegoz ukladu.

Nalezy zwréeié uwage na rdéznice, jaka zachodzi miedzy symbolami (,l'f)s
a I & Wartodé pierwszego symbolu otrzymujemy, tworzge najpierw pochodng, I,
a nastepnie rzut na of & wartosé zad drugiego symbolu olrzymujemy, poste-
pujac odwrotnie, a wiee najpierw rzutujae wektor K na 08 & a nastepnio two-

rzye pochoduny rzutu. Jak wskazuje wzdr (IV), na ogdl (7")5‘| I'\'.s.

Przyjmijmy, ze O jest punktem nieruchomym lub {rodkiem
magy 1 ze osie &, n, £, majg stale kiernnki osi glownyeh bezwlad-
nodei ciala w punkeie 0. W tym przypadku predkodé chwilowa
katowa ciala o, réwna sie predkodei chwilowej katowej ukladu
wspélrzednyeh (&, 7,():

(12) w=w'.

Poniewaz na mocy (III), str. 396, jest

(13) Ke=Ilcwsy Ky=I,04 K=Io

wige z uwagi na to, ze Ig I,, I: sy stale, dostajemy:

(14’) K:‘:I:‘wf, K;/::I)](bq, K;‘:Ig(b;.
Podstawiajac w (IV) wartodei z (12)-(14), otrzymamy:
V) (KL),::Igcbg—}—(I,}—I;)w,,w;, (f_é);,rzLid),f—l— (Le— 1) oy,

(K)e=TIsoor+ (Is—1I ) ws oy,

Wzory (V) odnoszg sie do ukladua wspolrzednych, lktorego
poczatek jest frodkiem masy lub punktem nieruchomym ciala.
i ktorego osie majy stale kierunki osi glownyceh beawladnogei.

icm

[§ 6] Réwnania Tulera. 399
§ 6. Réownania Eulera. Zajmiemy sie teraz ruchem, jaki

pod dziataniem sit wykonywa ciato, majgee unieruchomiony jeden
punkt 0, a wiee mogace sie tylko obracad okolo tego punktu. Do
tego bowiem praypadku mozna sprowadzié badanie ruchu ciala
sztywnego pod wplywem sil w praypadku najogdélniejszym.

Niech K bedzie kretem, za§ 7 momentem ogélnym sit wzgle-
dem 0. Wowezay w myél zasady kretu (I1), str. 365, jest

(1) K=,
Zouwazmy, ze M nie zalezy od sity zaczepione] w 0, gdyz
jej moment wzgledem O jest zerem.
Obierzmy dwa uklady wspdilrzednyeh o poczatku O: jeden
staly (w,9,2), & drugi ruchomy (& 9,¢), ktérego osie sa osiami gléw-
nymi bhezwladnofei ciala wzgledem (), Niech 4, B, C oznaczaja
momenty bezwlwdnogei ciata wzgledem osi gléwnych bezwadnodei
(t.j. osi & n i d), & @ niech oznacza predkodd chwilowa katows
ciala. Na moey (1) 1 (V), str. 398, dostaniemy:
Adog4-(B— (o wp= M,
(1) By (' — A)argeog=M ,,
Cog+ (A —B)wgw,=Me.

Rownania (I) nosze nazwe réwnan Eulera.

Rownania (1) sluzg do wyznaczenia wg, o, o; jako funkeji
ezl b Znajae wg oy, o mozemy okredlié polozenie ukladu ru-
chomego (& 4,8), a wige i polozenie ciala, przy pomocy katéw Eu-
lera 9, ¢, u» (str. 355), obliczonych z réwnan rézniczkowych (II),
str. 357. W ten sposdb przy pomocy réwnan Bulera (I)iréwnan (I1I),
str. 3067, mozemy wyznaczyé ruch ciala. Rozwigzanie tych réwnarn
nastreeza wiele trudnogei i nie zawsze da sie wykonaé. Poznamy
jednak mniektore przypadki, w ktérych rozwiazania te daja sie
otrzymadé. Najwazniejszym z nich jest przypadek, gdy précz reakeji
w punkeie O nie dzialaja na cialo zadne sily.

Jezeli znamy rueh ciata, to mozemy obliczyé reakeje R za-
czepiony w . Oznaczmy bowiem przez P sume sit dziatajacyeh,
przez m mase ciala, w przez P, praydpieszenie §rodka magy. Na
moey twierdzenin o ruchu grodka magy (I), str. 365, mamy wiee

(2) E=mp,—P.
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Uwaga 1. Réwnania Rulera (I) zachodzg réwniez, gdy punkt O
nie jest punktem niernchomym, lecz éyodlgi_em magy ciala. Zachodzi
bowiem wowezas twierdzenie o krecie K=2M (str. 365), zag wzory (LI)
str. 357, sluszne sg dla kazdego punktu O.

Uwaga 2. Opierajac sie na wzorach (IV), str. 398, mozemy
podaé réwnania ogélniejsze od réwnan Eulera.

Niech O bedzie punktem nieruchomym lub §rodkiem masy,
za$ (£,7,¢) dowolnym ukladem wspolrzednych o pgezaj;}u 0, ma-
jacym predko§é chwilowa katowa w’. Poniewaz K=2»M, wige na
mocy wzordw (IV), str. 398, otrzymamy: '

Ko+ Kyoi—Kroy=Ms,
K+ Eoi—Ksor=M,,

Kot Kewy— Ky o= M.
5 s &R Iad G

(11)

Ruch ciala sztywnego swobodnego. Przyjmijmy éro-
dek § masy ciata za poczatek ukladu wspolrzednych (w,y,2), po-
ruszajacego sie ruchem postepowym wrzgledem ukladu inercjalnego.
Ruch ciata w przestrzeni bedzie okreflony, jezeli wyznaczymy ruch
drodka masy S i ruch ciala wzgledem S, t.j. wzgledem ukladu
(2,9,2).

Ruch $rodka masy otrzymaé mozemy z réwnan (1), str. 365.

Aby za§ wyznaczyé ruch ciala wzgledem ukladu (,y,2), mo-
zemy przyjaé, ze uklad ten jest w spoczynku (str. 137) i Ze opridcz
sit dzialajaeych na ciato dziataja nan tylko sily unoszenia (gdyz
sity Coriolisa 83 zerem (str. 138). Przyépieszenie unoszenia réwna sie
przyépieszeniu 7, $rodka masy i jest wspélne wszystkim punktom
ciala (str. 60). Jezeli cialo uwazaé bedziemy za uklad punktoéw
materialnyeh my,m,,..4 to sily unoszenia wyniosa —m,py, —mqPy, -
Sily unoszenia sg wiee proporcjonalne do mas i majg jednakowe
kierunki oraz zwroty. Zatem (str. 243) sily unoszenia majg wy-
padkowa B o poezatku w $rodku masy:

= — My Po— MgPg—... = —MPy,

gdzie m oznacza mase eciala. Oznaczajge sume il dziatajacyeh
przez P, otrzymujemy z twierdzenia o ruchu §rodka masy mip,= P,
skad B=—P.

Poniewaz §rodek masy S jest nieruchomy wzgledem ukladu
(2,9,2), zad sila unoszenia ma poczatek w 8, wiee ruch ciala wagle-
dem $rodka masy (a zatem i wzgledem ukladu (w,y,2)) jest taki, jok
gdyby $rodek masy byt unieruchomiony, a na ciato deictaly te same sity.
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Ruch ciala wzgledem grodka masy jest zatem niezalezny od
ruchu samego frodka masy i mozemy go wyznaezyé przjr pomocy
réwnan Hulera.
Widzimy stgd, Ze badanie ruchu ciala w przypadku najogol-
niejszym istotnie sprowadza sie do badania ruchu grodka masy
i obrotu ciala okolo punktu nieruchomego.

§ 7. Obrét ciala okolo punktu bez dzialania sit
Zal6zmy, Ze na cialo sztywne, majace unieruchomiony punkt 0,
nie dziatajg zadne -sily. W tym przypadku moment sit jest M=0,
wige rownania Hulera (1), str. 399, przyjma postaé:

Adrg(B—)oywp=0, Bavy+ (€ — A )wg wg=0),

() ,.
Cox-+ (A —B)wgwy=0.

R(’)wmmizi (I") zachodzg réwniez pray samym tylko zalozeniu,
ze jest stale M==0, t.zn. ze sily dzialajace na cialo maja wypad-
kowg, ktorej kierunek przechodszi stale przez punkt 0. Wynika
stad, ze roéwnania (1') stosuja sie takze do ruchu ciala sztywnego
cigzkiego o unieruchomionym frodku ciezkodci, gdy opréez ciezkodei
na ciato to nie dzialaja zadne inne sily.

Rozwigzanie réownan (I') w przypadku ogélnym wymaga
znajomodei teorii funkeyj eliptyeznych. Podamy tu rozwigzania
tych réownan, tylko w przypadkach, gdy elipsoida bezwladnodei
wzgledem O jest kuly lub elipsoida obrotows, t.zn. gdy wszystkie
trzy lub przynajmniej dwie z liczb A, B, ¢ sa réwne. '

Na  razie wyprowadzimy z réwnan (I') pewne wniogki
ogdlne. ‘

Kret i energia kinetyczna. Poniewaz M=0, wiee
7 twierdzenia o krecie wynika, ze kret K jest wektorem stalym.
Poniewas |K|'=K:+ K}+ K, wiee na mocy (IIT), str. 396,
dostaniemy, kladae Ig=A4, I;=B i I;:=0(,
(1) |K*= A 0i-+ B* 0+ (" 0f=const.

Pomndznyy réwnania Eulera (I') obustronnie przez« wg,wy,wg
i dodajmy je stronami. Otrzymamy Aagws+Biywy+Corwy=0, co

) . a1l , , .
mozemy napisaé w postaci m;ﬂAxué—{—[ﬂoé—l— Cw})=0 czyli
(2) Awil-B w% -+ (w}= const.
S, Bunach. Mechanika. 26


pem


402 ROZDZIAL VIII. Dynamika ciala satywnego.

Aby podmc znaczenie réownania (2), wezmy pod uwage katy
a, B, 7, jakie ® tworzy z osiami & 7, {. Mamy wige s=|w|cosa,
wy=[0]cos B, wr=|w|cosy, skad

(3) Ao+ Bwl+ Cop=(A cos?a+ Beos* -+ Ccos’y) |of.

Niech I bedzie momentem bezwladnosei ciala wzgledem
osi obrotu chwilowego. Na mocy wzoru (I), str. 164, jest wige
I=A cos?a-+ Beos?f+ (cos?y, a zatem na moey (3) lewa strona (2)
réwna sie Ijo2. Poniewaz za§ energia kinetyczna ciala jest E=]IJof
(str. 365), wiec"

) 9B= Awt+ Bol+ Uo}=const.

Jak widzimy stad, réwnanie (2) wyraza, %e energia kinetycano
ciata jest stala.

Na moey (ILI), str. 396, mamy dalej Ko=Awi+ Bw!| (o},
skad na mocy (4) Kw=const. Poniewas Eo=|K| RIUM{O), zas
wedlug (1) jest |K|=const., zatem Rzutz o= const.

A wiec: reut predkosei chwilowej katowej na kierunek kretu jest staty.

Przypusémy, ze w chwili poczgtkowe] t=0 kierunek kretu
byl ten sam, co kierunek predkosci chwilowej katowej. K i @ mialy
wiec (str. 396) kierunek jednej z osi gléwnych bezwladnodei, np. osi ¢.
W chwili t=0 bylo zatem:

(5) w=0, ©=0 1 o=

gdzie wf oznacza rzut w na of { w chwili t=0.

Roéwnania Eulera (I') s réwnaniami rézniczkowymi pierwszego
rzedu.. Z teorii réwnan rézniczkowych wiadomo, ze istnieje jedno
tiylko rozwiazanie, spetniajgee w chwili t=0 warunki (5). Tym jedy-
nym rozwigzaniem jest

= const.=0, w, = const. =0, w,== CONst.=w},
£ i . 3 &

gdyz spenia ono dla =0 warunki (5) i, jak tatwo st wierdzié, réwnania
Bulera (I'). Wektor @ ma tedy Wlblk()§é gtalg 1 stale kmmnok osi
bezwladnodei £, zatem (str. 396) @ ma réwniez kierunek kretu K.
Poniewaz za$ kret K zachowuje kierunek niezmienny w przestrzeni,
wiee i kierunek wektora o jest staty.
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A zatem: jedeli w chwili poczathowej predkodé chwilowa katowa
ma kicrunelk osi gtownej bezwtadnodei, to (przy zalozeniu, ze moment
it wzgledem punktu unieruchomionego jest zerem) ruch ciala jest
obrotem okolto osi stalej = predloseia katowq stalq.

Obrét okolo punktu kulistego. Zalézmy, ze punkt O
jest punktem kulistym, t.zn. ze A=B=(. Réwnania Eulera (I'}
przyjmg wtedy postaé lwg=0, @,=0, o;=0 czyli:
(I1') W= 0y,

Wy== 027 wg=Cg.

Wynika stad, ze predko§é katowa jest stala co do wielkogei.
Poniewaz punkt () jest z zalozenmia punktem kulistym, wiee na
mocy (3), str. 396 (kladace I=4), mamy K= Aw, a zatem of obrotu
chwilowego ma kierunek kretu; Ze za$ kret K jest wektorem statym,
wiee o obrotu chwilowego ma staly kierunek w przestrzeni. Wobec
tego cialo obraca gie okolo osi stale] ze stala predkodcia katows.

A wige: jegeli punkt O jest punkiem kulistym (t.zn. jezeli
A=B==(), wiwezas ruch ciala pod deiatamiem sit, ktérych moment
wzgledem O jest zerem, jest obrotem okolo osi stalej ze statq pred-
kodetq katowa.

Obrdt okolo punktu, ktérego elipsoida bezwiadnodei
jest elipsoida obrotows. Zalézmy, ze A=B, t.j. ze elipsoida
bezwladnodei wzgledem punktu O jest obrotowa. Przypadek ten
zachodzi, jezeli cialo posiada np. of symetrii przechodzacy przez 0.
Roéwnania Kulera (') przyjmg wtedy postad:

\ A~ . A—0 )
(11”) _,! ..-.._;I-—- a): Wy == 0 Wy— "’“‘;1“*“‘ U);(,()§= 0, wgz ()
) Trzecie z réwnai (IT') daje
(6) wg = ¢ = const.

7 réwnania (4), kladac A= B, otrzymujemy
A(wi+ o))+ Cog=const.,

na mocy wiee (6) mamy

(7) o} o= cb= const.
Poniewaz [off == 0 m;l+ w?, zatem na mocy (6) i(7)
(8) |@[2= 62+ 3= const.

A wieer predkosd chwilowa kqtowa fest stala co do wielkodei.
26%*
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Polézmy -

A—C
(9) 2% we=h.

Poniewaz wobec (6) jest wg=const., wigc h==const. i dwa
pierwsze z réwnan (II') przyjma postaé:
(10) byt hog=0,  dy—hi,=0.

Niech h==0. Rézniczkujge pierwsze z réwnan (10), dostajemy
o, +hioy=0 czyli oy=—wy/h, skad przez podstawienie w drugie
z réwnan (10) otrzymamy po pomnozeniu przez h

(11) w3+ h2we=0.
Rozwigzanie ogblne réwnania (11) ma postaé
(12) ws= asin bt b cos hi,

gdzie a i b sy stalymi dowolnymi. Pierwsze z rownan (10) daje
wy=—uwg/h, skad na mocy (12)

(13) wy=—a oS ht--bsin ht.

Réwnania (68), (12) i (13) przedstawiaja ogbélne rozwigzanie

réwnan Bulera (II) réwniez i w przypadku, gdy h=0. Rozwigzanie
to zawiera trzy stale dowolne a, b, ¢, ktére wyznacza si¢ z danych
poczatkowych. L

Wyznaczanie katéw Eulera. Zajmiemy si¢ teraz wyzpa-
czaniem katéw Bulera przy pomocy rownan (6), (12) i (13) oraz
réwnan, (II), str. 357.

Poniewaz kret K jest wektorem stalym, wiec mozemy przyjad
kierunek kretu za kierunek osi z. Rzut kretu na of ¢ jest Kg==|K|cos®.
Z drugiej strony (kladac I;=C) mamy na moey (III), str. 396,
Ki=Cow;, wige |K|cosd=Cor czyli
(14) cos = Cog/|K|.

Poniewaz |K|=const. i w;=const., wigc
(15) D=3 ,=const.

Jezeli 9y=0 lub ¥,=m, to kret K ma stale kierunek osi bez-
wladnogei ¢, zatem w mys$l twierdzenia podanego na str. 396 pred-
kodgé chwilowa katowa ma kierunek kretu. Podobnie, jezeli 9y=mn/2,
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K;=0, skad K=Aw; a zatem kret ma kierunek predkogei chwi-
lowej katowej. Z twierdzenia podanego na str.-396 whosimy wiee,
se jeseli 9,=0 lub = lub w2, to ruch ciala jest obrotem okolo osi
stalej 2 predkodciq katowaq stalq. ‘

Zatozmy teraz, ze 9,01 dy=Fx i 9y==n/2. Poniewaz d=>0=const.,
wiee of ¢ zakredla stozek obrotowy, ktérego osia jest of 2. Podsta-
wiajac w réwnania (II), str. 357, wartodci oz i wy 2z réwnan
(12) i (13), otrzymamy (wobec H=0):

(16) asin(ht—p)4-beos(hi—g)=0,
(17) 1 ==[acos(ht—g)—bsin(ht—g)]/sin d,
(18) ¢ = w;—[acos(ht—q) —bsin(ht—gp)]cot .

Gdyby bylo a=0ib=0, to na mocy (12) i (13) nmieliby$my
wg=0 1 wy;=0, wige @ mialoby kierunek osi bezwladnodei £, a zatem
kretu K (na moey twierdzenia ze str. 396). O§ ¢ mialaby zatem
kierunek osi #z i byloby #;=0 lub dy=n wbrew zatozenin. Jedna
zliczh a i b jest tedy réina od zera, skad na mocy (16) ht—g@=const.

Niech g=g@, dla t=0. Zatem hi—p=—p, czyli

(19) p=Nt-+ g

Podstawiajac te wartosé ¢ w (17) i (18), dostaniemy:
(20) P =(acos p,+ bsing,)/sindy,
(21) g b= w— (0608 @yt bsing,)cotdy

Poniewaz 9,20 i dy==m i Fp=Fn/2, wiee z (21) otrzymujemy
@608 @y bsingy= (w;—h)tgd, skad na moey (20)

(22) p=(wg—h)[008 T
Wstawiajac w réwnania (19) i (22) warto$é b z réwnania (9),
otrzymamy laeznie z réwnaniem (15):

. A—C c

jalkujae réwnania (23) 1 przyjmujac, ze dla t=0 bylo =g,
p=1p, 1 V=1, dostajemy:

A—C

A, w.:t + Pos 0=19°'

it -+ Yo

¢
(24) p= Y="Tcosd,
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Poniewaz wedlug (6) jest wr==const., wiec z (23) wynika, ze
@=congt. i p=oconst.

A zatem: ruch ciata jest 2loseniem dwdch obrotdw, z kidrych jeden
odbywa. sig okoto osi stalej  w ciele, a drugi okolo osi statej 2 w pree-
.mzem'.‘ Oba obroty odbywajq sig = predkoseia katowa staty.

Ruch taki nazwaliSmy ruchem precesyjnym regularnym (str. 357).
Stosunek obu predkosei katowyeh wynosi w mydl (23)

(25) @lp=(4A—C)eosd,/C.
Udowodnilidmy wiec

. Twierdzemie. Jezeli w punkeie O clipsoida bezwltadnoses jest
elipsoidq obrotowq, to ruch ciata albo jest obrotem okolo ogi stated
z predkoseia katowa stalq, albo jest precesjq regularndg.

Obrét eciala okolo punktu w przypadku ogdélnym.
Podamy obecnie pewne uwagi, dotyczace ciala obrzwayja;cego' sie
okolo punktu 0, przy zalozeniu, ze moment gil wzgledem punktu O
jest zerem. A , 7

' Zachowajmy oznaczenia dotychezasowe. Osie & m, ¢ majg
k{erunki osi gldwnych bezwladnogei w punkeie 0, a wige réwnanie
elipsoidy bezwladnodei wzgledem O ma w ukladzie (&,m,8) postad
(ch’fr (8), str.166) A&+ By'+ 0r=d, gdzie ¢ jest sﬁa.la’! dowoinay.
Poniewaz energia kinetyczna E jest stata, wiec mozemy przyjad
¢*=2F. Rlipsoida bezwladnofci bedzie wiee miala réwnanie
(26) A+ Bn*+ 0P=2E.

Oznaczmy przez @ koniec wektora
predkosei kagtowej . Punkt ¢ ma zatem
wspolrzedne we, w,iw:. Na mocy wzoru (4),
str. 402, wspélrzedne punktu @ spelniaja
réwnibnie (26). Wynika stad, ze koniec wek-
tora o legy ma elipsoidzie bezwladnodei (26).

. 36wna,nig plaszezyzny I, stycznej do
elipsoidy (26) w punkecie @, ma postad

(27) Awg+ Boyn+ Cw:l=2E.
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l’Qnieyva,Z na mocy (I11), str. 396, kret K ma na osie &7,; rzuty
Ki=Aw; Ky=DBawy, i K;=Cw; wieec kret K jest prostopadly do
plaszezyzny II. Odleglodé plaszezyzny I7 od punktu O wynosi

d:ZE/VAzCOE—{—Bzw.‘T}—{— C*wf, zatem na mocy (1), str. 401,
(28) d=2E/[|K|=const.

Odleglosé plaszezyzny IT od punktu O jest przeto stata. Po-
niewaz nadto plaszezyzna II jest stale prostopadia do wektora
nieruchomego K, wiec IT jest plaszczyzng nieruchoma w praestrzent.

Elipsoida bezwladnodei jest stale styczng do plaszezyzny I1.
Ruch chwilowy ciala jest obrotem chwilowym z predkoscia katowa w,
za§ @ jest koncem wektora w, a zatem predkofé punktu G jest zerem.
Wynika stad, ze clipsoida bezwladnoses toczy sie po plaszezyénie II.

Zajmiemy sie teraz pytaniem, jakie mogg byé polozenia wek-
tora w w ciele, czyli jaka krzyws zakre§la punkt G na elipsoidzie
bezwladnogci. :

Oznaczmy wspolrzedne punktu @ przez &, 9 i {. Zatem &=wy,
n=wy; i {=w; Na mocy wiec (1), str. 401, mamy

(29) A8+ B PP =K,

gdzie K =|K|. Wsp6lrzedne punktu ¢ spetniajg réwniez réwnanie (26)

. . . . . ) . 2
élipsoidy bezwladnogei. Mnozge obustronnie réwnanie (26) przez K-,
a réwnanie (29) przez 2F i odejmujac je od siebie, otrzymamy

(30)  (AK*—2BA%E 4 (BI*—2EB)y 4 (CK —2BC")"=0.

Rownanie (30) jest réwnaniem stozka o wierzehotku 0. Punkt &
zakredla wiee linie, ktéra jest przekrojem elipsoidy bezwiadnogei (26)
i stozka (30). Przekroje te sg krzywymi zamknigtymi rzedu (na
og6l) czwartego. W szezegblnosci, stozek (30) jest stozkiem obro-
towym, gdy np. A=B (lub A=0 lub B=C). Jezeli A, BiC(C sy
rézne, stozek moze sie zredukowaé do dwoéch plaszezyzn.

Predkodei katowe zaznaczone w ciele tworza stozek (30).
Zatem stozek okreslony réwnaniem (30) jest stozkiem ruchomym
predkogei chwilowyeh katowyeh (str. 340).

Jezeli na plaszezyZnie nieruchomej I7 ZAZNACZymy poloZepia
punktu &, to otrzymamy pewna krzyws. Stozek, dla ktérego ta
krzywa jest kierownica, za$ O wierzcholkiem, jest stqZkiem sta-
Iym cehwilowyeh predkogei katowyeh (gtr. 340).
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§ 8. Obrét ciala ci¢zkiego okolo punktu. Zajmiemy gie
obecnie ruchem ciala cigzkiego, w ktérym unieruchomiony jest do-
wolny punkt O nie bedacy $rodkiem masy.

Ruch taki wykonuje np. bak, obracajacy sie okolo osi i opierajacy sie
jednym koficem osi na podlodze doé chropowatej, by posuwanie sie kofica
osi po podlodze bylo niemozliwe.

Zatozmy dla prostoty, ze ciato po-
siada of symetrii, przechodzacy przez 0.
Srodek masy 8 lezy oczywidcie na tej
osi. Przyjmijmy of symetrii za of ¢
ruchomego uktadu wspélrzednych i na-
dajmy jej zwrot ku $rodkowi masy .
Polézmy OS=1. Niechaj of 2z ukladu
stalego wspélrzednych ma zwrot pio-
T nowy ku gorze. Ciezar ciala ¢ ma wige
kierunek osiz. Oznaczajyc przez k wektor
jednostkowy, polozony na osi 2, a przez m mase ciata, mamy
Q=—mgk. Tworzge rzuty na osie £, n, ¢ otrzymamy na mocy (24),
str. 356:

Qe=—mgsindsing, Q,=mgsindcos @, o= —mg cos J.

Poniewaz @ ma poczatek w $rodku masy S, ktérego wspol-
rzedne w ukla(_lzie (& 0) 83 0,0,1, wiec oznaczajac przez M mo-
ment ciezaru ¢ wzgledem O, dostaniemy:

Me=mglsindcos p, My=mglsindsing, My=0,

Réwnania Eulera (I), str. 399, przyjmg postad (z uwagi na
to, ze A=B):

Adz+- (4 — O)wy0r=mglsin 9 cos P,
(1) - Ady—(A—C)wrwe=mglsin P sin P,
' Cioe=0.
Jezeli w réwnaniach (1) wyrazimy wg, wy, o; przez katy Lulera

wedlug wzordw (I), str. 356, otrzymamy uklad réwnan réznicsz-

kowych rzedu drugiego, gdzie niewiadomymi beda 9, o, v jako
funkeje czasu.

Uktad (1) mozemy w prosty sposéb sprowadzié do ukladu
réwnan rozniczkowych rzedu pierwszego. Jedno réwnanie dosta-
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niemy z trzeciego réwnania ukladu (1). Calkujac mianowicie to
réwnanie, otrzymamy Cor=const., a wiec

(2) wg=7=const.

Dwa inne réwnania rzedu pierwszego dostaniemy z zasady
zachowania energii (ciezar posiada bowiem potencjal) i z zasady
kretu, w mysl ktdrej kret wzgledem osi stalej = jest w danym przy-
padku staty, gdyz moment eciezaru wzgledem tej osi jest zerem
(ciezar bowiem ma kierunek osi z).

Srodek masy ma wspélrzedng z=1cos ¥, wiec potencjal ciezaru
jest V=-—mge=—mglcos .

IEnergia kinetyezna ciala ((4), str. 402) wynosi

B={{A(w}+0%)+0of],
a z zasady zachowania energii mamy FE—V=const.; zatem
(3) A(w%—{— co‘fl)-l— Ow‘g-l— 2mgl cos ¥ = h= const.

Oznaczajac przez K kret wzgledem 0, mamy ((ITT), str. 396)
Ki=Aws, Ky=Aw, 1 Kr=C0w;. Of z tworzy z osiami £, 7 i ¢ katy,
ktéryeh cosinusy wynoszg ky ky i ky (gdyz & jest wektorem jedno_—
stkowym, majgeym zwrot i kierunek osi z). Zatem rzut kretu K
na of z wynosi K= Ki:+ Kyk,+ K:k. Wstawiajac do tego wzoru
wartosel kg, ky, ky ze wzordw (24), str. 356, i pamietajac ze K,= const.,
gdyz moment cigzaru wzgledem osi pionowej z jest zerem, otrzymamy

(4) K= A(wgsind sin g —w, sind cos ¢) + Cwg cos = const.

Wyrazmy teraz we wzorach (2)-(4) rzuty g o, o przez

katy Rulera wedlug wzordéw (I), str. 356. Otrzymamy:

(3) peosdtp=r, V24+p2sin?d+ acosd=>h, psin?d+4acos¥=p,
gdzie

(6) r=w: a=2mygljd, b=(h—Cr?)/A4,

a=Cr/d, p=K,/A.

Trzecie z réwnan, (5) daje ¢p=(f—acos?)/sin2d. Podstawiajac
te warto$d v w drugie z réwnan (5) i mnozace przes sin?d, dostaniemy
(7) Rsin2 9+ (B—acos?)*=(b—acos P)Rin>d.

Podstawmy do (7), & nastepnie do pierwszego i trzeciego
% rownan (H)

(8) w=co8d czyli  t=—>sind.
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Otrzymamy:

(9) = (h—au) (1 —u?) — (f—on)?,

(10) p=(f—au)/(1—1?),

(11) @ =r—(B—au)u/(1—u?).

Z (9) mozemy wyznaczyé w, t.j. cos‘ﬁ,' a nastepnie z (10) i (11)
katy ¢ i ¢. ’ \
Oznaczmy prawg strone réwnania (9) przez f(u).
e f—a=%0 i f-+a==0, mamy:
(12) f(+1)<0,  f(—1)<0,
a ponadto, poniewaz a>0 na mocy (6),

(13) lim f(u)=-c0.
-

Jezeli 4, bylo wartofeia kata & dla t=0, za§ uozeowo, to
na mocy (9) '
(14) F(uo) =2 > 0.

Zakladajgce,

Z rownan (12)-(14) wynika, ze réwnanie f(u)=0 ma trzy
pierwiastki rzeczywiste, z ktérych dwa, mianowicie Uy 1wy, lozg
miedzy —1 a +1, trzeci zag jest u;>1. W przypadku szczegolnym
moze byé wu;=u, (pierwiastek podwéjny).

Przyj.mijmy, 7e u<u, Poniewaz u=cosd musi byé zawarte
mi@lq.zy —1 a 41, & ponadto f(u)>0 (na mocy (9)), wiee u, <u< Uy
czyli '

(15) 1y < COS O < e

A wige: kat O emienia si¢ podezas ruchu miedry granicami 9,
a By, gdzie cosdy=u; i co8Py=wu,. Poniewas lcosd oznacea wysokodd
$rodka masy nad plaszezysng poziomaq my, wige $rodek masy wyko-
nywa wohania migdzy dwiema plaszczyenami poziomymi z=1cos v,
i z=lcog?,.

Licznik prawego cztona rownania (10) jest zerem tylko dla
w=p[a. Jezeli wigc |B/o|>1, to znak przy ¢ jest staty, gdyz |u|<1.
Oczywisty jest rzecza, ze jezeli

(16) U< fla< g,

to 9 zmienia znak. Fatwo wykazaé, ze wzér (16) réwnowazny jest
nierdwnosciom:
(17)

|Blaj<1,  Bla<b]a.
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Jezeli bowiem zachodzi wzoér (16), to |B/e/<1 i ponadto
(18) f(Bla)=(b—apa) (1L —p?[a*)>0,

wige b—afja>0, skad Bla<b/a (gdyz >0 na mocy (6)). Na odwrdt,
jezeli zachodzg nieréwnodei (17), to mamy w mys$l (18) f(f/a)>0;
zachodzi wiec albo nierdwnofé (16), albo nieréwnodé fla>wus. Ta
ostatnia jest jednak niemozliwa, poniewaz f(bja)=—(f—ab/a)*<0,
wiee bja<<us, a zatem Bla<<u; na mocy (17).

§ 9. Ruch kuli po plaszezyZnie. Niech kula ciezka o ge-
stodei stalej porusza sie po plaszezyZnie poziomej IT (przykiad:
ruch kuli po bilardzie). Uwzglednijmy '
tarcio i zalézmy, ze reakcja plaszezyzny
sprowadza sie do jednej sily, zacze-
pionej w punkeie stycznodei S. Ozna-
czmy przez i T wartodei bezwzgledne
reakeyj:normalnej Bistycznej (tarcia) T,
a przez w wspdlezynnik tarcia. Zatem
(1) T=uR.

Jezeli punkt § stycznogci kuli z plaszezyzng IT ma predkogé
résng od zera, wowezas tarcie T ma kierunek tej predkosei, leca
zwrot przeciwny (str. 368). Przyjmijmy plaszczyzne II za plasz-
czyzne m'y' ukladu stalego wspéirzednych. (z,y,2) i nadajmy osi 2
zwrot ku gérze. Oznaczajac przez P, przyépies;zenie §rodka masy
kuli O(24,%0,%), DPrzez m mase kuli, a przez @ jej ciezar, mamy

(2 mBy=Q+ B+ T.
Tworza¢ rzuty na osie ukladu, dostaniemy:
{3) mig="Ty, Mmijg=Ty mby=—my+E.

Poniewaz z,=const.=r (gdzie r oznacza promien kuli), wige.
#=0, a zatem R=myg i na mocy (1), przy zatozeniu, ze S ma
predkodé rézna od zera, '

(4) T = umg.

Niech K bedzie kretem wzgledem $rodka O kuli, @ prefdlstoﬁ.ciad
chwilows katowa, a 4 momentem bezwladnosei wzgledem éredn%cy.
Poniewaz z zatozenia kula jest jednorodna, wiec je) é_?odek_o jest
punktem kulistym. Zatem (na mocy (3), str. 396) K=Aw, skad

(5) K= Aw.
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Moment M sil wzgledem punktu ¢ redukuje si¢ do momentu
sity 7. Zatem:

(6) Mo=—rTy, My=rT,, M,=0.
~ Poniewaz E=1JI, wige dostajemy z (B):
(1) Adrym—rTy,  Ady=rTy,  Ady=0.

7 ostatniego réwnania otrzymujemy
(8) wz= congt.
Niech % oznacza predkosé punktu stycznodci S. Ruch chwi-

lowy kuli jest zlozeniem ruchu postepowego o predkodei 7, §rodka
masy O oraz ruchu obrotowego okolo osi przechodzgcej przez O

o predkodci katowej w. Zatem #=735,+ 08X w, skad:

(9) Ue=Zo+ 10y,  Uy="Yo—TWx  Ue=0.
Biorge pochodne wzgledem czasu, otrzymamy:
(10) d.xzm()"*" Td)y, ?Zy:yO—?‘(bx, 7],,: 07

skad na mocy (3) i (7):
(11) = (LfmAr2A) Ty thy=(1fm+ 12 A)T,,

Mnozgc obie strony pierwszego z réwnan (11) przez u,, a dru-
giego przez u, i dodajac, otrzymamy:

(12) Ut~y U= (1 /m~+ 12 A) (T4 Tyuy).

Jezeli u=0, to T ma kierunek %, a zwrot przeciwny. Zatem

stale. jest Tm<O0 czyli Tew.+ Tyu, <0, skad na mocy (12)
U sy Uy <O, PoONiOWAZ Uittty = d(vwat-ul) /b, Wiee [@P=uitu
jest funkejg nie rosngcq. Jezeli wiee w pewnej chwili jest w=0
to poczynajac od tej chwili bedzie stale m=0.
_ Zaléimy, ze w ciagu pewnego czasu bylo stale w==0. Tarcie
T mialo w ciggu tego‘c_%asu kierunek % (a zwrot przeciwny); mo-
zemy wiec przyjaé, ze T=Aw, gdzie A<0, (przyczem 1A zalezy od
czasu). Zatem Auy=T. i Auy=T,, skad na mocy (11)

(13) C Uty — Uy =),

U, =0.

»

Z roéwnania (13) wynika, ze % ma kierunek staly: kladae bo-
wiem u=[%| i oznaoczajgc przez ¢ kat miedzy 7 a osig 2, dostajemy
Ur=UCO8Q, Uy=usiNP, U=16C08P—uPsing i %,=using-Fup cOS @,
wige wxtly—tuy=u’p, skad na mocy (13) up=0, a poniewaz
w0, wiee p=0 czyli p=-const.
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Poniewaz zas T ma kierunek predkosei , wiec rowniez kie-
runek tareia T jest staty. Przy zalozeniu stalosci wspotezynnika
tarcia u (str.368) otrzymamy stad na moey (4) 7T'=const.

A wige: przez caly czas, w kidrym jest u==0, jest T=const.

Poniewaz ruch punktu materialnego pod wplywem sily stalej
odbywa si¢ po paraboli (str. 81), wiec $rodek masy kuli zakresla
parabole (o osi réwnoleglej do kierunku T') preez caly czas, w ktérym
=0 (t.j. w Korym punkt stycenosei kuli =z plaszezyeng IT ma pred-
koéé résma od zera).

Przyjmijmy, ze w chwili poczatkowej t=0 jest:

Ly=0,  Yo=0, 2zp=7, Fp=a, Yo=b, =0,

0 — om0
W,=w,.

¥

(14)

— ? —
W =0y =0

Predkodé poczatkowa 7%, punktu stycznodei § ma wiee na
mocy (9) rzuty:

(15) up=a+rwl, wl=b—rw) ul=0.

Zalézmy, ze Wy+0 i nadajmy osi y kierunek i zwrot pred-
kogei #,. Na mocy (15) beda wiec miedzy danymi poczatkowymi
zachodzily zwigzki:

{16) 't,of’l,:a—i—rwg———(),v ug=b~7w2>0.
Ze za§ @i T majg kierunkiréwne, lecz zwroty przetiwne, wiee
(17) T.=0, Ty=—uwmy.

7 rownan (3) i (7) po seatkowaniu i nwzglednieniu warunkéw
poezagtkowyeh, otrzymamy:

(18)
(19)

Lo=at, Yo=—1tuglt+bt, 2=r.

m.\'= /»ng‘l‘t/A + w2.7 (Uy= wg, wz: wg,
Podstawiajae wartodei z (18) i (19) w réwnania (9), otrzymamy
wobec (16):

(20) =0, = (b —red)—(1+m/d)gl, u,=0.

Poniewaz na mocy (16) jest b—rol>0, wiec po czasie

b—rw?
(1) W= T Ay
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bedzie wu,==0, uy=0 i u,=0, czyli Z=0 i od chwili ¢, bedzie juz
gtale @=0. Na mocy (11) bedzie wige stale T,=0 1 Ty=0 eczyli
T=0. 7Z réwnad (3) i (7) otrzymamy wowezas:

=0, @,=0, @y=0, @,=0.

‘;-/';0:07 g():()y

A wiec: od chwili t; bedeie stale Ty=const. ¢ w=const., ¢.zn.
ze $rodek kuli poruszaé si¢ bedzie od chwilt 1y, ruchem jednostajnym
po lingt prostej, zas predkosé chwilowa katowa kuli bedzie stala.

§ 10. Giroskop Foucaulta. Tak nazywamy cialo ciezkie,
posiadajace of symetrii i zawieszone w $rodku masy (t. zw. zawie-
szenie Cardana).

Poniewaz sila ciezkodei zaczepiona jest w srodku magy, wiec
w przypadku, gdy na ciato nie dzialaja zadne inne sity, ruch girogkopu
sprowadza sie do obrotu eiata okolo $rodka masy bez dziatania sit.

Jezeli ciato wprawimy w obrét okolo drodka masy i w chwili
poczatkowej of symetrii bedzie osig obrotu chwilowego, to of sy-
metrii bedzie zachowywala staly kierunek w przestrzeni. Wynika
to z twierdzenia podanego na str. 403 i z uwagi, ze Ob symctrn jest
osig drodkows bezwladnosei ciata.

O§ symetrii bedzie sie wprawdzie poruszala wzgledem ziemi,
bedzie to jednak tylko ruch pozorny (wywolany obrotem ziemi):
jezeli bowiem skierowaé of symetrii ku jakiej§ gwieZdzie stalej,
to of bedzie ja stale wskazywad. .

Rozpatrzymy tutaj przypadki, w ktorych o symetru nie jest
swobodna, lecz uwieziona badZz w plagzezyZnie poludnika, badz
W plaszezyznie poziomej.

Ruch osi symetrii w plaszezyinie poludnika. Niech
of symetrii ciala (zawieszonego w $rodku masy) moze sie poruszaé
tylko w plaszezyznie poludnika, przechodzgcego przez dany punkt
na ziemi. Mozemy zalozyé, ze-sily (reakeje), utrzymujgce o§ w plasz-
czyznie poludnika, sg do tej plaszezyzny prostopadle i zaczepione
w punktach osi symetrii.

Oznaczmy przez o, wektor predkosci katowej ziemi i polézmy:

(1) w0y=I3.

Przyjmijmy drodek O masy ciala za poezgtek ukladu wspol-
rzednych (2,y,2), nadajac osi # kierunek i zwrot predkosei katowej
ziemi ;, zaf osi # kierunek poziomy ze zwrotem na wschod,
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. Plaszezyzna yz bedzie zatem plasz-
czyzng potudnika, a o 2 bedzie w da-
nym miejscu tworzyé z pionem kgt
90°—¢, gdzie ¢ oznacza szerokodé geo-
graficzng tego miejsca. v

Obierzmy ponadto drugi uklad
wspblrzednyeh (£,7,() o poezatku O,
przyjmujac za o { of symetrii ciata,
a za 0§ & of x. Plaszezyzna n¢ bedzie
zatem identyczna z plaszezyzng poludnika yz. Polozenie ukladu
(&,m,C) okredlone jest przez kat @, jaki tworza z sobg osie iz
(przyczem kat ¢ okre§lamy jako kat, o ktéry nalezy obrécié of z
w kierunku od reki prawej ku lewej wzgledem osi z, aby kierunki
dodatnie osi z i ¢ pokryly sie z soba).

Niech o' bedzie chwilows predkodcia katowa ukladu (£,7%,8)
wzgledem ukladu inercjalnego, za ktéry przyjmujemy uklad zwig-
zany ze sloricem i gwiazdami stalymi. Latwo zauwazyé, ze o' jest
wypadkows predkodei chwilowej katowej w, ukladu (&,4,Z) wzgle-
dem (x,y,2) i predkosci katowej o, ukladu (z,y,2) wrgledem ukladu
inercjalnego. Zatem
(2) | ' =0, 4,

Poniewaz wektor w, ma z zalozenia kierunek i zW_rot osi z,
wiee jego rzuty na osie ukladu (&,%,{) wynoszg na mocy (1):

(3) W= 0,

&

/
/N

w1, =—w1 sind, w1,= 01608 9.

Uklad (E,n,é) obraca sie okolo osi & wzgledem ukladu (x,v,2)-
Poniewaz kgt obrotu wynosi 9, wieec predko§é chwilowa katowa
ma kierunek osi £i jej wspélrzedna wzgledem osi £ wynosi . Zatem:

(4) wee=1, w3, =0, wy=0.
Na mocy (2)-(4) jest:
(5) wi=1, wy=—osind, of=wcosd.

Niech @ oznacza predkos$é chwilowa katows ciata wzgledem
ukladu inercjalnego. Wektor o uwazaé mozemy za zloZenie pred-
kogei chwilowej katowej w, ciata wzgledem ukladu (&,7,() oraz
predkosei o' ukladu (&, 7,¢) wagledem ukladu inercjalnego. Zatem
w=w,+o'. Poniewaz ruch ciala wzgledem (&,9,() jest obrotem
okolo osi {, wige wz=0 1 ws =0, skad:

.= w3+ w';

' )
(6) W=y 0,0,
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(przytem, poniewaz w; jest bardzo male, wiec na mocy (5) wi jest

réwniez male; praktyeznie wiee w.=w0y). Kladac w;=w, otrzy-
mamy na mocy (5) i (6): '

(7) 0)§=79, wy=-—wind, wr=ow.

Osie &, 7,0 83 osiami §rodkowymi bezwladnodci ciala, gdyz
{ jest osia symetrii, za$ O §rodkiem masy. Oznaczajac kret wazgle-
dem O przez K, momenty bezwladnodci wzgledem £ i % przez A,
a wzgledem ( przez O, otrzymamy na moey (III), str. 396, i (7):

(8) KE:=A9, K,=—Awsing, K=o,
skad po zrézniczkowaniu:
(9) Ke=49, K,=—Awdcosd, Ke=Co.

Moment ciezaru wzglegdem O jest zerem. Moment sit, utrzy-
mujacych of symetrii ciala w plaszezyznie poludnika, jest wzgle-
dem osi & i ¢ zerem, gdyz sily te zaczepione sa w punktach osi ¢
i 83 réwnolegle do osi £. Oznaczajac wige przez M moment sit wzgle-
dem grodka masy O, otrzymujemy:

{10) M:=0, M:=0.

Do wyznaczenia ruchu ciata zastosujemy réwnania (LX), str. 400.
Z réwnan tych po podstawieniu w nie wartodei z (5), (8), (9) i (10)
i po zredukowaniu otrzymamy: '

o Ad— Aw?sind cosd+ (oo, sin 9= 0,

—24wdc0sd+ Cod=M,, Ci=0.

Na mocy ostatniego réwnania w=const. Opuszczajac w pierw-

szym z réwnaid (I) wyraz zawierajacy o}, jako bardzo maly, otrzy-
mamy

(11) 5:-3“‘:1—“’-1—.@)1110.

Poniewaz w=const., wiec osi ¢ mozemy nadaé taki Zwrot,
by bylo stale >0, t.zn. by obrét ciala wzgledem osi symetrii {
odbywal si¢ w kierunku od reki prawej ku lewej. Przy tym zato-
zeniu bedzie Cww,/A>0. Réwnanie (11) ma wiec postaé réwnania
rézniczkowego dla wahadla matematycznego (str. 132, wzor (I)).
Polozenie réwnowagi nastepuje przy 9=0 i 9=n.
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Of symetrii ciata bedzie sie wige wahala okolo osi 2, t.j. okoto
prostej réwnoleglej do osi ziemskiej. O§ ciala moze byé w spoczynku
tylko dla =0 lub dla #=m=, t.j. tylko wowezas gdy jest do osi
ziemi réwnolegla. Wyznaczajge zatem poltozenie réwnowagi osi ciaka,
otrzymujemy kierunek osi ziemi. Poniewaz w danym miejscu of
ziemi tworzy z pionem kgt 90°—q, wiec w ten sposdb mozemy otrzy-
maé szerokodé geograficeng @ danego miejsca.

Mozna wykazaé, ze 9=0 jest polozeniem réwnowagi stalej,
zaf d=m réwnowagi chwiejnej. O§ ¢ ciala stara sie wiec tak usta-
wié, aby jej kierunek i zwrot zgodne byly z kierunkiem osi ziem-
gkiej i zwrotem wektora w;. Ze wzoru (3), str. 132, wynika, ze okres
wahania osi ciala (gdy kat poczatkowy 9, jest maly i 9,=0) wynosi

(12) T=2z)4/Cww,.

Okres wahania jest.duzy, bo o, jest male (okolo 0,00007 sek™).
Mozemy go jednak zmniejszyé, zwiekszajac o, t.j. nadajac ciatu
szybszy obrét okolo wiasnej osi symetrii.

Ruch osi w plaszezyznie poziomej. Zaldzmy teraz, Ze
of symetrii ciata moze si¢ poruszaé jedynie w plaszezyznie poziome].
Mozemy wiec przyjaé, ze reakcje, utrzymujgce of poziomo, zacze-
pione sg w punktach tej osi i maja kierunek pionowy.

Obierzmy dwa uklady wspolrzed-
nych (z,y,2) 1 (& 7,¢) o poezatku w §ro-
dku O masy ciata. Nadajmy osi y zwrot
pionowy ku gérze, osi & zwrot na wschod,
a osi 2z na polmoc. Przyjmijmy o sy-
metrii ciata za o ¢, a of y za of 7.
Plaszezyzna £ bedzie zatem stale po-
ziomg. Potozenie ukladu (&,7,() okre-
$lone jest przez kat ¢ miedzy osiami {
a z (przyczem kat ¢ okreflamy jako
kat, o jaki trzeba obrécié o§ z okolo osi y W kierunku od reki
prawej ku lewej, aby kierunki dodatnie osi {i# pokryly sie z soba).

Predkosé chwilowa katowa ukladu (@,y,2) wzgledem ukladu
inercjalnego réwna jest o (t.]. predkosei katowej ziemi). Wektor o,
leszy w plaszezyznie yz i tworzy z osia y kat 90°—g (gdzie ¢ ozna-
cza szerokodd geograficzng danego miejsca). Niech w;=|,|. Rzuty w,
na osie &7, wyniosa zatem:

£

(13) wi=wicospsind,  wi,= w1 sing,  w1,=wiC08¢ cos?.
) 27

S. DBanach. Mechanika.
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Predkogé chwilowa katowa w, ukladu (£,,() wagledem ukladu
(z,9,2) réwna jest $ i ma kierunek osi 7, gdys (& 9,{) obraca sie
okolo n wagledem (w,y,2). Zatem predko§é chwilowa katowa '
ukladu (&,7,2) wzgledem ukladu inercjalnego jest zlozeniem pred-
kofci kgtowe] @, i predkodci katowej w,, skad na mocy (13):

(14) wi=wicospsingd, w,=90-+wi8ing, wr==w;c08pcosd,

Niech » oznacza predko$é chwilows katowa ciala wzgledem
ukladu inercjalnego. Poniewas ruch chwilowy ciata wzgledem ukladu
(&,m,¢) jest obrotem chwilowym okolo osi ¢, wiec predkosé chwilowa,
katowa o, ciala wzgledem ukladu (&,%,{) ma na osie tego ukladu
rzuby wse=0, ws,=0. Z uwagi na to, ze w=o'4w,; otrzymamy
na mocy (14) (kladac w;=w):

(15) wg=w1008¢8ind, w,=¢-4+wsing, w:=o.

Oznaczajac kret wzgledem O przez K, momenty bezwhadnodei
wagledem osi &1 % przez 4, a wzgledem osi £ przez (), otrzymamy
na mocy (III), str. 396, i (15):

(16) Ki=Awicospsing, K,=A(d+wsing), Ke=Co,

skad przez rézniczkowanie:

(17) Ke=Awidcospeosd, K,=Ad, K=o,
Oznaczajge przez M moment sil dziatajacych, otrzymamy
z uwagi na to, ze reakcje utrzymujace of ciata w plaszezyZnie po-

ziomej zaczepione 83 w punktach osi ¢ ciala i prostopadle do &:
(18) Mp=0, Mg=0.
Ze Wzoréﬁr (IT), str. 400, otrzymamy po podstawieniu wartosel
z (17), (16), (14) i (18):
Awlzécos<pcosﬂ+¢4(z'9+w1sin«p)wlcowcosﬂ-—(?w(ﬁ—%—wlsinqo)mM_;,
Ad + Oww, 08 psind — A w? cos?p cos dsind=0, (o=0.

(1T)

Na mocy ostatniego z réwnan (I1) jest w= const. Opuszezajac
w drugim z tych réwnai wyraz zawierajacy o2, jako bardzo maly,
dostaniemy

(19) - —Mjﬂs—wsinﬁ;

icm

[§10] Giroskop Foucaulta. 419

Nadajmy osi ¢ zwrot taki, by bylo »>0. Woéwezas
Cowm,cosp/A>0
i réwnanie (19) przyjmie postaé réwnania wahadla matematycznego
((I), str. 132). Polozenie réwnowagi nastapi przy #=0 i d=mn.

O§ symetrii ciala bedzie sie wiec wahaé okolo osi z, t.j.
okolo osi poziomej, biegnacej z potudnia na pémoe. Of ciala moie

- byé w spoczynku tylko dla 9=0 lub ¥=m=, t.j. tylko woéwezas,

gdy lezy w plaszezyZnie poludnika. Wyznaczajae zatem polozenie
réwnowagi osi ciala, otreymujemy kierunek poludnika: ciato moze
wige byé udyte jako kompas.
Zauwazmy jeszeze, ze tak jak poprzednio #=0 odpowiada
polozeniu réwnowagi statej, zag 9== polozeniu réwnowagi chwiejnej.
Okres wahania otrzymamy ze wzoru (3), str.132:

(20) T=‘)nl/A/cholcOS<p.

Bedzie on najmniejszy na réwniku (t.j. przy ¢=0). Na bie-
gunie zaf (t.j. przy ¢=90%, kazde polozenie bedzie polozeniem
réwnowagi, jak wynika ze wzoru (19). Dla ¢=90° jest bowiem #=0;
w miare zblizania si¢ do bieguna bedzie wiec T—oo.

Otrzymane wyniki znalazly potwierdzenie w doéwiadezeniu, co dowodzi
obrotu ziemi okolo. osi. Doéwiadezenia takie pierwszy wykonal L. Foucault.
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