ROZDZIAL VII
KINEMATYKA CIALA SZTYWNEGO

§ 1. Przesuniecie i obrét ciala okolo osi. W my$l
okredlenia ciata sztywnego (str. 235): punkty jego nie zmieniajg
swych wzajemnyceh odleglodei podezas ruchu. Gdy punkt A4 prze-
sungt sie do punktu B, wektor AB nazwaliSmy preesunigeiem punktu
(str. 34). Przy zmianie polozenia ciala sztywnego punkty tego ciata
doznajg na og6t réznych przesunied.

Poznamy najpierw pewne twierdzenia z geometrii, podajgce
rozkiad przesunieé punktéw ciala. Twierdzenia te beda nam po-
mocne przy wyznaczaniu predkosei tych punktéw.

Przesunigeie rownolegte cazyli translacja. Jezeli pray
zmianie polozenia ciala przesuniecia wszystkich punktéw sa rowne,
méwimy, ze cialo ulegto precsunigeiu (: réwnoleglemu) lub transiacji.

Przesunigcie wspélne wszystkim punktom ciata nazywamy
wektorem przesunigeia lub praesunieciem ciala.

Potozenie ciata po przesunieciu jest wiec wyznaczone przez
polozenie poczatkowe i wektor przesuniecia.

Przyjmijmy, ze punkty A,, B, przeszly po przesunieciu réwno-
legtym w punkty 4,,B,. Poniewaz przesuniecia obu punktow sg
réwne, wiec A,4d,=B;B,. Wynika stad, ze A;B,~=A,B,.

A wige: prey preesuniceiu réwnoleglym
wektory zwiqzane = clalem nie Lnieniaja
kierunku ani zwrotu.

Na odwrét, tatwo dowiesé, ze jegeli pray
emianie polotenia ciata wektory w  ciele
zachowwjq kierunek < zwrot, to smiana poto-
. genia jest przesunicciem réwnoleglym.

Zadbimy bowiem, ze dwa dowolne punkty A4, B, przeszly
W punkty A, B, Poniewaz w mysl zatozenia jest A B, =A,B,, wice
A14,=B,B,. Punkty 4, B, majg zatem réwne przesuniecia czyli
zmiana polozenia ciata jest przesunieciem rdwnoleglyn.
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Latwo zauwazyé, ze po przesunieciu réwnolegtym proste
i plaszezyzny w ciele pozostaja do siebie réwnolegte.
Przypudémy, ze cialo wykonalo po kolei dwie translacje: naj-
pierw z potozenia I do polozenia II, a nastepnie z polozenia II do
polozenia III. Niech A4;,B; beda dwoma dowolnymi punktami
w polozenin I, zad A, B, i A4, B; odpowiadajacymi im punktami
w polozeniach TT i III. Z zalozenia jest A, d,=B. B, i A,A;=B,Bs;.
Poniewaz AT13=A222+4Z;43 i @3=§1~]§2“{'§;§3, wiee A 4,=B\B;.
Od polozenia 1 mozemy zatem przej§é wprost do polozenia ITI przy
pomocy jednej translacji. Oznaczajac przez '
Ty, Uy 1% przesuniecia przy przejéciu z I do II, 7‘ == :][ \A
~a g
E b

z 1T do ITII i z L do I1I, otrzymamy oczywidcie
— — — T N,
W= Uy + Uy. v/
A wige: jezeli cialo wykonato kilka translacyi kelejnych, wowczas
pologenie koncowe otrzymaé mosemy = poloienia poczatkowego pray
pomocy jednej translacji; preesumigcie ciala 2 polosenia poczqtkowego
do koncowego rdwne jest sumie praesunieé prey poszczegilnych trans-
lacjach.

Twierdzenie powyzsze mozemy nazwaé prawem sktadania
praesunied.

Poniewaz przesuniecie wypadkowe jest sumsg przesunied skla-
dowych, wiec (na mocy przemiennodei sumy wektoréw) przesuniecie
wypadkowe nie zalezy od porzadku, w jakim cialo wykonywato
przesuniecia skladowe.

Obrét okolo osi. Jezeli przy zmianie polozenia ciata dwa
punkty, np. K i M, pozostaly nieruchome, woéwezas oezywiéc_ie,
wazystkie punkty prostej I, przechodzgcej przez K i M, réwme’z
pozostang nieruchome. Moéwimy wtedy, zZe cialo wykonato obrot
okolo prostej 1; prosta te nazywamy osiq obrotu.

Jezeli jaka$ plaszezyzna II; przechodzi w polozeniu poczgtko-
wym ciala przez of obrotu, to odpowiednia plaszezyzna I, w po-
tozeniu korcowym rdwniez przejdzie przez te of.

Nadajmy osi I dowolny zwrot. Kabt ¢, o jaki nalezy obr(’?cié
plaszezyzne IT; (w kierunku od reki prawej ku lewe] wzgledem osi 1),
tak aby padia na I7, i aby odpowiednie punkty sie nakryty, nazy-
wamy fkatem obrota.
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Obroét ciata okolo osi wyznaczony jest przesz podanie osi i kgt
obrotu. Przy obrocie punkty ciata pozostaja w plaszezyznach prosto-
padiych do osi obrotu. ‘

Kazdy wektor A,B,, rownolegty
do osi obrotu, przechodzi przy obro-
cie w wektor A,B,, rowny wekto-
rowi A,B;. kLatwo undowodnié, ze
tylko wektory réwnolegle do osi
nie zmieniajg przy obrocie kierunku
ani zwrotu.

Zauwazmy, ze jezeli wektor m]
lezy w plaszezy#nie [T prostopadiej
do osi obrotu, to kat jaki ten wektor
tworzy z odpowiednim wektorem .;1—;(72 jest (przy obranym zwrocie
osi obrotu) réwny katowi obrotu (rys. 1).

Jezeli ciatlo wykona kilka obrotéw okolo tej samej osi I o kyty
P1y Py -y WOWCZAS Ostateczna zmiana polozenia jest oczywiscie réw-
niez obrotem okolo osi 7 0 kat p=g,+@,4-... Wynika stad na mocy
przemiennosei sumy, ze potozenie ostateczne nie zalezy od porzadku,
w jakim cialo wykonywalo obroty czesciowe. _

Inaczej przedstawia sie sprawa, gdy ciato wykonywa kolejne
obroty wkolo réznych osi, jak o tym poucza przyklad na str. 317.

Przyklad. Cialo sztywne wykonalo po kolei dwa obroty
okoto dwéch prostych réwnolegtych 1 i m, sstywnie z ciatem %“Wig-
zanych. Obroty miaty zwroty przeciwne, katy zad rowne. Udo-
wodni¢, ze ciato mozna przeprowadzié z polozenia poczatkowego
w koricowe przy pomocy przesuniecia réwnoleglego (translacii).

Niech ¢ bedzie dowolnym punktem ciata. Poprowadzmy
przez (' plaszezyzne II, prostopadia do danych osi obrotu 7 i m.
Niechaj L i M oznaczaja odpowiednie punkty przebicia, za ¢ kat
obrotu (rys. 2).

Przy obrocie okoto osi I 0 kat g 0§ m przej-
dzie w prosta m'; oznaczmy przez M’ punkt
przebicia tej prostej z plaszezyzng IT. Nastgp-
nie, po obrocie okolo osi m’ o kat ¢ of 1 prayj- ,
mie potozenie prostej 1'; oznaczmy przez L jej \ 2
punkt przebicia z plaszezyzng IT. )

Wreszeie, niech O, bedzie potozeniem punktu ¢/ po obrocie
okoto prostej I, a (' potozeniem punktu C; po obrocie okolo prostej m'.
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Trojkat LM przeszedt ostatecznie w polozenie L'M'¢’, przy-
sgem LL'=MM'==(QC" (jak na rysunku). Poniewas przesuniecia
punktéw polozonych na osi I (lub m) sa réwne, wiec zwigzek po-
wyzszy wskazuje, ze przesuniecia wszystkich punktéw sg réwne.
datwo sprawdzié, ze :

(1) LL'=2LMsin } .

§ 2. Przesuni¢cia punktéw ciala w ruchu plaskim.
Ruch figury plaskiej poruszajacej sie w plaszezysnie nazywamy
ruchem plaskim.

Polozenie figury w ruchu plaskim jest wyznaczone przez polo-
zenie dowolnych dwdch jej punktéw. .

Przypudémy bowiem, ze¢ mozliwe sa dwa polozenia figury,
w ktorych dwa punkty A i B zajmowalyby to samo polozenie.
Wezmy pod uwage dowolny punkt (' figury, ktéry
w jednym polozeniu jest w 4, w drugim zaf w (.
Tréjkaty ABC; i ABC, przystaja i sa potozone sy-
metrycznie wzgledem A4 B. Nie dadzg sig zatem prze-
prowadzié w siebie bez oderwania od plaszcezyzny.
To zag jest sprzeczne z zalozeniem, ze tréjkat 4 B(!
zajmowal w ruchu plaskim raz polozenie 4 B(Y, a drugi raz polo-
zenie ABC,. :

Obrot okolo punktu. Jezeli figure lezgcy w plaszezyznie IT
obrécié okolo prostej I prostopadlej do tej plaszczyzny, to figura
pozostanie nadal w plaszezyznie II. Obr6t taki nazywamy obrotem
figury okoto punktu (przebicia prostej 1 z plaszezyzny II).

Twierdzenie. Kaddy figure w ruchu pluskim moina przepro-
wadrié & dowolnego poltoienia w dowolne inme pray pomocy jednego
preesunigcia rownoleglego i jednego obrotu.

Niech bowiem 4,, B, beda dwoma punktami tej figury w po-
tozeniu pierwszym, za§ A4, B, odpowiednimi punktami w drugim.
Przeswimy najpierw figure réwnolegle tak, by punkt A, padt na 4,.
Punkt B, padnie po tym przesunieciu na pewien punkt Bi. Obréémy
teraz figure okolo 4, tak, by Bl padl na B, Poniewaz po przesunieciu
i obrocie dwa punkty 4;, B, pokryly sie z odpowiednimi punktami
Ay, By, wiee 1 pozostale punkty sie pokryja. Przeprowadziliémy
zatem figure z jednego polozenia w drugie przy pomocy jednego
przesuniecia i\_'jmlnego obrotu, c. b. d. d.
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Udowodnimy teraz, ze najogélniejsza zmiana polozenia figury
w ruchu plaskim jest albo przesunieciem albo obrotem.

I Twierdzenie Eulera. Figure @ jednego polosewia w drugie
(jakie zajmuje w ruchu plaskim) mosna preeprowadzié badé pray
pomocy praesunigeia réwnoleglego, badé pray pomocy obrotu.

Dowéd. Niech 4,B,; bedzie dowolnym odeinkiem figury w po-
lozeniu poczgtkowym I, za§ 4,5, tymze odcinkiem w polozeniu
koncowym II. S L »_ ‘

W przypadku gdy wektory A/B, i A,B, sa réwne, mamy
A, A,=BB,. Przy przesuwaniu wiec figury réwnolegle, tak by
punkt 4, padlna A, punkt B; padnie na B, Poniewaz po tym prze-
sunieciu figura bedzie miata z polozeniem IT punkty 4, i3, wspolne,
wiee bedzie miala wszystkie punkty wspélne. W tym przypadku
moZzna zatem przeprowadzié figure z polozenia 1 w polozenic 11
przy pomocy przesuniecia réwnoleglego.

W przypadku gdy wektory 4,B; i A,B, nie s4 réwne, popro-
wadZmy symetralne ; i I, odcinkéw 4,4, i B,B,.

: Przyjmijmy najpierw, ze
0 symetralne te sg rézne i ze
\ przecinajg sie w [punkecie O
B (rys. 1). Trojkaty O4.B; i
04,8, sa przystajace. Oznacz-
my przez’ B punkt syme-
tryczny do B, wagledem sy-
ol metralnej I;. Oczywideie tréj-
katy O4.B; i OA.B1 83 po-
tozone symetrycznic wagle-
dem ;. Sg zatem przystajace i nienakladalne na siebie beg odry-
wania od plaszezyzny. Jezeli wiec figure obrécimy okolo 0O talk,
by punkt 4, padl na 4, to poniewaz punkt B, nie moze pagé
na By, punkt B; padnie na B, Po tym obrocie figura bedzie
wige miata z potozeniem II punkty 4, i By, wspolne, a zatem
i wszystkie inne punkty wspolne.

Przyjmijmy nastepnie, ze symetralne odeinkdow Ady 1 BB,y
83 identyczne (rys. 2). W tym przypadku odeinki AyB 1 A,B, sa
polozone symetrycznie wzgledem I, (lub ); rodkiem obrotu bedzie
punkt przeciecia si¢ prostej A, B; z I, (lub A,B, z ). W tym pray-
padku wige przeprowadzimy figure z polozenia 1 w pofozenio 11
przy pomocy obrotu, c.b. L. d.

3
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Jiato plasko prowadzone. Jezeli cialo moze sie tylko
tak poruszad, ze punkty jego pozostajg stale w plaszezyznach rowno-
leglych do pewnej plaszezyzny stalej IT, powiadamy, ze ciato jest
plasko prowadzone, a plaszezyzne IT nazywamy plaseceyeng kie-

rowniceq (por. okreflenie i przykiad na str. 276).

Przetnijmy ciato plasko prowadzone plaszezyzng II', réwno-
legla do plaszezyzny kierowniczej II. Niechaj ¢ bedzie figura prze-
kroju. Polozenie figury (' wyznacza oczywiscie polozenie catego
ciala. Poniewaz figura plaska ¢ musi pozostawaé stale w jednej
i tej same] plaszezyznie IT', wiec na mocy I tw. Eulera mozemy
figure te przeprowadszi¢ z dowolnego. polozenia, jakie zajmuje,
w dowolne inne bads przy pomocy przesuniecia, bads przy pomocy
obrotu okoto punktu lezgcego na IT'.

Wiynika stad, ze cialo ptasko prowadzone mozemy przeprowadzié
g jednego poloienia w drugie badi pray pomocy translacji, badé
pray pomocy obrotu okoto osi prostopadiej do plaszczyzny kierownicze].

§ 3. Przesuniecia punktﬁw ciala. Jezeli cialo sztywne
ma jeden punkt unieruchomiony, to moze sie obracaé okolo tego
punktu,- jezeli za§ ma unieruchomione dwa punkty, to moze sie
obracad okoto osi przechodzgcej przez te punkty. Podanie polozenia
jednego lub dwéch punktéw ciala nie wystarcza zatem do wyzna-
czenia potozenia wszystkich innych punktéw ciala. Zachodzi jednak
nastepujace

Twierdzenie 1. Poloienie wszysthich punktow ciata setywnego
wyznacgone jest preez polozenie trzech jego punktiw, nie ledqeych na
jednej prostej.

_ Dowdd. Przypusémy bowiem, ze istnieja dwa rézne poloze-
nia ciata, w ktérych trzy punkty A, B, , nie lezgce na jednej
prostej, zajmowatyby polozenia jednakowe. 2
Wezmy pod uwage dowolny punkt D tegoz
ciala, ktéry w pierwszym polozeniu jest w Dy,
w drugim zag jest w Dy Czworofciany ABCD, A
i ABOD, maja podstawe wspolng i krawedzie
odpowiednio réwne. Wynika stad, ze sa polo-
zone symetryeznie wazgledem plaszezyzny ABC.
Nie dadzy si¢ zatem doprowadzi¢ do zupelnego przystawania. To
za§ jest sprzeczne z zalozeniem, Ze czworogeian ABCD raz zajmuje
potozenic ABC Dy, o (rugi raz polozenie ABCD,.

[
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Obrit okolo punktu eciala. Jezeli przy zmianie polozenia
ciata, jeden punkt ciala pozostal nieruchomy, powiadamy, ze ciato
wykonato obrét okolo tego punktu.

IT Twierdzenie Eulera. Obrdt okolo punkiu jest réwno-
wazny obrotowi okolo pewnej prosiej, pracchodeqcej przez ten punlkd.

Dowaéd. Praypuéémy, ze ciato wykonalo obrét okolo punktu 0.
Obierzmy w ciele w polozeniu poczatkowym I dowolny odeinek
A;B; (nie przechodzacy przez 0) i niechaj 4,B, hedzie odpowiednim
odcinkiem w polozeniu korcowym II. Poprowadsmy plaszezyzny
symetralne I, i II, odcinkéw 434, i BB,

Zatozmy najpierw, ze I, i IT, sg résne i ze przecinajy sie
wzdtuz prostej I (rys.1). Prosta I przechodzi przez (), gdyz 1 jest
zbiorem punktéw réwnoodlegltych od A, i 4, jako tei od By i B,,
za8 04;=04, i OB;=0B,. Niech (' bedzie dowolnym punktem
(réznym od O) na prostej 1.

Czworosciany OCA4,B, i OCA,B, sg rowne. Latwo wykazad,
ze s takze nakladalne na siebie. Wierzcho¥ki howiem 0,0,4,10,0,4,
sa polozone symetrycznie wagledem IT,. Gdyby wiece czworodciany
OCA4;B, i 0UA4,B, nie byly naktadalne, wowezas wierzchotki B, i B,
musialyby lezeé symetrycznie wzgledem II, co niemoZliwe, skoro
B, i B, leza symetrycznie wzgledem IT,, za$ IL=IT,. Udowodnili$my
wige, ze czworofeiany OCA,B, i 0CA,B, sy réwne i naktadalne.

Jezeli teraz obrécimy ciato okolo osi I tak, by A4; padio na A,,
to czworoscian O('4, B, padnie na czworogcian 0 ¢4 oB5. Po tym obrocie
cialo bedzie wiee mialo 7 ciatem w polozeniu IT trzy punkty wspolne
(mianowicie 0, 4,i B,), a zatem i wszystkie inne punkty wspélne.
Przeprowadzilidmy wiec ciato z potozenia I w polozenie IT przy
pomoey obrotu okolo prostej 1.

Zatézmy teruz, ze odeinki
& 4145 1 BB, maja wspélng pla-
) szezyzne symetralng I7 (rys. 2).
.,V Woéwezas trojkaty 04,B,104,B,
% $a potozone symetrycznie wzgle-
7 dem IT. Osig obrotu bedsie w tym
) przypadku kraweds przeciecia
sie  plaszezyzny 0A4.B;, (lub

04,B,) 7 plaszezymg IT.

4

1. 2.
9,0 7 TT +ur . LT . . .
Uwaga 1. Z II tw. Bulera wynika, ze przy obrocie ciaka okolo

pl%nk‘tu Jstpleje w clele pewna prosta o tej whasnodel, ze punkty
Je] me zmieniajs polozenia.
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Uwaga 2. Jezeli cialo wykonywa dwa kolejne obroty wkoto

dwdceh osi, przechodzgeyeh przez jeden punkt 0, to z polozenia

poczatkowego w polozenie koncowe mozemy przeprowadzié cialo
przy pomocy jednego obrotu okolo osi, przechodzacej przez 0, gdys
punkt O nie zmienil polozenia. A wiec zlozenie dwdch obrotéw
okoto osi, przechodzacych przez jeden punkt, jest obrotem okolo
osi, réwniez przechodzacej przez ten sam punkt.

Przyklad. Cialo wykonalo kolejno dwa obroty wkoto osi
statego ukladun wspéirzednych: najpierw wkolo osi 2, a nastepnie wkoto
osi @, oba obroty o kat prosty w kierunku od reki prawej ku lewej.

o

Poniewaz przy obu obro- Z
tach poczatek uktadu O pozo- /
stal nieruchomy, mozemy prze- ; . s
prowadzid cialo z polozenia po- Vs
poezatkowego do potozenia kon- 4 Fi A
cowego przy pomocy jednego ; 8 7 g
obrotu okolo pewnej osi I, 5,
przechodzace] przez O (rys. 1). 1. : 9.

Wezmy pod uwage w polozeniu pocezatkowyin punkt 4(0,0,1)
osi #. Po obrocie okolo tej osi punkt 4 nie zmienit polozenia, a po
obrocie okoto osi i przeszedt w polozenie A4'(0,1,0).

Weszmy z kolei pod uwage w polozeniu poczgtkowym punkt
B(0,1,0) osiy. Po ohrocie okolo osi # punkt B zajat potozenie B'(1,0,0)
nu osi @, a nastepnie przy obrocie wkoto tej osi punkt B’ nie zmienit
juz swego polozenia. Szukana of I bedzie wiec przekrojem plaszezyzn
symetralnych odcinkow 44 i BB’

Plaszezyzna symetralna odeinka 44’ ma réwnanie y==z, za$
plaszezyzna symetralna odeinka BB’ ma réwnanie z=y. O§ I bedaca
przecieciem obu plaszezyzn ma zatem réwnanie

=7y =2

Przypudémy teraz, ze ciato wykonywalo te same obroty w po-
rzadku odwrotnym, t.j. najpierw okolo osi #, a nastepnie okoto
osi 5 (rys. 2). Punkty 4(0,0,1) i B(0,1,0) zajma po obrocie okolo
osi @ polozenin 4,(0,1,0) i 13(0,0,—1), a nastepnie po obrocie okoto
osi # przejda w polozenia 4,(1,0,0) i By(0,0,—1). Plaszczyzny syme-
tralne odeinkéw A4, 1 BB, majg réwnania s=z 1 y=—=z. O§ I,
okolo ktorej nalezy obrdeid eialo, aby przeszio z polozenia poczatkowego
w koncowe, bedzie wiee miata réwnanie
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=—0 =2z.

Widzimy stad, ze polozenie koncowe zalezy od porzadku, w ja-
kim ciato wykonywato obroty.

Twierdzenie Chasle’a. Ciato mosna preeprowadzié = dowol-
nego polosenia w dowolne imme prey pomocy jednego preesunieeio
i jedmego obrotu okolo osi.

Na ogdl moina to 2robié na nieskovczente wiele sposobow, zawsze
jednak oste obrotu bedq réwnolegle, a katy obrotw rdwne (jeieli osiom
nadany bedzie ten sam zwrot).

Dowédd. Niechaj 0, bedzie dowolnym punktem ciala w po-
lozeniu poezatkowym I, zad O, odpowiednim punktem w polozenin
kodcowym II. Przesuimy cialo najpierw réwnolegle w polozenie
I, tak Dby O; padio na 0, Jezeli polozenie I’ jest identyczne z 11,
to ciato przeprowadzili§my z polozenia I w polozenie 11 przy pPomocy
jednego przesuniecia, zgodnie z wymogami twierdzenia.

Przyjmijmy wiee, %e polozenie 1’ jest
rozne od II. Poniewaz w polozeniach IT
i 1" cialo ma punkt O, wspdlny, wiec na
mocy I tw. Hulera mozemy je przepro-
wadzié z polozenia 1' w polozenie IT pray
pomocy obrotu okolo pewnej osi I, prze-
chodzace] przez punkt O,.

W kazdym wige razie przeprowadziliSmy cialo z potozenia I
w polozenie IT przy pomocy jednego przesuniceia i jednego obrotu;
udowodnili§my zatem pierwszg czesé twierdzenia.

Gdyby$my obrali na poezatku inny punkt 0y, to na 0gdt otrzy-
maliby§my inne przesunigeie i inny obrét okoto innej osi. Wyka-
zemy jednak, ze we wszystkich przypadkach
osie obrotu bylyby réwnolegle. : !

Weimy pod uwage w ciele dowolny ‘//
wektor 4B, w polozeniu I, réwnoleglty do
osi obrotu I. Odpowiedni wektor A:I;’z W po- ’ !
fozeniu IT ‘bedzie miat ten sam " kierunek '

!
sgnigcie, ani obrét (okolo osi réwnolegtej) |
nie zmienia kierunku ani zwrotu wektora,

- ZaléZmy teraz, ze ciato przeprowadzili§ny z polozenia,

Aﬁi. Oczﬁiécie wektor ff’@’g . “fb .’Ol,il‘ll_{l .1)1'7,.(5_](17,.10 W wektor
1 przejdzie po obrocie okolo nOwWej

i zwrot co wektor A4,B,. Ani bowiem pre-

1

I w po-
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osi I’ w wektor A;Ez. Poniewaz przesuniecie nie zmienia kierunku
ani zwrotu wektora, wiegc A{Bi ma ten sam zwrot i kierunek co
wektor A,B,. Wynika stad, ze wektor A;B; bedzie mial réwniez
ten sam zwrot i kierunek co wektor 4,B,. Zatem of obrotu I’ musi
byé réwnolegta do A,B, czyli do osi I.

Wykazemy wreszcie, ze katy obrotu okolo osi I i1 sg réwne,
byleby§my nadali osiom I i I’ jednakowe zwroty. Obierzmy w ciele
w.polozeniu I dowolny wektor @, prostopadty do I, a zarazem oczy-
wifcie do I'. Xat, jaki tworzy wektor @, z odpowiednim wektorem @,
w potozeniu IT przy obranym zwrocie osi, jest kgtem obrotu (str. 312).
Kat obrotu jest wiec w obu przypadkach ten sam, c.b.d.d.

Twierdzenie 2. Cialo moéna preeprowadzié z dowolnego polo-
genda. w dowolne inne pray pomocy dwich obrotéw kolejnych.

Dow6d. Niech 0, bedzie dowolnym punktem ciata w poto-
zeniu I, a 0, odpowiednim punktem ciala w polozeniu IT. Obréémy
ciato o kat 180° okolo osi !, bedacej symetralng odcinka 0,0,.
Przy tym obrocie punkt O, padnie ma punkt O, Cialo przyjmie
potozenie I1’, ktére z polozeniem IT ma punkt O, wspélny. Mozemy
zatem z potozenia II’ przej$é do polozenia IT przy pomocy obrotu
okoto pewnej prostej I, przechodzacej przez O, Przeprowadziliémy
w ten sposéb ciato z polozenia I w polozenie IT przy pomocy dwéch
obrotéw okoto prostyeh I, i I, c¢.b.d.d.

Skret. Jezeli cialo wykonalo przesuniecie, a nastepnie obrot
okolo osi rownolegle] do przesuniecia, to powiadamy, Ze ciato
wykonato skret.

W szezegblnogei przesuniecie lub obrét rowniez nazywamy
gkretem.

' Twierdzenie 3. (ialo mosna zawsze praeprowadzié 2 dowolnego
polozenia w dowolne inne pray pomocy skretu % to tylko w jeden sposdb.

Dowbd. Wesmy pod uwage w ciele w polozeniu I dowolny
trojkat 4,B,C,, lezacy w plaszezysnie II, prostopadlej do mozliwych
osi obrotu. Oznaczmy przez A,B,0, odpowiedni tréjkat, zas przez II,
odpowiednia plaszezyzne w potozeniu II. Plaszezyzny I i IO,
sa zatem réwnolegte. PrzeprowadZmy teraz ciato z polozenia I
w polozenie 1', nadajac ciatu takie przesuniecie prostopadie do II;,
by praszezyzna II, przeszta w plaszezyzne II, (p. str. 320, rys. 1).
Trojkat A,B,¢; przejdzie przy tym przesunieciu w tréjlkat AiBi01
leagey w plaszezysnie IT,, w ktorej lezy takze trojkat A,B, (.
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[ Z polozenia 1’ mozemy przeprowuadzié

ciato w potozenie IT najpierw przy pomocy
translacji tak, by 47 padlo na 4, a na-
stepnie przy pomocy obrotu okolo prostej
prostopadiej do IZ, przechodzgcej przez A,.
Wynika stad, ze trojkat AiBiC7 przejdzie
w AyB,0,, pozostajac stale w plaszezy-
snie I, Na mocy wiee 11~ tw. Rulera
mozemy tréjkat AiBi07 przeprowadzié
L. w  AyB,C, przy pomocy transglacji lub
obrotu (okolo pewnego punktu O lezgcego
w I, czyli przy pomocy obrotu okolo osi I prostopadlej do I,
w punkeie O). Przy tej translacji (lub obrocie) cialo przejdzie
z potozenia I' w polozenie II.

Wiynika stad, ze przeprowadzimy ciato z polozenian 1 w Do-
tozenie IT albo przy pomocy przesunigcia (jezeli przejdcie z 17 o 1X
jest przesunieciem), albo przy pomocy przesuniecia i obrotu okolo
osi I, réwnoleglej do przesuniecia, c.b. d. d.

0§ 1 nazywamy osiq skreta.

0§ skretu przesuwa sie przy skrecie po sobie. Kazda inna,
prosta zmienia przy skrecie swoje potozenie. Wynika stad, ze nie
mozemy przeprowadzié ciala z polozenia I w polozenie II przy
pomocy skretu okolo innej osi 1. ‘

§ 4. Ruch postepowy i ruch obrotowy okolo osi.
Ruch postepowy. Jezeli kazde potozenie, jakie ciato przyjmuje
W ciggu ruchu, mozemy otrzymaé z polozenia poczatkowego przy
pomocy translacji, to powiadamy, ze ciato po- A
rusza sie ruchem postepowym.

Z okreflenia ruchu postepowego wynika,
ze kazde dwa polozenia ciala w ruchu poste-
powym daja si¢ otrzymaé jedno z drugiego
przy pomocy przesunigcia réwnoleglego. 2.

Niech 4 i B bedg dwoma dowolnymi punktami ciata. W ruechu
postepowym wektor AB nie zmienia kierunku ani zwrotu. Jeseli
wiec tor punktu 4 przesuniemy rownolegle tak, ze wszystkic jego
punkty doznaja przesuniecia réwnego wektorowi _IE, wowezas tor
punktu 4 pokryje sie z torem punktu B (rys. 2).

A wiee: w ruchu postepowym tory wszysthich punktow sq do
siebie praystajace i praechodzq jeden w drugi prey pomocy translacji.
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Rueh postepowy ciata jest wiec Wyznaczony przez ruch jednego
jego punktu i polozenie ciata w chwili poczatkowej. Jezeli bowiem

znamy ruch np. punktu 4, to wektor przesuniecia ciata z polozenia

poczgtkowego do potozenia w chwili ¢ bedzie réwniez wiadomy,
gdyz réwna sig znanemu przesunieciu punktu A.

Na odwrét: jeseli wektory zwiqeane 2 cialem sztywnym nie smic-
niajo kierunku, to ciato porusza sie ruchem postepowym. ‘

Istotnie wezmy pod uwage staty uklad wspotrzedinych (z,y,2)
oraz dwa punkty w ciele 4(z,vy,,2,) i B(@s,Y3,2,). Z zalozenia wektor
AB nie zmienian kierunku (ani oczywifcie diugodci); wykazemy,
ze nie zmienia réwnies zwrotu. Rzuty wektora 4B na osie nkladu
sa podezas ruchu stale co do wartogei bezwzglednej. A wiec |w—a),
lya—w1l 1 [e—2] sa pewnymi stalymi. Poniewas @y—; jest funkejg
ciggla czasu f, wiec z tego, ze |wy— ;)= const. wynika réwniez,
ze ®y—xy=const. Podobnie y,—y,=const. i 2,—e =const. Zatem
wektor AB nie zmienia zwrotu.

Oznaczajac tedy przez A,B i A', B’ potozenia danych punktéw
w_dowolnych dwéch chwilach ¢ i ¢, otrzymamy AB=A"F’, skad
AA'=BB'. Przesuniecia dwéeh dowolnych punktéw sg zatem réwne,
a wiec mozemy przeprowadzié ciato z polozenia w chwili ¢ do Po-
fozenia w chwili ¢ przy pomocy przesuniecia. Ruch ciala jest wiee
ruchem postepowym.

WeZmy pod uwage w ciele poruszajacym sie ruchem poste-
powym dwa dowolne punkty A4;, 4, w chwili ¢ i polozenia A3, 45
tych punktéw w chwili ¢4 At Oznaczajac przez 3, i %, predkodei
punktow 4, i A4 otrzymamy (str. 35):

Ao A

PR 3 == -

T At S Ao At o
Poniewaz ciato porusza sie ruchem postgpowym, wiee ATZ] =A_;_Afz,

skad v,=7,.

A wige: w ruchu postepowym w dowolnej chwili t predkoses
wsaystkich punktdw ciata sq sobie rdwne.

Predloseiq ruehu postgpowego w chwili t nazywamy wspélng,
predkodé wszystkich punktéw ciata w tej chwili.

Niech teraz ciato porusza sie w taki sposob, ze w kazdej po-
szezogdlnej chwili ¢ predkodel wszystkich punktéw ciata sa sobie
réwne. Obiorzmy dwa dowolne punkty ciala A(@y,v:,2;) 1 B(@s, s, 2)-
S Banach, Mechanika. 21


pem


322 ROZDZIAL VII. Kinematyka ciata sztywnego.

7 Poniewaz w jednej i tej samej chwili predkoéé punktu 4 jest

zawsze réwna predkofei punktu B, wiee:
J1=Ya

Zatem ‘w,—xy=¢, i podobnie Yy—y; =6 2—2=0, gdzie
6,6 1 € 89 pewnymi statymi. Wynika stad, ze wektor 4B ma state
rzuty na osie ukladu, nie zmienia wige podczas ruchu ani kie-
runku, ani zwrotu. Ruch jest przeto ruchem postepowym.

A wige: jeseli wszystkie punkty ciata maje w kaidej poszeze-
golnej echwili predlkoset réwne, to cialo porusza si¢ ruchem postepowym.

2:’,1 _ 2.2, Sk@d 5&2"’—-1}1 _ O-

1= Ty,

Ruch obrotowy okolo osi. Jezeli cialo porusza sie w ten
sposéb, ze wszystkie punkty pewnej prostej ! pozostaja w spo-
czynku, to powiadamy, ze cialo obraca si¢ okolo osi 1 (str. 311).

W ruchu obrotowym wszystkie punkty kraza po kolach, leig-
c¢ych w piaszezyznach prostopaditych do osi obrotu; srodki tych
ko6t lezg na osi obrotu.

Promienie iaczgee punkty ciata ze $rodkami kél, po ktérych
punkty te krazg, zakredlaja w réwnych czasach réwne katy. Wynika
stad, ze wruchu obrotowym okoto osi wszystkie punkty maja wkazdej
poszezegllnej chwili réwne predkosei katowe. Ich wspolng predkogé
katowy nazywamy predkosciq katowq ruchu obrotowego okolo ogi.

Z okre§lenia wektora predkofci katowej (str.46) wynika, ze
w ruchu obrotowym eciata okolo osi wszystkie punkty maja ten
sam wektor predkosei katowej, lezacy na osi obrotu. Wektor ten
nazywamy wektorem predkosei katowej obracajgcego si¢ ciaka.

Przyklad 1. Jezeli w réwnolegloboku 4 B('D wierzchotki 4 i D
83 unieruchomione, wéwezas boki AB i DC moga sie obracad okoto
wierzeholkéw A i D. Przy tych obrotach bok BC pozostaje stale
réwnolegly do AD. Zatem B( porusza sie woéwczas ruchem po-
stepowym.

Preyklad 2. Kolo o $rodku 0’ i promieniu porulszw sie
ruchem postepowym, pozostajac stale styeznym do kota IC o érodku 0
i promienin R. Wyznaczyé tor dowolnego punktu A (rys. str. 369).

Srodek 0’ porusza sie oczywifeie po kole K’ o §rodku O i pro-
mijeniu a=R—r. Tor punktu A (kropkowany na rysunku) bedzie
zatem kolem o promieniu «. S_r_g(_l_ek 0, tego kota otrzymamy, na-
dajae Srodkowi O przesunigeie 00, réwne wektorowi ('A.
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§ 5. Rozmieszczenie predkosei w ciele sztywnym.
Gdy cialo sztywne sie porusza, punkty jego mogg mieé w danej
c¢hwili na ogét predkosei rézne.

Zwigzki miedzy predkofciami punktéw eiata. Weimy
pod uwage dwa punkty ciata 4, i 4, o predkosciach %, i 7,. Niech O
bedzie poczatkiem ukiadu wspéhrzednych. Polézmy:

7 =0A4 Fo=04 F=AA,=F,—F,. - i/
A ey
Zatem (str. 35, (TII)): \ 4
A\ //’7
. . ) . 4
— - — - — -y — — A
A1)y F=7, Py="1,, F=T)— 7= Ty— 7. v5

Mamy 7= [F®. Poniewaz [Fl=const., wige tworzac pochodna,
otrzymamy 27F=0 czyli 77=0, skad na moey (1) F(U,—,)=0 czyli
(2) FBy=FP,.

Z okredlenia iloezynu skalarowego wynika, ze
77y = [f| Rzut 4 i Ty = |F| Rzut ;7 7.
Na- moey wiee (2) otrzymamy, dzielac przez |7,
(3) Rzut, i7, 0= Razut i, Dae

Udowodnilismy wiec, ze w ciele sztywnym rzuty predkosci dwdch
punktow na odeinek Iqceqcy te punkty sq réwne.

Mozemy takze powiedzied, ze skladowe predkodei dwéch
punktéw wzgledem odecinka laczacego te punkty sa réwne.

Przykltad 1. Niech dane beds predkodci 7‘ i’\
Dy, Uy, U3 trzech punktow ciata A, 4, A4, nie le- & / %
zgeych na jednej prostej. Obierzmy dowolnie e N7
punkt C, nie lezacy w plaszczyZnie 4,4,4, _f,*\/::-*-g,

i oznaczmy jego predkos§é przez 5. Wykre§lmy Y
z punktu ¢ wektory (751, @2, 671'23 réwne rzu-
tom predkosci 7y, 7y, 93 na proste 4,0, 4,0, 4,0.
W my§l udowodnionego twierdzenia wektory te beda réwniez
rzutami wektora ¥ o poezgtku € na proste 4,0, 4,0 i 4,0. Jezeli
do tych prostych poprowadzimy plaszezyzny prostopadie w pun-
ktach By, B, 1 By, to punkt przeciecia tych plaszezyzn bedzie kordcem

wektora 7.
21*
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Aby wyznaczyé predkosé punktu D, lezacego w plaszezyinie
A, 4,4, wyznaczamy najpierw predko§é dowolnego punktu (!, nie
lezacego w plaszezyinie A, 4,4, a nastepnie predko§é punktu D
jak poprzednio (biorgc spofréd punktow _/:ll,flz,Aq id ,17y punkty
nie lezgce ‘wraz z D w jednej plaszezyinie).

A wiee: predkosei wszysthich punkiow ciala sztywnego wyzna-
cone sq praee predkosci trzech jego punkidw, wie ledqoych na jednej
prostej.

Przyklad 2. Predkodei punktéw linii prostej i plasz-
czyzny. Nadajmy poruszajgcej sie prostej I, dowolny .swrot
i wezmy na niej punkt O o wspoélrzednych @y,¥g2, Oznaczmy
przez a, fi,v katy, jakie o 1 Lwor‘zy z osiami akladu wspdirzednych,
i poléimy:

a=cosa, b=cosfl, ce=cosy.

Dla dowolnego punktu A (w,y,2) osi I, o wspdlrzednej » na

tej osi, jest:

(4) T=z,+ ar, Y =1y, br, ==y} 1.
Oznaczajge przez v predkosé punktu 4 i tworzac pochodng (4)
wzgledem czasu, otrzymamy (wobec tego, ze #==const.):
(5) Vy=d=dytdr, vy=1y=1,+ br,
Wykredlmy z punktu 4 wektor A4, réwny i)f(gdkOé(;i 7 pun-
ktu 4, i oznaczmy przez &7, wspolrzedne punktu A’. 7 uwagi
na to, ze =g, it.d., dostaniemy na mocy (4)1 (5):
E=myt+Ey+(a+td)r, 77:1110+?]0+(b+6)7"7 {=2y-2p-+ (c+E)r.

Jako réwnania pierwszego stopnia ze wzgledu na parametr
83 to réwnania prostej.

Vy=Gm= Gyt 1

A wige: jedeli z pumktow polodomych ma lindi prostej wykreslié
wektory predkosei, to kotice tych wektordw ledq ma linii prostej.

Opierajac sig na tym twierdzeniu, mozna latwo wdowodnié,
podobne twierdzenia dla plagzezyzny.

Mianowicie: jezeli z punktdw potosonych na plaseceyinie wiykres-
lié wektory predkoset, to kovce tych wektordw lesq na jednej plaszezyénie.

Zmajage predkodei ¥, 1 7, dwdeh punktow
Ay 14, prostej I, mozna wyznaczyé prodiosé &
dowolnego punktu A tej prostej, w  sposib
‘ nastepujacy (p. rysunek):

(!
Il
/
!
i, i B4
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Plowadmmy prosta m przez konce wektoréw predkosei 7, i By,
wykreslonych z punktéw 4, i 4,. Na tej prostej lezy koniec wektora
predkodei %, wykre§lonego z A. Wyznaczamy na prostej I punkt B
taki, by wektor AB réwny byt rzutowi 7, (lub %) na of 1. Wedle
twierdzenia dowiedzionego na str. 323, AB jest rzutem 7 na L
Jezeli przez B przeprowadzimy plaszczyzng prostopadiy do I, to

punkt A', w ktérym plaszezyzna ta przetnie prosty m, bedzie koncem
wektora 7, wykredlonego z 4.

Ruch chwilowy ciata sztywnego. Weimy pod uwage
w ciele sztywnym dowolny punkt 4 o wspétrzednych x,y,2 w pewnej
chwili ¢ i oznaczmy przez 7 jego predko$é. Poniewaz 7 zaleiy od
punktu 4, wiec ¥ jest w chwili ¢ funkeja wspétrzednych z,y,2. Mo-

zemy zatem przyjad, ze

(6) v ZF(.’E,'}/,Z).

Funkcja wektorowa (6) okredla predkoé w chwili ¢ w kasdym
punkecie ciata.

Rozmieszezenie predkofei w ciele w pewnej chwili nazywamy
ruchem chwilowym ciata.

Ruch chwilowy ciala jest zatem wyznaczony przez podanie
funkeji wektorowej (6).

W ruchu postepowym wszystkie punkty majg te samg predkosé.
Funkcja (6) przyjmie wiec postaé o= const.

W ruchu obrotowym okolo osi I mamy dla punktu 4, ozna-
czajac przez o wektor predkodei katowej, a przez 0 dowolny punkt
na osi I (por. wzory (2) i (III), str. 46):
(7) 7=Mom, ® lub 7=04 Xw.

Ruch chwilowy ciata w chwili ¢ nazywamy ruchem chwilowym
postepowym, jezell wszystkie punkty ciata maja te samg predkodd.
Predkodé te nazywamy predkosciq chwilowq ruchu postepowego.

Ruch chwilowy ciata w chwili ¢ nazywamy ruchem chwilowym
obrotowym okolo osi I, jezeli pr@dkoééf punktéw ciata wyrazaja sie
wzorem (7), t. zn. jezeli predkodci punktéw ciata w chwili ¢ sg takie,
jak gdyby ciato obracalo sie okoto osi I. Predkodé o nazywamy
wektorem predkosei katowej chwilowej, a of 1 osig obrotu chawilo-
weqo.

Jezeli w kazdej chwili czasu ruch chwilowy jest obrotem okoto
prostej (niernchomej) I, to jest on ruchem obrotowym okoto osi I
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Obierzmy bowiem staty uklad wspolrzednych O(w,y,s), przyj-
mujac of ¢ za of #. Niechaj 4 bedzie dowolnym punktem eciata
0 wspbhrzednych 2,7,2, a @ wektorem predkodci chwilowej. Wowezas
0,=01 wy=0. Wedlug wzoru (7) rzuty predkosei 7 punktu 4 wynosza:

(8) Uy=E=Yws, V=Y =—Tw;, 0, =8=0.

Poniewaz 4=0, wiec z==const. Punkty biegng zatem po ptasz-
czyznach prostopadiych do osi I. Z réwnai (8) dostajemy i+ yy=0,
skad po scatkowaniu }#?4-}y?=const. czyli #*4y*=const. Punkty
ciata kraza tedy po plaszezyznach prostopadiych do osi I w statej
odlegtodei od I, a wiec cialo wykonywa obrét okolo I.

§ 6. Ruch chwilowy plaski. Niech figura plaska PoOruSZA
sie w plaszezyZnie II. Obierzmy w tej plaszezyznie dowolne dwa
uklady wspélrzednych: jeden staly (w,y), a drugi (£,7) porusza-
jacy sie ruchem postepowym i majacy poczatek w dowoluie obra-
nym punkcie M danej figury.

Ruch chwilowy figury wzgledem ukladu (&%) bedsie tedy
obrotem okoto punktu M (czyli okolo osi ! prostopadiej do I w pun-
kcie M). Predkosei wzgledne punktéw w chwili ¢ beds wiee takie,
jak gdyby figura obracala sie okoto punktu M
z pewng predkosdeia katows w. Mozemy zatem
powiedzieé, ze ruch chwilowy wazgledny jest
ruchem obrotowym okoto punktu M. Poniewaz
ruch ukiadu (&,7) jest postepowy, wiec pred-

// ; ko$¢ unoszenia jest jednakowa dla wszystkich
MM ______ .. bunktéw figury (str. 58) i réwna sie predkogei
¢ punktu M. Oznaczajac przez o predkodé

(bezwzgledna) dowolnego. punktu A, przez @ predkosé wzgledng
punktu 4, a przez % predkodé unoszenia (t.j. predkogé punktu M)
otrzymamy zatem (str. 58)

(1) b=+ .

)

Mozemy wobec tego powiedzied, ze predkodei punktow figury
gaé takie, jak gdyby figura wykonywala dwa ruchy réwnoczednie:
Jeden postepowy z predkosciy % dowolnego punktu M figury, drugi
za§ obrotowy okolo tegoz punktu M. ‘ »

' A wiec: ruch chwilowy figury w ruchu plaskim sklade sig & ruchu
chwilowego postepowego i ruchu chwilowego  obrotowego; ruch poste-
powy ma predkosé dowolnego punltu figury, za$ ruch obrotowy jest
obrotem okolo tego pumbktw. .
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Ruch chwilowy figury mozna przedstawié¢ na ogél na nie-
skonczenie wiele sposobéw jako zlozenie ruchu chwilowego poste-
powego i ruchu chwilowego obrotowego. Zalezy to bowiem od wy-
boru punktu M.

We wszystkich tych przedstawieniach jednak predkosei chwi-
lowe katowe sa réwne. Obierzmy bowiem na figurze dowolna of k
w chwili ¢ i niechaj &’ oznacza polozenie tej osi w chwili ¢+ 4t. Kat 4,
jaki of k' tworzy z osig k, jest réwny katowi, o jaki figura obrécita
sie okolo M w ruchu wzglednym, Widzimy stad, ze d¢ nie zalezy
od wyboru punktu M, a tym samym i o, bo w=IlimAdg/4L.

>0
W szezegélnogel ruch chwilowy moze byé ruchem chwilowym
postgpowym (jezeli predko§é chwilowa katowa « jest zerem) lub
ruchem chwilowym obrotowym (jezeli punkt M ma predkodé #=0).
Dla kazdego punktu 4 figury predkosé @ (obrotu chwilowego)
jest prostopadia do odcinka MA, przyczem |@=MA-w. Znajac
zwrot obrotu chwilowego, mozemy wiec wyznaczyé zwrot @, a na
stepnie otrzymad ze wzorn (1) predko§é 7 punktu A.

Niech teraz W==0 i w==0. Wesmy pod uwage na prostej I,
prostopadtej do % i przechodzgcej przez M, dwa punkty O i 0’
w odleglodei r od M, gdzie r=|u|/o.

Predkogei obrotu chwilowego w i w’ pun-
ktow O i O’ s prostopadle do 7, zatem réwnolegle
do w. Mamy ponadto [@|=M0 w=ro=[7| i po-
dobnie |%'|=|u|. Poniewaz w i @' maja zwroty
przeciwne, wiee dla jednego z punktéw O i 0,
np. dla O, mamy w=-—7u. Zatem predkosé
punktu O wynosi T=u+u==0. Jezeli wiec
poczatek ukladu (&,7) umiedcimy w punkcie 0,
to predko$é unoszenia bedzie zerem, ruch chwi-
lowy bedzie zatem obrotem chwilowym okoto 0.

Punkt 0 nazywamy $rodkiem obrotu chwilowego.

Predkosé 5 dowolnego punktu 4 jest prostopadia do odeinka O A
i ma zwrot zalezny od zwrotu obrotu chwilowego. Ponadto
(2) : |7 =04 w.

A wiee: ruch chwilowy plaski jest albo ruchem chwilowym poste-
powym, albo ruchem chwilowym obrotowym okoto $rodka obrotu chwi-
lowego.
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Wyznaczanie §rodka obrotu chwilowego. Srodek obrotu

chwilowego ma oczywidcie predko§é 0. Kazdy inny punkt ma -

wedlug (2) predkosé 940 (jezeli w==0). Istnieje zatem jeden tylko
§rodek obrotu chwilowego (gdy w==0).

M’ Jezeli w dowolnym pun-

g { / s—— koie 4 wykreslimy prostopadiy

J 4 _________ 4 Af,__.;/é fiux’/ do predkodei ¥ tego punktu, to

‘,(\\ " //;,’7\ an Q_j 57 frodek obrotu chwilowego znaj-

wox N T dzie si¢ na tej prostej (rys. 1).

L 5 5 Srodek obrotu chwilowego
mozna na 0gél wyznaczyd, zma-
jac predkosé ¥ jednego punktu, np. 4, oraz kierunek predkosci 7’
drugiego punktu A4'. Wykredlmy proste kik’ prostopadle do %i '
W punktach 4 i 4'. Punkt O przeciecia sie tiych prostych jost frod-
kiem obrotu chwilowego. Ze wzoru (2) otrzymujemy w==7] |OA.
Ziwrot obrotu chwilowego otrzymamy ze zwrotu predkogei .

Gdy proste k i k" sa réwnolegle, to ruch chwilowy jest ruchem
chwilowym postepowym.

Gdy proste & i &’ pokrywaja sie z soba, musimy w celu wy-
znaczenia ruchu chwilowego znad jeszcze predkodé 7 punktu A,
Znajomogé samego tylko kierunkn predkosci 3’ wéwezas nie wystarcza.

Gdy v="9', ruch chwilowy jest ruchem postepowym.

Gdy za§ 947, ruch chwilowy jest ruchem chwilowym obro-
towym. Oznaczajgec wowezas przez O frodek obrotu chwilowego
(lezacy oczywiscie na prostych % i &), mamy na mocy (2) [o]=04 v
i |#|=04"w. Zatem

® 04 |

04"~ o
Jezeli 71i%' majg zwroty zgodne (rys.2) i [5]<|7'], to punkt O
lezy na przedtuzeniu odeinka 4’4 poza punktem 4. Mamy wtedy
OA'—0A=A'A, skad na mocy (3)

(4) O0A=A4"4. Tﬂ%
Jezeli zaé‘ o1 7' majg zwroty przeciwne (rys. 3)y punkt O lezy
na odcinku A4’'. Mamy wtedy OA-+04'=44", skad na moey (3)

17l
ol -+ o]

(5) . OA=AA"
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Przyklad 1. Pret AB porusza sie W plaszezyznie w ten spo-
80D, %e oba jego konce 4 i B poruszajg sig stale po krzywych (i (.
Predkodei o) i %, punktéw 4 i B sg styczne do krzywych (i (.

Rysujae w punktach 4 i B prostopadte 0
do stycznych, otrzymamy érodek O chwilowego S
obrotu preta 4B, jako punkt przeciecia sie
tych prostopadtych, Oznaczajae przez o pred-
kodé chwilowy katows, otrzymamy:

[5,| =04-0, [5)=0B-o» i |5, /|7,) = 0AJOB.

Przyllad 2. W mechanizmie korbowym pret 4B porusza
sie w ten sposdb, ze jego koniec B polgezony jest przegubowo z pre-
tem OB unieruchomionym w 0, drugi za§ koniec A porusza sie
po prostej ! przechodzacej przez 0. Pret OB obraca sie okolo
punktu O z predkodeiy katowa . Jaka jest predkosé punktu 42
o Predko§é o' punktu B jest prosto-
padia do OB, a predko§é 7 punktu A
i ma kierunek prostej . Kreflae pro-
| stopadle do % i %, otrzymamy gro-
| dek 0, chwilowego obrotu preta 4B.

0 7 |
U Y0 Jest OB-w= [|= 0B - »;, zatem
wy=0B-w[0,B, skad

[o| = 0,4 w;=0,4-0B-w|0,B.

Przyklad 3. Uklad dwéch pretéw AO i 0B, polaczonych
przegubowo, porusza sig w plaszezyznie. Dane sg predkoei i,
punktéw 4 i B. Wyznaczyé predkosé punktu 0.

Oznaczmy przez aif katy, jakie two-
rzg predkosei v,'i 9, z pretami 04 i 0B,
przez 0 kat, jaki predkosé v punktu O two-
rzy z pretem 04, a przez ¢ kat A0B.

Poniewas rzuty predkodci 7 na prety
04 i OB s3 odpowiednio réwne rzutom _
T, 1 U, na te prety, wiec oznaczajae przez v, v, i v, wartodei bez-
wzgledne tyeh predkofei, otrzymamy:

(6) 0y CO8 @ == ¥ 08 6, Uy GOS8 f§ = vcos(p— d),

skad
cos(p-—0d) /cos d = v,c08 /v, C080,
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wiec cosg-+tgdosing=wv,cosf /v, cosa czyli
g 0 = (v, CO8 f—v; COSaCOS @) [V, COSausing.

Znajac d, wyznaczamy o z réwnania (6).

Przyklad 4. W plaszezyznie lezy uklad trzech pretow
AB, BC'i 0D, potgezonych przegubowo i unieruchomionych w 4 i D.
Pret AB obraca si¢ okoto A z predkoeia katows w,. Wyznaczyé
predkosé katowa w, preta CD okolo D.

‘ Punkty B i ¢ kraza po kolach

o srodkach 4 i Dj ich predkodei 7, i o,
sg zatem prostopadie do AB i OD. Sro-
dek obrotu chwilowego preta B otrzy-
mamy, prowadzae prostopadie do 7,17,
czyli przediuzajac odeinki AB i DC
do przeciecia sig w punkcie O. Punkt 0 jest frodkiem obrotu
chwilowego preta BC.

Oznaczmy przez o predkodé chwilows katowa preta B
Kiadac »=|7] i u,=|7), otrzymamy wiec:
(7) =080 i 0, =00" w.

Pret AB obraca sie okolo 4 z predkoscia katows my; zZatem
(8) n=AB-w, vy = C.D - .

Z (7)1 (8) otrzymujemy AB-w,=0B-w czyli w=AB w, /0B,
skad na mocy (7) 1,=4B-0C-0,/0OB, a poniewaz na moey (8) jest
w,=2y/CD, wigc
_AB-0C
———H—OB_OD(J)P ) J))

Przyklad 5. Dany jest uklad pre- {f?&?‘
téw polaczonych przegubowo w wezlach '
B, €, Di E. Prety AB, FDi EG mogy sie
obracaé okoto punktéw 4, F i @, ktére
83 unieruchomione. Pret GF obraca sie

i podobnie

(g,

\,
okolo & z predkoscig katowa w. Wyznaczyd \‘\0'\ “ !
predkosel katowe w’ 1w’ pretéw FD i AB \/\)‘{‘*%
okolo i 4. o

Oznaczmy przez o, T, 3, i 7, predkogci punktow &, D, (', B,
za$§ przez vy, vy, v, 1w, ich wartogei bezwzgledne. Punkty i
krazg po kotach o drodkach @i F. Predkodei wiee tych punktiw
89 prostopadte do EG i FD.

[§ 6] Ruch chwilowy plaski. 331

Niech O, bedzie punktem przeciecia prostopadiych do 3, i 7,
(t. . przediuzen pretéw GE i DF). Punkt 0, bedzie frodkiem obrotu
chwilowego preta ED, a zarazem tréjkata EDC, gdyz prety
ED, DC' i OF tworza uklad sztywny.

Oznaczajac przez o; predkofé obrotu chwilowego okolto 0,
ktérej zwrot wyznaczamy ze zwrotu 7;, mamy:
(9) vy = OB wy, 15 = 0.D - ;.

Zwrot ¥, wyznaczamy ze zwrotu predkodel katowej .
Poniewaz v,=GF o, wiec na mocy (9):
T GE __0.D-GE
(10) g = 0.F 0, g == 0.8 w

Pret F.D obraca sie okolo F z predkodcia katowa o, wiee
Vo=l D-0' czyli o'=w0y/FD. Na mocy (10) jest zatem
- , 0,D-GE
(11) o' = 057D .

Ziwrot o' wyznaczamy ze zwrotu T,

Predkodéd 7, punktu ¢ jest prostopadia do 0,(; mamy wiec
(12) vy = 0,( w,.

Zwrot ¥, wyznaczamy ze zwrotu obrotu okolo O,

Aby wyznaczyé srodek 0, obrotu chwilowego preta BC, za-
uwazmy, ze predkos§é 7, punktu B jest prostopadia do preta AB.
Kredlimy wiec prostopadle do predkosel 3, i 7, czyli przedinzamy
AB i (0O, do przeciecia sie w O,.

Oznaczajac przez o, predkosé katowa obrotu chwilowego
okoto 0Op, mamy:

(13) vy = 0,0+ w,,

Zwrot obrotu chwilowego otrzymujemy ze zwrotu 7.

Z (13) dostajemy:

(14) wy == 03/0,0, 1, =0,B-v5/0,C.

Zwrot 7, otrzymujemy ze zwrotu obrotu okolo O,.

Poniewas pret AB obraca sie okolo 4 z predkoscia katows o,
wige v,=AB-w" czyli o''=v,/AB. Stad na mocy (14), (12) i (10)
dostajemy

’[‘4 = OZB . (1)2.

_0sB-0,C-GE
TAB-0,0-0,E

Ziwrot predkosei katowej o'’ ofrzymujemy ze zwrotu 7,

w'’
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§ 7. Ruch chwilowy przestrzenny. Zajmiemy si¢ najpierw
przypadkiem szczegdlnym.

Obrét okoto punktu. Przypudémy, ze
cialo obracajace sie okolo punktu statego O,
zajmowato potozenie I w chwili ¢, za§ poto-
zenie I1 w chwili t 4+ 4¢. Z potozenia 1 w po-
tozenie II mozemy wiec przeprowadzié ciato
przy pomocy obrotu o kat Agp okolo pewnej
prostej . Zatézmy, ze gdy At dazy do 0, pro-
sta I dgzy do pewnej prostej I. Potdzmy
(1) lim dg /4t = w.

A0

Oznaczmy przez A dowolny punkt ciata w potozeniu I, a przez
A" odpowiedni punkt w polozeniu LI. Niechaj 8’ bedzie $rodkiem
kota, po ktérym porusza sig A przy obrocie okolo prostej I, zag §
polozeniem granicznym punktu 8§, gdy At—0. Oznaczmy wroszeie
przez ¥ predko$é punktu A. Mamy

’

? = lim >~
v o At ’
zatem
g ARt aysnd?
7 =1lim |=—| = lim Z = 1lin .22
[ ds0| At A0 At %}E(l) _A_qo i’
. 2
. - . de [ Adg
a4 poniewaz lm( — | L= iec ny 3y (
P waz J;*)O ’sm 5 / 9 ) 1, wiec na mocy (1)
(2) [o] = A8 - w.

'Zan%waimy, %e wektor A]_’/At jest prostopadty do I’ i tworzy
z odeinkiem 8’4 kat 90°—Ap/2; wektor jest tedy w granicy prosto-
Padly do 7 i AS. Predkodé punktu 4 w chwili ¢ jest zmatem taka,
jak gdyby ciato obracato sie okolo osi I z predkodeia katows .
Udowodniliémy wiec nastepujgce ‘twierdzenie:
. Ruch chwilowy ciala, obracajqcego sig wkolo pewnego punktu 0,
jest obrotem chwilowym wkoto 0si, preechodzacej preez 0.

Pr@(f_tkoé.é ¥ punktu 4 jest prostopadia do plaszezyzny IT prze-
chodzacej przez 11 4, skad 5 | 04, poniewaz 0A lezy *w IT.
. A wige: prey obrocie ciala okolo punkiu O predkodei punlktiow
ciala sq prostopadie do prostych. laceacych te punkty z punliem 0.

icm
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0§ T obrotu chwilowego lezy w plaszezyznie przechodzacej przez
punkt 4 i prostopadiej do predkodei punktu 4. Znajac wiee kie-
runki predkodei dwoéeh punktéw ciata, otrzymamy of obrotu chwi-
lowego jako krawedz przeciecia plaszezyzn, przechodzacych przez
te punkty prostopadle do kierunkéw predkodci. Predko§é chwilowa
katowsg otrzymamy z réwnogei (2). '

Przykiad 1. Kula 24 y2+22=1 obraca sie okolo §rodka O.
Dana jest predkodé » punktu A(1,0,0) w pewnej chwili ¢ oraz kie-
runek predkosei @ punktu B(0,1,0) w tejze chwili. Wyznaczyé os
obrotu chwilowego, predkodé katows i predkosé @ (w chwili t).

Poniewaz predkodé v jest prostopadla do OA, t. j. do osi ,
wige v,=0. Oznaczmy przez a, b, ¢ cosinusy katéw, jakie predkodé
@ tworzy z osiami ukladu wspélrzednyeh. Mamy oczywidcie b= 0;
gdyz @ jest prostopadie do OB, t. j. do osi 4.

04 chwilowego obrotu jest przecieciem plaszezyzn przeprowa-
dzonych przez O oraz przez A i B prostopadle do predkosel 7 i w.
Réwnania tych praszezyzn sg nastepujace:

(3) Yoy + 20, =0, ax + ez =0,
skad

2 __Yv _F.
) cla” vgfv, —1

Rownania (4) sa réwnaniami osi obrotu chwilowego.

Niech @ oznacza predko§é chwilowg katowa. Rzuty o na
osie ukiadu sy proporcjonalne do wspélezynnikéw kierunkowych
osi obrotu, t.j. do liezb efa, v./v, i —1. Oznaczajac przez 1 wspol-
czynnik proporcjonalnodei, dostaniemy:

(5) wy=Ac¢[a, wy= Az vy, Wy =—"A

Aby wyznaczyé 1, obliczamy predko§é o, opierajac sie na
wzorze 7=04 X o. Otrzymujemy v,=0, v,=21 i v.=2v:[v,, skad
A==y, wiee na mocy (5): ' ‘

(6) Wy, 0y =Tz 0=y
Poniewaz w==01 x w, wiee na mocy (6) jest

g
Wy == — Dy, Wy == O, Wy =—CVy d.
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Ruch chwilowy w przypadku ogélnym. Umie§émy
w dowolnym punkecie M danego ciata poczatek ukladu wspoélrzed-
nych (& 9,(), poruszajacego si¢ ruchem po-
stepowym. Poniewaz punkt M jest wzgledem
ukladu (&,7,{) nieruchomy, wie¢ ruch ciata
wzgledem ukladu (&,%,0) jest obrotem okoto
punktu M. Ruch chwilowy wzgledny bedzie
wiec obrotem chwilowym okolo o0si obrotu
chwilowego 7, przechodzgcej przez M.

Niechaj 4 bedzie dowolnym punktem ciala. Oznaczmy przez
predkodé bezwzgledna punktu A, przez # predkodé unoszenia,
a przez @ predkodé wzgledny. Zatem

(7) ==+ W,

Predkosé unoszenia % réowna sie predkodei punktu M, gdyz
ukdad (£,7,{) porusza sie ruchem postepowym. Predkodei punktow
ciala 83 zatem takie, jak gdyby ciato wykonywalo dwa ruchy réwno-
czefnie: jeden postepowy z predkodcia # dowolnego punktu M
ciala, drugi za$ obrotowy okolo pewnej osi przechodzgceej przez M.

A wige: ruch chwilowy ciala sklada si¢ » ruchu chwilowego po-
stgpowego o predkosci dowolnego punktu M tego ciata © ruchu chwilowego
obrotowego okoto osi obrotu chwilowego, preechodzqcej praez punkt M.

Ruch chwilowy ciata mozemy na ogét przedstawié na nieskon-
czenie wiele sposob6éw jako zlozenie ruchu chwilowego postepo-
wego i ruchu chwilowego Jobrotowego. Zalezy to bowiem od wy-
boru punktu M.

Wykazemy, ze prey wseystkich mogliwyech  praedstawieniach
wektory predkosei chwilowych katowych sq réwne (t.an. e osie obrotu
chwilowego sq rdwnolegte i predkosei chwilowe katowe sq réwne).

Przypusémy, ze punkt ciata M w chwili ¢ przeszedt w punkt M’
w chwili - 4t. Wzgledem ukladu stalego zmiana polozenia ciata
W czasie At jest zlozeniem przesuniecia MM’ i obrotu o kat Ag okolo
pewnej osi I'. Wzgledem ukladu (&,7,) zmiana potozenia jest tylko
obrotem o kgt Ag okolo osi ', uklad bowiem (&,1,0) wykonat w cza-
sie A¢ przesuniecie MM'. Zatem polozeniem granicznym osi I’
jest o8 I obrotu chwilowego, za$ predkodeig chwilowy katows jest
ngljl% Ag|At. ‘

icm

[s§7 Rueh chwilowy przestrzenny. 335

7 twierdzenia podanego na str. 318 wynika, ze gdyby$my w ciele
obrali inny punkt M,, to przy podobnych znakowaniach o I; bylaby
réwnolegla do V', przyczem Ag,=Agp. Zatem of obrotu chwilowego I,
przechodzaca przez M, jest réwnoleglta do 1 i predkodé chwilowa
katowa w; réwna jest w. Zaréwno wiee dla M jak dla M, wektory
predkogei katowych beda réwne.

Uwaga. Oznaczajac przez o wektor predkodei chwilowej ka-
towej, otrzymamy na mocy (III), str. 46, dla dowolnego punktu A4
Bw=MAx®, skad na moey (7)

(I) v=%+ MA X .

Predko§¢ unoszenia. Niech uklad wspoélrzednych (&,%,¢)
0 poczgtku M porusza sie w przestrzeni wzgledem statego ukladu
wspblrzednych (2,y,2). Uklad (£,79,) (wraz z punktami sztywnie
% nim zwigzanymi) mozemy uwazaé za ciato sztywne. Ruch lchwi-
lowy ukladu (&,,{) bedzie wiec zlozeniem ruchu chwilowego
postepowego z predkoscia 7, poezatku M ukladu i ruchu obrotowego
z predkogeia chwilows katows o okolo osi obrotu chwilowego, prze-
chodzgcej przez M. Predkodé unoszenia 7, dowolnego punktu A4, znaj-
dujacego sie w ruchu wzgledem ukladu
(&,1,0), jest to predkogdé, jakaby punkt 4
posiadal, gdyby byl zwigzany sztywnie
z ukladem (&,#,(). Zatem ¥, jest sumsg
predkosei 7, i predkosei @ obrotu chwi-
lowego. Wobee powyzszego mamy na
mocy (1)

(8) By =Ty + MA X .

A wiee: predkosé umoszenia dowolnego punkiu jest taka, jak
gdyby punkt ten byl zwigzany szitywnie z wkladem ruchomym wspdt-
ragdnych, a uklad ten wykonywal dwa ruchy réwnoczesnie: jeden po-
stepowy = predkoseiq poczatku ulkiadu, drugi zas obrotowy okolo osi,
prsechodzqcee] przez poczqtek ukladu.

Twierdzenie powyzsze podali§my bez dowodu na str. 62.

Skret chwilowy. Ruch chwilowy ciata nazywamy skrgtem
chwilowym albo ruchem $rubowym chwilowym, jezeli predkosé ruchu
chwilowego postepowego jest réwnolegla do osi obrotu chwilowego.

W szezegdlnodei ruch chwilowy postepowy lub obrét chwilowy
nazywamy réowniez skretem chwilowym.
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0§ skretu chwilowego nazywamy osiq $rodkowq obrotu chwi-
lowego. ‘

Przy pomocy twierdzenia, podatego na str. 319, udowodnimy
twierdzenie nastepujace: -

Ruch chwilowy ciala sztywnego mosna praedstawid, < to tylko
w jeden sposdb, jako skret chwilowy.

Dowéd. Zaldzmy, ze przeprowadziliSmy ciato z polozenia I
w chwili ¢ w polozenie IT w chwili ¢ + 4¢ przy pomocy skretu okoto
osi I’ (str. 319). Niechaj ! bedzie polozeniem gra-
nieznym prostej I, gdy 4t—0. Wezmy pod uwage
na I dowolny punkt O w chwili ¢ i oznaczmy
przez O' polozenie punktu O w chwilit-- A%, Pray
e\ przeprowadzaniu eiata z polozenia I w polo-
zenie 1L z pomocy skretu, punkt O zajmie po
przesunigcin potozenie 0y, a nastepnie po obrocie
okolo I’ o kat A przejdzie wpolozenie 0, Ozna-
czajac przez @ predkosé punktu O, mamy wiee

_ .00 . 00,4 0,0’
@ i e T e

00, , .. 0,0
= 1.' '1——1 - 11 —-«!’.......
;\1/30 At F;xﬁ%) At
Niech § bedzie $rodkiem kota, po ktorym punkt O poruszat
sie przy obrocie okolo osi I’ 0 kat de. Zatem [0,0'|=280,-sinAp/2,

?

. 10,0 . sin(de/2)] .. sin(Ap/2) | Ap
=lim 280, -|[—— - =lim 80, | L0 S
Sk@d }\}E(]; At A0 1 At A[,;.()L 1 A (])/2 At
o . |sin(dg/2) . . )01757
BWAZ =0, a lim|——— =1, wige liml-"—|=0,
Poniewaz Bﬁ 80,=0, a A(/l_}a A3 g Wi J/l_)n A

Na mocy (9) jest wige u—_—}im 00,/4t. Lecz 00|V, wiee z uwagi
>0

na to, ze I' dazy do I, gdy At—0, predkodé @ ma kierunek osi
ktéra jest osiag obrotu chwilowego, przechodzges przez . Ruch
chwilowy jest wige skretem, bo predkodé @ ruchu chwilowego po-
stepowego ma kierunek osi I obrotu chwilowego.

Punkty polozone na osi skretu chwilowego majg predkodei
réwne %, a przeto réwnolegle do osi skretu. Punkty potozone poza
osigy skretu majg predkodei, ktore nie sa rownolegle do osi skretu.
Predkodé takiego punktu jest bowiem sumy predkodei 7 i pred-
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kodci @ obrotowej, prostopadtej do % Zatem suma #-4+% nie jest
nigdy réwnolegla do % (a wiec i do l), chyba, ze w=0, t.j. ze punkt
lezy na osi skretu.

Wynika stad, ze ruch chwilowy daje sie przedstawié jako
skret chwilowy tylko w jeden sposéb. Gdybyémy bowiem przed-
stawili tenze ruch chwilowy jako skret okoto innej osi ;, to na mocy
twierdzenia na str. 334, proste 1 i I bylyby réwnolegle, a wtedy
predkosei punktdéw potozonych na I, bylyby réwnolegte do I, 11
co jest niemozliwe, poniewaz — jak dowiedliSmy przed chwilyg —
tylko punkty potozone na osi majg predkodei réwnolegte do 1.

Przyklad 2. Niech cialo porusza sie w ten sposdéb, ze ruch
chwilowy jest skretem o stalej predkogei postepowej % i obroto-
wej w okolo stalej osi I

Obierzmy of obrotu chwilowego za of 2. Oznaczmy przez o
i wepblrzedne w i @ wagledem osi 2. Predkogé o punktu A ciata
o wspdlrzednych @,y,2 wyraza sie na moey (I), str. 335, wzorem

=17+ 04 X,

gdzie O jest poczgtkiem ukiadu. Poniewas

oy=0, w,=0, v, =
i Ue=0, wy=0, w.=u, wiee:

(10) E=wy, Y=—or, F=u.
Ostatnie z rownani (10) daje po scatkowaniu
(11) =ut+e,

gdzie ¢ jest stalyg dowolng. Rozniczkujge pierwsze z réwnan (10),
otrzymamy &= wy. Podstawiajac na § wartosd z réwnania drugiego,
dostaniemy réwnanie &+ w2r=0, ktorego rozwigzanie ogélne ma
postad

(12) &= a8in wt+ bcos wt,
gdzie a i b sy stalymi dowolnymi. Poniewaz y=d/w wigc
(13) y=acos wt—Dbsin wt.

Przyjmijmy, ze w chwili t=0 punkt 4 mial wspéirzedne
We=Py, Yo=0 1 z,==0. Podstawiajac =0 w (11)-(13), dostaniemy
a=0, h==r 1 e¢==0, skayd:

Z=rcoswt, Y=-—rsinwl, s=ul.

= Banach. Mechanika, 22
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Punkt bedzie wiee poruszal si¢ ruchem  $rubowym (str. 55)
po powierzehni walca o osi 2 (gdyz #%4-92=1r?), zakrelajgc t. zw.
linig S$rubowq. Jezeli pobocznice walca’, rozwiniemy, to linia
§rubowa przedstawi sie jako prosta. Linia g$rubowa przecina
zatem wszystkie tworzace pod jednym i tym samym katem q.
Odleglodé dwéch punktéw sasiednich linii grubowej na tej samej
tworzgcej nazywamy skokiem $ruby i oznaczamy przez h. Mamy wiece

(14) - tga=2ra/h,

gdzie r jest promieniem podstawy walca. Poniewaz czas obrotu
wynosi 2z /|w| lub h/|%@|, wiec:

(15) h=2ajul/|w|, tga=rw|/|q|.

Wyznaczanie ruchu ciata. Obierzmy w ciele dowolny
punkt O o wspolrzednych @,y,2, Wagledem pewnego statego ukladu
wspblrzednych (z,y,2). Oznaczmy przez o predkodé chwilows, katows,
a przez % predkosé punktu 0. Punkt ciala 4 o wspélrzednych 2,,%
ma predkodé ((I), str. 335)

(16) =% 4 04 X &.

Poniewaz: v.=2, vy=y, v;=2 1 u.=i,, u,=7y,, =%, Wiec
dostajemy ze wzoru (16):

E=&o+ (Y —Yo)w:—(2—2p)wy,  Y=1jo+ (8—2p) 00— (0 —5)

(1n .
E=2+ (—20)wy—(y —Yo) .

Jezeli ruch punktu O i predkodé katowa @ dane sg pray o-
mocy funkeyij: .

By=f{(t), Yo=0(t), =o=p(t); we=a(t), wy=/p(t), wz=1y(t),

to (17) jest ukladem réwnan rézniczkowych, w ktérym funkejami
niewiadomymi sa funkeje z=F(1), y=0() i 2=¥(t), okreflajace
ruch punktu 4. Z réwnad (17) mozemy wyznaczyé funkcje
F, @, ¥, jezeli znamy polozenie poczatkowe punktu 4, predkodé
chwilowa kgtows @ i ruch punktu 0.

A wige: ruch ciala setywnego jest wyznwezony praeznastepujace dane:

a) polozenie poczatkowe ciala, |

b) ruch jednego jego punkiu,

¢) predkosé chwilowq katowa obrotu @ w kazdej chwili.
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§ 8. Toczenie i §lizganie. Nisch krzywa plaska €, poru-
gzajaca sie w swej plaszezyZnie J7, bedzie styczna w kazdej chwili
do pewnej krzywej nieruchomej ¢, lezacej w IT.

Jezell ruch chwilowy krzywej G jest obrotem chwilowym okoto
punktu styeznofci 0, to jej ruch chwilowy nazywamy toczeniem
gie krzywej C po (.

Wynika stad, ze przy toczeniu punkt stycznogei ma predkodd

zero. Punkt styeznosci jest srodkiem obrotu chwilowego.

Jezeli ruch chwilowy krzywej ¢ jest ruchem postepowym, to

“jej ruch chwilowy nazywamy $lizganiem sie krzywej ¢ po .

Predkosé ruchu postepowego przy $lizganiu réwna jest pred-
kodci punkfu styeznodei.

W przypadku ogélnym ruch chwilowy krzywej (! mozemy .
uwazad za zlozenie dwdéch ruchéw: jednego obrotowego okoto punktu
stycznogei 0, drugiego za$ postepowego z predkofeia punktu stycz-
nosei.

A wige: ruch chwilowy jest zloieniem toczenia i $lizgania.

Mozna udowodnié, ze podczas toczenia sie krzywej ¢ po krzy-
wej (' punkty styeznodei tworzg na obu krzywych luki réwnej
dhugosei (tuki OO0’ i AB na rysunku). Gdy np. kolo toczy sie po
proste]j I, to odlegltogé punktéw styeznoei
po catkowitym obrocie ;z6wna sie obwo-
dowi kola.

Toczenie i §lizganie powierzehni po
powierzehni okredlamy analogicznie.

Niech mianowicie powierzchnia X porusza sie w ten sposéb,
ze stale jest styczng do pewnej powierzehni nieruchomej X'

Jezeli punkt styeznodei ma predkod§é zero, powiadamy, ze
ruch chwilowy powierzchni X jest toczemiem po powierzchni X’.

Przy toczeniu ruch chwilowy jest obrotem okoto osi, przecho-
dzgcej przez punkt stycznodci. W szezegdlnoscei, jezeli powierzchnie
2'i 2" sy powierzchniami walcowymi lub stozkowymi, stykajacymi sie
wzdtuz tworzacych, wowezas przy toczeniu osig obrotu chwilowego
jest tworzaca, wzdiuz ktorej powierzchnie sie stykaja.

Jezeli ruch chwilowy powierzchni 2 jest ruchem postepowym,
powiadamy, ze ruch chwilowy powierzehni X jest §lizganiem po
powierzehni 2.

22%
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Linia $rodkéw chwilowyceh. Niech figura K porusza sie
po plaszezyznie I7. Wezmy pod uwage w kazdej chwili na plasz-
ezy#nie IT §rodek obrotu chwilowego. Srodki te utworzg na I/ pewng
linie (', zwang linig statq Srodkéw chwilowych.

Wezmy teraz pod uwage na figurze I w kazdej chwili punkt,
ktory w danej chwili schodzi sie ze $rodkiem. obrotu chwilowego.
Punkty te utworzg na figurze K pewng linie ¢/, poruszajacq si¢ wraz
7 figurg. Linie te nazywamy liniqg ruchomq Srodkiw chwilowych.

Na ogdt linie frodkdéw chwilowych: ruchoma (' i stada (' g
styczne do siebie w kazdej chwili i w chwili tej punkf ich styczno-
gci jest srodkiem obrotu chwilowego. Linia ruchoma porusza sie
zatem wraz z figurg K w taki sposéh, ze jej ruch chwilowy jest
w kazdej chwili obrotem okolo jej punktu stycznosel z linig staty (.

A wige: w ruchu plaskim linda ruchomea $rodldw  chwilowyeh
toezy sie po lindi stalej $rodkiw chwilowyeh.

Stozek osi chwilowych. Niech cialo K obraca si¢ okolo
punktu 0. Wezmy pod uwage w przestrzeni of obrotu chwilowego
w kazdej chwili. Osie te utworza pewna powierzehnie stozkowsy 37
o wierzchotkn 0; nazywamy ja stodkiem stalym osi chwilowych.

Weimy nastepnie pod uwage w ciele K w kazdej chwili te
prosty, ktéra w danej chwill schodzi sie z osia obrotu chwilowego.
Powierzchnig 2, jakg utworza te proste, nazywamy stoskiem rucho-
mym 08t chwilowych.

Powierzehnia X porusza sie wraz z cialem 1 jest na ogdl
styczna do 2.

A wige: prey obrocie ciata okolo punktu powierzehnia ruchoma
st chwilowyceh tocey sig po powierzchni statej osi chwilowyeh.

Powierzehnia osi §rodkowych. Niech cialo K wykonywa
w przestrzeni ruch dowolny. Wezmy pod uwage w przestrzeni of
skretu, t.j. of drodkowa w kazdej chwili. Osie te tworza pewns
powierzehnie X', zwang powierzchniq stalq osi srodkowych.

Wezmy takze pod uwage w ciele K w kazdej chwili prosta,
ktéra w danej chwili schodzi sie z osia frodkows. Powierzchnie B
utworzong przez te osie w ciele, nazywamy powierschniyg ruchomaq
0st $rodkowych.

Na og6t powierschnia ruchoma osi §rodkowych styka sie z po-
wierzehnig stala w kazdej chwili wzdtuz osi frodkowej. Rueh chwi-
lowy powierzchni ruchomej jest skretem okoto osi styceznoded.
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Przyllad 1. Kolo K o promieniu # toczy sie po prostej I,
przyezem srodek kola O porusza sie ruchem jednostajnym z pred-
koseig #. Poniewaz punkt stycznogei § jest §rodkiem obrotu chwi-

lowego, wigc oznaczajac przez o predkosé chwilows katowa, mamy
w=rw (gdzie n=|@|) czyl

(1) o=ulr.

Punkt 4 lezgcy na frednicy SO ma predkoéé réwna co do
wielkosei 2ro=2u; punkt 4 ma wigc predkosé 2.

///r < 2
/
(Ce:
\ C 7
\ /// 4
g

5~ {

Kola wagonu kolejowego majg brzegi wystajace od strony wewnetrznej
szyn, by zapobiec wykolejenin sie wagonu. Najnizszy wiee punkt kola wagonu
kolejowego (na rysunku punkt B) znajduje sie ponizej punktu stycznosei S.
Jego predkosé chwilowa ma zatem zwrot przeciwny niz predkoié pociagu
(t.j. &rodka kola O) i wynosi SB-w=wu-SB/r.

Jezeli np. pociag porusza sie z predkoscia 50 kn/godz, to istnieja na
kolach pociagu w kazdej chwili punkty majace predkosei chwilowe 100 km/godz
(na rysunku punkt ), a nawet takie, ktére biegna w przeciwnym kierunku
niz pociag (np. punkt B). . '

Wezmy pod uwage na kole i koto K’ o $rodku O i promieniu
0C'=r". Kolo pozostaje stale stycznym do prostej I'|l. Poniewaz
punkt ¢ nie jest $rodkiem obrotu chwilowego, wiec kolo to nie
toczy si¢ po I'. Ruch kola K’ jest zlozeniem toczenia i §lizgania
po prostej I'. Toczenie odbywa sie z predkoscia katowsa o, za§ §liz-
ganie ma predkos§é punktu C,t.j. SC-w.

Poniewaz cale koto K o promieniu r toczy sie po I, wiec od-
cinek S8, utworzony przez punkty stycznosei przy pelnym obrocie
kota, rowna sie obwodowi kota, t.j. 2zr. Odpowiedni odeinek OC’
dla kota. K wynosi réwniez 2nr. Nie jest on réwny obwodowi 2mr’
kota K’, poniewaz ruch kota K po prostej I’ nie jest toczeniem, lecz
ztozeniem toczenia i §lizgania wzdiuz tej prostej.

Przyklad 2, Xolo ((!) o promieniu r toczy sie po kole sta-
tym (¢') o promieniu 27, Kolo (C) znajduje sie¢ wewnatrz kota (C’)
(p. str. 342, rys. 1). Wyznaczyd tory punktéw kota (0).
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Niech A bedzie dowolnym punktem na obwodzie kola (C).
Poniewaz punkt stycznodei § obu kot jest §rodkiem obrotu chwi-
lowego, wiec predkodé 7 punktu A jest prostopadia do SA. Kie-
runek predkodci punktu A przechodzi zatem przez punkt O, lezgey
na kole (0) i na érednicy przechodzacej przez §. Poniewaz SO=2r,
wiee O jest §rodkiem kota (C'). Predkodé punktu 4 jest zatem stale
skierowana ku punktowi nieruchomemu 0. Punkt 4 porusza sie
wiec po prostej OA. Punkty polozone na okregu kola (¢) poruszajg
sie zatem po frednicach kola ((”). '

Niech teraz P bedzie dowolnym punktem wewnatrz koka ().
Przeprowadzmy przez P dowolng cigciwe AB. Punkty 4 i B po-
ruszajy sie¢ po prostych I i I, przechodzacych przez (. Poniewas
odcinek AB mie zmienia swej dlugodei, wiee na mocy znanego twier-
dzenia z geometrii analitycznej punkt P zakrefli elipse.

Przyktad 3. Stozek obrotowy toczy sie po plagzezyZnie I1
(rys. 2). Ruch chwilowy stozka jest wiee obrotem chwilowym okolo
tworzacej, wzdtuz ktérej styka si¢ on z plaszesyzng I1.

Wierzcholek W stozka lezy zawsze na osi obrotu chwilowego,
ma zatem stale predko$é zero, czyli pozostaje w spoezynku.

Oznaczmy przez o kgt miedzy tworzgeymi a wysokodcia i
stozka, przez O frodek podstawy stozka, a przez O’ vzut O na plasz-
czyzne II. Poniewaz 0'O=hsina=const., wiec punkt 0 porusza sie
po plaszczyinie réwnoleglej do I7. ‘

Odlegtosé punktu O od prostej I, prostopadlej do I7 w pun-
kcie W, wynosi MO=WO'=hcosa=const. Wynika stgd, z¢ punkt O
krazy po kole o drodku M, w plaszezyinie prostopadiej do I, a wige
obraca sie okolo prostej I '

Niech o bedzie predkodcig katows toczenin sio stozka, a o’
predkogcig katows $rodka O przy obrocie okoto osil. Niech wreszeie §
bedzie predkodeiy punktu 0. Mamy zatem [3=0'0-0 i o] - MO,
skad 0'=w-0'0/M0=w-0'0]W0', a wice

(2) o'=w©tga.
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Przyltad 4. Kula toczy sie w rynnie utworzonej przez dwie
plaszezyzny (rys. 3). , , : L

Poniewaz punkty stycznodei 4 i B maja predkodé zero, wiec
osia obrotu chwilowego jest prosta AB.

Oznaczmy przez » promien kuli, przez « kat miedzy plasz-
czyzhami rynny, przez o predkodé katows toczenia, wreszcie przez
predkodé drodka kuli O.

Odlegtodé drodka kuli od osi obrotu jest OM =1~sing~. Kladge

v=17], otrzymujemy zatem

(3) ! o L V=t sin%-

Przyllad. 5. Odcinek AB o diugodci d porusza sie w ten
§posdéb, ze koilce jego pozostaja stale na prostych 1 i m, prostopa-
dtych do siebie i przecinajacych sie w punkecie M.

Srodek obrotu chwilowego 0 otrzyma-
my, prowadzac prostopadte do 71 m wpunk-
tach 4 i B. Poniewaz M0O=A4B=d, wiec
grodki obrotu chwilowego tworzg koto ('
o drodku M i promieniu d. Xolo €' jest
wiec linig staly §rodkéw chwilowych. Po-
niewaz w kazdym polozeniu odcinka AB
kat AOB réwna sie =/2, wige linia ru-
choma $rodkéw chwilowych bedzie kotem ¢
o frednicy AB (por. przyklad 2).

§ 9. Skladanie ruch6w ciala. Dwa obroty réwnocze-
sne. Niech ruch chwilowy ciata K wzgledem ciala K, (. ]. wagle-
dem uktadu wspélrzednych, zwigzanego sztywnie z ciatem IK,) be-
dzie obrotem okolo osi I, z predkofeciy katowa o, za§ ruch chwilowy
ciala I, wrgledem ciala K’ obrotem okolo osi 1y z predko/éciag kg~
towsg @, MOwimy woéwezas, ze ciato K wykonywa wzgledem ciala K'
dwa obroty chwilowe réwnoczesne okolo osi I, i I z predkoseiami
katowymi w; i w,. :

Ruch chwilowy ciala K wzgledem ciata K’ nazywamy ruchem
wypadkowym tych dwéch obrotéw chwilowyeh; méwimy takze, ze
jest on rdwnowainy wktadows obu obrotdw. ‘

Przyjmijmy w ciele I; uktad wspétrzednych (£, 7,0), zas w ciele
K uldad wspolrzednyeh (w,y,2) (rys. str. 344). Niech 4 bedzie do-
wolnym punktem ciata K. Predko$é 7 punktu 4 wzgledem uldadu
(#,1,2) jest sumg jego predkodei wrglednej w wzgledem ukiadu
(& 5, &) oraz predkodel unoszenia @: '
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(1) b= W+ %

Poniewaz ruch chwilowy ciata K wzgledem ukiadu (&, #,L) jest

obrotem okolo osi I, z predkodcig katowsy w;, wiec (str. 325)
@) 7= Mom, @

Predkosé unoszenia 7@
{ punktu A otrzymamy, za-

J kladajae, ze punkt A jest
P / zwigzany sztywnie z ukla-
s dem (&, 9,¢). Uklad (&, 5,¢)

obraca sie okoto osi I,
z predkofeia katowa w,,

I

wiec
(3) T==MoIm  w,.
‘ Z (1), (2) i (3) otrzymujemy
’(4) T=Mom, @, Mom.4 @,

Jak widaé z tego wzoru, ruch chwilowy ciala K wzgledem K’
wyznaczony jest przez predkodei katowe @, i @, Nie potrzeba
przy tym podawadé, ktéora z nich jest predkodecia obrotu ciata K
wzgledem X, a ktora predkodcia obrotu ciala K, wagledem [

Przypuéémy,.ig osEa L, i I, przecinaja sie w punkcie 0. Wezmy
pod uwage wektor w=w,+ w, 0 poezgtku 0. Mamy (str. 17)

(5) Mom 4 w=Mom, ;- Moy wg,
skad na mocy (4)

(6) p=Mom, w.

.Ruoh ehwilowy. ciala K wzgledem K’ jest zatem obrotem
chwilowym okolo osi, przechodzacej przez punkt O, z predkogeig
katowa réwng sumie predkodei katowych @, i w, obrotow skia-
dowych.

. A w‘ch: wklad dwdch obrotow chwilowych réwnoczesnych oloto
0si, praecinajacych si¢ w punkeie O, jest rdwnowazny obrotowi okolo
osi, praechodzqcej preez 0, z predkoseiq katowaq réwnag sumie prediosed
katowyeh obrotéw sktadowych. ‘ ’

icm

[§9) Skladanie ruchéw ciala. 345

Przypusémy teraz, ze osie I, i I, sa rownolegle, przyczem
o+ w,#=0. Wektory o, i w, maja woéweczas wektor wypadkowy
w= 0, 0y, (la ktérego zachodza réwnosci (5) i (6).

A wiec: uklad dwdeh obrotéw chwilowyeh réwnoczesnych okoto
osi réwnolegbych, o predkosciach katowych majacych sume rézng od
zera, jest. réwnowagny obrotowt okolo osi réwnoleglej do poprzedwich;
polosenie iej 081 i pw@dkaéé katowa obrotu maokolo niej wyznaczona
jest przez wypadkowq predkosei katowych obrotéw skladowych.

Przypusémy wreszcie, ze osie I, 1 1, s3 réwnolegle, ale w, + w,=0,
t. zn. ze Zwroty obrotéw sg przeciwne; a wartodei bezwzgledne pred-
kofei katowyeh 83 réwne. W tym przypadku wektory w, i w, tworza
pare. Poniewaz moment pary jest wektorem statym, wiec na mocy (4)
wazystkie punkty ciata K majg jedng i te samg predkodé, réwna
momentowi pary @y, Wy, Ruch chwilowy ciala K wzgledem ciala K’
jest zatem ruchem postepowym. :

A wiee: uklad dwdch obrotéw chwilowych réwnoczesnych okoto
0si réownolegtych o predkosciach katowych r8wnych co do wielkosei,
lece majgeych zwroty praeciwne, jest riwnowainy ruchowi chwilowemu
POSLEPOWEMA.

Przejdsmy teraz do przypadku ogdélnego. Niech O bedzie
dowolnym punktem ciala K. Ukltad wektoréw w;,, jest na mocy
twierdzenia o redukeji (str. 24) réwnowaszny ukladowi, ziozonemu
z wektora @=m,~+ @, 0 poczatku O i pary o',—o’ 0 ‘momencie
réwnym momentowi ukladu w;,w, wzgledem 0. Dla kazdego pun-
ktu A ciata K mamy wiec Mom o, + Momy w,=Mom o+, gdzie
% jest momentem pary o',—w’. Na mocy (4) jest tedy

(7) ' p=Momy & -+ 7.

Zatem ruch chwilowy ciala K wzgledem K’ jest zlozeniem
ruchu postepowego o predkosei 7 punktu O i obrotowego o predkosei
katowej @ okolo osi przechodzacej przez 0.

A wiec: uklad dwdeh obrotéw chwilowych réwnoczesnych rowno-
wasny jest 2logemiu ruchu obrotowego okolo osi przechodeqcej preez
dowolny punlt O ciata i ruchu postgpowego o predkosei punkiu O;
wektor predkosel lqtowej ruchu wypadkowego réwny jest sumie wekto-
rdw prediosed katowyeh obrotéw skladowych.
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Skitadanie kilku obrotéw rownoczesnych. Otrzymane
wyniki mozna uogdlnié na kilka  obrotéw réwnoczesnyeh. Ruch
wypadkowy okredlamy podobnie jak dla dwdoeh obrotéw. - v =

Powiemy wiec np., ze ciato K wykonywa obroty réwnoczesne
okoto 08i Iy, I, 1 Iy z predkofeiami w;, w, 1w, wzgl¢dem pewnego ciata K,
jezeli ciato K obraca sie okolo osi I, z predkodcia katowa w, wagle-
dem pewnego ciala Ky, to zad ciato obraca sie okolo osi I, z predkoseig
katows w, wzgledem pewnego ciala K, a to ostatnic: obraca si¢
okolo osi I z predkoscia katowa w, wzgledem ciala K. _

Podobnie ruch chwilowy ciaka, KK wagledem I’ "n.ul,zyw;x,my
ruchem wypadkowym obrotéw chwilowyeh okoto osi I, by, Iy z pred-
kofciami katowymi ,, @y, @, ' '

Niech ciato I wykonywa kilka obrotow rdwnoczesnyeh z pred-
kofciami katowymi @), ws,.... Podobuie jak w przypadku dwocli
obrotéw, dowodzi sie, %e predkosd o dowolnego punktn A ciade A
wzgledem ciala statego /U’ wynosi

(8) T=Momy w,+Mom, @y--...

Predkodé 7 punktu 4 jest momentem ogélnym ukladu wekto-
réw predkosei katowych @, w,,...:

(9 T=Mom.s (o, wy...).
Jezeli wige dla dwu ukladéw obrotéw réwnoczesnyeh ulkkady
predkodei katowych

O, Wyye 1 @, ©5,...

83 rownowazne (str. 22), to ruchy wypadkowe tych obrotéw sa
te same. '

Pozwala nam to interpretowad twierdzenia rozdzialu 1 o ukla-
dach wektoréw jako twierdzenia o uktadach obrotéw réwnoczesnych.

_ Twierdzeniu o redukeji ukladéw welktordéw (str. 26) mozemy
wige nadaé brzmienie nastepujace:

Uktad Fkilkw obrotéw rdwnoczesnych o predkoseiach Latowyeh ‘

Wyy gy ... st zlozeniem ruchu postgpowego o predkosei dowolnego pun-
kiu O ciata i ruchu obrotowego o predkodei Taqtowej == 0y -y -}
okoto osi przechodeqce] preez 0.

Moy o : 1 . ; ' .
Twierdzenia 1-4, podane na str. 26, przybiora w tej inter-
pretacji postad:

icm
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1. Ulktad obrotéw réwnoczesnych 2 predkoseiami katowymi o, @y, ..
okolo osi preechodzacych praez jeden punkt O fest 7‘6wnow‘az'ny jed-
nema obrotowi 2 predkodeiq katowa w=w,+ 52+...‘ okolo osi prze-
chodracej preez 0. ' o

9. Uklad obrotéw réwnoczesnych z predkosciami Gy, oy ... okoto
o0si rdwnoleglyeh (okoto osi lesacych w jednej plaszezyinie II) jest
réwnowasny ruchowi obrotowemu okolo osi réwnolegle] (i okolo osi lesa-
cej w plaseezyénic II), gdy @4 ... 0, 2as ruchowi postgpowem,
gdy @+ wy+-...=0.

W mysl okreflenia parametru ukiadu wektoréw (str. 21), par
rametr uktadu predkosei katowych wy, @y ... Wyraza sie iloczynem
skalarowym K= (@~ B+ ...) - Moma(w,, @,,...), - gdzie 4 jest .do-
wolnym punktem ciata. '(.)zlm(zza,jfy({ praes o sume predkogel kato-
wyeh, mamy na mocy (9)

(10)

gdzie D jest predkodcia wypadkows punktu 4.

7 twierdzenia 4, str. 20, wynika, ze iloczyn skalarowy R
ma wartosé stata. W szezegélnogei dla K =0 uktad obrotéw réwno-
czesnych jest réwnowazny jednemu obrotowi lub ruchowi poste-
powemu (por. tabelke na str. 28). ‘

Jak wiemy, kazdy ruch ciala jest zlozeniem ruchu postepo-
wego o predkodei @ dowolnego punktu O ciaka i ruchu obrotowego
o predkosei katowej @ (str. 334). Ruch chwilowy mozemy wiec przed-
stawié jako zloZenie obrotu w z para @',—o' 0 momencie roWnynl .

Praypuiémy, ze ruch ciata przedstawiliémy w inny sposob jako
ztozenie ruchu obrotowego w, i pary obrotéw @},— 1. Poniewaz
wktaly @, @, —o' i O, —® s réwnowaine, gdyz prze(lgta-
wiaja ten sam rozklad predkosci w ciele, wigc sumy ich sa rdwne,
czyli = o;. Otrzymujemy wiecina tej drodze twierdzenie (udowod-
nione na str. 334), wedlug ktérego przy wszelkich przedstawieniach
ruchu chwilowego osie obrotu chwilowego sa réwnolegle i predkosel
chwilowe katowe sa réwne. .

Zauwazmy przytem, ze parametr ukladu o, ®’, —@' Wynosi
K =m-Momg (@', —o')=w©-7. Jezeli wiec w-7=0, to ruch chwilowy
jest obrotem chwilowym. : _

W szezogdlnoded, jezeli o |7, & wige jeseli 08 chwilowego obrotw
jest prostopadla do predkosei ruchiu posigpoweyo, to rueh chwilowy jest
péwnooainy obrotowi chailotwema.
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Na str. 27 udowodnilidémy, ze kazdy uklad wektoréw jest
rownowazny skretnikowi. Z okreglenia skretnika wynika, Ze ruch
chwilowy ciala sztywnego jest skretem, Otrzymalidmy zatem nowy
dow6d twierdzenia podanego na str. 336.

Ruch wzgledny eciala. Niech dane beda ruchy chwilowe
dwu ciat K, i K, wzgledem stalego ukladu wspélrzednych (u,y,2).
Wyznaczymy ruch chwilowy ciata K, wzgledem I, t.]j. wzgledem
ukladu ruchomego wqpolrzgdnvch (&,1,0), zwigzanego sztywnie
z ciatem K,.

Oznaezmy przez o, wektor pr@dkosel (*hwﬂowe] katowej ciala ;.
Ruch zag postepowy przedstawmy Jako zlozenie pary obrotéw
o predkosciach kgtowych wj, —®;. Podobnie puedsbawnny ruch
chwilowy ciala K, jako zlozenie obrotu , z parg obrotéw @}, —w;,

Predkogei bezwzgledna 7 i nnoszenia 3, dowolnego punkt u 4
ciata K, wynosza:

Up==Mom 4 (wz, ®3, —w3), By == MOy (01, B, — ©1).
Poniewas 5,=7,—75, ((I), str. BR), wige
(11) Up=Momy, (62, c_oﬁ_, .-——(32, —0_)1, —-5;, 5;)

Ruch chwilowy ciata K, wzgledem ciata K, jest zlozeniem
szeSeiu obrotéw réwnoczesnych. Na mocey twierdzenia o vedukeji
(str. 24) odnogny uklad wektoréw jest réwnowazny jednemu wek-
torowi w i parze o', —w'. Wektor @ jest predkoseia chwilows ka-
towa ruchu wzglednego, za§ moment pary @', —w’ rowny jest prod-
kofei ruchu chwilowego postepowego.

A wige: ruch chwilowy weglgdny ciata K, wagledem ciata I,
otrzymamy, dodajac do wkladu predkosei katowych, okreslajacych ruch
chwilowy ciala Ko, uklad predlodei katowych ze zwrotami praeciwnymi,
okreslajaeych ruch chwilowy ciala K.

Twierdzenie to wystawiamy zwykle krécej, moéwiae, %c ruch
cala K, wzgledem ciata K, otrzymujemy, skltadajge ruch

chwilowy ciata I, z ruchem chwilowym ciata I, o zwrocie
przeciwnym.

Przyllad 1. Szedcian wykonywa dwa rownoczesne skrety
okolo dwéch krawedzi wichrowatych. Niochaj #, m, 1 Ty, @y Ozn2-
czaja predkodei chwilowe katowe ruchu postepowego i obrotowego
tych skretow. Zajmiemy sie wyznaczeniom skretu wypadkowego.

[§ 9] . Sktadanie ruchow ciala. 349

Obierzmy uklad wspélrzednych w ten

P sposob, by jedna z krawedzi (okoto ktd-

__________ - ~ rych odbywajg sie skrety) lezata na osi ,

0, .,'/ E druga za$ na plaszezyznie yz i byla do
% 5 i osi y réwnolegla,

) ) Em Ruchy postepowe zastgpié mozemy

”‘/' “—  parami obrotéw @f,—of{ i wj,—w; 0 mo-

- mentach %; i %, Ruch chwilowy wypad-
kowy jest zatem réwnowazny ztozeniu
szefcin obrotéw réwnoczesnych:

(12) W1, ~—f, W1, W5, — Way .
Suma ukladu (12) réwna jest o= o, + @, zatem:
(13) ==y, Wy= w3, w,=0,

gdzie w; i oy 0znaCZA]Y odpowiednio rzuty wektorow o, 1w, na of xiy.

Aby obliczyé moment obrotéw (12) wzgledem poczatku O ukiadu,
ZAUWAZIY, Ze momenty par of,—o; i wy,—w; wynoszg odpowied-
nio %, i %, Moment w, jest zerem, gdyz w, lezy na osi x. Moment o,
jest prostopadly do plaszezyzny yz i rzut jego na of z Wynosi dw,,
gdzie o jest dlugoscia krawedsi sze§cianu. Oznaczajac wige przez %
moment obrotéw (12) wzgledem 0, otrzymamy:

(14) Up== Uy + A, U= U, U= 0,

gdzie w, oznacza rzut 7, na of x, za$ uy rzut T, na of y. Roéwna-
nin (14) przedstawiaja oczywifcie rzuty predkodel poczatku ukladu.

Ruch chwilowy jest wiee zlozeniem ruchu postepowego z pred-
kofeig % i ruchu obrotowego z predkoseia @ okoto osi przechodzace]
przez 0.

Predkodé dowolnego punktu A(x,y,2) wynosi wedtug wzoru (I),
str. 835, p=7+0AX®, skad na mocy (13) i (14)
(115) Ve== U1+ Q2 —2Bw2, Vy=1U2 +2m1, V=TWr—YW1.

Aby wyznaczyd of frodkows skretu, musimy znalezé punkt 4
taki, by jego predkodé miata kierunek wektora , t.zn. by 7=
przy odpowiedniej wartodci liczbowej spélezynnika 4. Musza wiec byé

spetnione roéwnania ve==iny, v=Aiwy i v,=0 czyli Def1=0y/ws 1 V,=0.
Wobee (15) dostajemy stad nastepujace rownania osi frodkowej:

(16) (y - g — 2y) [0y = (Ug + 2y [ w3 Bwy—yw;=0.
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Predko$é ruchu postepowego skretut rowna sie predkodei dowol-
nego punktu osi frodkowej, np. punktu 4(0,0,2); warto§¢ 2 obli-
czamy z pierwszégo z rownan (16), a nastepnie predkodé punktu 4
ze wzordw (15). Dostaniemy:

vy = kawy, vy = ks, 1= 0,

glzie k=[(u,+ aw,)w,+ t,w,]/(0*+ 0l)=10-0 | [o]*.

Przyklad 2. Precesja regularna. Jezeli cialo porusza gie
w ten sposdb, ze ruch chwilowy jest w kazdej chwili zlozeniom dwdch
obrotéw réwnoczesnych okolo dwoéch przecinajacych sie osi, z kté-
rych pierwsza [ jest nieruchoma w przestrzeni, druga zaf m ma stale
polozenie w ciele, przyczem predkodei katowe @y i @2 tych obrotéw
sg state co do wielkodel, to ruch ciala nazywamy precesjq regularnd.

Poniewaz z zalozenia osic 1 i m si¢ prze-
cinaja, wige ruch chwilowy ciala jost obrotem
z predkoseia katowa w=w,+w, okolo osi p
przechodzacej przez punkt przeciecia osi 11 m.
Zauwazmy, ze ruch chwilowy osi m  jest
obrotem chwilowym okolo osi I z predkodeig
katowa o, (obrét bowiem osi m okoto giebie
samej nie wehodzi w rachube). Zatem of m
obraca si¢ okolo osi I ze stala predkodeis
katows «,. Punkt przecigcia O obu osi jest wiec nieruchomy
i kat miedzy osiami I i m jest staly. Wynika stad, ze wektor w,
a wige i of p obrotu chwilowego, tworzy stale katy z osiami 1 i m.

0§ p zakvefla w przestrzeni stozek obrotowy . Slad osi P
w ciele jest réwniez stozkiem obrotowym X',

m

£

0

A wige: stoski osi obrotéw chwilowych, staty © ruchomy, sq stos-
kami obrotowymi o osiach 1 7 m.

04 ziemi nie zachowuje stalego kierunku w przestrzeni, lecz opisuje stozek
obrotowy okolo prostej prostopadlej do ekliptyki i przechodzgceej przes Srodek
ziemi. Czas obrotu osi ziemskiej trwa okolo 26.000 lat, zag kgt miedzy osig ziem-
ska a osia prostopadiy do ekliptyki wynosi 231/,9.

Przyjmijmy érodek ziemi za poczatek nltadu wspdtrzgdnyeh, POTUSLL] -
cego sie ruchem postepowym, i nadajmy osi & kierunek prostopadly o ekliptyki.
Osie @ i y beds wéwezas lezaly w ekliptyce. Wagledem tego ukladu wapdlrae-
dnyeh ziemia wykonywa ruch precesyjny vegularny. Osig staly w praestrzeni
jest of 2, osig staly w ciele jest oé ziemska.

icm
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Przyhlad 3. Dwa kol K, i K,, lezgce w plaszeayznie IT, obra-
iajg sie okolo swoich frodkéw z predkodciami katowymi o, i w,. Wy-

znaczy¢ ruch chwilowy wzgledny kota I0, wzgledem kola K, (rys.1).

Niech @; i w, oznaczaja wektory predkodei katowych, prosto-
padlych oczywidcie do IT (rys. 2). Ruch chwilowy kola K, ngle—
dem I jest zlozeniem dwdeh obrotéw réwnoczesnych w, i —o,.

Jezeli @,—w =0, to ruch chwilowy wzgledny kola K, jest ru-
chem. postepowym z predkoscia %, réwng momentowi pary (@,,— o).
Oznaczajac przed ¢ odleglo§é Srodkéw, mamy |%=dw,=dw, Pred-
kodé @ jest prostopadia do prostej 0,0, laczacej $rodki k6l K, i K,.

Jezeli za§ w,—w =0, to wektory w, i —w, majs wypadkows

 B==w,—m; 0 poczatku A, ktéry lezy na prostej 0,0, w punkeie,

wagledem ktérego moment ukladu w,, —w; jest zerem. Ruch chwi-
lowy wazgledny kola I, jest wiee obrotem chwilowym okoto pun-
ktu A z predkodeiy katows w.

Jofli @, i m, majy zwroty
praeciwne (jak na rys. 2), to
0ZNACZAJAC PYZeZ y, Wy 1 @
wartodei bezwzgledne pred-
kofei katowych, otrzymamy:

W=y~ Wa,

01,A.= 0102-w2/(w1-{~ wz). 1.

§10. Przedstawienie analityczne ruchu ciala sztywnego.
Predkodé chwilowa katowa. Przypudémy, Ze bada,my Tuch
ciata satywnego wzgledem ukladu wspohzednych (2,y,2). Obxerzm.y
uktad wspolhzednyeh (& 9,0) o poesmgtku M, zwigzany szbtywnie
z cialem. Polozenie ciala wrzgledem ukladu (z,y,2) bedzie wyzna-
czone, jezeli podamy polozenie uktadu (&7, ;), t. zn. Ws.pél‘rzedn.e
Ty Yoy 2y Punktu M 1 katy ag,as, a BisBasfls 1 Y12 Vs Vas jakie os%e
&9, tworzg z osiami @,y,2. Va0 o T I A

Niech 4 bedzie dowolnym punktem ciata. Oznaczmy jego
wspolrzedne wzgledem ukladu ruchomego przez &7, za§ wzgle-
dem stalego przez w«x,vy,%.

Znajac wspolrzedne &9, i polozenie ukladu rl%ehom_ego, n:o-
Zemy wyznaczylé wspolrzedne @, y, 2 pray pomocy wzoroxnf.(lp, stro. )4
Jozeli cosw, cosf i cosy ornaesyé praes aq, b i ¢ (gdzie i=1,2,3),
to wzory te prayjma postad:

== ity | g E - agm -1 ag €y Y=Yo+ b5+ Dan+ 058,
g=2y+ e & et gl
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Niech 7 bedzie predko$cig punktu 4 wzgledem ukladu (2,9,2).
Poniewaz z zatozenia uklad (£,7,{) jest z cialem zwigzany sztywnie,
wiee wspéhrzedne &,7,0 punktu A sg stale (niezalezne od czasu).
Rozniczkujae (1) (I pamietajac o tym, Ze a,a,,...,e3 83 funkejami
czasu t), otrzymamy:

2) Oy =g+ Ay £+ o0+ dig vy=Y=o+ b6+ Do+ by,
Vr=8=4y+ G E+ G+

Z geometrii analityeznej wiadomo, ze:

(3) ay+ a3+ a}i;l, bi -+ bs-+ b= 1,

(4)  @aytbibyt0103=0, ayagbibgteg=0, gty byby-- Colg== ().

2, o2, 3
1+ Ca-tog=1,

Rézniczkujae réwnania (3) i (4), otrzymamy:

(B) Gyl aobg+ agtig=0,  byby+byby+byby=0), €10y oyt gy == 0),

GGy~ bybyt 616y == —— gty —D by — 10,
(6) g3+ b,bg+ €163 =—diy g — by by— G, ¢y
(aliy+Doby+ Cola= — gty —Dbyby — Gyt

Niech w oznacza wektor, ktérego rzuty na osie ukladu (&m,0)
wyrazaja sie wzorami:

- _ N ; N . . ) » . A M
() @s=agly+boby+0pls) 4= agly+byby + 036y, wze= gty +-bybyt- 0,65,

‘ Utwérzmy rzuty ogwv,,0: predkodei & na osie &, L5 dosta-
niemy vs= @0+ bivy4-¢1v;, skad przez podstawienie wartodei
Dy Vyy V2 26 WZOTOW (2):

Ve= (g + by + €13¢) 4 (g + by by -+ 66)¢+
F(@dy+bibo+-€165) - (ayds+ byby+ ¢,65)C.

- Wspélc..zynnik przy & jest réwny zeru na moey (5). Wipdlezyn-
niki przy » i { 8§ na mocy (6) i (7) réwne odpowiednio wy i —awm,,.
Zatem l /
(8) Vz= Gy + by Yo+ e1dg) + oz — wyC.

‘Dla rzutéw predkodei % punktu M na osie @,y,2 dostaniomy
Ue=1gy Ug="1py Uz==2y, & dla rzutéw tej predkodei na osic ol
%= Qe+ by 2y Crat= o bygjy -+ ¢14 it.d.

Na mocy wiee (8) otrzymamy na, g (1 podobnie na »,,v;) wzory:

9)  vi=uston—oy,g,

V=t w0el— oy, vg= g & —wgn.
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Ze wzordw (9) wynika, ze predkoesé v jest suma: dwdéeh pred-
kodci: T=u-+w, z ktérych pierwsza jest predkofeia. punktu M,
a druga ma rzuty na osie &,%,¢:

(10) wi=owrn—wnl, Wy=wsl—wié, W= w,E—aw.

Poréwnujac te wzory ze wzorami (V), str.46, widzimy, e
W jest to predkodé, jaka mialby punkt 4, gdyby cialo obracalo sie
z predkogcia katowa @ okolo osi przechodzacej przez M. Wynika
stad, ze wektor w, okre§lony wzorami (7), jest wektorem predkogci
chwilowej katowej. -

Uwaga. Wzory (7) ulegajg uproszezenin, jezeli zalozyd, ze
w danej chwili ¢ uklady wspélrzednych (x,y,2) i (&,7,¢) schodza sie.
Przy tym zalozeniu mamy o =f,=7y,=0, pozostale za$ katy sa
réwne z/2. Zatem a,=b,=ecy;=1, a pozostate cosinusy sa zerami.
Na mocy (7) i (6) jest wéwezas:

wg=—0Cyy Wy wg=-—Db,.

= — (g,

Poniewas ¢,= C08y,, Wiee Gy=—(8iNy,)po==—7, zatem wi=y,.
Postepujge podobnie, otrzymamy:

WF=Wx=yy, W= wy=0a3, o= 0:=pi.

A wiee: jedeli osie ukladu ruchomego wspdlrzgdnych schodzq
sig w chwili 1 z osiami ukladu stalego, to rauty wekiora predkosei
chwilowej katowej na osie uktadu ruchomego sq pochodnymi katdw
Xne, Klw i LEy.

0§ drodkowa. Aby otrzymaé of §rodkows, nalezy wyzna-
czyé punkty, ktéryeh predko§ei maja kierunek wektora . Jezeli
wiec punkt A(&,7,¢) lezy na osi §rodkowej, to jego predkosé réwna
sie 7=Aw, gdzie 1 jest pewna liczbg stats. Przez podstawienie w row-
nania (9), otrzymamy stad réwnania osi §rodkowe;j:

Awg=us+ wrn—w,l, Awy=ty+ wsl —ozé,

(12)
)»CL);: u;+ wuf—wé"’],
skad
(13) Ust ogn—wnl gt ol—wif  utogf—wsm,

wE Wy

wg

Aby otrzymaé predkosé ¥ ruchu chwilowego postepowego przy
skrecie, pomnézmy obie strony rdéwnan (12) odpowiednio przez
g, wg. Dodajae je, otrzymamy
(14) Z(w'_f:—}-co'fl_—l—-ru‘é):ugws—i—%,l,w,?—]—ugw;;:z"b'a.

S. Banach, Mechanika. 23
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Poniewaz =Aw, wiec kladac w=|6|zW, dostaniemy
na mocy (14) 97:'—1%;7605, skad
(15) | [#|=[-@| /.

Jezeli 7 |, to %-o=0, skad na mocy (15) 7=0.

A wiee: jeseli predkodé ruchu chwilowego postepowego jest prosto-
padm do ost chwilowej obrotu, to ruch chwilowy jest obrotem (‘hﬂ)zlo-
wym okolo osi $rodkowe;.

Ruch plaski. Przypudémy, ze badamy ruch figury w plasz-
czy#nie IT. Obierzmy uklad wspélrzeduych staly (»,y) oraz ruchomy
(&,m) o poczatku M, zwigzany sztywnie z figurg. Oznaczmy puez
Lo Yo WSpOh‘Zane punktu M, za§ przez ¢ kat miedzy osiami £ a
Niechaj wreszcie A bedzie dowolnym punktem figury o wspol
rzednych @,y wzgledem ukiadu stalego, za$ &1 wagledem ukladu
ruchomego. Zwigzki miedzy tymi wspolrzednymi podaja wzory (1),
str. H4:

(16) w=xy+Ecosp—nsing, - Y=y, Esing-+neosg.

Niech » bedzie predkogecia punktu A. Poniewaz punkt 4 jest
zwigzany sztywnie z ukladem ruchomym, wiee & i % 83 stale. Roz-
niczkujae (16), otrzymamy

(17) vemd=dy—(E8ing+2c08p)d,  vy=4="Yo+ (£cOsp—7sing)g.

Poréwnujae (17) ze wzorami (16) i kladac

(18) w=q,
dostaniemy:
(19) V= B — (Y —Yp) @, Vy=1Yo+ (2 —y) 0.

A wiec: predkosé T jest sumq dwdch predkosci: T=u-W, = kid-
rych pierwsza jest predkodciq punktu M, druga zaé ma rauty ne osie
uktadu statego: ‘

(20) We=—(Y —1Y,) o, Wy= (I —Bg)w

Widzimy stad, ze @ jest to predkos§é jauks mialby punkt A,
gdyby figura obracala sie okolo punktu M(w,vy,) z predkoseia ka;
towy o (przyczem zwrot dodatni obrotu jest zgodny ze zwrotem
dodatnim kata). Zatem w=¢ jest predkofcia chwilowa katows.

:
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107 Przedstawienie analityczne ruchu ciala sztywnego. 3!
B A ywneg

Aby otrzymaé $rodek obrotu chwilowego, nalezy wyznaczyé
punkt o predkofci v=0. Oznaezajac wspilrzedne §rodka obrotu chwi-
lowego przez T i ¥, otrzymamy z (4):

0=2y—(J—1 o), 0=7y+ (T — o) o,

skad
(21) T=iy— Yo/, =Y+ %/

Katy Bulera. Wygodnym jest w 11iekt6rych rozwazaniach
okredlié polozenie ciala przy pomocy t.zw. katéw Hulera.

Niech cialo obraca si¢ okolo punktu 0. Obierzmy dwa uklady
wspolrzednych o wapélnym poczgtku O: staly (x,4,2) i ruchomy
(&,7,0), nwigzany sztywnie z cialem. Polozenie ukladu ruchomego
wyznaczymy, jak nastepuje.

Niech w oznacza linie przeciecia
plagzezyzn wy 1 7. Linie te nazywamy
liniaq westdw.

Linia w jest prostopadla do osi zil.
Nadajmy linii 4 taki zwrot, by uklad
o8l (&,z,w) byl lewostronny, t.j. zgodny
z przyjetymi zwrotami ukladéw (z,y,%)

i(&n,0).

Oznaczmy przez ¥ kat, o jaki nalezy obréeié of z okolo osi w
w kierunku dodatnim (t. j. od reki prawej ku lewej), aby kierunek
dodatni osi & pokryl kierunek dodatni osi . Podobnie, przez ¢
oznaczymy kat, o jaki nalezy obréeié¢ of w okolo osi { w kierunku
dodatnim, aby kierunck dodatni osi w pokryl kierunek dodatni
osi £ Wreszcie przez p oznaczymy kat, o jaki nalezy obrdcié of x
okolo osi # w kierunku dodatnim, aby kierunki dodatnie osi x i w
pokryly si¢ z sobg.

Katy 9,0,9 nazywamy kqtami Eulera.
1 Y y

Katy To wylna,(*zaja, polozenie osi & #,(, z wyjatkiem przy-
wowezas bowiem polozenie osi w,
a wiee i luuy Py, 88 nwokr(,‘élone.

Jezoli zad 901 9o, to kat p okresla polozenie osi w w plasz:
czysnie ry. Zmajac juz polozenie osi w, otrzymujemy polozenie osi £,
obracajac of 2 o kat ¥ (w kierunku dodatnim) okoto osi w, Wreszcie,
of & olrzymamy, obracajac o§ w okolo osi ¢ w kierunku dodatnim
o kat ¢

23*
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Katy Rulera zmieniaja sie w nastepujacych granieach:’
V<9<,

Ruch chwilowy ukladu (& #,{) jest obrotem okolo pewnej osi.
Niech @ bedzie wektorem jego predkodei chwilowej katowej. Roz-
16smy » na trzy skladowe 0, 0w, 1 0t W kierunku osi 2, w i . Zatem

S0 L 2,

=

0 < p< O

(21) @ = 0, -+ Ou+ 0.

OzNaczmy Przez o, 0y i 0z wspdlrzedne odpowiednich wektordow
wrgledem osi 2z, w i {. Zauwazmy, %e jezeli uklad (&,7,8) obraca
sie okolo osi 2, to katy 9 i ¢ nie zmieniajg sie, zas kat v jest katem
obrotu. Zatem przy obrocie okolo osi z predkosé chwilowa katowa
ukladu (&,7,¢) ma wielko§é . Poniewaz o, jest wektorem predlko-
dei katowej przy obrocie okolo osi =, wiege

(22) 0.=7p 1 podobnie op=19, o0g=q.

Pochodne zatem 1};,197,&) okredlaja wektor chwilowdj predkodei
katowej o, jezeli znamy polozenie ukladu (&,9,0), t. . katy v, 9 i ¢.

Wyprowadzimy teraz wzory na rzuty wektora © na osie
uktadu (&,7,0).

Obierzmy na osiach z i w wektory jednostkowe ki 7. Zatem
0,=0,k i Dp==0,7, wige Wedlug (22):

(23) o,=pk,  Op=17.

Rzut wektora & na of & wynosi cosd. Wektor k tworzy z plass-
czyra £n kat w/2—9, wiee rzut k na plaszezyzne &y ma dlugodé
sind i jest prostopadly do w (poniewaz of 2z jest prostopadla do w).

Rzut k tworzy z osiami £ i % katy =/2—¢ i w—y¢, wiec:

{24) ke=sin#sin g, ky=—sindcosp, foz== 08 9.

Rzuty wektora 7 na osie & i 5 wynoszg cose i sing, za§ rzut
na of { jest zerem. Zatem:

(25) F:=COS @, rp==8ing, Po=== (),

Rzuty wektora 0, na osie &, 51 { wynoszg na moey (23) i (24):
psindsing, —psindcosg i ¢ cosd, zad rzuty wektora o, na osie & it
83 na mocy (23)1i(25) réwne odpowiednio 19(ﬂ(’)3rp, '1‘)7s111.(/» 105 wresz-
cie rzuty wektora Oy na osie & » i ¢ wynoszy oczywidgcic 0, 0 i ¢.
Stad dostajemy na 1%1003" (21):

(I) o;=>0cosptpsindsing, wy,="JIsing—psindconqg, g peosd | ¢.

icm

[§11] Rozklad przyspieszen. 357
Wyznaczajae z (1) 4, v i ¢, otraymujemy:
o . . N " . . . .
(1) D=z CO8 @ wysin g, P = (0¢8in g — wy cos @) [sind,

@ = wr— (wgRin g — w, o8 @) cot d.

Znajac w kazdej chwili rzuty we wy i oz predkosci katowej o
na osie &, 7 i ¢ ukladu ruchomego, mozemy wiee wyznaczyé &, ¢ i
jako funkeje czasu, rozwigzujge uklad réwnan rézniczkowych (II).

Postepujac podobnie, otrzymujemy wzory nastepujace na rzuty
predkodei katowej w na osie z,y,# ukladu statego:
) wy=@ sin 9 cosy —Psiny,

W=+ coR D,

: ‘ . . wy8iny-+ wy o8
D=, CO8p—wysiny,  p= Zin 3 p O0¥

P == 0. —( xBiDY+ wycosy) cot B,

" wy=@sindsiny49 cosy,

’

(I1')

Katy Bulera w precesji regularnej. Zalézmy, ze podezas
ruchu ciata jest stale:
(26) ' H=0,

Ruch chwilowy ciala jest wiee w kazdej chwili zlozeniem
dwoéch obrotéw réwnoczesnych okolo osi 21§ z predkodciami ka-
towymi ¢ i ¢ o stalej wielkogei. O§ 2 ma stale polozenie w przestrzeni, .
of ¢ zad jest zwiazana sztywnie z ciatem. W tyeh warunkach ruch
ciala jest precesja regularng (por. str. 350).

p=const,  ¢=-const.

§ 11. Rozklad przy$pieszen. Ruch plaski. Jezeli figura
plaska obraca sie okolo punktu statego M z predkodcia katowa
zmienng o, wowezas kazdy punkt figury krazy po okregu kola. Przy-
$pieszenie p dowolnego punktu 4 figury jest wige suma przy$pieszenia
normalnego 7, skierowanego ku M, oraz przys$pieszenia stycznego
s, prostopadlego do MA. Przyépieszenia normalne i styczne okrgélone
sg wzorami (1) i (II), str. 45:

(1) Pr="T0% ‘
gdzie r=MA, za§ s=a jest przyspieszeniem katowym.

Niech « oznacza kat, jaki przyspie-
szenie p punktu A tworzy z prosta MA.
Wowcezas

(2) t/gu:::p[/p":—;‘g/w%_
Widzimy stad, e o jest jednakowe
icl A R
dla wszystkich punktow. o N

P="TE,

it o b
Doafa
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A wiec: w ruchu obrotowym figury okolo punltu stotego prayspie-
seenia punkidw figury sa proporejonalne do ich odleglosei od $rodka
obrotu § tworza katy réwne 2 prosiq taceaca te punkty ze srodkiem obrotu.

. Zalésmy teraz, ze figura porusza si¢ w plaszesyZnie zupelnie
dowolnie (rys. 1). Przyjmijmy dowolny punkt M figury za poczatek
ukladu wspdlrzednych (&,n),
poruszajacego si¢ ruchem po-
stepowym. . Przydpieszenie 5
dowolnego punktu A figury
bedzie sumg przydpieszer :
wrzglednego Pn i unoszenia
Pue Przydpieszenie unoszenia
réwna sie przy§picszeniu p,
punktu M. Ruch wzgledny
. figury jest obrotem okolo M
z predkodeia katows zmienng w. Mozemy wiee przydpieszenie
. wzgledne P, roztozyé na sume przy$pieszen (wzglednyeh): mnor-
malnego P, i styeznego . Zatem

(3) : P=Ty+ Pw=Dy+ Pap,, + Pap,

A wige: w ruchu plaskim preyspieszenia punlktow figury sq sumanyi
prays$pieszenia dowolnego punktu M figury i pray$pieszen, jakie miatyby
te punlkty prey obrocie figury okolo punktuw M (jako punktu stu.lego‘)
z predkoseiq katowq (obrotu chwilowego figury) w i z prey$pieszeniem
katowym e=a.

Jezeli w==0 lub &#0, to przys$pieszenie wzgledne 7, tworzy
z prostg MA kat o okreflony wzorem (2) i kat ten jest staly (11‘21,
wszystkich punktéw figury. ‘

Przeprowadzmy w tym przypadku przez punkt M prostg 1,
tworzagfzay kat a z kierunkiem przydpieszenia P, punktu M (rys. 2).
Pr.zyépleszenia wzgledne punktéw polozonych na prostej I beds
miaty kierl'mek przyspieszenia 7, Poniewaz przydpieszenia wzgledne
8g proporcjonalne do odleglofei od M, wiec na prostej ! rajdzienmy
punkt O, ktérego przyspieszenie wzgledne bedzie réwne — Ty 'Przx;-
§pieszenie punktu O bedzie wiec zerem. R

Punkt O nazywamy $rodkiem chwilowym preyépiesaedn.

icm

- przez P przy$pieszenie punktu A, otrzymamy

;

f§11]

‘Rozkiad przyipieszen. 359
Jozeli zag w=0 1 =10, to przyspieszenia wszystkich punktéw
figury sa réwne (mianowicie, réwne przyspieszeniu punktu M).
A wige: jezeli przys$pieszenia punkidw w ruchu plaskim figury
nie sq réwmne, to istnieje punkt, kidrego preyspieszenie jest réwne zeru.

Przy$pieszenia punktéw s zatem takie, jak gdyby figura
obracala sie okolo §rodka chwilowego przyspieszen (jako punktu
stalego) z predkogcia katowy o i z przySpieszeniem kgtowym e=0,

Przyépieszenia punktéw figury sg proporcjonalne do odleglosei
od $rodka chwilowego przyspieszen i tworza katy réwne z prostymi,
laczacymi te punkty ze §rodkiem chwilowym przy$pieszen.

Ruch 'w przestrzeni. Jezeli cialo obraca sie okolo punktu
statego O z predkoseig chwilowa katows w, wowezas predko§é do-
wolnego punktu A ciala wynosi
(4)

T=FX 0, '
gdzie 7=0A. Tworzac pochodna i oznaczajac

A e V(U /
P=FX0+TX0. /
I/ r
Poniewaz () jest z zalozenia punktem Vi
statym, wiec F=70; zatem 0
(b) P=TX0O+FX0.

Jezeli cialo obraca sie okolo osi stalej z predkoscia katowa
stalg o, to w=0, skad na mocy (5) P=7X0. 7Z drugiej strony,
kazdy punkt ma wowezas przyspieszenie dosrodkowe olwp, gdzie ¢
oznacza odleglogé tego punktu od osi obrotu. loczyn TX® jest wige
przyépieszeniem, z jakim poruszalyby si¢ punkty ciata, gdyby ci'alo
obracalo sie okolo osi statej z predkoseia katowa staty . Iloczyn
sad Fxo—Momuo przedstawia predko§é, jaka mialby punkt 4,
gdyby cialo obracalo sie okolo osi stalej z predkodcia katows w-
Pochodna ® ma na ogél inny kierunek niz ®. Jezeli ® ma kierunek
staly (t.zn. gdy of obrotu jest stata), to » ma kierun(.ak w, zatem
Fx® ma kierunek predkogei . W tym przypadku 7xXo jest przy-
¢pieszeniem stycznym, zas Fxw przy$pieszeniem normalnym.

Zalézmy teraz, Ze eialo wykonywa W przestrzeni ruch do-
wolny. Rozlktad przyspieszen otrzymamy wowcezas, przyjml_ljagc do-
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wolny punkt O ciala za poczatek ukladu wepdlrzednych . (&,9,7),
poruszajacego sie ruchem postepowym. Przyépieszenia punktow beda
sumami: przyépieszenia unoszenia (t. j. przyépieszenia punktu O0)
i przyépieszenia wzglednego. Ruch wizgledny bedzie obrotem okolo
“punktu 0. Zatem przyépieszenie wzgledne dowolnego punktu 4
wyrazi sie 'w mysl (5) wzorem

360 ROZDZIAE VII. Kinematyka ciala satywnoego.

(6) Pur= Doy X B+ F X 0,

gdzie 7=04, z7a$ ¥, oznacza predkosé wzgledns punktu A. _
Interpretacja iloczyndéw ouXw i Fxw jest podobna jak pray

“obrocie ciata okolo punktu stalego. Oznaczajac przez P przysépie-

szenie, a przez ¥, predkosé punktu 0, zas przez predkodé punktu 4,

otrzymamy B,=7—70, a wiec przyspieszenie punktu A wyniegie

na mocy (6)

(7) =P+ (B—Bp) XB+F X 0.
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