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ROZDZIAE VI 1)
STATYKA CIALA SZTYWNEGO
I. Cialo swobodne

§ 1. Cialo sztywne. Cialo materialne, ktére mimo dziatania sit
nie doznaje zadnych odksztalcen (t.j. w ktérym odleglosci wzajemne
punktéw ciata nie ulegaja zmianie), nazywamy ciatem sztywnym.

Cial sztywnych w przyrodzie nie spotykamy, poniewaz kazde cialo mniej
lub wiecej odksztalea sig pod wplywem dzialania sit. Jezeli jednak jakie$ ciato
doznaje niewielkich tylko odksztatecef pod wplywem sit nie przekraczajacych
pewnej granicy, mozemy za model takiego ciala przyjaé cialo sztywne i wnioski,
jakie wyprowadzimy, beda w przyblizeniu zgadzaly sie z doSwiadczeniem (o ile
gity sa nieduze). Stad pochodzi wielkie znaczenie teorii ciala sztywnego dla
zagtosowan praktycznych.

Zajmiemy si¢ po kolei statyka, kinematyks i dynamiks ciata
sztywnego.

Oprécz bryt materialnych sztywnych spotkamy sie w teorii
ciata sztywnego z powierzchniami i linjami materialnymi sztywnymi
(str. 171) jako modelami cial, w ktérych jeden lub dwa wymiary
53 male w poréwnaniu z pozostatymi. Przykladami cial takich sa
plyty, prety, druty it.p.

Uktady sztywne punktéw materialnych. Czesto okazuje
sie korzystnym uwazaé ciato sztywne za zbiér (ukiad) wielkiej liezby
punktéw materialnych. Zakladamy woéwezas, ze punkty materialne
dzialaja na siebie z pewnymi sitami, ktére sprawiaja, ze ukiad pun-
ktéw jest sztywny, t.j. ze wzajemne odleglodei jego punktéw nie
ulegaja zmianie. Sity te nazywamy silamé wewnglrznymi.

1) Do zrozumienia tego rozdziatu wystarczaja wiadomofel zawarte w roz-
dziatach T i ITI (od str. 70 do 76) oraz twierdzenia o érodku ciezkoéei z rozdzialu IV,
zawarte w §§ 1, 2. 6, 71 8.


pem


236 ROZDZIAL VI. Statyka ciala satywnego.

O sitach wewnetrznych zakladamy, Ze stosuje si¢ do nich
prawo akeji i reakeji Newtona (str. 74), 6. zn. ze dwa punkty
dziataja na siebie z sitami réwnymi co do wielkodei 1 wprost prze-
ciwnie skierowanymi wzdluz prostej laczacej te punkty.

Opréez sit wewnetrznych dzialaé moga na punkty uklawdu inne
jeszeze sity, kfbre nazywamy sitami zewnglranyma.

Jezeli wige clalo sztywne uwazamy za uklad sztywny punktow
materialnyeh, to sity dzialajace na ciato sztywne s sitami zewnetrz-
nymi, dziatajacymi na punkty ukladu.

Moina mieé watpliwosé, cay dopuszezalng jest vaocsy uwazaé cinlo Bty wie
za uklad punktéw materialnych. Zalozenie to mozemy jeduak usprawiedliwis
w ten sposéh, ze dzielae cialo sztywne ua bardzo wicle drobnyel caedel i zusto-
pujac kazda z nich punktem materialnym o tej samej masio, otrzymamy ulklad

sztywny punktéw materialnyeh, przedstawiajacy dane cialo ze macsn ym pray-
blizeniem.

Jakkolwiek wige zalozenie, ze cialo sutywue jost zhiorem  punktdw
materialnych, nie jest poprawne, bedziemy si¢ nim poslugiwali, poniowas
upraszcza Ono rozumowania i prowadsi do wynikéw zadowalajacych. Wiakeiwio
jednak nalezy teorig ciata sztywnego i teorie sztywnyeh ukladow punktow ma-
terialnych traktowaé odrebnie. ’

§ 2. Sita. Punkt zaczepienia sily. W teorii ciata sztywnego
przyjmujemy, ze punkt zaczepienia (poczatek) sity, dzialajacej na cialo
‘ sztywne, moze do ciala nalezeé lub nie; w tym
ostatnim przypadku zakladamy jednak, zo
punkt zaczepienia jest satywnie z cialom zwig-
zany (wyobrazamy sobie np., ze punkt zu-
czepienia jest polgczony z cialem przy  po-
mocy sztywnych pretoéw bez masy). Dzialanie
sity bedzie wiee wowezas takie, jak gdyby punkt zaczepienia do
ciata nalezal.

Moment wzgledem punktu. Jezeli sita P zaczepiona
jest w punkeie 4 o wspétrzednych @,Y,2, to moment sily wzgledem
punktu O o wspélrzednych Zoy Yo% Ma na osie ukladu rzuty
(str. 17, (I)): '

(1) M= Py(z—zy) — P, (y —0), My=P,(x~ny) —P(2 —20),
M= P.(y —y) — P, (0—m).

W szezegdlnodei, gdy 0 jest pooczgtkiem uldadu, 6. j. ady

Zy=Yo=2,=0, dostajemy:

,(2) M= Py z2—P, Yy _M.y =P,z -—P.\,z’ M, = v‘l).":,/ - P!],‘I}.
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[§2] 1.

7 okreslenia momentu (str. 17) wynika, ze
(3) | M| =Py
gdzie h oznacza odlegto$é punktu O od polozenia sily P (t. _] od
prostej, na ktorej lezy P); odlegloéé te nazywamy ramientiem sity P
wegledem punkin O.

Moment sily P wzgledem osi I otrzymamy, obierajac do-
wolny punkt O na I i tworzac nastepnie rzut na of I momentu sity P
wzgledem O (str. 18). ~

Jezeli na prostej I dany jest zwrot, to moment sity P wazgle-
dem osi ! okreslony bgdzi% przez podanie jego wspbhrzednej wzgle-
dem tej osi. Wsp6lrzedng t§ nazywamy réwniez (jezeli nie ma obawy
pomytki) momentem sity P wzgledem osi L.

Jezeli 0§ 1 przechodzi przez punkt O(wg, ¥, %) 1 tworzy z osiami
ukladu wspéhrzednych katy «,B,y, to oznaczajac przez M mo1'nent
sity P wzgledem 0, za$ przez M; moment wzgledem osi I, dostaniemy

(4) M,=M, cos a-+M, cos f+M, cos y
dzyli na mocy (1)

(5) M =P, [{y —¥o) co8 y — (¢ —=0o) cOs f]+
+ P,[(z —#) 608 a — (& —a0) €08 y]+ P [(#—mo) cos ﬁ—»(y—yo) cosal.
W szezegbélnosei, gdy punkt O, przez ktéry przechodzi of 1,
jest poczatkiem  ukladu Wspéh*zgdnych, t.j. gdy @y=Yyo=2,=0,
otrzymamy .
(6) M,= P.[y cos y—z cos B+
-+ Py[z cos a—u cos y]+ P.[z cos f—y cos al. ;
Rzuty M., M,, M. we wzorach (1) i (4) 83 momentami sﬂy P
wzgledem osi réwnoleglych do osi @,y,2 i przechodzacych przez O,
za$ we wzorach (2) wzgledem osi #,¥,z. .
Jezeli przez d oznaczymy odlegloé_é osi .l
od sity P (Scidlej: od potozenia sily P, t.]j.
prostej na ktérej P lezy), za$ przez @ kat mie- .
dzy 1 a P, otrzymamy (str. 18, wzér (III)) 11\ @\)
(7) | M| =|P| d sin a. N /&7/
Jezeli w szczegélnodei P_| 1, czyli a=m/2, to @
(8) - |M|=|P|a.
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7Zmak momentu M, ofrzymujemy % reguly nastepujacej:

M;>0, jezeli sita P stara sie obrécié ciato okolo osi I w kie-
runku przeciwnym ruchowi wikazéwek zegarka (wzgledem. cztowieky
majacego stopy w dowolnym punkeie 0 osi 1, glowe zad mwrdcony
w Ikierunku osi I); w przeciwnym razie M;<C0.

Przy pomocy powyzszej reguly i wzoru (7) mozemy wyzna-
czyé M,, znajac |P|, d i a. B

Jezeli sita P 1 punkt O lezg w pewnej

plaszezyinie IT (rys. 1), to moment ) ity P
wzgledem O jest prostopadly do plaszezyzny I1.
Zatem M réwna sie wtedy momentowi sity P
wagledem osi I, prostopadlej do II i przecho-
dzacej przez O:

| M| = | M.

Jezeli badamy np. uklad sil lezacych w plasaezyznie wy, wow-
czas przyjmujac, ze O lezy réwniez w xy, mamy My=0 i M, ==0.
Moment wzgledem osi rownoleglej do 2, t. j. M=, nazywamy wowezas
krétko momentem wzgledem O i oznaczamy wprost przez M. Zatem

(8) M=P.(y—yo) —Py(z—w0) Iub M=P,y—P,uw.

Przypudémy np., ze wykredliliSmy osie x,y
jak na rysunku 2. Nalezy zatem przyjaé of 2
skierowana pionowo w d6l. Jezeli wiec chcemy
wyznaczy6 moment sity P wzgledem jakiegod
punktu 0, to nalezy pamietad, ze M>0, gdy
sita stara sig obrécié kartke papieru okolo O
w kierunku wskazéwek zegarka (t.j. tak jak
na 1ys. 2); W przeciwnym razie hedzie M<0, 9.
jak dla sity Q.

Majge dane ramie h, mozemy wiec ze wzoru (3) otrzymad M,
wyzhaczajac znak w sposéb wyzej podany.

Réwnowaga sil. Jezeli cialo sztywne jest w spoczynku to
méwimy, ze jest w rdwnowadze. O sitach zas dziakajgeyeh na ciato
sztywne, pozostajace w réwnowadze méwimy, e sic rduwnowasaq (g
w réwnowadze) lub ze sig znoszq.

Statyka zajmuje si¢ badaniem warunkow, jakim muszy cxynié
zadodé sity, bedace w réwnowadze. »
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i Nalezy zwrécié uwage na rdéznice, jaka zachodzi miedzy réwnowaga ciata
a réwnowags sit. Cialo jest w réwnowadze wtedy i tylko wtedy, gdy jest w spo-
czynku. Jezeli ciato jest w réwnowadze, to i uklad sil, dzialajacych na nie, jest
w réwnowadze. Na odwrét jednak, jezeli uklad sit dzialajacych na cialo jest
w réwnowadze, to nie wynika stad jeszcze, by ciato musiato byé w réwnowadze,
poniewaz moze sie ono np. poruszaé¢ ruchem jednostajnym postepowym.

Warunki réwnowagi sit wyprowadzimy na razie niezaleznie od
zasad dynamiki, zakladajae pewne hipotezy dosé oczywiste. Oka-
zemy pézniej (w rozdz. 1X), ze warunki roéwnowagi wynikaja z t. zw.
zasady prac praygotowanych.

§ 3. Hipotezy ré6wnowagi sil. Aby wyprowadzié warunki
réwnowagi ciata szbtywnego, przyjmiemy hipotezy nastepujace:

X. Do uktadu sil, dziatajacych na ciato sztywne znajdujace sie w row-
nowadze, mozemy bez zachwiania réwnowagi doto2yé (lub z uktadu usunad):

a) dwie sily réwne co do wielkosei,

i detatajace wadluz tej samej prostej, lecw .
wprost praeciwnse skierowane;
al o

b) kilka sil o wspdlnym punkeie za-
caepienta, ktorych suma jest zerem.

II. Sily zerowe réwnowazq sig; innymi stowy: jeieli na cialo
ctywne nie dziataja Zadne sity, to ciato moze porostawaé w réwnowadze.

| Hipotezy powyisze mozina sprawdzié doswiadezalnie. Wypro-
wadzimy z nich warunki konieczne i wystarczajace dla réwnowagi
gil. Na razie zajmiemy si¢ pewnymi wnioskami, wyplywajacymi
z przyjetych hipotez. ‘ A

§ 4. Przeksztalcanie ukladéw sil. Opierajac sie na okres-
leniu przeksztalcen elementarnych (str. 29), mozemy hipoteze I wy-
powiedzié jak nastepuje:

1. Jeseli cialo sztywne jest w rownowadze, to. bez zachwiania
réwnowagi mosemy wykonaé na uktadzie sit. dziatajacych dowolne
przeksztateenia elementarne,

Zmiana punktu zaczepienia sily.Z twierdzenia 1), str.29,
wynika, ze )

10 punkt zaczepicnia siby modemy obraé gdziekolwiek na prostej
jej deiatania. .

W praypadku rownowagi dziatanie sity bedsie wige okreslone,
jezoli podamy jej wielkodé, kierunelk, zwrot i poltozenie, za$ punkt
saczopienia sity jest rzecza obojetna. Na mocy tw. ze str. 18.
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wnosimy stad, ze dziatanie sity P hedzie wyznaczone, jezeli podamy
jej Tzuty i rzuty jej momentu M wzgledem dowolnego punktu. Rzuty:

(1) Py Py, Pry My My, M.

okredlaja wiec dzialanie sity na cialo sztywne. Zauwazmy, Ze ponio-
waz M | P, wiee iloczyn skalarowy I -P jest zerem czyli

(2) ' " M. P+ MyPy+ M.P.=0
Na og6l wiec pieé sposréd liczb (1) wystarcza do okreSlenia
sity; széstg mozemy otrzymaé z réwnania (2).
Prawo skladania i rozkladania sil. Z twierdzen 2)i3),
str 29, wnosimy, Ze: '
20 Kilka sil za(wemom/('hw jednym punkeie, mosemy
zastapié ich suma, zaczepiong w tym samym punkeie,
30 kasdg site mosemy zastapié kilkoma  sitams

o tym samym poczailku co sita dana 4 o sumae riw-
nej sile danej.

Twierdzenia powyzsze nNoszg Nazwe prawae skio-
dania i rozkladania sil.

Ukilady réwnowazne. Zhipotezylitw.3, str.31, wnosimy, ze:

49 uktad sit deialajacych na ciato setywne mosemy zastapid praes
dowolny inny uklad réwnowasny.

Innymi stowy: uklady sit réwnowazne deiolaje ne clato sztywne
jednakowo; stad znaczenie pojecia réwnowasznogei ukladow. W tiwior-
dzeniu 49 zawarte sg, jak latwo widzied, twierdzenia 10, 20 j 30,

Jak wiemy, dwa uklady sit sa réwnowazne, jezeli maja réwne
sumy i réwne momenty ogélne wzgledem jednego punktu (str. 22 )
Na mocy tw. 4° dzialanie ukladu sit na cialo sztywne bedzie wiec

okreglone, ]ezeh podamy sume R i moment ogélny M ukladu sit
wzgledem dowolnego punktu.

. Niechaj na cialo sztywne dziataja sity P, P, ... zaczepione
W punktach A, 4,,... o wspdlrzednych L1y Y1y Byy Ly Yoy Ay Ozna-
czajac przez R sume, a przez M moment ogdlny wzgledom poczgtku
ukiadu, otrzymamy ze wzoru (2 ), str. 236,

(3) Rw = 2 -Z?q:xy Ry = E Pi]/’ I]’,,v o] L‘l)":z
meZ(P‘iyzi—Pizyi): My :S(I)'izwihqux%;), Mﬂ =='3J(1),I;'\."U,i' e 1//‘1"5)
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Dzialanie ukladu sit okreslone jest zatem przy pomocy szeseiu

liezb B, Ry, Rey My, My, M,. ,
Pamrnctrem uktadu (str.21) jest K=R-M czyli
(4) K =R.M.+R,M,+ R,M,.

Para sil. Uklad zlozony z dwéch sit réwnych co do wielkogei,
réwnoleglych, lecz przeciwnie skierowanych nazywamy parq sit
(str. 23). Moment pary nie zalezy od wyboru punktu, wzgledem
ktérego moment wyznaczamy (str. 23). Poniewaz suma sil pary
jest zerem, wiec dwie pary sa réwnowazne, jezeli maja réwne mo-
menty. Zatem dziatanie pary sit na cialo sztywne Jest okreflone
przez podanie jej momentu.

Para sil stara sie cialo obréeié. Dzialanie pary nie u]egme
zmianie, jezeli dowolnie jg przesuniemy i skre-
imy w jej plaszezyznie (nie zmieniajge zwrotu Z
momentu). Pare mozemy réwniez dowolnie
przesuwaé w przestrzeni, byleby tylko w kaz-
dym polozeniu pozostawala w plaszezyznie réw-
nolegle] 1 zwroty momentu byly zgodne. .

Para o momencie réwnym zeru réwnowazna jest wektorowi
zerowemu. Pare takg nazywamy takze parq zerowgq.

Redukeja ukladu sil. Twierdzenia dotyezace redukeji ukta-
déw § 16, str. 24, pozwalaja wyznaczyé najprostszy uklad sit réwno-
wazny danemu (f. j. najprostszy uklad sit, przez ktéry mozemy
zasbypid uklad dany). W szezegdlnofei, twierdzenie o redukeji mo-
zemy wypowiedzieé¢ jak nastepuje:

Kazdy whklad sit dziatajeeych no ciato sztywne moiemy zastqpié:

a) badé przez jednq silg réwng sumie ukladw, zaczepiong w do-
wolnym punkeie O @ pare sit o momencie réwnym momentows ukladu
wzgledem O, '

b) badé przez dwie sily,
wolnw obmn,ym punkeie.

z ktéryeh jedna zaczepiona jest w do-

W podobny sposéb mozna- Wyp()medn% t;w1erdzema podane
na str. 25 1 26.

Niechaj na cialo sztywne dziata sita P o poczatku w punkecie 4.
Obierzmy dowolny punkt 0. Z twierdzenia o redukeji wynika (je-
zeli za uklad przyjmiemy site P), ze site P mosemy zastapié przez
sile jej réwng, saczepiong w O, © przez pare sit o momencie réwnym
momentows sity P wegledem 0. :

S Lanach, Mechanika, 16
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Uklad plaski sil. Jezeli sity ukladu lezg w jeidnej plaszczy?-
nie, to uktad ich nazywamy wlktadem plaskim. Na mocy tw. 3, str. 26,

uklad plaski sit badé ma wypadkow, badl jest réwnowagny parze sit.

7 tabelki podanej na str. 26 widzimy, ze uklad plaski ma wy-
padkows, gdy suma sit ukladu jest rézna od zera lub gdy zaréwno
suma jak moment ogélny sa réwne zeru; jezeli zad suma jost zerem,
a moment ogdlny rézny od zera, to uklad jest réwnowazny parze.

Niechaj w plaszezyznie zy dany bedzie uklad plaski sil P, P,.
zaczepionych w punktach A, 4, ... o wspélrzednych x,,y,, .1,z,q/2,

‘Razuty sit P;, na o # sg zerami, jak réwniez wspolrzedne 2; pun
ktéw A;. Zatem, oznaczamc przez R sume sil, a przez M moment
ogblny wzgledem poczatku ukladu, otrzymujemy ze wzordw (3), str, 240:

R,=0, M.=0, M=0.

Dziatanie wige uktadu plaskiego sil wyznaczone jest przez trzy
liezby: R, R, i M.. . 4

Ze wzorow (3), str. 240, otrzymujemy tez (piszac M zamiast M,):

(5) B,=2P;, = R,=2XP; M=2X(P; y;—

Uktad réwnolegly sil. Z tw. 4, str. 26, wynika, %o wktad
rownolegly sit ma wypadkowae albo jest réwnowasny parze sit.
Niech sity réwnolegle P, P,,... maja poczatki w punktach
Ay, A2 v 0 wspOlrzednych ©,,9y,21, LoyYsy?Zsy . ZALOZMY, Ze suma
sit B jest rézna od zera. Zatem dany uklad ma wypadkows,.
Obierzmy zwrot dowolnej sily ukladu, np.
zwrot sily Py, za dodatni. Oznaczmy dlad==1,2,...
przez P; liczbe, ktérej bezwzgledna wartosé
réwna sie [P, zag znak jest dodatni lub ujemny,
zaleznie od tego, czy Pj ma zwrot dodatni (6. j.
zgodny ze zwrotem sity P,) czy nie. Podobnie
okreflamy R. Mamy R=XP;.
Na str. 28 dowiedlidmy, ze wypadkowa R
przechodzi przez pewien punkt O, zwany srodkiem sil, Wspolwgdnd
Ty Yoy %9 Srodka sit otrzymamy ze wzoru (4), str. 28, ktadae a=P;:

(6) w0=2>P,-‘w,-/R, Yo=2'Piyi| R, 2,=2P;2/R.

Jezeli sity obrécimy okolo ich punktéw zaczepienia o ten sam
kat tak, ze pozostang nadal réwnolegle (jak np. wektory kroskowane
na rysunku), to rodek sil nie ulegnie zmianie. Wynika to zo wzo-
16w (6), gdyz wspbéhrzedne Ty Yoy 29 zAleZ tylko od Py, ay, i @,
& nie zalezy od kierunku sit. Nowa wypadkows bedzie wiee rownies
przechodzita przez 0.

1y 1” )
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Jezeli punkty zaczepienia sil lezg w jednej plaszezyzunie (lub
na jednej prostej), to $rodek sit lezy réwniez na tej plaszezyZnie
(lub na tej prostej).

Zaktadajac bowiem, ze punkty zaczepienia 1eza, na plaszcezyz-
nie /I i obierajac te plaszczyzne za plaszezyzne zy, otrzymamy
2, =2p=...=0; ze wzoréw (6) dostaniemy wiee z,=0, co oznacza,
ze §rodek sit lezy w plaszezyZnie I1.

Podobnie, jezoli punkty zaczepienia lezg na jednej prostej I,
to obierajac ja za 0§ £, mamy y;=yy=..=01 z=¢y=..=0, Wige
na mocy (6) y,=0 i #,=0; zatem $rodek sil lezy na prostej L.

Niech na punkty materialne o masach m,,my,... dziataja sity
PP, ... réwnolegle, zgodnie skierowane i proporcgonalne co do
wielkogci do mas poszezegblnych punktéw. Kiadac Py=|Py|, P o=|Palyeeny
otrzymujemy:

(7) P, =kmy, Py=TFmy,... R=P,+ P,+..=km,

gdzie k jest wspotezynnikiem proporejonalnosei, Za§ M=My-+ Mot-...
Ze wzoréw (6) i (7) dostaniemy po podstawieniu:

Lo=2m2: | M, Yo=2m;Y:/m, 2g=2"M32;| M.

Poréwnujac te réwnosei ze wzorami (I), str. 154, widzimy, ze
grodek sil jest §rodkiem masy danego ukladu punktéw materialnych.

A wiee: $rodek masy uktadu punktow materialnych jest Srodkiem
dzialajacych na te punkty sit, zgodmie skierowanych, réwnclegtych,
i proporcjonalnych co do wielkosci do mas tych punktow.

Sity ClQZkOSCl Niech cialo sztywne znajduje sie w polu sity
m@zkoseﬂ Uwazajac cialo za uklad punktéw matberialnych o ma-
sach my,M,,..., mozemy przyjaé, ze cigsary poszczegélnych punk-
tow sg sitami réwnolegtymi, skierowanymi zgodnie (pionowo w dot).
Ciezary maja zatem wypadkows.

Wielkoscei ciezaréw poszezegélnych punktow
wynoszg Q=mg, Qy=m,g, ... (gdzie g oznacza przy-
$pieszenie ziemskie). Zatem wielkodci ciezardéw sa
proporcjonalne do mas punktéw. Na mocy wiec
poprzedniego twierdzenia, Srodkiem sil cigzkoscei jest
srodek masy ciala. Wielko$é wypadkowej jest

Q=1 g+ my g+ ...= (Mt Myt...) y=m4g,

<

gdzie m oznacza mase ciata.
16*
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A WlQG wypadkowa sil ciegkosci precchodes w kazdym polodeniy
ciala przez $rodek cigshodei ciala. Cigdar ciata (8. j. wypadkowa sit
ciezkodci, dziatajacych na poszczegélne jego punkty) wynosi

(8) ' Q=mg,

gdzie m oznacza mase ciala, a ¢ przy$pieszenie ziemskio,
Opierajac sie na POWyZszym twierdzeniu mozemy dziatanie sily
ciezkodci zastapié jedng sila, zaczepiong w Srodku ciezkodei ciata,

Uklady par. Uklad zlozony z kilku par ma sume zero. 7 ta-
belki na str. 26 wynika, ze uklad taki réwng W’(Ml]y ]uhi, parze lub
wektorowi zerowemu (. j. parze zerowej). Mjech M,M,,... orna-
czaja momenty poszezegolnych par. ‘W(rwuz(mh moment ogdlny he-
dzie M=M,+M+... 7 twierdzenia o redukeji (str. 24) otrzymu-
jemy wiee twierdzenie nastepujace:

Uktad zlosony = kilkw par réwnowainy jest jedne] parze o mo-
mencie réwnym momentowi ogdlnema wltada.

Zauwazmy, ze para il (0 momencie réznym od zera) nie moze
byé réwnowazna jednej sile. Ze wagledu bowiem na to, Ze suma
sit pary jest zerem, sila ta musialaby byd zerem, a joj moment rézny
od zera, co jest niemozliwe.

Przyktad 1. W drodkach hokdw wielokata plaskiego 4, 4.,..., A,
zaczepione sg sity Py, Py, ..., Py, lezgce w plaszezyZnio wiclokgta, two-
rzace z jego bokami A, A, A A, ..., 4,4,
kat ¢, skierowane na zewnatrz i proporcjo-
nalne co do wielkogei do bokow wielokaia,

Fatwo zanwazyd, ze sumea sil jest zovem,
Tworzac bowiem sume Pi-DPo-t-.., - P,
otrzymamy wielokat podobny do danego,
lecz skrecony wazgledem niego o kat ¢.

Uklad sil jest wiec rownowazny parze
albo zeru.

Obierzmy dowolny uktad wspolrzednych O(r,y) i oznaczny
DYZeZ Ty Yy, Dy, ... WSPOIrzedne punktow A, A,,... Punkt zaczepionia
sity P, ma wspblrzedne (wy+@,)/2, (- 1)/2. Zutom momoent sily 2
wzgledem O wynosi ((8), str. 23%)

(9) M= Py (y1+1y2) |2~ ‘1‘»&.1;3)/2.
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Wedlug ZaloZeni& jest
(10) ' . lp1| :ﬁdu

gdzie d;=A4,4,, za$ A jest wspélezynnikiem proporcjonalnosei. Jezeli
A4, tworzy z osia @ kat o, to sita P, tworzy z osia 2 kat atg.
Zatem:

=| P4 cos (a+¢), Py, =|Py|sin (a+g).

Na mocy wiee (10) jest Py =121d;[cosa cos ¢ — sina sin ¢]. Lecz

dycosa=ay—r; 1 disina=y,—y,, wiec

P, = Al{@—ay) €08 g — (yo— ) sin p].

Podobnie

Py, =A[(y,

- Wstawiajae w (9), otrzymamy

—1) €08 @+ (2, —xy) sin ¢].

(1) My= A2y, @s—Ys,) €08 p-t (3422 —y3 —a3) sin g,

Kladae OA,=r,, OAy=ry, ... 1 02DaCZAJIC DYZez Py, P, ... POla
trojkatow O0A, 4, O0Ay4;, ..., dostaniemy ri=xi-y%, ri=x2+13 ...,
Pr= % (1 —yo2;) 1t.d. Zatem na mocy (11)

(12) M, =% A[4p, cos g+ (r; —r3) sin @]

Podobne wyrazenia otrzymamj na momenty pozostatych sil.
Ogdlny moment sil wzgledem 0 wynosi M=M+M,+... Wiec
w mysl (12)

M=1A[4(py+py+ ... +Dn) cOS @+ (15 —13 - 13—15 + ...

Poniewaz p=pi+pat....+Dp, jest polem wielokata Aids...An
wiec

2 —r?) sin ¢].

(13) M=22p cos ¢.

Moment ogdlny jest zatem proporcjonalny do pola wielokata
i do cosinusa kata ¢.

W szezegdlnosei, gdy sily sg prostopadle do bokéw wielokata,
to g==/2 i cos =0, skad na mocy (13) M=0, ezyli sity tworzg
uklad rownowazny zeru. ‘

Gdy za$ sily sa skierowane wzdiuz bokéw (t.j. gdy ¢=0),
mamy na mocy (13) M=24p, wiec moment jest wowczas propor-
cjonalny do pola wielokata.
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Przyktad 2. W punktach A4 (a,0,0), B(0,b;0) i (0, 0,¢) na,
osiach ukladu wspétrzednyeh (x,1,7) zaczepione sg sily Py, Py i P,
réwnolegle do osi ukladu, réwne co do wiel-
kofei i majace zwroty jak mna rysunku. 7
Jaki zachodzi zwigzek miedzy wspélrzednymi 7 |,
a,b i ¢; jeseli uklad sit ma wypadkows? fP

Potézmy P=|P|=|P)=|P,. Suma sit B <7
ma zatem rzuty A

J
(14) R,=—P, R~=P, R.=0P.

Obliczmy moment ogdlny M wazgledem 0. Moment sit P i Py
wagledem osi # jest zerem; moment sily P, wzgledem osi x wynosi --Pb
Zatem M= —Pb; podobnie M =P¢ i M,=—Pa. Paramoetr ukladu
wynosi K==RM=R.M.+R,M,+ k.M., wigc

K=P2(b+c¢—a).

Jezeli uklad ma wypadkowa, to J(=0 (str. 26). Zatem
(15) b+4c—a=0.

Réwnanie '(15) stanowi warunek dostateczny i, jak latwo
~widaé z tabelki na str. 26, réwniez warunek konieczny na to, by
uklad miat wypadkowa, gdyz B=40.

Za punkt zaczepienia wypadkowe] mozemy przyjaé punks

D(z,y,2), wzgledem ktérego moment ogélny jest zerem.
Oznaczmy przez M’ moment ogélny wzgledem . Mamy:

M=—Pz—P(b—y), My=—Po+P(c—z), Mi=—P(a--x)|Py.
Z‘akladaj gc¢, ze moment wzgledem D jest zerem, dostaniemy:
Y —z=Db, Tt+r=c¢,

'Z uwagi na (15) réwnania te 83 od siebie zalezne. Dwa z nich
88 rOwnaniami prostej, na ktérej lezy wypadkowa. Kladace np. =0,
otrzymamy z=e¢ i y=>b. A wigc za punkt zaczepienin wypadkowej
mozemy przyjaé punkt D(c,b,0). .

o+Yy=a.

. lji?y_klad 3 w Ru.n]ftaeh A i B zaczopione sy sily réwno-
legle P i @, prayczem P+-Q=0. Wyznaczyé rodek sil.
.Smfiek sit lezy na prostej 4B (str. 243). Obiorziny ja za of @,
Erzy]mu]&c pl-lnkt A za poezatek osi @ i nadajac joj zwrot Gaki,
ypunkt B lezal na jej czedei dodatniej. Polozmy P-=|P| i oznaczamy
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przez  liczbe, ktérej wartosé bezwzgledna réwna sie |@l, znak zag
jest + lub — zaleznie od tego, czy @ ma zwrot zgodny z sity P,
czy przeciwny. Kladac AB=d i oznaczajgc przez z, wspblrzedna

Srodka sit O, dostaniemy ze wzoru (6), str. 242,

#,=Qd/R, R=P+Q.

Jezeli sity P 1 @ maja zwroty zgodne, to @ >0, a zatem 0<Q/R<i,
skad O<@y<<d. Srodek sil znajduje sie
wowezas miedzy punktami 4 i B.

Jezeli zad sity P i § maja zwroty
przeciwne i np. |P|<|@|, to Q<0 i R<O,
skad 2,>0. Ponadto |R|<|Q|, zatem z,>d.
Srodek sit lezy wiec wéwezas poza punk-
tem B. ’

Latwo sprawdzié, ze w obu przypad-
kach jest A0/BO=|Q|/|P).

A wiec: $rodek dwdch sit réwnoleglych (o sumie 5=0) znajduje
sig ma prostej taczqcej pumkty zaczepienia tych sit. -

Jesali sity skierowane sq zgodnie, to Srodek ieh lezy miedzy pun-
ktami zaczepienia, w przecionym razie ledy on poza punktem zacze-
pienia tej sity, ktdrej wartosé bezwzgledna jest wigksza.

Odleglosei $rodka sil od punkidw zaczepqle'n-@'qf sq w stosunku od-
wrotwie proporcjonalnym do wielkosei tych sit.

Przyklad 4. Na pret szstywny AB dzialajg sily P,,P,,... 0 po-
ozatkach w Ay A,,... oraz sity @,@;.. 0 poczatkach w By, By,...
Wszystkie sity sa do siebie réwnolegle i prostopadie do preta, przy-
czem sity P, P,,... maja zwrot przeciwny niz sily Quy @os - ‘

Niechaj R=P,+P;+..+Q;+Q,+... Oznaczmy przez P, P,,...
i ©4,Qs,... bezwzgledne wartodel sil, przez a;ds,... i byybgyy,, 0dpo-
wiednio dlugodci odcinkéw AA4;,44,.. 1 AB,, ABy,... Przyjmijmy
zwrot sil P, P,,... za dodatni. Potézmy -

(16) R=P+Pyt...—Q;—Qo—...

Oczywiscie |R|=|R|. Gdy R>0, suma R ma zwrot zgodny
z sitami By, P,... Gdy za$ R<O0, to R ma zwrot zgodny z sitami
Q}’ QE’

Obliczmy moment ogdlny M sit wzgledem A. Oznaczajgc przezs
My, Mos,... i My, Ms,... momenty sit Py, Py... i Q1 @y ... wrgledem A,
mamy (wedlug umowy co do znaku momentu, przyjetej na str. 238):

M, = Pyay, My=Pyay, ...y My=—@by, Mé:"szm

gdzie
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Zatem
(17) M':Plal+P2a2+...——lelszbzw

Zal6zmy, ze R=0. Uklad sit réwnowazny jest wowcezas parze
o momencie M wedlug wzoru (17).
i @ i ‘G(%y M>0, to para bedzie starala sie
obrécié pret w kierunku wskazéwek zegara,
04, | 4, | 4 L s gdy za§ M<0® — w kierunku przeciwnym.
518 ‘ 8, M =0,
Ao 4

Gdy wreszcie
bedzie zeru.

Zalézmy teraz, ze R=0. Uklad ma zatem
wypadkows.

Niechaj O bedzie poezgfkiem wypadkowej £, znajdujacym sie

na prostej AB. Polézmy d=-+40, przyjmunjae znak -}-, gdy punkt O
jest po tej samej stronie punktu A4, co poczatki sil, zad znak —
w przypadku przeciwnym. Jak latwo sprawdzid, moment wypadko-
wej wzgledem \Gf\wynosi przy tym znakowaniu Rd. Poniewaz
moment wypadkowej réwna sie momentowi ogdlnemu, wiee dosta-
niemy z (17) '

uklad réwnowazny

A

1 ' |
(Z:E (P1a1~|—132a2—l—...—€2151— (1/)2’)2"""')'

§5. Warunki réwnowagi sit. Udowodnimy teraz nastepujace

Twierdzenie I, Na to, by uklad sit deiatajocych na cialo s2ty-
wne byl w réwnowadee, potrzeba i wystarcza, by suma sit i momend
ogolny byly zerem, czyli by wuklad sit byt réwnowasny zerw.

.D gwéd. Udowodnimy najpierw, ze warunek jest konieczny.
Prg;mqmy, ze cialo sztywne jest ukladem sztywnym punktéw m;m-
terialnyeh 4, 4,,... i ze jest w réwnowadze pod dziataniem danego
ukiadu .sil. Wezmy pod uwage dowolny punkt 4. Oznaczmy przez P
sume sit zewnetrznyeh, a przes W, sume sil wewngtrznv‘ah, ZUCHO-
pionych w A;. Poniewaz punkt 4; jest w réwnowadze l(p;(lvz caly
uklad sztywny jest w réwnowadze), wiee P iF,==0. Zatom

(1) Z(Pi+Wy)=o,

, + 1l . K160 Pl 1( ) H 1
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7 prawa akejl i reakeji wynika, ze suma sil, z jakimi dzialaja
na gsiebie dwa punkty, jest zerem. Poniewaz wszystkie sity we-
wnetrzne mozemy ulozyé w pary, z jakimi dziataja na siebie dwa
punkty, wiec suma sil wewnetrznych jest zerem czyli ZW=0,
skad na mocy (1)

(2) X P;=0.

Wynika stad, ze suma sil zewnetrznych, t.j. sit dzialajacych
na cialo sztywne w réwnowadze, jest zerem.

Obierzmy teraz dowolny punkt O. Poniewaz sity Pi'i W;
maja wspélny poezatek 4; a ponadto P+W=0, wiec (str. 17)
Momyo P;+ MomoW;=0, skad

(3) Z(Momy P; 4 Momy W;)=0.

Moment ogdlny sit wewnetrznych, z jakimi.dwa punkty dzia-
laja na siebie, jest — jak tatwo stwierdzié — zerem. Zatem moment
og6lny wszystkich sit wewnetrznych jest zerem, czyli ZMomoW;=0,
skad na mocy (3)

(4) ' S Momo P;=0.

DowiedliSmy wige, ze zaréwno suma jak i moment ogdlny sit
dziatajacych na ciato sztywne jest zerem. Koniecznofé warnnku jest
tym samym udowodniona.

Zalézmy teraz, ze dany uklad sit jest réwnowazny zeru. Po-
niewaz uklad réwnowazny zeru jést réwnowazny sile zerowej, wiec
na mocy hipotezy IT (str.239) jest on w réwnowadze. Warunek
jest wigc zarazem wystarczajgeym, c.b.d.d.

7 tw. I wynika, ze jezeli uktad sit dzialajaeych na cialo sztywne
nie jest réwnowazny zeru, to ciato nie moze byé w réwnowadze.
W szezegblnogei nie moze wiec pozostawaé w réwnowadze ciato
sztywne pod dzialaniem ukladu sit zlozonego ’

badZ z jednej sity réznej od zera, .

badZ z jednej pary sit o momencie réznym od zera,

badZ z jednej sity réznej od zera i jednej pary o momencie
réznym od zera. '

Jak wiemy (str. 23), uklad sil jest rOwnowazny zeru, jezeli mo-
menty ogoélne wzgledem trzech punktow nie lezacych na jednej pro-
stej sa zerami. Opierajac sie na tw. I, otrzymujemy stad nastepujace
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Twierdzenie II. Na to, aby ulklad sit dziatajocych na ciato
setywne byl w rdwnowadze, potrzeba 4 wystarczd, by mom'(:m;z/ wltadu
zgledem trzech pumktdw nie lesacych na jednej prostej byly réwne zeru.
W zastosowaniach korzystamy czesto z nastepujacego twier-
dzenia:

Twierdzenie IIL. Jeseli ulktad zlodony 2 traech sit jest w rdwno-
wadze, to sity te ledaq w jedne] plaszczyénie o badz sa rownolegle, bads
ich preedtusenia preecinajq sig w jednym punlcis.

Tw. III wynika z twierdzenia rozdz. I, § 14 (str. 23), w kto-
rego dowodzie wykazano, ze wektory lezg w jednej plaszezyénie,

Postaé analityczna warunkéw réwnowagi. Obiorzmy
dowolny uklad wspéhzednych O(@,y,2). Niechaj na cialo wztywne
dziataja sity Py, P,... zaczepione w punkbach Ay, dy... 0 wspdl-
rzednych @y,1y,%1, oy Ys2g . Oznaczmy przez L sume, o przoz M
moment ogdlny ukltadn wzgledem 0. Namocy fw. T (str.248) rOWDAILIN:

(5) R=o, M=0
stanowig warunek konieczny i wystarczajacy rownowagi. Tworzace
rzufy na osie ukladu, otrzymujemy z (5) i ze wzoréw (3), stir. 240:

(IT) Z(Py,z;—Pyuy)=0, Z(Ppa;—P;2)=0, 2(P;y; Py ay)=0.

Réwnania (1) nosza nazwe warunky rzutéw, a réwnania (11)
warunkuy momentu.

Roéwnania (I) i (I1) sg postacig analityezng warunkdw rdéwno-
wagl ukladu sit. Z réwnan tych mozemy na ogdl wyznaczyd szedd
niewiadomych.

Uktad plaski sit. Warunki rownowagi stosujg si¢ oczywidcie
takze do ukladu plaskiego sitl. ~

Niech sily leza, w plaszczysnie wy. Z uwagi na to, ze Pi =0
i 2;=0, warunki réwnowagi (I) i (IT) przyima postad:

(1) IPu=0,  IP; -0,
(I1") . Z(Py ;P 5)== 0.

W przypadku ukladu plaskiego otrzymujemy wiee tray row-
nania. Mozemy z nich na ogdét wyznaczyé trzy niewiandome.
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Przyklad 1. Kula ciezka jest w rownowadze pod dzialaniem
trzech sit. (vys. 1): ciezaru @ (zaczepionego w $rodku kuli 0), sity
poziomej P (zaczepionej w punkeie A4, polozonym na powierzehni
kuli w kodcu drednicy pionowej) i sily R (zaczepionej w punk-
cie B, potozonym na powierzchni kuli w koiicu

L2 7 §rednicy poziomej). Dany jest ciezar Q. Wy-
, znaczyé sity P i R.

: Sity P, @ i R s3 w réwnowadze, wiec na

mocy tw.ILI lezg w jednej plaszezyznie i kie-

L. 5 runki ich przecinajg sie w jednym punkcie, kt6-

rym jest punkt 4. Sila E ma wiec kiergnek_pro—
stej BA, ktora tworzy z poziomem kat 43°. Poniewaz Q-+P-+E=0,
wiec znajge sile @ i kierunki sit P i R, mozemy utworzyé trojkat
git (rys. 2). 7 tréjkata tego otrzymujemy:
P=q, R=Q]cos 45°=}2 @,
gdzie P, @ i K oznaczaja wartosei bezwzgledne sil.

FPJ"z'yl.zlad 2. W wierzchotkach kwadratu ABCD o boku a
zaczepione sg cztery sity Py, P, Py, P,, lezace w plaszezyZnie kwa-
dratu i tworzace z jego bokami katy ay,ay 03,0,

’ . z . )'5 . 5
(rys. 3). Podaé¢ warunki réwnowagi. ! 4
4 2, LAV
Oznaczmy przez Py, P,, Py, Py bezwzgledne / \
wartogci sil. Obierzmy osie « i y wzdiuz bokéw  / A
. . . . s la e
kwadratu. Tworzac rzuty sit na osie x 1y, do- / A
staniemy w przypadku réwnowagi (przy zwro- i\r\ ¢
. . o 2 7
tach sit jak na rys. 3): Ay S
AN
(6) P, cos a, — Py ¢08 ay —P3 008 03+ Py 08 ag=0, &
3.

(7) Pysin a; +P, sin a; — Py 8in g, — P, sina,=0.

0zNACZAJAC PIZZ 7, Ts, Ty, Ty TAMIONE Sik wzgledem wierzchotka D,
otrzymamy:

Ty==aCOSay,  Ty= V2 asin (ay-+ £5°), 7= Sin ag.

Ponadto 7,=0. Poniewaz w przypadku rownowagi moment
ogblny wzgledem D jest zerem, wiec (przyjmujac Zl:la;k .momentu
podlug reguly podanej na str. 238) dostaniemy po podzieleniu przez a
(8) Pieosa,—Py | 9sin (ap 4 459)+ Py sinag=0.

Roéwnania (6), (7) i (8) stanowia warunek réwnowagi konieczny
i wystarczajacy.
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Przyllad 3, Na pret AB, leagey w plaszezyznie poziomej ay,
dzialajy sity Pl,Pz, P,,, lezgce W tejze plaszezyznie 1 zaczepione
w punktach Ai, 4y, ..., 4,. Podaé warunki, jakim muszy czynié zadodd
sity, aby pret byl w réwnowadze w kazdym polozeniu na plasz-
czyinie my przy zalozeniu, ze sity nie zmieniaja swych wielkode,
kierunkéw, zwrotéw ani punktow zaczepienia (na precie).

Wezmy pod uwage dowolne polozenie preta A B
w plaszezyZnie ay. Oznacziny DPraes g, i, wspol-
rzedne punktu A, Praez @yl de ey ey Pyl
- wspblrzedne punktow Ay, Ay, ... i praez o kaf,
jaki pret AB tworzy =z osig w-0w. Poldzmy:
dy=AA,, dy=AA,, ..., dy==AA,. Mamy:

(9) @=xy+d, cos a, Y=Yyl sin e deeal, 2y 000, 0.

Z warunkéw rownowagi (1') i (11'), str.
(10) IP; =0, LP; =0,

(11) E(P'Lf?/z P,“/.’I'i)z V[Pi'\,(?/o ~f— (Zi §in ()L) -‘—-,Piy(.'l)u -[~ (l; ¢OS (L)] o

250, otrzymujemy:

-

).
Warunek (11) mozenmy napisaé w postaci

(12)  ZPy—a0 Py sinaZ Py ds—cosuX Py dy0,

skad na moey (10) ‘

(13) SinaXP; d; —cos a LPy di=0

Poniuw:%z zwigzek (13) ma zachodzié dla kagdogo ket wy, wiee
dla a=z/2, ‘a nastepnie dla a=0 dostajemy:

(14) IP;di=0, P ;=

Réwnania (10)'i (14) s3 warunkami koniecznymi i ostatoecs
nymi na to, aby pret byl w réwnowadze w kazdym Wy polo/unm
na plaszezyznie.

. Jezeh‘ bowiem zachodzg warunki (10) i (14), tio tatwo widzied,
ze zaphodm tez warunek (13), a zatem na mocey (10) rownies i wa-
runki (12) i (11).

Warunki za$ (10) i (1. 1) wa, jak wul/,wlmmy, konisczne i wy-

starczajace dla réwnowagi na moey (1) i (11",

icm
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§ 6. Grafostatyka. Wielobok sznurowy. Zadania, z ja-
kimi spotykany si¢ w statyce, prowadzg csgsto do diugieh i zmud-
nych rachunkdw, Istniejy jednak metody graficzne (t. j. rysunkowe),
pozwalajgeoe otrzymad w wielu prazypadkach rozwigzania przyblizone
wprawdzie, loez wystarezajgeo dokladne dla zastosowan. Metody te
maja wielkio znaczenio w technice, gdyz prowadza do celu szybeie,
z pominieciom zawityceh obliczen.

Ta czedd statyki toorefyeznej, ktora zajmuje sie metodami
graficziyymi, nosi nazwe grafostatylei.

Poznamy tu tylko niektiére metody graficzne, jak np. wyzna-
ezanie greaficzne (pray pomocy wieloboku sznurowego) wypadkowe]
ukladu plaskiego sit, oraz pewne ich zastosowania. Pésniej (w § 16)
poznamy jeszeze metody grafiezne, stuzgee do wyznaczania napieé
w pretach kratownicy.,

Nklodanie sil. Majye dwie sity Py i Py,
Iktoryceh kiorunki przocinajg sie w punkeie 0,
wyznaczamy obok sume B (rys, 1a), a nastepnie
rysujemy wypadkows przez punkt O (rys. 1).

Jozeli punkt O lezy poza granicg rysunku,

mozowty postapié jak nastepuje: dodajemy dwie 1. 1a.
gity 7' i — 1T, zaczepione w punktach A i B (t. j.
W poczgtkac 11 sit P, i P,) i dzialajgce wzdluz prostej AB. Uklad
T, T, P, Py jost oczywieio réwnowazny ukladowi Py, Py, gdys
Hﬂy T i T zmoszy sie nawzajem, a zatem wypadkowa nowego
ukladu cztoroch sit jest to sama co poprzednio.

Sily 71 P, zustigpujenyy sily Ql_»T+I’1 o poczatku w Aj po-
dobnie sity —7T' i P, zagtepujemy sily Qo= —T-+P, 0 poczatku w B.
Wypadkowa B przechodzi przez punkt przecigeia O sit @y, Qe

Konstrukeje powysszg mozna réwniez zastosowaé do przypadku
dwdch sit rownologlyeh, nie tworzacych pary (rys. 2, 2a i 3,3a).
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W tenze sposéb mozna otrzymaé wypadkows (Inb pare wy-
padkowsa) ukladu sit Py,Py,...,P, (str. 253, rys. 4 i 4a). Tworzymy

najpierw wypadkowa R, dwéch z tych sil (np. sil Py i Py) i otvzy- -

mujemy uklad zawierajgey juz tylko »—1 sil.

Szybeiej prowadzi do celu metoda, ktdrg poznamy obeenie,

Wielobok sznurowy. Przypudémy, Ze mamy znalezé wy-
padkows ukladu sit P, P,, P,, P, (rys. 1).

Tworzymy najpierw sume R=DP,+P,+Py+P,.
wielobok nazywamy wielobokiem sit!).

Otrzymany

Oznaczmy (w wieloboku sil) przez 4, poczatek sity P, zaf
przez Ay, Ay, Ay, A, kotce sit Py, Py, P, P,. Obierzmy ftieraz dowolny
punkt O poza wielobokiem git. Punkt ten nazywamy bicguncm.

Laczymy biegun O z punktami A 4,,...,4, 7% dowolnego
punktu A4, polozonego na kierunku sity Py, kredlimy proste 4, i I,
réwnolegte odpowiednio do prostych 04, i OA4,. Prosty & prze-
dluzamy az do punktu B jej przeciecia z kierunkiem sity P,. Prosta
l, przetnie kierunek sity P, gdyz I, jest rownolegla do 0OA,, za
0A, nie jest réwnolegla do P, (rys. la).

Z punktu B kreflimy prosta I 04, az do punktu jej prze-
cigeia (' z kierunkiem sity P,. Z punktu (' kre§limy prosta I,[ 04,
az do punktu jej przeciecia D z klemnkwm sity P,. Z punktu D
kreslimy prosta I,|| 0A4,.

Wyznaczamy teraz punkt przeciecia B prostych ly i 1. Przoz
punkt E przechodzi wypadkowa RB. Poniowas R znamy z wieloboku
sit, wiec mozemy wypadkows te wykreglié.

'y Na rys. 1, 2 i dalszych podane sy tylko polozenin sil, zad wiol-
koécl sit zaznaczone sa w wielobhokael sil (rys. la, 20 it6.d.).

icm

(1)

[§6] I.

Ciato swohodne. 25h

Przojdziomy toraz do uzasadnionia powyzszej konstrukeii.
Oznaezmy © wektory 4,0, 4,0, ..., 4,0 odpowiednio Prz.es

Sy By e ,184. A wieloboku sit (ﬂtr. 254, rys. 1a) otrzymujemy:

1 I 'A‘ﬁl‘ I ("‘ ho)::m 01
P81+ B)=0,

Py -y (— 8y) =

F4;|'S4’|‘(”" S3)=0

y Py, Py sity 8, i —8,, lezace na
prostej Lo, sity S, i — Sy, lozace na & it.d., wreszcie sity S, i — 8,
lezgeo nav &y, I)mhmy uktad jost oczywnécm réwnowazny zeru, gdyz
sity Sy, — Sy, 8y, - -8y it.d. znoszg sie parami. Wypadkowa roz-
szerzonego ukladu Josb wige ta sama co poprzednio.

Na moey (1) sity Py, 8, i~ 8, znoszg sie, gdyz suma ich réwna
gie zeru, o kierunki ich przecinaja sie w A. Sily te mozemy wiee
uaump(,. Podobnie mozemy usungdé ity P, S2 i — &, nastepnie,
Py, 8y i -8y itid. w kotweu sily Py, §, i — 8,. Zostang sity S, i — 8,
ktiore l.worm satiom uklad réwnowaszny danemu. Przez punkt prze-
cieeia K kierunkow sit S, 18, (6. j. prostych Iy, I,) przechodzi wiec
wypadkowa R, ¢ b. d. d.

Dodajmy do ukladu sit P,, B,

Odeinki by, 1,1y, by by tworza t. zw. wielobok senurowy; 1y i 1, na-
zywamy jego bokami skrajnyms.

A wiee: wypadlowa praechodzi praes punkt praeciecia skrajnych

boledw wielobolkau senarowego.

Nazwa wioloboku sznurowego pochodzi stad, ze nié (sznur) nievozeiggliwa
i niowagka, uiwiordzona w punktach L i M, polozonyeh na prostych I, i, w kie-
runkach -8y 1 8, (zrosaty dowolnych), iprayjmujaca polozenie wielobokuLABCDM,
bedzio w rowu(»wml/(» pod dziatanion sit Py, Py, By, P,, zaczepionych odpowiednio
w punktach A4, 8,0,D.

W praktyce opuszezamy oznaczenia zbedne i wykres przed-
stawia sie jak ma rys. 2 i 2a str. 284 oraz jak na rysunkach str.
niniejszej.
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Na str. 255 rys. 1 przedstawia uklad sil, ktdrego suma jest
zerem. Méwimy wtedy, ze wielobok sil zamyka si¢ (vys. 1a).

Kreflac za$ wielobok sznurowy przekonywamy si¢, ze skrajne
jego boki nie przecinajg si¢ (sa réwnolegle). Moéwimy wtedy, ze
wielobok sznurowy nie _za'in_?/ka sig.

Uktad sit réwnowazny jest w tym prazypadku ukladowi sil
8,1 —38,, ktére, jak widaé z wieloboku sil, tworzg pare. Uklad
jest tedy réwnowazny parze sil S, 1. —8, lezacych na bokach
skrajnych wieloboku sznurowego.

A wiec: jeseli wielobok sit zamyke sig, za$ wiclobok senurowy
nie zamyka sie, 10 uklad jest rownowazny parze sit.

Na rys. 2 str. 250 widzimy uktad sil, dla ktorege wielobok il
(rys. 2a) sie zamyka, a boki skrajne wieloboku sznurowego lezg na
jednej prostej. Méwimy wtedy, ze wiclobok semurowy camiyla sig.

Uklad sit réwnowazny jest w tym przypadka ukladowi it
S, i —8,, lezgeych na skrajnych bokach wieloboku sznurowego,
a wige na jednej linii prostej. Poniewaz (jak widaé z wicloboku
sit) S;==8,, wiee sily 8,1 —8, znosza sie; dany ukhul jost tedy
TOWnHOWAZNY - Zeru.

A wige: jezeli wielobok sit © wielobok sznurowy zamykajq sig,
to uklad sit jest rdwnowazny zeru.

Wypadkowa czefei ukiadu. Majae wielobok szuurowy pew-
nego ukladu sil, mozemy tatwo wyznaczyé wypadkows dowolnej czeded
tego ukladu, zlozonej z sit wystepujacych po sobie w wieloboku sil.

. Niech dany bedzie np. uklad il

rownoleglych Py, P,, P,, P,, Ps. Niech

! , wyznaczona Dbedzie wypadkowa B

calego ukladu i wypadkowa R, sit

P,,P;,P,. 7 rysunku obok widad, ze

wieloboksznurowy dla uktadu Py, Py, P,
jest czesciy wieloboku sznurowego catego ukladu.

o
=

o

§ 7. Niektére zastosowania wieloboku sznurowego,
Wyznaczanie reakeji w punktach podpareia belki. Dany
jest uldad sit réwnoleglyeh Py, Py,..., Py, Wyznacayd dwie sily R, R,
réwnolegte do poprzednich i tworzace wraz z nimi uklnd Tow-
nowazny zeru, przyczem dane sg proste k i sy, na kboryeh wily

R, i R, majy lezed.

icm

[§7] I. Cialo swobodne. 2

7 madaniem fym spotykamy
sig. w praypadku belki sztywnej
poziomej, podpartej w punktach 4
i B 1ohcigzonej sitami pionowymi
P,, P, ..., P; (rys. 1). Jezeli nie ma
tarcia, to w punktach 4 i B wyste-
pujg reakeje pionowe, réwnowazgce 1.
sie z sitami Py, P,, ..., Py (str. 267).

Aby wyznaczyé sity R i R,, kredlimy wielobok sznurowy dla
danego ukladu sit w porzadku P, P, ..,P; R, R,. W wieloboku sit
prosta A0 laczgca koniec sity R, z biegunem O jest na razie nie-
znana. Poniewaz wielobok sit zamyka sie, wiee punkt 44 t.j. ko-
niee sity Ry, schodzi sie z poczgtkiem ity Py, t.j. z punktem Ay

Kroflimy wielobok sznurowy, zaczynajace od prostej Ly||4,0 az
dojdziemy do prostej g A;0. v

Oznaczmy przez H, I' punkty przecigeia sie prostych Iy il
z kierunkami sit B) i By, 6.j. z prostymi danymi k, i k, Rysujac
W wiw@‘_lobi)‘lggi_ sit progty 04y réwnolegle do prostej EF, otrzymujemy
ity Ry==A544 1 Ry=A4A,. Eatwo bowiem zauwazyd, ze kreslac w dal-
szym ciggu wielobok sznurowy dla tak wyznaczonych sit R, i R,
otrzymamy wielobok sznurowy zamkniety.

Wyznaczanic momentu sit. Gdy mamy wyznaczyé mo-
ment sily P wzgledem pewnego punktu A, kreflimy najpierw z do-
wolnego punktu B, polozonego na kierunku sity P, wielobok szuu-
rowy, jak na rys. 2.

Prowadzimy nastepnie przez 4
L prostg rownolegla do P. Oznaczmy
przez L, K punkty przeciecia sie
A tej prostej z bokami wieloboku
sznurowego. Z podobiedstwa tréj-
katow 4,4,0 i KLB otrzymujemy
KL:|Pl=h:w, gdzie h i w sa wysokodciami tych tréjkatow. Stad
|P|h=KL-w. Oznaczajac przez M moment sity P wzgledem A, mamy
| M|==|P|h czyli ' :

(1) | M |== K L0,

A wiee: moment sity P wzgledem punkiu A jest (co do modulu)
proporcjonalny do odeinka, joki boki wieloboku senurowego odcinajq
na prostej preechodzqeej preez A rdwnolegle do P; wspdteeynnikiem
proporcjonalnodei jest odleglosé bieguna od sity w wielobokwu sit.

8. Banach. Mechanika, 17
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258 ROZDZIAL VI. Statyka clala satywnego.
Niech dana bedzie teraz para sit Py, P, (gdzie Pm=—2F,). Wy-

kre§lmy wielobok sznurowy tej pary, jak na rys. 3, str. 257. Popro-
wadzmy przez dowolny punkt 4 prostg réwnolegly do sil i oznaczmy
przez K i L punkty przeciecia sie bokéw skrajnych wieloboku sznu-
rowego z tg prosta.

Dowiedziemy, ze jezeli oznaczymy przez M moment pary,
przez w za$ odleglodé bieguna od sit P, i P, w wieloboku sil, to
bedzie zachodzil wzér (1). :

Wezmy bowiem pod uwage tréjkat BOD, gdzie B jest punktem
na kierunku sity Py, z ktérego zaczeliémy kredlié wielobok sznurowy,
C i D za§ g3 punkbtami przeciecia kierunku sily P, zo skraj-
nymi bokami wieloboku sznurowego.

Niech h oznacza wysokosé tréjkata BCOD. 7 podobietistwa trdj-
katow BOD i A,4,0 mamy OD:|P|=h:w, skad [Ph=0D-w. Po-
niewaz |M|=|Ph, za$ OD=KL, wigc dostajemy istotnio wzor (1).

Zatem: moment pary sit jest (co do wiellcodel) proporcjonalny
do odeinka, jaki odeinajq skrajne boki wiclobokw sznurowego na do-
wolnej prostej rownolegle do sit pary; wspdlezynnikiem proporcejonal-
nodei jest odlegtosé bieguna od sit w wielobokw sit.

Podobnesposoby wyznaczania mo-
mentu s3 korzystne wowezas, gdy
mamy do czynienia z kilkoma si-
lami rdéwnoleglymi, wtedy bowiem
mozemy dla wszystkich sil prayjad
to samo w. Gdy zad mamy wyzna-
czy¢é moment ukladu it rownoleglych,
wyznaczamy najpierw wypadkowsy
(ewentualnie wypadkows pare sit),
a nastepnie jej moment.

Nakresliwszy wielobok sznurowy ukladu sit réwnoleglych, mo-
zemy wzgledem punktu A4 wyznaczyé moment dowolnej czedel
ukladu, zlozonej z sit nastepujacych po sobie w takim porzadku
jak w wieloboku sit. Wielobok sznurowy tej czesci zawarty jest
bowiem w wieloboku sznurowym calego ukladu. Na rysunku odei-
nek K'L’ jest proporcjonalny (co do modulu) do momentu ukbadu
sit Py, Py, wzgledem A. .

Niech wreszcie dany bedzie uklad sit P, P, ..., Py, By, I, rowno-
wazny zeru (rys. 1, str. 257). Prowadzimy przez dowoluy punki ¢/
prosta réwnolegly do sil. Odecinek LK tej prostej, lozgey miedzy bo-
kami wieloboku sznurowego, jest proporcjonalny (co do modutu)

icm

[$71 ‘ L. Uialo swobodne. v 259

do momentu ogdlnego wzgledem (/ il polozonych po jednej stronie
tej proste] (w naszym przypadku do momentu sit R, P, P, P, lub
8it Py, Pg, Ly; momenty obu tyeh czedei ukladu wzgledem (' sg réwne
0 do modulu, poniewas suma ich jest zerem, na skutek zalozenia,
#e uktad jost réwnowazny zeru). Wspélezynnikiem proporejonalnoge
jest w, t.j. odleglo$é bieguna O od sit w wielobokn sit. | '

Wyznaczanie §rodka ciezkogei i momentu statycz-
nego figur plaskich. Aby wyznaczyé Srodek ciezkodei figury pla-
skioj 7, dzielimy ja na ‘
waskio paski przy pomocy
prostych rownoleglych. Je-
Zeli w drodkach ciezkodei
84, 8y, v Olirzymanych pas-
kow zaczepiny sily Py, P,,...
rownolegle, zgo(ln;e skiero-
wane 1 proporejonalne co
do wielkosei do pal 7y, By,...
tyeh paskow, to §rodek sit
P,,P,,... bedzie frodkiem
ciezkodei figury F.

Zauwazmy l’)(}wjem, ze frodek ciezkosei figury F jest §rodkiem
masy ukladu punktéw maberialnych, jaki otrzymamy, zastepujac
kazdy pasek punktem materialnym o magie réwnej masie paska
(str. 156). Na mocy zad twierdzenia dowiedzionego na str. 243 §ro-
dek masy otrzymanego ukladn punktéw materialnych jest drod-
kiem ukladu sil rownoleglych P, P,,...

Paski dostatecznic waskie mozemy uwazaé za trapezy; §rodki
ciezkodel trapezdw wyznaczamy podiug konstrukeji podanejna str. 180,
rys. 1. Linie podzialu figury prowadzimy zazwyezaj w réwnych
odstepach (rys. 1). Zatem pola trapezéw beda proporcjonalne do
ich linij ¢rodkowych. Wielkodci sit Py, P,,... mozemy wiec uwazaé
%0 m“oporb.j(m:bhm do linij $rodkowych trapezow.

Wypadkowa R przechodzi przez §rodek ciezkosci §; wyzna-
czamy ja przy pomocy wieloboku sznurowego (rys. la).

Zmieniajge kierunek sil i wyznaczajac nowa wypadkows R,
otrzymanyy frodek ciezkosel 8 jako punkt przeciecia sie obu wy-
padkowyeh £ i R’

Aby wyznaczyé momeoent statyezny figury F wzgledem pownej
prostej I, rysujemy sity P, P,,... rownolegle do 1.

17%
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Moment wypadkowej B wzgledem dowolnego punktu 4 prostej 1
jest co do wielkodei proporcjonalny do momentu statyeznogo fi-
gury F' wzgledem I.

Oznaczajaec bowiem, przez M moment sity £ wzgledem A,
przez h odleglo§é 4 od kierunku sity R, przez M, moment statyczny
danej figury wzgledem I, wreszcie przez F pole figury, mamy:

(2) M| =h|Rl,  [M]=hP,
gdyz §rodek ciezkodci lezy na kierunku wypadkowej.

Poniewaz wielkogé sit Py, P,,... obraliémy proporcjonaluie do
pol Fy, Iy, ... poszezegdlnych paskéw, wiec
(3) |Py| = AT, |P,| = AT, it.d.,
gdzie A jest wspélezynnikiem proporcjonalnogei. Tiecz

|R|=|P\|+|Py+..,
skad ‘
|B| = AT, 4+ Py ...) = AP

Na mocy wige (2) jest |M|=AhF=AM,| czyli

(4) | M| = | M|/ A.

A wiec: moment statyceny figury jest (co do modutu) proporejo-
nalny do momentu wypadkowe;.

Momenty statyczne figur plaskich mozemy zatem wyznaczad
przy pomocy wieloboku sznurowego.

Na rys. 1, str. 259, jest |M|=w-KL, skad na moey (k)

(5) | M | = KL/A.

Ozn..a.czmy- przez dy,dy, ... dlugodé linij grodkowyeh trapezéw, u pravz o
odstep nu@dzz liniami Iiodzialu. Zatem Fy=ad,, F,=ad,,.... Poniewas f)lrzyjeto
na rysunku [Pl|=k.dl, {Po|=kd,, ..., gdzie k=1, wiee By|== I, [a, | Py I [0, .
Na mocy (3) bedzie tedy 1=1F/a, skad na mocy (5) '

[ M j|= aw- KL/k=3aw-KL.

Mierzge a, w i KL ns 4 irzymuj M 7
) a rysunku, otrzymujemy [ M| z powyimaogo waoru.

icm

[§ 8] I, Ciato nieswobodne, 261

II. Cialo nieswobodne

§ 8. Warunki réwnowagi. Cialo sztywne nazywamy mnse-
swobodnym, jozeli polozenia lub ruchy tego ciata poddane sg pew-
nym warankom. Warunki te nazywamy wiezams.

Np. jozeli jeden punkt ciala jest unieruchomiony, cialo moze sie tylko
obracaé okolo tego punktu. Jezeli dwa punkty 4 i B ciata sq unieruchomione,
cvialo moze si¢ tylko obracaé okolo prostej AB. Poznamy péiniej inne jeszcze
przyklady ciat sztywnych nieswobodnyeb.

Gdy ciato sztywne nieswobodne jest w réwnowadze, méwimy,
ze sty dzialajgee na to ciato rdwnowazq sie lub sq w rdwnowadze.

Ciato sztywne unieruchomione w dwéch punktach 4, B i znaj-
dujaco sie w rownowadze pozostanie w réwnowadze,
gdy dotgezymy dowolng sile P o poezgtkun w punk-
cie (!, polozonym na prostej 4B. Intuicyjnie jest to
jasne, gdyz cialo moze sie tylko obracaé okolo osi
AB, o wige sita P, dzialajaca na of unieruchomiong,
nie moze ciata poruszyd. Gdyby ciato bylo swobodne,
to pozostaloby w réwnowadze jedynie w przypadku, gdy P=0.

Widzimy stad, ze warunki réwnowagi sit przy ciele nieswo-
bodnym sg-inne niz przy ciele swobodnym.

Badanie warunkéw réwnowagi w przypadku ciata sztywnego
nieswobodnego mozemy sprowadzié¢ do przypadku ciata swobodnego.
Przyjmowadé bedziemy w tym celu, ze na cialo sztywne nieswobodne
dzialajy opréez sil danych sity dodatkowe zwane reakcjami, dzieki
ktorym ciato zachowuje wiezy. Reakeje pochodzg od tych cial, ktére
ograniczaja swobode ruchéw danego ciata sztywnego nieswobodnego.

Jozeli np. cialo ciezkie spocezywa na stole, wéwezas nie jest swobodne,

nie moze howiem przejié przez powierzchnie stolu. W tym przypadku reakejami
gy sily z jakimi powierzchnia stolu ciénie na ciato.

Inne sily, pod ktéryeh dzialaniem znajduje sie ciato sztywne
nieswobodne, nazywaé bedziemy sitami dziatajgcyms (dla odrdznienia
od reakeyj). Jezeli do sit dzialajacych dolgezymy reakeje, to mo-
zomy ciato sztywne nieswobodne uwazaé za swobodne.

Wynika stad, ze warunkicm koniecznym ¢ wystarczajacym réwno-
wagi sit deialajgeych jest, by sity dziatajace réwnowasyly si¢ 2 reakejams.

Powyiszy warnnek nie jest jednak dogodny, gdyz wystepuja w nim sily
roakeyine, ktéryceh na ogét nie znamy. W niektérych przypadkach, jak np.
w praypadka ciata unieruchomionego w jednym punkeie lub w dwéeh punk-
tach, wozna jednak podaé warunki réwnowagi sit dzialajaeych, nie odwolujae
sig do reakeyj (stv. 274). Warankiem réwnowagi, w ktérym nie wystepuja re-
akejo, jost t. zw. zasada pras praygotowanych, ktéry poznamy w rqzdziale IX.
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ROZDZIAL VI. Statyka ciala sziywnogo.

§ 9. Reakecje cial stykajacych sie. Kazde dwa ciala
(bryly, powierzchnie lub linie) sztywne, stykajace si¢ z sobg, dzia-
taja na siebie z pewnymi sitami. Sily te sg reakcjami i pochodzy
z wzajemnego oddziatywania na siebie punktéw obu cial. Reakcjo
stosuja sie do prawa akeji i reakeji. '

Sity, z jakimi jedno cialo dziata na drugie, mozemy w myfl
twierdzenia o redukeji (str. 241) zawsze zastapid jedng sity R i parg
o momencie M. Na odwrét, na mocy prawa akeji i reakeji, cialo
drugie dziala na cialo pierwsze z silami réwnowaznymi sile —R
(o tym samym poczatku co B) i parze o momencie —Ji7. ‘

Wyznaczanie reakeyj jest bardzo wazne w zagadnieniach zwig-
zanych z technika. Dotychezas nie mamy jeszeze teorii rozwiazu-
jacej te sprawe w zupelnogei. W praktyce poslugujemy si¢ pownymi
hipotezami zgadzajacymi si¢ w przyblizeniu z dodwiadezeniont. Zaj-
miemy sie tutaj niektérymi tylko zagadnieniami dotyczgeymi ro-
akeji ciat stykajacych sie. Szerzej ujeta jest ta sprawa w podrecs-
nikach mechaniki technicznej.

Doswiadezenie wykazuje, ze w ciatach satywnych stiykajacyceh
sie tylko te punkty dzialaja na siebie, ktére polozone sq Dlisko
punktow zetkniecia. Przyjmiemy tu hipoteze upraszezajacsy, ze tylko
punkty zetkniecia obu ciat dzialaja na siebie; reakeje bedg wowezas
sitami zaczepionymi w punktach zetkniecia.

Hipoteza powyzsza nie da sie utrzymaé w ealej ogéliodei. Dla dwu cial
sztywnych, stykajacych sie tylko w jednym punkeie, reakejo sprowadzalyby sia
wedlug tej hipotezy do jednej sity, majacej poezgtek w punkeie zetkuiecin, Do-
éwiadczenie natomiast poucza, ze précz niej moze w tym praypadku wystepo-
waé jeszeze para sil o momencie réznym od zera, co sprzociwin sio hipotezioe.

Jezeli np. sztywna kula ciezka opiera sig o sztywny plyle poziomy., to
moze pozostawal w réwnowadze nawet whedy, gdy bedzie pod dzialaniom pary
sit (lezace] w plaszezyinie poziomej) o malym momencie. W stanio réwnowagi
reakcje plyty réwnowazg zaréwno cigzar kuli jak pare sit, co hyloby niemozliwe,
gdyby reakeje plyty sprowadzaly sie do jednej tylko sity zaczepionej w punkeio
stycznosei,

Reakeja normalna i styczna. Niech dwa cinka sztywne
TiTI stykajq sie w punkeie 4. Oznaczmy przez R sile # jakg ciato T1

7 dziata na ciato I w punkcie A. Sila B ma pocze-
T tek w A. Na mocy prawa akeji i roakeji cialo T

R \, dziata na ciato I1 z sity —F, majaey poczytiok
Towniez w 4.

Niech cialo I bedzie bryly lub powierzehniy

posiadajaca w punkeie A plaszezyzne styoznyg 71,
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Roztézmy reakeje B na dwie skladowe: na skladowg N pro-
stopadiy do ciala, . j. do plasaczyzny I7, i na sktadows T styczng
do ciala, 1. j. lozacy w IT. ‘ L

‘Skiadows N nazywamy realkcja normalng, sktadowa zad T
reakeja styeenq lub tarciem. Reakeja normalna jest zazwyczaj skie-
rowana wzgledem ciata II w te strone, w ktérej znajduje sie cialo I;
nazywamy jg wéwezas cidnieniem. Gdy w punktach zetkniecia tarcie
nie wystepuje, ciata stykajace sie nazywamy gladkimi.

Rozpatrzmy jeszeze dwa praypadki:

1% Cialo T jest powierzchnia, ograni-
czong pewng linig, na ktérej lezy punks
gefkuigein A, prazy czym linia ogranicza-
jaca ma w A prostg styezng 1 (rys. a).

20 Ciado I jest linig posiadajacy w 4
prosty styczug f, pray czym A nie jest
koncem toj linii (rys. b).

Przykladem 1° moze byé pélkula sztywna ograniczona okre-
giem, na ktorym lezy punkt 4; przykladem 2° moze byé tuk okregu
o punkcie A lezgcym w jego potowie. W przypadkach 10 i 20 reakeja
normalng bedzie skladowa reakeji R prostopadia do  stycznej I;
tarciem zad bedzie skladowa reakeji B lezgea na prostej I.

Dla dwu eial gladkich stykajacych si¢ w punkcie A kierunek
i zwrot reakeji jest wyznaczony, jezeli jedno z cial jest brylg lub
powierzehnig posindajace w A plaszezyzne styezng. Kierunek i zwrot
reakeji jost wyznaczony rowniez dla cial 101 29, jezeli proste styczne
do nich w punkeie ich zetknigeia nie pokrywaja sie z sobg. W tym
bowiem przypadku reakeja musi byé prostopadia do obu stycznych.
Dla ciat, z ktdrych jedno jest cialem 19 Iub 29, wiemy o reakeji tylko
tiyle, ze lezy ona w plaszezyznie prostopadlej do prostej stycznej 1.

Podpory. Uialo sztywne unieruchomione (np. zwigzane szty-.
wnie z ziemia) nazywamy podporq. W wielu zagtosowaniach idzie
0 wyznaczenie reakeyj podpér na inne ciata sztywne.

Jozoli cialo sztywné opierajace sie na podporach jest w rdwno-
wadze, to sily dziatajapce na to cialo rownowazg sie z reakejami
podpdr. Jozeli cinlo gladkie opiera sie na podporach gladkich, to
prayimujomy, so jeseld sq do pomysiensa reakeje (oczywiseie normalne),
rownmwasagee siby, jokie detalaje na cialo, to reakeje takie reeceywiscie
WY SLppiets
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Dzigki powyzszej hipotezie mozemy w wielu praypadkach po-
dad warunki konieczne i wystarczajace dla réwnowagi sit, jakie
dzialaja na cialo sztywne opierajace si¢ na podporach gladkich.

Srodek ci§nien. Niech dwa ciata gladkie I i II stykaja sie
w punktach lezgcych na pewnej plaszezysnie IT
(rys. 1). Reakeje beda wiec prostopadle do plagz-
czyzny II. Reakcje dzialajgce na cialo 1 sg zatem
7 7/ réwnolegle; zalézmy %e s ci§nieniami. Maja wiec tien

A

1

B

e

/1

sam zwrot. Wynika stad, ze majg wypadkowy F,

I ]
1 1 ! !
"TATR o ktérej mozemy przyjaé, ze zaczepiona jest
: w pewnym punkecie O plaszezyzny II. Punkt 0
1 nazywamy srodkiem ci$nien.

Oczywifcie reakcje dziatajace na drugie cialo maja wypad-
kowa —F i ten sam $rodek cignien.

Reakcje niei Nié nierozciggliwa, przyczepiona do ciata,
dziala na nie tylko wtedy, gdy jest napieta. Jezeli masa nici jost
mala (tak, ze mozna ja pomingé) i obydwa kohice
nici przyczepione sg do ciala, to dziala ona
w obu kodcach, z sitami réwnymi co do wiel-
kosei, takze i wtedy, gdy jest nawinieta na
jakied cialo gladkie (rys. 2). Sily, z jakimi nié
dziala w swoich koncach, s styczne do nici
i majg zwrot w kierunku nici. Sily te nazywamy
RAPLLCLAML NICH, 2,

Przyklad 1. Jezeli cialo ciezkie, zawieszone na nici w punkeie 4,
jest w réwgowadze, to napiecie nici 7 o poczatku A réwnowazy sie
z cigzarem ¢, majacym poczatek w §rodku cierkosci 8. Zatem 7 --(= 0
czyli '

) 7= Q).

Ponadto sity 7 i @ musza dzialad wzdiuz jednej pro-
stej. Nié ma zatem kierunek pionowy i jej przedluzenie
przechodzi przez frodek ciezkogei (rys. 3). Zawiesznjac
wiee cialo po kolei w dwéch punktach i zaznaczajge kie-
7 runki nici w ciele, ofrzymamy jako punks praeciecia §ro-
3. dek ciezkodei ciata.
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Przyllad 2. Yezeli cialo zawieszone na dwoéch niciach w punk-
' . . 7 . k3 - . 731 . m

tach A i B jest w réwnowadze, to napiecia nici T, i T, o poczat-

kach w A i B réwnowazy si¢ z ciezarem 0, majacym poczatek

w frodku ciegkodei S (rys. 1). Zatem

@ TerTgeo

Na mocy wiee twierdzenia podanego na
str, 250 kierunki sil przecinaja sie w jednym
punkecie O lub sily sg réwnoleglte. W obu przy-
padkach mozemy wyznaczyé sity T, i T,, two-
rzge moment  wzgledem dowolnego punktn,
np. wzgledem punktu A. Oznaczajge przez
ty 1 d vamiona sit Ty i § wagledem 4, dostaniemy |T,/a=|Q|d czyli

(3) |Tzl =@l d/a.

Podobnie otrzymamy |T,|, tworzae moment wzgledem B.
W praypadkun, gdy sily 1) i T, nie sg réwnolegle, mozemy je
wyznaczyd graficznie, tworzge tréjkat sit (rys. 1a).

LPrzyklad 3. Na nici nierozciagliwej bez masy, przewinietej
przez gladki piercier w punkeie €, zawieszony jest w punktach
A 1 B ciezki pret sztywny (rys. 2). Wyznaczydé napiecia nici w po-
lozeniu réwnowagi.

Oznaczmy przez ! dtugosé nici, przez
i kgt ACB, a przez § $rodek ciezkodei
y j preta. Poldzmy:

"™ AB=a, AC=l, BC=l, AS=D.

Przypusémy, ze dane sg a,b,1 i cie-
28 gar preta @.

Poniewaz napiecia T, i T, nici réwnowasg si¢ z ciezarem @,
wige sily te przecinajg sie w punkecie € (gdyz sity 7', i T', przechodzgy
przez punkt (7 (str. 250)) i ponadto
(4) T+ Ty @=0.

Procs tego (str. 264)

(h) || =|T.
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Gdy @=0, pret ma potozenie pionowe i. s_ﬂ'y T, iT, majg kio-
runek pionowy. Na mocy (5) jest wiec T,=7,, skad na mocy (4)

1T =T =14 /2.

Zbadajmy w jakim przypadku moze byé ¢==0, jwk. na ry-
sunku. Przyjmijmy wiee, ze == 0.

Oznaczajac przez d, i d, odleglodci kierunkéw sit 7', i 7, od 8
i tworzae' moment wzgledem 8, dostaniemy |7%|d,==|T,/dy; zadiomn,
z uwagi na (5), dy=d,. Srodek ciezkodei § jest réwno oddalony od
bokéw AC i BO, czyli prosta ('S jest symetralng kata ¢. Ze zna-
nego twierdzenia geometrycznego o symetralnych katiow trdjkatba,
otrzymujemy AC/BC=AS8/BS czyli

(6) - C L h=b](a—D).

Poniewaz
(1) b+l =l,
wiee rozwigzujae uklad réwnan (6) i (7), dostaniemy:

(8) L=0bl/a, ly=(a—Db)l/a.

Aby boki 1,1, a mogly tworzyé tréjkat, musza zachodzié nie-
réwnofel L+lL>a, L+a>l, I, +a>1, ktore mozemy] napisaé
W postaci:

Zl + Z2>(L, “>|Zl "‘Z‘Z|7
skad na mocy (8)
(9) I>a>|a—2b[1/a.

Muszg by¢ wige spetnione nieréwnosei a<<l<a?/|e ~30| czyli,
kladge k=b/a,

(10) a<l<a[1—2k.

A wiee: réwnowaga zajdeie pray @0, jezeli dlugosé nici T spenia
warunek (10).

Zauwazimy, ze jezeli k=b/a=1/2 (t.j. gdy drodek ciezkodei S
wypada w frodku odcinka AB), to warunki (9) spelniono sy dla

kazdego I>a. W tym wiec przypadku mozliwe jest zawsze polozenic
réwnowagi preta przy p==0.

Kab ¢ otrzymamy z twierdzenia Carnota

(11) 0t =1+ 15— 1y cos g

icm
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7 trojkatia wil dostajomy

(2 T ,
Lo katiwyeh praerébkach, wyrazajac cos Lo przez ty b, 1 ze Wzo-

réw (8) i (L1), otrzymamy na mocy (12)

g A L (a—b)b
7= 2y = L] 4 =1L

W wzezogdlnodei dla b=a/2 dostaniemy
l

(P —_—

Preyllad £, Bolka pozioma spoczywa w punktach 4 i B na
dwoch podporach gladkich, Na belke dzatajg sity pionowe (skiero-
wano w dol) Py, Py, ..., Py (sir. 267, rys. 1), Wyznaczyé reakeje podpor.

OZNACANLY DYZOZ ity iy, ...ty 0dleglodel punktow zaczepienia sil
od 4. Polézmy AB-d. Reakejo B, i By w A i B sy pionowe. Tworzac
momoent wzgledom A i oznaczajac praez P, Py,..., Py, Ry, R, warto-
sei bezwzgledne wil, otraymamy P+ Pyigt... 4 Pyws— Ryd =0, skad

(13) Ry = (Pyity-+-Poity + .. + Py g) [d.
Poniewag [e A Ry== P+ Py ...+ Py, wiec
(14) Ry [Py (A=) + .. + Pold —5)] .

Reakejo By i Ry, mozna réwniez wyznaczyé przy pomocy wielo-
boku sznurowego jak na str. 257.

Przyllad s, Kula cigzka o stalej gestosei dotyka plaszezyzny
gladkiej I, nachylonej do poziomu pod katem a. Wyznaczyé sile
poziomg P, utrzymujacy kule w réwnowadze.

Hezar @ kuli ma pocezgbek w jej drodku

0, a reakejn B plaszezyzny IT w punkeie
stiyeznodei 4; jest ona prostopadta do I1. Sity 2
@ i B przocinajg sie w punkeie 0. Ponie- — 7

waz ity P, ¢ i B rownowazg sie, wiee na
mocey tw. ITI, str. 250, przecinajg sie one w punkcl_(z O.”Pomull'.o
PAQ 1 R-~0, wiee 7 trojkata sit otrzymujemy sity £ i B. Mamy:

R () [ o8 a, P=Qtga,

gdzie P, Q1 R oznaczajy bezwzgledne wartosei odpowiednich sil.
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Przyktad 6. W plaszezyinie pionowej I7 lezy pret ciczki A B
0 gestodci statej, oparty na dwdich plaszezyznach gladkich: pozio-
mej II, i pionowej II,. Niechaj Ox i Oy heda prostymi przeciecia
plaszezyzn I1; i IT, 7 plaszezyzng I1. Preb AB praywigzany jest nicig
nierozeiggliwag OC do punktu O. Pret znajduje sie w rédwnowadze.
Wyznaczy¢ reakcje, majge dane: AB=2l, kat « miedzy AB w osig x
i kat ¢ miedzy OC a osig « (rys. 1).

Silg dzialajaca na pret jest

i ciezar @ zaczepiony w rodku
, preta 4B w punkeie D. Roak-
cjami g reakeje Scian R i N,
zaczepione w A i B i prostopa-
dte do feian, oraz reakeja nici 7
zaczepiona w (! i skierowany
wzdluz nici ku punktowi . Sik,
dzialajaca rownowazy sie z reakcjami. Z warunku rzutéw na osie
x1y otrzymujemy:

(15) No+ Te=0,

By +Qy+4 1y=0,
a z warunku momentu wzgledem O:
(16) —Ry-2lcos a+ N, 21 sina — @, 1 cos u=0.

Oznaozmy przez R, N, T, bezwzgledne wartodei odpowiednich
sit. Mamy oczywiscie RI,—_R Ne=N, Qy=—Q i T=—T cos g,
Ty=~Tsing. Zatem z réwnan (15) i (16) otrzymujomy:

amn N —T cos =0, E—Q—
(18) —2R cosa-+2N sina+t @ cosa=0.

Tsin =0,

Wyznaczajac Ri N z réwgaﬁ (17) i wstawiajac w (18) otrzymamy

(19) LI
2 8in (a —g),
skad na mocy réwnan (17):

COS a COS ¢ cosasing’
(20) =2 R— (1 Cosasing )
28in (a (p)’ @ 28in (a—g)

Poniewaz 7>0, wiee na moey (19) musi byé az- gy zatem

punkt ¢ musi lezeé miedzy 4 i D.

Zadanie mozemy réwnies rozwigzaé graficznie (rys. 2 i 3).

P
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Oznaczmy prazez B punks Przecigein sit TiQ, zaé przez F gil
NilR. w\n/Vyp‘ulkowtlL W,sit Ti@ zZaczepiona jest w B, za$ wypad-
kowa Wy wit £i N w F. Poniowas uktad sil N,R,T,Q jest r6wno-
wazny zoru, wiee uktad git Wi, w, ]e% tez rownowmzny zeru. Zatem
sity dziadajy wadluz proste] EEF i W4 W,=0. Sila @ oraz kie-
runki sit 71 Wp=T 1@ sa dane, wige mozemy wyznaczyd sity W, i T
jak na rys. 2. Poniowaz N-R= W‘=~—W wige sity N i R
otrzymamy, rozkladajae sile W, na .sklﬁulowc w kierunkach osi
@iy (rys. 3).

Prayhlad 7, Prot cigiki AB o §rodkn ciezkosel S opiera sie
w punkeie A o plaszezyzne poziomy gladka, a w punkcie B o kule
gladka., W punkeio 4 nezepiona jost nié nierozciggliwa, przewinieta
pracz blok (i obeiggona w drugim konen ciezarem P, Wyznaczyé
ciezar P, roakeje R Seinny 1)0/101110) i reakcje N kuli w polozeniu
rownowagi, majae dano a-=A8, b==A B, kat o miedzy pretem a plasz-
czyang I ciezar preta Q.

Obierzmy osio @ i y jak na rysunku. Poniewas napiecie nici
w punkeio A wynosi P, wiee oznaczajge przez P, @, R, N wartosei
bezwzgledne sl i tworzge rzuty na osie z,y, dostaniemy:

21y P—Nsina==0, R--@Q-+N coga=0,

. . . 0
Moment ogdlny wzgledem A wynosi 7 ,T i
! A
(22) () 008 @ —hN =10, . 7
Yordwnan (21) 1 (22) obrzymamy: R
|t COB asin Yo
N . e ——
N b =) - 5%

T () (l 5 ('os a)

Ziadanie mozomy rozwigzad réwniez graficznie. Oznaczmy w tym

(0111 1)1’70/ W, wypfuikowq %il 'l? i F, & przez W, vaadkowa sit@iN.

""" Wy=Q-+N w punk-

¢ia 0, w .kt.orym przm,m‘agcy Kig klerunkl sit Q i N . Poniewaz znamy
potozenia sil @ i N, wiee punkt O mozemy wyznaczyé.

Sily P, B, ¢ 1 N g w rownowadze, wige j sity W, i Wy r6w-

nowaza sie. Zatem W | Wy=0; ponadto sity W, i W, leza na
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jednej prostej. Prosta ta jest oczywiscie prosta .40. Poniewaz ZDAIY
juz kierunek sily W, wiec mozemy ze zwiazku W,=Q-+N wyzna-
czyé W, i N, rysujac tréjkat sit. Mamy W,=—W, i W,=R4D,
wiec sity £ 1 P otrzymamy, rozkladajac site W, w kierunkach sit & i P.

Prezyklad 8. Drut ciezki sztywny o stalej gestiosel, w ksztateio
polokregu, lezy w plaszczyznie pionowej, opierajac sie o prosty po-
ziomy I. Na kovicach preta 4'i B zaczepione sg sily P, i P,, skio-
rowane pionowo w dét. Wyznaczyé kat ¢, jaki w polozeniu réwno-
wagl tworzy Srednica AB z poziomem, oraz reakcje B w punkeie
styeznosei C' (przy zalozeniu, ze nie ma tarcia).

5 W .po}oZem'u réwnowagi sity P, P, ciednr @,
8 zaczepiony w rodku § masy oraz reakcja B, pro-
stopadla do 7, réwnowazg sie. Poniewas sily po-

4 wyzsze 8g rownolegle, wiee (oznaczajge ich war-
; 1 todei bezwzgledne przez Py, Py, ¢ i R) otirzy-
mamy z warunku rzutéw na of y, skierowang
pionowo w gérg, —P;+R— Q—P,= ezyli
(23) R=P,+ Py +q.

Obliczmy moment ogélny sit wzgledem punktu styeznogei (.
Z warunku momentu otrzymamy

(24) — PP+ Q¢+ Pyp,=0,

gdzie py, p, i ¢ oznaczajy ramiona kit Py, Py i @ wagledem (). Kla-
dac r=0B (gdzie O jest $rodkiem Srednicy AB), otrzymamy:

(25) P1=Py==T COS p, ¢=08-sin ¢,
& poniewaz O8=2r/x (str. 179), wiec

(26) q=27' sing
JT

Z (25) i (26) dostaniemy przez podstawienie w (24)

2rQ sin @

(Py—Py)1rcos ¢ 4 — = 0
czyli
27 _(Br=P)n
(27) tg p=--1 50
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(1) T Rogin a, N =R cos a,
& glead ‘
(2) TN tg
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§10. Tarcie. Nioch dwa ciata I i I, bedace w spoczynku,
stiykajg sie w punkeio A i niech maja w tym punkeie wspolng plasz-
ezyzne styeany I7. ( yanaczmy prazez B reakeje z jaka w punkcie 4
dziala ciato 11 na cialo 1. Jezeli ciata nie sg gladkie, to reakecja R
nie jost do plaszezyzny II prostopadla.

Niochaj « bedzie kytem, jaki B tworzy
%z normalng » do I1.

(')znu“.«uz:‘ujzw przes N skladows normalng,
a praes 1 gkladowy styeang cayli tarcie i kia-

dae Rl R], N=|N|, T=|T|, otrzymujemy:

Dodwindezonie pokazuje, ze kat o nie moze przekroczyé pewnej
granicy, zaloznej od natury powierzehni cial I i IL

Oznacziny przez ¢ maksymalng wartodé kata o w punkeie 4
dla danaj pary cial 17 11 w polozeniu réwnowagi. Mamy wiee 0 <a<lp
ezyli 0:=tg asitg e, skad na mocy (2)

(3) T<Ntgg.
Kladae f==tg g, dostaniemy
(1) T<Nf.

Liczbe f nazywamy wspolezynniliem statycznym tarcia dla danej
pary cial 1 1 IT w punkeie stycanodei A.

Wozmy pod uwage stozek obrotowy o wierzeholku 4, a kto-
rego osig jest normalna m, nachylona do tworzacych stozka pod
katem ¢. Stozok ten nazywamy stoskiem tarcia w punkcie 4.

Poniewad w g, wiee reakeja ledy wewnatrz stodka tarcia lub na
jego powierzchwi. :

Podobuie jak dla podpir gladkich (str. 263), przyjmujemy
réwniez w praypadku tarcia zasade nastepujace:

Jeseli vialo sebypwne opiera si¢ na podporach-i sq do pomyslenta
reakeje (ledqee wewnatrs stodhéw larcia ), rdwnowadqee sig 2 sibams,
jadiie dziatajeq na cialo, to reakeje te wystapia w rzeczywistosed (jedeld
w ehwili poesathowej cialo byto w spoczynku ).
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Przyklad 1. Pret ciezki AB, lezgey na plaszezyznie piono wej,
opiera sie na plaszezyznach poziomej i pionowej. Wspolezynniki
tarcia w A i B 83 f; i f,. Zbadaé warunki réwnowagi.

Wesmy pod uwage stozki tarcia w A4 i B.
Tworzgce tych stozkéw sq nachylone do normal-
nych w A i B pod katami g, i ¢y, gdzie tg @, =,
i tg gy=f, Reakcje B, i By w A i B muszg le-
ze¢ wewngtrz lub na powierzehni tych stozkow.

Na pret AB dzialajy trzy sity: R, R, i cie-

0 sar @, zaczepiony w §rodku ciezkofei S.

Jezeli pret jest w réwnowadze, to kierunki tych sit przechodzg
przez jeden punkt ¢ (str.250). Punkt ten musi oczywidcie lezed
we wspélnym obszarze obu stozk6éw tarcia (p. obszar zacieniowany
na rysunku), gdyz kierunki reakcyj R, i B, mogg sie tylko Pre-
cinaé w tym obszarze. Kierunek sity ciezkodci musi zatem prze-
chodzié przez obszar wspélny obu stozkdw tarcia.

Na odwrdt, jezeli kierunek ciezaru § przechodzi praes wipolny
obszar stozkéw tarcia, to pret moze pozostawaé w réwnowadzo.
Obierzmy bowiem na pionie przechodzacym przez § dowolny punkt ¢!
wewnatrz wspolnego obszaru stozkéw tarcia. Latwo widzieé, ze mogy
wystapié reakcje B, i R,, majace kierunek A0 i BC i TOWNoOwazgce
ciezar . A wiec pret moze w tym przypadku pozostawad w réwno-
wadze.

Gdyby srodek ciezkodei lezal w takim punkcie 8, ze pion
przechodzgcy przez ten punkt nie przecinatby wspdlnego ohszaru
stozkéw tarcia, to réwnowaga preta bytaby niemozliwa.

A wiee: warunkiem koniecznym i wystarczajacym dlo réwnoway
preta jest to, by kierunek cigéaru praechodzit preez wspdlny obszar stos-
kéw tarcia.

Potézmy: AB=1, AS=d, BS=d' i oznaczmy przez o katb, jaki
AB tworzy z poziomem. Obierzmy osie z i ¥ ukladu wipolrzednych
jak na rysunku i zalézmy, ze pret jest w réwnowadze. 7 warunkéw
rzutéw i momentu wzgledem O otrzymamy:

(5) By + B, =0, By + Ry —) =0,
oraz ——Rly cosa-t+ By Isina+ Qd’ cosa=0 czyli

(6) "‘R”ﬁ'-{« B Utg a4 Qd'=0.
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Mamy ponadto nierdwnodei nastépujace:
(7) . “[ﬁ.\‘ ‘f ]'l)y]”fl, I]ﬁzylg\l{zxfz. .

Zio wzordw (B) i (6) nie mozemy reakeyj wyznaczyé. Zwigzki
(5)-(7) pozwalajg nam  tylko podaé granice, ktiérych nie moga
przekroczyd sklavdowe reakeyi. ‘ ‘

Qznaczany przez o, odeieta punktu 8, a przez & odcieta pun-
ktu ¢, w ktérym przecinaja sie tworzgee skrajne stozkéw tarcia.
Réownowaga nasbgpi, jezeli ‘ :

(8) ' E
Aby wyznaczydé & napiszmy réwnania prosty@ BG i AG:
A s f g |- i a, A== — (0 —1 cos a) [ fy.
Punkt ¢ jest punktem przeciedia tyeh  prostych, wiec

Cl—fitga

(9)

(10) (L=, tg o) [(L+-Fufo) <@L

Rownowaga nastapi, jezeli lewa strona tej nieréwnoei jest
liczba ujemng lub zerem. W tym przypadku jest 1—f; tga<<0, wiec
1/fi=tga cayli otg g <tga, zatem =/2 —p<a.

Jozoli wiee m/2——qy<a, to réwnowaga nastapi. Jezeli zas
7 /9—p>>a, 0 lowa strona nieréwnodei (10) bedzie dodatnia i réwno-
wagn Nie zajdzie pray zbyt matym d'.

Wyniki to tatiwo sprawdzié na rysunku (str. 272).

- Prayktad 2, Bolka I przechodzi luzno przez wycigcie w be'lce. 11.
Nu belke IT dziata sita P réwnolegla do belki L. Belki 53 przymémetie
do siebie w punktach 4 i B. -

Wyznaczmy stozki tarcia w 4
i B. Jezeli kiorunek sity P praejdzie ~——
przez obszar wspolny stozkow tarcia, |,
to w A i B wystapia dzialajace na
belke 11 reakaje By i By, ktdre zrow-
nowazy site P, Wowezas bolka IT sie
nia poruszy: nasbapi . zw. gecinanie. ~
7 rys. latwo widzied, o zacinania nie bedzie, jezeli gita P’
bedzie minky poczgtok w poblizu belki T i bedzie do niej réwnolegla.
Wiedy bowiom kierunck sity P’ nie przejdzie przez wspdlng
ezedG obu stozkow tarcing réwnowaga nie bedzie wige mozliwa.

S, Dannel, Mochantka,

4

i RS
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§ 11. Warunki réwnowagi nie zawierajace reakeji.
Warunek rownowagi sil dziatajacych na ciato sztywne, podany na
str. 261, wyraza zwiazek zachodzgcy miedzy sitami dziatajgcymi
a reakcjami. Obecnie podamy kilka przykladéw, w ktérych warunki
réwnowagi sit dziatajacych mozna bedzie odnie$é do samych tylko
sit dziatajgeych z pominieciem reakeji.

COialo o punkeie nieruchomym. Niech cialo sztiywne ma

jeden punkt unieruchomiony, np. punkt 0. Mozemy wiee przyjad,
ze ciato jest swobodne i ze w punkcie O dziala reakeja R, przytrzy-
mujgca punkt O.
’ Zatézmy dalej, ze cialo jest w réwnowadze pod dzialaniem
sit Py,Ps,..., P, Sily te réwnowazg sie zatem z reakcjay R. 7 wa-
runkéw réwnowagi wynika, ze zaréwno suma sit, jak i moment
wzgledem punktu 0, sg réwne zeru czyli:

(1) ' R+ 2ZP=0,
I) X Momg P;= 0.

W réwnaniu (I) nie wystepuje reakeja R, gdyz moment jej
wzgledem O (jako sily o poczatku O) jest zerem. Z réwnania (1)
mozemy wyznaczyé E. Mamy
(2) -~ R=~—XP,.

Réwnanie (I) stanowi warunek konieczny, jaki muszg spelniaé
sity dziatajace Py, P,,...,P, w przypadku réwnowagi.

Dowiedziemy teraz, ze warunek (1) jest réw-
niez warunkiem wystarczajgeym réwnowagi.

Zatézmy, ze uklad sit Py, By,..., P, spelnia
réwnanie (I), czyli ze moment ukladu tych
sit wzgledem O jest zerem. Wynika stad, ze
sity Py, Py,..., P, maja wypadkowy P=3P,
0 poczatku w O (str. 26). Ot6z sita P, zaczo-
piona w O, nie moze poruszyé danego ciala, bedacego w §po-
czynku, gdyz punkt O jest nieruchomy. Uklad sit Py, Py,..., P, (v6-
wnowazny sile P) jest zatem w réwnowadze.

A wige: warunkiem kowiecenym i wystarczajaeym ne to, by wkiad
sity deialajaeych na cialo setywne unieruchomione w jednym punleie 0,
byt w réwnowadze, jest, by moment ogdlny sil dziatajacych wegledem
punktu O byt zerem (czyli aby uktad miat wypadkows pracchodzgey
przez 0). .,
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Jiato o osi nieruchomej. Niech cialo 8ztywne ma unie-
ruchomiong pewng prosty | (wystarezy w tym celu np. unieruchomié
dwa punkty tej prostej). Cialo gatywne .moze sie wowezas tylko
obracad okoto osi I, Mozemy przyjad, ze cialo jest swobodne i ze
w punktach polozinych na osi zaczepione sa sity reakeyjne, dzieki
ktorym of jest nicruchoma,

Zul’(w‘,m;\ﬁ %o cialo jost w réwnowadze pod dziataniem sit {Py.
Ziaem sity {Pj) réwnowazy sie z sitami reakcyjnymi. Z warunkéw
réwnowagi wynika, %o moment 0gbélny tych sit wzgledem osi 1 jest
réwny zeru. Poniewaz moment sit reakcyjnych wzgledem osi I, jako
sit o poezglkach polozonych na osi, jest zerem, wiee moment ogélny
sit L wagledom osi T jost zerom czyli

(1) 2 Momy, By= 0.

W rdwnaniu (11) sily reakeyjne nie wystepujg. Réwnanie to
jest zatem warnnkiom koniecznym, jaki musi spelniad dany uktad
sit (P}, by ciato bylo w réwnowadze.

Udowodnimy toraz, %o warunek (I1) jest rowniez warunkiem
wysbarezajgyeym réwnowagi. '

Ziadozmy wiee, ze dowolny uklad sit Py,..., P,
spetnia warunek (IT). Obierzmy dowolny punkt
O na osi I Na mocy twierdzenia o redukeji
(str. 241), dany uklad sil jest réwnowazny
uktadowi ztozonemu z dwoeh sit § i T, 2 kt6-
rych S ma poezgtek w (. Poniewaz moment
ogélny sit Py, Py, .., P, wrgledem | jest zerem,
wige moment ogélny sit S 1 T wazgledem 1 jest
réwniez zorom. 7 uwagi na to, ze Mom,;S=0 (gdyz sila S zacze-
piona jest w punkeie O, polozonym na 1), musi tez byé Mom, T=0.
Zatem sita 7 bad#4 prazecina I, badz jest réwnolegta do 1.

Wezmy pod uwage na osi I dowolny punkt 0'==0. Niechaj 4
bedzie poczgtkiem sity 7. Poniowasz sita T lezy w plaszezyznie prze-
chodzacej przes 1 i A, wige mogemy rozlozyé T na dwie sity 7, i T,
0 kiorunkach 0A i 0'A, a nastepnie przesungé ich punkty zaczepie-
nia do O 1 0. Wykazali§my w ten sposob, ze uktad sit Py, P,,...,P,
rownowazny jest ukladowi sit, zaczepionyeh w punktach osi L.

Poniowns jost oczywistym, Ze sity zaczepione w punktach osi I,
unieruchomionej z zalozonia, nie poruszg ciala bedacego w spoczynku,
wige dany uklad sit dzinlajgeyeh Py, Py..., Py jest w réwnowadze.

18%
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ROZDZIAL VI. Statyka ciala sztywnego.
Zatem: warunkiem koniecemym i wystarczajacym na to, by wklad
sit dziatajacych na cialo sztywne, majace os nieruchoma, byl w riwno-
wadee, jest to, by moment ogolm/ uktadu ,szl weyledem  tej osi byt
zerem.

Uwaga. Niech IT bedzie dowolng plaszezyzng prostopadiy do
prostej I, a 0, punktem przebicia plaszezyzny II osig I. Oznaczmy
przez Pi, Pi,... rzuty na plassczyzne IT sit dziatajgcych P 17] 5 -
Z okreglenia momentu wzgledem osi (str. 237) wynika, ze momont
sity P; wzgledem O, réwna sig momentowi sity P; wzgledem 1. Zatem
moment ogélny sit {P;} wzgledem punktu 0, réwny jest momentowi
ogélnemu sit {P;} wzgledem osi 1.

A wige: warunkiem kowiecenym i wystarezajgcym  réwnmwagi
uktadu sit {P;) jest to, by moment ogdlny sit {(Pj) wegledem Oy byt
zerem.

Warunek ten ma taka postaé, jak gdyby rzub ciala na prass-
czyzne II mial punkt 0 umeruchonuony i jak. gdyby na rzut ciala
dziataly rzuty sil P, P,,.

Aby wiedzieé, czy uklad sit dzialajacych na cialo sztywne, ma-
jace o8 nieruchoms, jest w réwnowadze, wystarczy wige zmnaé tylko
rzuty sit dzialajacych na plaszezyzne prostopadly do osi i punkt
przeciecia osi z ta plaszezyzng.

Cialo plasko prowadzone. Niechaj cialo szbywne mozo sie
poruszaé tylko w ten sposéb, ze tor kazdego punkbu jowt plaski
i lezy w plaszezyznie rownoleglej do pewnej
plaszezyzny stalej IT.

Méwimy wowezas, ze ciato moze od-
bywaé jedynie ruch plaski lub ze jest
plasko prowadzone, a plaszezyzng IT nazy-
wamy plaszezyzng kierownics.

Przykiadem ciala prasko prowadzonego
jest walec, ktérego podstawy lezy na
dwdéch plaszezyznach réwnoleglych 171 IT'.
Jezeli nie ma tarcia, to reakcje Plaszezyzn IT 1 II' w9 do tych
plaszezyzn prostopadie.

Zatozymy ogélnie, ze dlekrod nie ma tareia, reakeje, deiehi
kidrym cialo wykomywad moze tylko ruch plaski, sq prostopadle do
plaszczyeny kierowniceej I, ‘ ‘
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Oczywistym jest /,‘1,1,(3111, ze uklad sit prostopadlych do plasz-
czyrny Kkierowniczoj jost w rownowadze, t.zn. ze sily prostopadie
do Il nio mogey poruszyé  ciata ]_)Lbbk() prowadzounego, bedacego
w spoczynku.

Niechaj ciato plasko prowadzone bedzie w réwnowadze pod
dziataniem uktadu sit PP, ... Sily dzialajgce réwnowazs sie wiec
7z reakejami B, By, ..., eryli tworzg uktad rownowazny zeru. Wynika
stael, %o rzuty sit Py, P, ... i reake yj Ry, R,,... na plaszezyzne kie-
rowniczy I tworzg réwniez uktad réwnowazny zeru. Poniewas rzuty
reakoyj 89 zerami (g(l‘y/ I‘H‘Lk(‘](‘ s prostopadle do II), wiec same
rauty Py, Py, ... sit P, P,,... na plaszezyzne kierowniczg tez tworza
ulklad rownowagny zeru,

Niech O bedzie dowolnym punktem plaszezyzny I1. Jezeli sily
Py Pyy... s W rdwnowadze, otrzymamy:

(3) X Ppe=0 S Momg Pi= 0.

Warunek (3) jost wige warunkiem koniecznym réwnowagi
uklaudu sit Py, Py,... Udowodnimy, ze jest on réwniez W'Lrunklem
dostatecznym. ;

Zalozmy w tym colu, ze uklad sit P,,P,, ... spelnia réwnania (3).
Na moey twierdzenia o redukeji uklad ten jest réwnowazny ukla-
dowi ztozonemu z sily P=XP; i pewnej pary U,—U. Oznaczmy
przoz P, U1 U’ vzuty tych sit na plaszezyzne II. Na mocy (3)
otrzymarmy:

Mom (U, —U")=0.

Zabom P jost prostopadie do IT; para za$ U,—U lesy w plasz-
ezyfmie prostopadiej do I7. Mozemy wiee pare U,—U obrécié w jej
plaszezyZnie (nie zmieniajae momentn) tak, aby w nowym polo-
zenin obie sily byly prostopadle do II. Oznaczajac przez V,—V
nowy pare réwnowazng dawnej, widzimy, ze uklad sit Py, P,,...
réwnowazny jest uktadowi sit P, ¥ i —V, prostopadtych do IT.
Wynika stad, ze uktad Py, P, ... jest w réwnowadze.

Co A wiee: warunkiem konsecziym i wystarceajgeym na to, by uklad
it deialajacyeh na ciato sztywne plasko prowadzone byl w rdwno-
wadze, jest by reuty tyeh sit na plasaczyene kierowniceq tworzyly uklad
POWNMOASNY  2eri.

Aby wiee zbadad, czy uklaud sit dziatajacyeh na cialo plasko
prowadzone jost w réownowadze, wystaresy zsnad tylko rzuby sit
dzinlajacych na plaszezyzne kierowniczy.
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Przyklad 1. Diwignia. Belke majaea unieruchomiony of
poziomy, do niej prostopadla, nazywamy déwigniq.

Zakladamy, ze sity dzialajace na dZwignie lezg w jednej playz-
czyinie IT, prostopadlej do osi obrotu i przechodzgcej przez §rodek
ciezkosci.

Oznaczmy przez Qp,Qs, ... sily dzialajace na belke, zaczepione
w punktach 4;,4,,..., przez @ ciezar belki, zaczepiony w jej §rodku
ciezkodei S, przez Q,,Qy, -..,Q wartodci bezwzgledne, a praez ¢y, gy ... q
ramioha tych sit wzgledem punktu przebicia O plaszezyzny II osia
obrotu (rys. 1). _ '

Moment uktadu sit @,,@,,...,@ wzgledem osi obrotu jest w tym
przypadku réwny momentowi tego ukladu wzgledem 0. Sity dzia-
lajgce beda zatem w réwnowadze, jezeli suma ich momentow wagle-
dem O bedzie zerem. Warunek rdwnowagi mozZemy wige napisad
w postaci

(4) + Q10+ Qeat ... £Q¢=0,

gdzie znaki 4 i — przyjmujemy wedlug reguly podanej na str. 238,

Zalégmy, ze drodek ciezkodei lezy pod osig obrotu, gdy belka
ma polozenie poziome. Wynika stad oczywidcie, ze dla belki, na
ktéra nie dzialaja zadne sily (opréez cigzkosei), polozenie poziome
jest polozeniem réwnowagi. Zalézmy ponadto, ze sity dziatajgce
maja kierunek pionowy (rys. 2).

Niech ¢ oznacza kat, jaki belka tworzy z poziomem. Poniowas
08 jest prostopadte do belki, wiec 0S8 ‘tworzy z pionem réwnioz
kat ¢. Mamy zatem:

¢y = 04, cos p, ga= 04, cos ¢, . ¢==08 sin ¢,

skad przez podstawienie w (4)

(@104, +0:-04,+ ...) cos p+ Q-0 sin (=== ),
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ezyli, dzielge praez  cos g,
(%) @ OA 4 Q04,4 .. £Q-08 tg p=0.

Znajae  sity  @y,@p...,@, mozemy obliczy¢é z réwnania (5)
kati ¢, jaki belka tworzy z poziomem w polozeniu réwnowagi.

W nzezogllnodel, gdy na belke dziakajg tylko dwie lsﬂy Q.1 @,
skierowane w 4611 wezepione po przeciwnych stronach belki (jak na
rys. 3, str. 278), otrzymamy z (5) —@Q,-04+Q, 0B—Q-08-tgp=0
czyli ‘ ‘ C
(6) b8 9=(( 0B—@,-04)/Q-08.

Jogoli @=0 (t.j. jezeli belka jest w réwnowadze w potozeniu
poziomym), otrzymamy
G 04==(Qy-0OB.

W nzezogolnosei wige, jezoli 0A=0B, to Q= Q,.

Nu tioj zasadzie polega prayrzad zwany wagg, stuzacy do po-
rownywanin ciezaréw dwéceh cial, a podrednio ich mas.

Prayllad 2. (ialo sztywne, majgce o 1
unieruchomiong, jest w réownowadze pod dzia-
taniom §it Py, Py,..., P, o punktach zaczepienia
Ay, 4y, .0 Ay Podad warunki konieczne i do-
stateczne, jakie muszg spelniad te sity, by ciato
pozostawalo nadal w réwnowadze, jezeli obro- ’
cimy je okoto osi { o dowolny kat o, nie zmie- B
niajge przy tym kierunkéw, zwrotdow, wielkodei,
ani punktdow zaczopienia (w ciele) tych sit.

Przyjmijmy of 1 za of 2 ukladu wspélrzednych i oznaczmy
DYZOZ Py, Uy, @y, gy Yoy oy .. WSPOIrzedne punktéw zaczepienia A, A,,...,
& PIZOZ W1, Y1,21, L, Y2,y ... WSpOlrzedne punktow Ai,ds, ..., w ktore
przeszly punkty 4., 4,,... przy obrocie ciata o kat a wokolo osi l.
Niech By i Bi bedy rzutami punktéw 4y i A7 na plaszczyzne wxy,
a ¢ katem miedzy OB a osig x. Kladae ri=0B;=0Bi, mamy:

(7 @y =1y CO8 @,
yi==risin(p+a), -
skad na mocy (7)

Yy =1y 8in @,
(8) ] =1y co8 (@ a); =2.
Zatiom @ e COBQ COSu 11 Sing sina,
Y1 == y1608a - 2y8ina.

(9) @)= wcona -y 8ing i podobnio

Analogicane wzory otrzymamy dla pozostatych punktow Az, A3, ..
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Poniewaz po obrocie o kat « cialo ma zachowaé réwnowage,
wiec moment -sit wzgledem osi @ musi byé zerem czyli
(P 4 —P;

Podstawiajac zamiast g/} wyrazenia ze wzordw (9), obrzymamy

’Il )
(10) cosa Z( Py, y; — Py, i) + sina X (Py ;4 Py ;) =0.
Poniewaz réwnowaga 'za,ehodzi_ dla «=0, wige wstawiajac a=0
do wzoru (10), otrzymamy

(11) Z(Pb\yb “"~P1:!]mf.): (),
Z (10) mamy dla a=m/2
(12) 2Py + P@ ’/fb)“O

Na odwrét, jezeli zachodza warunki (11) i (12), to zachodsi
oczywiscie warunek (10) dla kazdego «. Réwnania (11) i (12) sg
wige szukanymi warunkami koniecznymi i wystarczajacymi.

Wyznaczanie reakeyj dziatajgeyeh na of nieruchoma,
Niech ciato sztywne ma prosta ! unieruchomiong w dwéeh punktach
0 i 0'. Mozemy wéwezas przyjaé, ze sity reakeyjne zaczepione 59
w punktach 0 i 0.

Zak6zmy, ze uklad | P} sil dzialajaeyeh na cialo jest w réwnowadzo.

Iz Niech punkt O bedzie poczgtkiem ukladu wspil-
rzednych, a of I osig 2-0w. Oznaczmy przoez Biy Y12y
wspolrzedne punktéw zaczepienia sit (P, praez
— R'i N reakcje w punktach 0°'i 0', a praes d
s - diugosé odeinka 00,

Poniewaz uktad sit {P} wraz z reakcjami Bi N jest w rdwno-
wadze, wiee tworzac rzuty sumy-i momentu ogélnego wzgledem 0
na osie ukladu wspéhzednych, otrzymamy szesé rownar:

(1) EPix+R +N,=0,

(1) IP;,+Ry+ N

(11) ' - 2P+ R, + Nz = 0,

v Z (P2 —Ppy;) 4 Nyd =0, : Lo
v) ' 3 (P u,—Py 2;) — N,vd =0

(viy Z(Pyy Py ) =

icm
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Nei Ny Y:mfépnic
(11). Wreszcie obliczamy R,+N,

7 rownan (1v) i (v) mu/mny wyznaczyé !
wyznaczay Ky 1Ry, 7 rownan (1) i
7 rownania (111).

Widzimy wiee, 2o réwnania powyzsze nie pozwalaja wyznaczyé
reakej ]1. Niewiadomych jest wprawdzie szedé (R, Ry, R. i Ny, Ny, N,),
6. j. tyle ile réwnar, wystepuja one jednak tylko w pieciu réwna-
mamh. Rownanio (VI) wyraga warunek réwnowagi sil dziatajacych.
7 rawnatt (1)-(v) mozemy wyznaczyé tylko skladowe reakeji, prosto-
padie do osi f, i sumg skladowych réwnolegtyeh do osi L.

Zivdania, w ktoryeh sily reakeyjne nie daja sie wyznaczyé
7 warunkow rownowagi, nazywamy statycznic nicwyenacealnyms.

A wige obliezonie reakeyj ciala sztywnoego, unieruchomionego
w dwaeh punktach jost stabyeznio niewyznaczalne.

dozoli zalozymy, 7o dane cialo nio jest cialem sztywnym, lecz
ciatom mogaeym ulegadé znicksztaleeniom, to opie-

rajae 8¢ na tioorfi sprezystoded, ‘moglibysmy sily re- i
akeyjne obliczyd. ) _

Zdlanie nasze mozemy uezynidé statyeznic wy- N
znaczaliym, prazyjmujge, ze punkt O’ jest unieru-
chomiony w . zw. todysku seyjnym hez tarcia. A

Roakeja N jest wtody prostopadia do osi 1.
Mamy w tym praypadku N,=0, mozemy wiec wy-
zoaczy ¢ LRy 7z rdwnania (111).

0
1.

Przyllad 3. Plytu cigika prostokatna ma of poziomsg | unie-
ruchomiony w punktach 0 i 0’ (fozysko szyjne). Srodek boku réwno-
leglogo do ol jost punktiem  zaczepienia  sity P prostopadiej do
ptyty. Dane sy ciezar @ o pocezgtku w $rodku S prostokata, boki
prostokata aid oraz dtugodé d=00'. Wyznaczyé
w polozeniu réwnowagi reakcie R i N (w 0
i07) oraz kat ¢, jaki plyta tworzy z poziomem.

Niech O bedzie poczatkiem, a of 1 osig »
uktadu wspdlrzednych; nadajmy osi kierunek
poziomy, a osi y kierunek pignowy ku gorze.
Bedziomy mogli zastogowad rownania (1)-(vI),

2. str, 280. '
Punkt & ma w
asin g, 1.

spolrzedne Lacosg, basing, 1b; punkt A4 zas

@ CO8 g, Matny:
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Q:=0, Qy=—0, Q.=0, gdzie Q=[Q[;
=—2Psing, P,=Pcosg, P,=0, gdzie P=|P|

Z uwagi, ze N,=0, dostaniemy na mocy wzordw (I)-(VI), str. 280:

—Psin ¢p4+R+N.=0, Pcos o —Q+R,+N,=0, By=0,
$0Pcos p—1Q0+Nyd=0, JbPsing—N.d=0, —Pa+t}Qacosp=0.

Z ostatniego réwnania otrzymujemy cos g=2P/Q, a z pPozo-
stalych réwnan wyznaczamy R, R, i N, N, Mamy R,=N,=

Oczywidcie rOwnowaga jest mozliwa, jezeli 2P/Q<C1, . j.
jezeli P<Q/2.

§12. Réwnowaga cial cigzkich podpartych. Jezeli cialo
sztywne, na ktore nie dziatajy zadne sity précz sity ciezkoded, opiera
sie na plaszezyznie poziomej I7 i jest w réwnowadze, to sity roakayjne
z jakimi plaszezyzna dziala na ciato (w punktach podparcia) réwno-
wazg sie z sitami ciezkodei.

Zatozmy, ze plaszezyzna podpierajaca IT jest gladka. Reakejo
sa wiedy prostopadie do plaszezyzny; maja wiec wypadkows F,
zaczepiong w pewnym punkcie O plaszezyzny I7. Punkt O nazwa-
lismy Srodkiem cisnies (str. 264). Sity ciezkodci dziatajgce na dane
ciato szbywne maja wypadkows @, zaczepiong w §rodku ciezkosdci S.

Gdy cialo jest w réwnowadze, sity F i {
réwnowazg sie nawzajem. Zatem F--(=0,
a ponadto F i@ lezg na jednej prostej. Wobee
tego frodek cidnied lezy w punkeie przoe-
cigeia sie kierunku sity @ z plaszezyzny IT.
> Srodek cigniert 0 jest wige rzutem grodka cies-

kosei § na plaszezyzne podpierajacy I7.

Jezeli cialo opiera sie na plaszezyinie I7 tylko w jednym
punkeie O i jest w réwnowadze, to reakcja zaczepiona jest w ().
Zatem $rodek ciezkofei lezy wowezas nad punktem oparcia.

.Niec?l t.era,z ciato opiera sie na plaszezynie I w punktach
Al,Az,... i meep 0 bedzie dowolng linig zamknigtay wypukly, ota-
cza)acy wezystkie punkty oparcia Ay, A, ... Udowodnimy, ze wowczns

frodek cifnien 0 lezy réwnies badz wewnatrz, bads na samej linii ¢,

Przypudémy bowiem, ze frodek cignion lezy zowngtrz linii

w punkcie 0. Poprowadzmy dowolng prosta I w plaszesyznie 11,

tak by punkt 0’1 linia ¢ lezaty po Przeciwnych gtronach prostej L,

icm
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Momenty sil reakeyjnyeh wzgledem prostej 1 bylyby wiee skiero-
wane przeciwnie niz moment sity F. Jest to jednak niemozliwe,
gdyz moment ogdlny sil reakeyjnych jest réwny momentowi sity F.
Istotnie wiee Srodek cignien musi lezed wewnatrz obwodu wypu-
klego (. Jezeli K jest najmniejszg linia wypukly (na rysunku la-
mana Ag, Ay, Ay, A1), W obrebie ktorej lezg punkty oparcial), to $ro-
dek cidnion lezy takze w obrebie tej linii. Poniewas zalozyli$my,
o cinlo jost w rownowadze, wiee kierunek sity ciezkogei przechodzi
przez drodek. cifnien, trafia zatem réwniez w obreb linii K.

Udowodnimy teraz, ze jezeli ciezar trafia w obreb linii K, to
wystapia reakeje, ktidre zréwnowaszg ciesar.

Rogpatrzymy dwa praypadki:

10 Giato podparte jest w dwéch punktach 4 i B.
W tiym przypadku linig K jest odeinek AB. Jezeli kierunek sity
ciezkodel przochodzi przes punkt ¢ odeinka AB, to istnieja dwie
sity roakeyjne B, i Ry o pocsgtkach w 4 i B, skierowane pionowo
w gore. Sily to mozna wyznaczyé graficznie jak na str. 257, lub ra-
chunkowo jak w przykladzie 4, str. 267. Wynika stad na mocy za-
sadly podanej na str. 263, ze reakeje zréwnowazg ciezar.

20 Uialo podparte-jest w a>2 punktach. Jezeli punkty
te lezg na jednoj prostej, to oznaczajac przez A i B skrajne punkty
oparcia, mozemy postapié jak w przypadku 1° Przypudémy wige,
%o punkty oparcia nie leza wszystkie na jednej prostej. Jezeli sita
ciezkodel trafin w obreb linii X w punkeie 0, to mozemy znalezé
takio trzy punkby oparcia, Ze punkt O lezeé bedzie w obrebie
trojkatia, ktorego punksy to sg wierzcholkami (punkty A4, 4,4, na
rysunku). Jak wykazemy za chwile (str. 284, przyklad 4), mozna
wowezas wyznaczyé roakceje, zaczepione w wierzcholkach tego tréj-
kata 1 rdwnowazgeo site ciezkogei.

Mamy wige twierdzenie nastepujace:

Jeseli cigglie cialo’ szlywne opiera . sig na plaszczyinie poziome]
gladlkiej, to warunkiem kowiecanym i wystarczajacym na to, aby reakeje
plasseryany mogly sréwnowadyd cietar ciala jest, by sila cigghodei tra-
fiala w obreh najmniejszej limdi wypukle] K, ()bejmeojqcej wszysthic
punkty opareia.

1y W geomebeii dowodzi sig, e linia tuka zawsze istnieje i miedei sig we-
wagbrz kasdoj lindi wypuklej, obejmujaeej punkty opareia. .
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Ogoélniej: niech cialo sztywne opiera sie na powierzchni po-
ziomej gladkiej i niech oprécz sity cigzkodei dzialajg na nie inne
jeszeze sity. Jezeli ciato jest w réwnowadze, to wypadkowa reakeyj F
réwnowazy sity dziatajace. Wynika stad, ze sily dzialajace na. ciato
maja wypadkows pionows —F, ktérej kierunek przechodzi przez
frodek cisnieni 0, a wiee trafia w obreb linii K. Na odwrét, jezeli
sity dziatajgce majg wypadkows pionows, skierowang w dét i tra-
fiajaca w obreb linii K, to wystapia reakcje, réwnowazgee sity
dziatajgce na cialo. Dow6d przeprowadza sie jak poprzednio.

Przyklad 4, Stolek o trzech nogach opiera sie na podiodze I7.
Wyznaczyé reakeje w punktach oparcia A, 4,4, pray zalozeniu,
Ze nie ma tarcia.

Oznaczmy przez § drodek ciezkofci stolka, przez & rzut S
na II, przez @ ciezar stotka, a przez R, Ry, R, reakeje (rys. L).

Zadanie rozwigzemy najprofciej, obliczajac mom(mi,y 0golne
sit wzgledem prostych A, A4, A,4,, A, 4;; oczywidcio momenty te

g zerami.
Niech hy oznacza odleglo$é A4, od A, A,
. ?S a w; odleglo§é S’ od 4,4, Tworzge moment
1t wzgledem osi 4,4, otrzymamy:
Ryhs—Quy=0, gdzie Ry=|R, 0=,

gdyz momenty sit R, i Ry sg zerami. Zatem
1. Ry == Quwy/hy.
Analogicznie otrzymamy:

Ri=Qu /by i  Ry=Qu,/h,

Przylktad 5. Niech cialo sztywne spoczywa na plaszezyznie
poziomej IT na n punktach oparcia Agy Ay, A, Przyjmijmy pla-
szezyzne II za  plaszezyzne xy ukladu wspolrzednych = (w, v, 2)
i oznaczmy PYZeZ %1, Y1, 0y @y Yay 0, ..y &y Y, O wspdlrzedne punktow
oparcia Ay, Ay, .., A,, zad praez  mg, ¥y, 2, z
wspolrzedne grodka ciezkodei 8 (rys. 2).

Niechaj Ry,R,...
Q ciezar, zad R, Ry, ...
wizgledne tych sil.

Tworzac rzuty na 0519 ukladu wspol-
rzednych, ofrzymamy dla rzutu na of !

(13) R1~|—R1+...—|~R,,-—Q=O.

, By oznaczaja reakcje,
sBy 1@ wartodei bez-

icm
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Porostale dwa rdwnania, odpadaja, gdyz daja tozsamogciowo 0.

Tworzge nastepnio momenty wzgledem po(‘zq,tku nkhidu Wwspor- oo

rzednych, otrzymamy tylko dwa réwnania:

(1) By Ryly=—o - Qg =0, By 4 Rywg -+ oo

gdyz moment sit wagledem osi 2 jest zerem.
Mamy wobec tego trzy tylko réwnania dla wyznaczenia reakeyj.
Jezeli wiee n>3, o reakeyj nie bedziemy mogli wyznaczyé. Za-
danie wyznaczenia roakeyj w przypadku np. stolu opierajacego sie
na ezterech nogach jost wiee statycznie niewyznaczalnym (p. str. 281).
Jezeli natomiast cialo podparte w s>3 punktach nie jest
sztiywne, to reakejo mozna wyznaczyé, opierajac sie na teorii spre:
systodel. Okazomy to na praykladzie nastepnym.

Qy=0,

Przyllad 6. St61 prostokatny opiera si¢ na czterech nogach
wpunktnch Ay, Ay, Ay, Ay plaszezyzny poziomej gladkiej I7.

Oznaczmy prava Ry, By By R, veakcjo, przez Q@ ciesar, a praez
Ry Ryy By, I8, € wartosei bezwzgledne tych sit. Zalézmy, ze punkty
Aq, Agy Ayy Ay 89 wierzehotkami prostokata i polézmy:

(15) Ay dg=dydy=a, Ay dy=A,4,=D0.

Prayimijmy A, za poczatek ukladu wspélrzednych, a proste
Ay dg i Ay Ay maoosic w1y, nadajge osi 2 zwrot ku giérze. Oznaczmy
WYOSZCLO PI%OZ gy Yoy &y WRDOIzedne $rodka z
ciezkodei S plyty danego stotu,

Tworzge rzuly sit na osie uktadu
wspolrzednych, oraz momenty sit wzgledem
tyceh osiy, otrzymamy (por. réwnania (13)
i (1) przykladu H):

(16) R,
(17) " (Ry- R)D+Qary=¢

e Ry Ry By— =0,
([lu"l 11) )

Ql'[) =

7 réwnail Gyeh wyznaczyé reakeyj nie mozna.

Zulozmy jednak, zo plyta stolu i plaszezyzna II (na kborej
opicrajy sie nogi stolu) sy sztiywne, natomiast, e nogi stotu sztywne
nio s, loez ulegaja feidnioniu, 1 2o reakeje sg proporejonalne (co
do wislkodei) do skreoconia poszezogdlnyeh nog.
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Jezeli wiec przez | oznaczymy pierwotng dlugodé nig, zad
Przez 2,2, 2,2, ich dlugodci po dcisnieniu, o skrécenia wynioss
l—2,, l—2y, l—2,;, 1--2,, skad w my§l zalozenia:
(18) Ry=m(l—=,), Ry=m(l—2), Ry=m(l-—2s),
gdzie m jest wspétezynnikiem proporcjonalnofei.

Réwnania (16), (17) i (18) stanowiy ukiad siedmiu réwnan
0 o$miu niewiadomych Ry, Ry, Ry, Ry 1 #1,2,23,2,. Osme réwnanie otrzy-
mamy, wyrazajge, ze punkty By,B,, Bg,B,, w ktérych plyta stotu
opiera sie na nogach, leza w jednej plaszczysnie; zalozylismy bo-
wiem, ze plyta stolu jest sztywna.

Punkty By, B, B,;iB, maja wspéirzedne 0,0,z, @,0,2,, a,b,z2,
i0,b,2,. Jak wiadomo z geometrii analitycznej, warunek by punkty
te lezaly w jednej plaszezyZnie, wyraza sie wzorem

0,0,2,1
a,0,2, 1]
a by2y, 1|
0,b,241

By=m(l—=zy),

Obliczajae wyznacznik, otrzymamy:
(19) 28y + 23—2,= 0.

Z réwnad (16
akeje. Otrzymamy:

S B

)>-(19) mozemy juz wyznaczyé niowiadome re-

r

(‘)0) (44
) &Ly yO. - «) yO”
=t o= (B4R =t gre| -1 (28]
L olao(®0 Yo\ _1 o (%0 Yo
o AR nelopetz-y)

ki) aioh

Na to, by wzory (21) dawaly na R,,...
muszg zachodzié zwigzki nastepujace:

_2(@__&/.9>‘
a b/l

, Iy wartogei nieujemne,

1 _x 3 1 2y 4 1
(22) 1<THEsy  —p<i-isy

Wynika stad, ze rzut frodka ciezkogei na plaszezyzne pozioms,
t. j. punkt 8'(wy,y,,0), musi lezeé w obrebie rownolegtoboku EEFGIT,
ktérego wierzcholtki sa Srodkami bokéw prostokatin A, dy A ,A

icm
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Praypuddmy, #e punkt 8 wypada w obrebie f'r'()jkétvﬂr A EH
(poza bokiem KIT). Wéwezas bytoby
&y

II/O Vacdll m K
ot <z oyl 1“2(~9~F1/°)>0,

skad na moey (20) 2>>l; znaczy to, ze noga A 3By sig wydtuzyla,
¢o oczywifcie niemozliwe,
Musimy zatem przyjaé, zo stél opiera si¢ tylko na trzech nogach,

mianowicie w punktach 4,4, 4,. Kladge Rg=0, otrzymamy wiec
z réwnan (17):

Ry=Qu,/a,

Ry==() l] (i’i@-ﬁ@) _

Przyklad 7. Waloe cigzki opiera sie na _PlaszezyZnie pozio-

mej ghadkioj. Nao walee dziata para sit P i —P lesgeych w Plasz-
cxy/nio pionowej, przechodzgeej praez srodek
ciezkodel 8. Jala moze byé maksymalna wiel-

Ry==Qy, /b,

z réwnania zad (16)

ot

kosé momentu pary, gdy walec jest w réwno- \:!L
wadzoe? P
Oznaczmy przez 7 moment pary, przez Q
cipzar walca, przes F owypadkows sit reakeyij- . F
- nych, zaczopiong w0, 8 przez ¢ promien 1 0B

podstawy walca,

Jozoli walec ](m, w rownowadze, to suma sit jest zerem, wiee
20 czyli e (),

Zalktadajae, Zo S lezy uw osi walea i kladac d=40, dostaniemy

z obliezenia momentu wzgledem 4:

| /) + |7 — |F|d = 0.

Fy -

Poniewaz, |Q] = |F|, wiec
|| =

gdzio - -|Q). Poniowaz maksymalng wartocia @ jest d=2r, wige
maksymalng, wartodeig |M] jost Qr.

Jozoli wiee |M]=>¢)r, réwnowaga jest niemozliwa. Jezeli zad
[#|- Qr, to, jak tatwo stwierdzié, wypadkowa sit @, P i —P jest
rownn @ i trafin plwzezyzne poziomg w obrebie podstawy walca.
Walee mozo wiee pozostawad w rownowadze.

Q (d—r),

L
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§ 13. Sily wewnetrzne. Przeprowadimy przez dowolny
punkt O osi obranej w danym ciele sztywnym, np. w belce, pla-
szezyzne I, prostopadia do tej osi. Plaszezyzna podzieli cinto ny,
dwie czedei T i I1. Zatézmy, ze ciato poddane jest dziataniu pewnych
sit i ze jest wroéwnowadze. W wielu zagadnieniach mechaniki tech-
nicznej dogodnym jest rozpatrywaé czedei I i IT tak, jak gdyby
tworzyty odrebne ciala sztywne, s’rykagepo@ sie wzdlu/ plaszezyzny
przekroju I1.

Z takiego ujecia wynika, ze cze$d. 1T dziata na czedd 1 z pe-
wnymi sitami. Sily te nazywamy napigeiams.

Przyjmujac punkt O za $rodek redukeji, mozemy zantapid
napiecia przez jedna sile B o poezatku O i pare sit o mo-
mencie M.

Sktadows OA sily R, prostopadly do przekroju, nazywany
Sciskaniem wypadkowym lub rozeiggamiem w 0, zaleznio od tiogo,
czy skladowa jest s sklerowana, do wewnatrz, czy na zewngtra czedei 1,

Skiadows OB sily R y styezna do przekroju, nazywamy sily
wypadkowy zginajece lub $einajacq w 0.

Skladowa OC momentu M, prostopadiy do plaszezyzny przo-
kroju II, nazywamy momentem skrecajgcym w 0, skladowa zad 0D
styczng do powierzchni momentem z zyinajaceym w0,

Moment skrecajacy mozemy uwazad za
moment pewnej pary sil, lezacych w pla-
szezyinie przekroju, zag moment zginajacy
za moment pary sil, lezaeych w plaszczyznio
stycznej do osi w punkeie 0. Dziatanie fyeh
par, z ktérych pierwsza stara sie cialo skrecid,
1. & druga zgiad, thumaczg nam nazwy mo-

mentow.

Jezeli cialo jest w réwnowadze, to sily zewnetrzne (1714.LLMCO
na czesé I rownowazg sie z napieciami. Zatem —R i — 7 rownaja
sie odpowiednio sumie i momentowi ogélnemu wzgledem O sil
zewnetrznych dziatajacych na czedé I. Znajae sily zewnetrzne, mo-
semy wiec wyznaczyé R i M.

Znajomogé sity B i momentu M ma wielkie znaczenic w nauce
0 wytrzymftlo§01. Na ogdl wytrzymalodé ciala jest tym bardzioj za-
grozona, im R i A sy wicksze.

N‘api@cm z jakimi ezedéd 1 dziala na 11, daja sie zastapié w mydl
prawa akeji i reakeji suma — R o poczatkn 0 i parg 0 momencie - i7.

icm
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joat H.ﬂmnl I ’l, g oens g Hk],(ﬂ"()WMlyIIll plonowo W (101 1 zaczepionymi
w odloglodeinch @y g, wg od A (sbr. 257, rys. 1). Zakladajac, ze
podpory sa gludkie, otrzymamy (por. wzory (13) i (14), str. 267):
Iﬁa:r;:x(])] I,)r.I/r /d ]11 [_.P ( ﬂ}1>*l"..+P5(d’—‘W5)]/d,

gdzie AB:=d, a I Ly i R, ozn:L('zaJJaé wartodei bezwzgledne sit
i reakeyj.

Utworzmy  przekrdj belki plaszezyzng prostopadly do osi
w punkeio ¢y odleglym o« od 4. Oznaczmy przez R sume, a przez

M moment wzgledom  (F napieé czedei OB na czedd AC. Przyj-
mujae, Zo praekrdj wypada miedsy sity Py a P, otrzymamy:

By |- Pyt

wme R By |- P | Py [ Py, M==Momg B-+Mome P--Momg Py-Mom P,

Nadajye osiy  kierunek pionowy ze zwrotem ku gorze,
otrzymamnmy:
By Ry Py Py 1y, Mz Ry~ (=0, ) Py (2 —9) Py— (2—) Py,

Poniewaz B i M lezy w plaszesysnie praekroju, wiec R jest
silg zginajacq, M zad momentem zgiecia. Sita §ciskajaca (lub roz-
ciggajaca) i moment skrecajaey sg zerami. Sile £ i moment M
mozemy rowniez wyznaczyé przy pomocy wieloboku sznurowego
jak na str. 2957 i 258,

Przyhlad 2. Bolka, wmurowana jak na rysunku, obeigzona
jost w A sily . ULWM‘/NW przekro] belki przez
punkt ¢/ i oznaczmy praez B sume, a przez M //
moment  wzgledem. ¢! napieé czefel lewej na %-_«:c -
prawyg. Mamy zatem:

d iL—; = 73, e _]l/[

W

Momg P.
edd prawa dzinla wiee na cze$é lews (wmurowang) Il«l:pl@-

ciami o sumie A& i momencie - M. Rm,kcje muru, réwnowazace
te mapiecin, majy tedy sume Re=—P'i moment M =~—Moch.‘

S, Banaeh, Mochnnik, 19
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III. Uklady ciat

§ 14. Warunki réwnowagi. Warunkiem koniecznym i wy-
starczajacym réwnowagi ukladu ciatl sztywnych (swobodnych lub
nie) jest, by kazde ciato ukladu bylo w réwnowadze. Wynika siad,
ze warunkiem koniecanym 1 wystarczajocym rownowags wktadu cial
setywnych jest, by dla kasdego ciala z osobna sity deiatajgce ma to cialo
réwnowasyly sig z reakcjamsi. ‘

Sily, z jakimi dwa ciata ukladu dziataja na siebie, nazywamy
sitami wewngtrenyms ukladu. Pozostale sity nazywamy zewngtrenymsi.

Jezeli np. dwa ciata ukladu stykajg sie z sobg, to reakeje w pun-
ktach zetkniecia sg sitami wewnetrznymi. Natomiast te sily dzia-
hajace i reakcje, ktére pochodza od cial nie nalezgeych do ukladu
(np. od podpér), sa sitami zewnegtrznymi.

Sily wewnetrzne wystepuja parami i podlegajg prawu akeji
i reakeji, zatem suma i moment ogélny sit wewnetrznych jost zorom.

Jezeli uklad cial jest w réwnowadze, to dla kazdego ciata sity
zewnetrzne, dzialajace na to ciato, réwnowazg sig z sitami wewnetrs-
nymi. Wynika stad, ze sity zewnetrzne, dzialajgce na caly uklad,
réwnowazg sie z silami wewnetrznymi ukladu. Poniewaz (jak wyzej
wspomnielifmy) sity wewnetrzne maja sume i moment ogélny réwne
zeru, wiec jezeli wklad cial setywnych jest w réwnowadse, to suma
¢ moment ogdlny sit zewnegtrznych sq zerams.

. Warunek ten jest tylko koniecznym, ale nie wystarczajg-
cym do réwnowagi ukladu cial sztywnyeh.

Kazda czesé ukladu ciat sztywnych, bedacego w réwnowadze,

jest oczywideie sama w réwnowadze. Sitami zewngtrznymi wzgledem
pewnej czesci ukladu sa: :

a) te sily zewngbrzne calego ukiadu, ktére dziataja na dang
jego czedé,
b) reakcje, wywierane na te czesé przez pozostale ciata ukladu.

Wynika stad, ze warunkiem koniecenym ¢ wystarezajqcym. réwno-
wagi ukladu cial sztywnych jest, by sity zewngtrene, driatajqee no
jakakolwiek czeéd ulktadu, réwnowayly sig z reakcjami, WYWLCT QMY M
na tg cze$é pracz pozostale ciala wlktadu.

Mozemy bowiem obraé za czedei ukladu poszezegolne ciata
nkladu.
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Przyltad. Dwa prety ciezkio A i B(, lezgce w plaszezyZnie
pionowej i stykajaco sie w punkcie 0y opieraja sie w 4 i B o §ciany
pionowe, zad w i;’ 0 iiciwn@ poziomg. Dane sg Z
cigzary pretiow @ i @y, zaczepione w rodkach a
cigzkoscl, oraz dlugofei L= A0, l=B(, At
ay == 810, ay== 800 1 odleglogé @ deian piono-
wych od sicbie. Wyznaczyé w polozeniu réwno- I
wagi katy a; 1a, jokie prety tworzg z pozio- '
mem, przy zatozeniu, ze nie ma tarcis.

Oznacsmy: przez N, i Ny akeje deian pio-
nowych (reakcjo to majg wiee kierunek pozio-
my), przez B, i R, roakejo deiany poziomej
(majgee wiee kiorunck pionowy), wreszcie przez T site, z jakg pret
OB dzialy na pret AC w punkeie ¢. Na mocy prawa akeji i reakeji
pret AC dziala wowezas na pret OB z sily —7. O kierunku sity 7
nie mozomy nic z goéry powiedziod.

Obierzmy osie @ i 2z w plaszezysnie pretow, nadajac osi # kie-
runck poziomy, zaf osi # kierunek pionowy w gore. Gdy pret AC
jest w rownowadzo, sity dziatajace na ten pres réwnowazg sie. Two-
rzge zatem ich rzuty na osie @,z i obliczajae moment wzgledem C,
otrzymamy:

(1) Nyt Tp=0,

— Q1+ R+ Ty=0,
(2) Nl sin ey —@; a; cos a; =0,

gdzie Ny, Ry 1€, oznaczajy wartodel bezwzgledne odpowiednich sil.
Podobnie dla preta (B dostaniemy:

C—Qat By — Ty =0,
(4) — Nyl 8in a5 + Gy a5 €08 == 0,

(3) — Ny — Ty =0,

Z rownan (2) i (4) mamy:

(5) N = Qyay clig oy 1y, No=Qaa, ctg ay /b,
z pierwszych zad réwnan (1) i (3) Ny;=N,, skad na mocy (5)
(6) @y g 0y 1= Qyay b ay (.

Ponadto, jak widaé z rysunku,

(7) by 60N aty - T, COS ay = d.

Z rdéwnani (6) i (7) mozemy wyznaczyé katy o, i ag. v
) 19%
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Uwaga. Zroéwnan (1)-(4) nie mozemy wyznaczyé sit B, ByiT.
Mozemy natomiast otrzymac site T'=R+T i T"=R—T. $a to wy-
padkowe reakeyj, dziatajacych w ¢ na prety. Dostaniemy: ‘

Ti=To=—Ny,  Ty=Ri+Ty=0,
T'\’-:——Tx:N-z’ T,,lz‘Ro—*TU:-Qg.

§ 15. Uklady pretéw. J ezeh na pret sztywny dzialaja dwie
sily, zaczepione w jego kofcach 4 i B, i pret jest w rownowadze,
to sity te (z uwagi na to, ze ich suma i moment ogdlny rownajg
sie zeru) dziatajy wzdluz preta, sa réwne co do wielkodei 1 skioro-

wane przeciwnie. Oznaczmy te sily przez Pi—P.
P4 c B P P4 4 Bk
P R P4 P
1 2.

Napiecia w pretach. Przetnijmy pret w jakimd punkcic ¢
i usurimy prawg jego cze$é OB (rys. 1). Aby teraz lewa czedé preba
pozostata w réwnowadze, nalezaloby dolaezy¢ sile —P o pocrgtku
w (. Mozemy zatem przyjaé, ze czesé prawa OB oddzialywa na
czesé lewa ACQ z sity —P. Sile te nazywamy napigeivm prota.

Gdy sity P i —P skierowane sa ku sobie, napiecie nazywamy
seiskaniem (rys.i,), W przeciwnym razie rogciqganiem (rys.4)

Napiecie ma w kazdym punkecie preta tg samag wielkodé i kie-
runek; zwrot zaf napiecia bedzie zalezal od tego, czy idzie o od-
dziatywanie czefci prawej na lewa, czy przeciwnie. Co do kores
preta, to mozemy moéwié tylko o oddzialywaniu calego preta na
koniec. Jezeli wiec podamy wielkodé napiecia i jego rodzaj (6. zn.
czy jest ono {ciskaniem czy rozeigganiem), to napiecia w koncach
pretéw beda w zupelnodei okreslone.

Polgczenia przegubowe. Wyobrazmy sobie kilka pretéw
sztywnych tak ze sobg polgezonyeh, ze musza sie one stale ze sobg
stykaé pewnymi punktami, np. kodcami. Jezeli poza
tym polgczenie to nie powoduje innych ograniczen
ruchu pretéw, powiadamy, Ze preby sg polgczone
przegubowo, a punkty, w ktérych prety stykaja sic
jeden z drugim, nazywamy preegubami.

Polaczenie przegubowe mozemy otrzymadé w pray-
blizeniu, {aczgce np. kohce pretéw bardzo krétks nicig nierozciggliva.
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Roakeje, z jakimi joden pret dziata na drugi, mozemy zasta-

pié w myfl twierdzonia o redukeji przez jedna site R, zaczepions
w punkeie styku oraz praoes pare sit o momencie M,

DI prostoty zakladaé hedziemy, ze M=0. Méwimy wéwezas,
no pracgub jest gladki.

Zoznacsyé nalezy, ze nic zawsze mozemy zatozyé gladkodé
przegubu; przyktady na to podamy pdzniej (str. 297).

W przypadku przegubu ghladkiego reakeja, z jaks jeden pret
oddziatywa na drugi, jest sity zaczepiong w punkeie zetknigcia, t. j.
w przogubio. W szezegoélnofei, jozeli w przegubie gladkim schodzi
gie kilka pretow, to reakeja wywierana na pewien pret przez pozo-
gtate bedzie sily zuczopiong w punkeie przegubu (np. reakeja R,
pretow 2, 3, 4 na pret 1, przedstawiona na rysunku).

Uklady pretdow. Woeimy pod uwage uklad pretéw polaczo-
nych w koticach, Jozeli jukad sila zewnetrzna zaczepiona jest
w przegubio, o nalezy wowezas zaznaczyé wyraznie, na ktéry pret
dzinda oy sila,

Gidy uklad pretow jest w rownowadze, sity dzialajace na kazdy
pret muszg sie oczywideie rownowayzyé z reakcjami wywieranymi
na ten pret.

Na rys. 1, str. 204, praodstawiony jest uklad pretéw, w ktérym na pret 4B
dzinlajn sity zownetrane P, D, i I’_aﬂ Sila Tf‘; zaczepiona jest w kohcu 4 preta.
Sity to rownowazg si¢ z reakejami £, i By w koicach 4 i B.

esto dogodnym jost nwazaé przegub za odrvebny punkt ma-
terialny (za odrebno cialo), polyezony # koteami pretéw schodzg-
eyeh sie w tym przegubie. Innymi stowy, zaklada sie woéwezas, ze
koneo pretow nie sy polyezono z soba bezpogrednio, lecz za po-
frodnictwoem przogubu, Przy tym zalozeniun reakeje stykajacych sie
pretow  zastepuje sie reakejami przegubu na te prety, a sily za-
zopione woprzegubie uwaza sie za sity dziatajgce na przegub, a nie
na prety. Jodynymi silami wewnegbrznymi uktadu pretéw beda
whody reakeje przogubow na prety 1 pretéw na przeguby.

W praypadku réwnowagl ukladu kazdy pret i przegub jest
worownowadze, zatom (str. 290):

19 wily sewnglranc, deiclajgee ne dowolny pret (nie zaczepione
wprzogubio) rdwnowadq si¢ 2 reakejomt, jolkie preeguby na ten pret
WHWICT A L3 ‘

20 ity sewncline, sacsepione w kiorymkolwiek preegubie, rdwno-
wadg si¢ 2 reakejomd preldw na ten praegud.


pem


294 ROZDZIAL VI. Statyka diala sztywnego.

Na rys’ 2 sita P, o poczatku w praegubie A réwnowasy sie z reakejami

S, By 8, pretow 1,2, 3 na przegub 4. Sily za§ zewnetrzne I’,, P, dzialajyce na
pret AB réwnowaza sie z reakcjami Ty i T, przegubéw A i B na ten pretb,

O kierunkach reakeji przegubéw na prety nie mozemy na ogol
nic z gory powiedzied. Inaczej jednak przedstawia sie sprawa, gdy
sity zewnétrzne zaczepione sg tylko w przegubach. |

Weimy pod uwage taki wiagnie uklad pretow, pozostajacy
w réwnowadze (rys. 3). Niech 7, i T, oznaczaja reakecje przegubiw
A 1 B na pret laczacy te przeguby. Poniewaz na pret nie dzia-
tajg zadne sity zewnetrzne, wiec reakcje T i T, muszy si¢ réwno-
wazy¢ (wynika to z warunku 1°). Reakcje dziataja wiee wzdiuz
preta i mamy 7=—T,

A wiec: jeseli uklad pretéw polaceonych preegubowo jest w réwno-
wadze, a sity zewnetrane 2aczepione sq tylko w przegubach, to reakeje
przequbdw na prety sq sitami skierowamymi wedlug pretéw; reakeje,
& jakimi oddeiatujq ma pret preeguby, kidre tem pret tacey, sq réwne
co do wielkodci & kierunku, a zwroty majq przeciwne.

Reakeje przegubéw 4 i B wywoluja w precie napiecie, ktére
moze byé rozciaganiem lub éciskaniem (w naszym przypadku na-
pigeie jest rozeigganiem). Na mocy prawa akeji i reakeji pret 4B
dziata na przegub A z sily S;=—T,. Bila 8, jest wiec napieciem
preta w kodcu A. Reakcje pretéw na przeguby sa tedy réwne na-
pieciom tych pretéw. Z warunku 2° wynika wiec tw. nastepujace:

Sily zewngirene zaczepione w praegubie réwnowasq sig 2 napieciams
pretéw (schodzgeych sie w tym przegubie).

Na rys. 3 napiecia :S’l, S, S, A pretéw 1,2,3, 4 réwnowazy sie z sily P,
zaczepiona w przegubie A; jest wiec P+Sl+§z+§8+&,~

Przyktad 1. Trzy pr@ty AB, BC'i ('D, polgcezone przegubowo
w punktach B i €, unieruchomione za$§ (réwnies przegubowo)
wpunktach 4 i D, pozostaja w réwnowadze w plaszezyZnie pio-
. nowej pod dzialaniem sit pionowyeh P i § o poczatkach K i I,
Dane s3: sita P oraz punkty zaczepienia If’ i F. Wyznaczyé site @.
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Na profb AB dziata'w punkeie A reakeja R i w.punkcie B
reakeja Ty preta B(l. Mamy Rl—{—Tl__O, remkc;](,‘]?. 1 T, dszm]ae
wiee wzdluz preta AB. ‘ _
Na pret B¢ dziala reakeja —T,
gita P i reakcja Ty preta ¢D w punk-
cie (. Poniewaz pret B jest w row-
nowadze, wiee kierunki tyech sil prze- .
inaje sie w jednym punkeie &, ktéry
znajdziemy jako punkt przeciecia
prostej 4B i kierunku sity P. Majac punkt G mozemy otrzymaé
kierunek (¢ rmko]l Ty, Poniewaz —T+P+T,=0, wicc znajac kie-
runki sit 7', i Ty i wile P, mozemy wyznaczyé z trojkata sit sity T, Ts.
Na pret D (lmula,m reakeje —T, i B, oraz sita Q. Sily te prze-
cinajg si¢ w jednym punkeie H, ktéry otrzymamy, jako punkt
przociecia sig kierunkow sit —T, i Q. I\LL]@C punkt H, otrzymamy
kierunek sily R, Poniewai —Ty+-Q-+Ry=0, Wl@o zmajac Ty, otrzy-
mujemy z tréjkata sit sity @ i R,

- Przyklad 2, Cztery prety 1, 2, 3 1 4 sg polaczone przegubowo
w A, B i 0, zad unieruchomione w lozyskach przegubowych E i F.
Pr@ty sa nachylone do poziomu pod katami a, f, y.i d. W prze-
gubach 4, B i (' zaczepione sg sily pionowe P, P, i P, Dana
jest sita P,. Wyznaczyé sity P, i P, oraz reakcje RiR,wEilT.
Poniewaz sity zewnetrzne za-
czepione sa tylko w przegubach,
wiee w kazdym przegubie napiecia
pretow rownowazg si¢ z sitami ze-
wnetrznymi zaczepionymi w tym
przegubie.
W przegubie E napiecie T, pre-
ta 1 réwnowazy sie z reakcja R:
T+R=0.
w przeguble A napiecia —T, preta 1 i T, preta 2 réwnowaza
sie z sity P: —T-++Ty+P=0. Oznaczajac przez T,, Ty i P, wartodci
bezwzgledne tye h it i tworzae ich rzuty na kierunki pionowy i po-

ziomy, otrzymany:

i)

T, co8 o Ty cos f== 0, T, fin o —-T'y sin. ﬁ"“Plz 0.

7 réwnait tych obliezamy T i Ty
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W przegubie B dla napiecia T, preta 3 dostaniemy zwigzek
— T4+ T,+ Py=0. Tworzac rzuty na kierunek poziomy i pmnowy
oraz kladge T,=|T,| i Py=|P,, otrzymamy:
Ty cos8 f— Ty cos y=0, Tosin f+Tysiny — Py=0.

Z réwnan tych wyznaczamy Tj i P,
W przegubie C dostaniemy przy analogicznym znakowaniu:

T, cos y—T, cos 6=0, — Ty sin y+ T sin d— Py =0,

skad obliczymy T, i P;. o o
W przegubie F' otrzymamy wreszcie —T,-Ry=0 czyli R2=T4

,P)wyl.tad 3. Wagsa dzwswtna, Belka A0, podparta w 0
pol@ezom, jest wpunktach Bi C z belkami DF i GI przy pomocy
pretéw BD i CG. Belka DF, podparta w punkcie I, opiera sie
w punkecie H na belce GK, podpartej w K. W punktach B, ¢}, ¢:i D
polgczenia sg przegubowe. '

Na belee DF kladziemy ciezar

@, ktéry mamy zwazyé, i rowno-

wazymy go ciezarkiem P, polozo-

P : nym na szalce zawieszonej w A.

Ciezary belek i pretéw pomijamy.

Wyznaczyé zwiazek miedzy cie-
garami P i (.

Oznaczmy przez T, T, napiecia

pretéw BD i G w punktach Bi ¢,

Gdy belka AC jest wréwnowadze, suma momentéw sil na nig
dzialajgeych wzgledem O réwna jest zeru:

(8) —Pa+bT, 4 (b+¢)Ty =0,
gdzie P=|P|, T\=|T,| i T,=|T)|, za¢ dtugodei a, b 1 ¢ maja znaczenie
takie jak na rysunku.

Na belke DF dziatajg: napigcie —T, preta BD w punkcie D,
cigzar @ oraz reakeja R w punkcie F. Tworzgce rzuty na klerlmuk

pionowy oraz moment wzgledem 7, otrzymamy w potozenin rowno-
wagi belki DF:

(9) T+ R—@=0, T1d—Qe=0,
gdzie R=|R| i Q=|Q|, za$ diugofei d i ¢ majg znaczenie podano
na rysunku.

Na belke GK dziata napiecie —T, preta G w punkeie (¢ orag

reakcja — R belki DF w punkeie H. Tworzae moment tyeh sil waple-
dem punktu oparcia K, otrzymamy

4 a 0bBecc

A
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] %
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o

e A aean
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(10) Ty(f+g9)— Rg=0.
Z réwnan (9) ofrzymujemy:
P ¢ o d—e
T=0 7 R“Q"T’

skad na mocy réwnania (10)

d—e g
To=@Q . —=. 2.
-2
d f+g
Podstawiajge otrzymane wartodei w réwnanie (8)

zamiast Ty
i T, otrzymujemy

, (bf—cg) e+ (b+¢) gd
(11) P
Ty
Jozeli przyjmiomy, ze bf —cg=0 cayli
(12) ble=ygl/f,

to > bedzie niezalezne od ¢, t. zn. od tego, w ktérym miejscu dzwi-
gni DI umicdeimy ciezar (). Na mocy (11) 1 (12) jest wtedy

p:Q.(.i.

[
Dla bja=1]10 mamy wage decymalng czyli deiesigtng.

Przyklad £ Dwa prety unieruchomione w kokcach A i B,
zas polgezone przegubowo w ('; lezg na jednej prostej. Na pret A()
dziaks sita P o poczgtku D, [)ms(:op(ullm
do A€ Ukltad pretow jost Wr(’)wnowadze, et U - g e
poniewaz punkt (! nie moze zmienié SWego ' 5 K
polozenia.

Przypudémy na chwile, ze pret A dziata na OB z sita. 7 o po-

czatku w (. Zatem pret (B dziatatby na pret AC z sily —T, réwniez
zaczepiong w (7,

Ozmnacamy przoz B, i R, reakeje w 4 i B.

Poniewaz pret (/B jest w réwnowadze, wiec sity By i T dzia-
taja wadluz preta AB. Wynika stad, ze pret 4 ¢/ nie moze byé w réwno-
wadlzo, bo sily 7, R, i P, dziatajace na ten pret, nie réwnowazs sie,
gdyz ich moment ogdlny wzgledem 4 réwny jest réznemu od zera
momoentowi sily 7 wag ’](;d(am A. Doszlismy wige do sprzecznosei

Musimy zatom prayjad, ze pret AC dziata na pret (8 z sily
rownowazng jodnoej sile i parze sit o momencie réznym od zera.
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§ 16. Kratownice.' Uklad pretow sztywnych, 1)01@(’.zonych
przegubowo 1 tworzacych jako calodé cialo sztywne, nazywamy
kratownicq przestrzenndg.

Przykladem kratownicy (przestrzennej) jest uklad trzech pre-
t6w, polaczonych przegubowo i tworzacych tréjkat (rys.a)), lub ukltad
szedciu pretéw, tworzacych krawedzie czworofcianu (rys. b)). Nato-
miast uklad pretéw, tworzgcych krawedzie prostopadiodeianu i po-
taczonyeh przegubowo w wierzcholkach, ‘nie jest kratownica, gdyz
prety moga zmieniadé polozenie wzgledem giebie.

Przeguby kratownicy nazywamy takze weezlams.

al 12
) c I3 D
e B
Ve / ¢ ¢
l/ !
/ /I
/ !
4 B A s B ¢
al al /] B

Kratownica plaska. Jezeli uklad pretéw sztywnych, poly-
czonych przegubowo, lezy w jednej plaszczyznie i prety nio mogs,
w tej plaszezyZnie zmieniadé wzajemnego polozenia, to uklad taki
nazywamy kratownicq plaske.

Przyktady kratownic ptaskich przedstawiaja rys. a), b), ¢), e) i f).

Uktad pretow na rys. d) nie tworzy kratownicy, nawet plaskiej,
bo prety mogg zmieniaé polozenie wzgledem siebie; moga np. pray-
ja¢ polozenie oznaczone kresky przerywang.

Kratownica plaska nie musi tworzyé ukladu sztywnego, jezeli
dopuseimy ruchy pretéw w przestrzeni. Jezeli np. w kratownicy
na rys. e) unieruchomimy przeguby B, G, D i B, to mozemy prety
AE i AB obracaé w przestrzeni okolo EB. Natomiast w plaszezyznio
kratownicy prety AE i AB nie mogy sie poruszyd.

Jezeli w kratownicy przedstawionej na rys. f) usuniemy pret A B,
to w plaszezyznie jej uklad pretéw pozostanie nadal utworem srbyw-
nym, t.j. kratownicg. Pret taki nazywamy protem nadliczbowym.

Kratownica przedstawiona na rys. o) nie ma pretow nadlics-
bowyech. )
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Wyznaczanie napigd' w kratownicy (przy pomocy ra-
chunku). Kratownica plaska ma p pretéw i w wezd6w Ay Ay Ay,
w ktrych zaczepione sy sity. zewnetrzne Py, Py,.... P,,. Gdy wezel 4;,
jest polaczony pretem z weztem A,
oznaczamy przez dy dlugosé tego
preta, a przes Sy liczbe, ktérej war--
todé bezwzgledna réwna sie wielkogei
napieeia w tym precie, znak zag
jest 4 lub — zaleznie od tego, czy
napieeie jest rozcigganiem czy dcis-
kaniem (str. 292). ;

Obierzmy dowolny uklad wspélrzednych i oznaczmy pfzez
LysYpy B2y Y2y veey By Y WEPOIrzedne wezléw Ay, 4s,...,Ay. 7 okredlenia
liczby S; wynika, ze dla ¢=1,2,..,w napiecie preta w wezle A;
ma na ogie uldadu rauty:

'4.//'5:-]5/

Ailtu )

.7/ i '.?/1
(ZU SIJ .
Poniewaz w wezle 4; sita zewne;tfzna P; réwnowazy sie z na-
pieciami pretdw stykajacych sie w tym wezle (str. 294), wige:

-y yj _ yi
.P{,y + dii
I L

&Xy—
‘j—""iS/j=0,

‘P'll.\'+ d!j

czyli I
(1) Biy=

8y=0

' B YUY
b/ P, = T ]
dy i/ iy dy
J i

Sij:

gdzie sumowanie rozcigga sie na wszystkie takie wskazniki j, dla
ktéryeh wezel A; jest polaczony pretem z wezlem A;. Poniewaz
z zratozenia jest w wezléw, wiee uklad (1) sklada sie z 2w réwnan.

Réwnania (1) sluzg do wyznaczania napieé Sy, gdy dane sg
sity P;. Moze si¢ jednak zdarzyé, ze uklad (1) rozwigzania nie po-
giada lub ze rownan jest za malo do wyznaczenia niewiadomych Sy.

Np. w kratownicy przedstawionej na rys. ¢), str. 298, prety stykajace sig
w wezlo ., lezy na jodnej prostej, za$ sita zewnetrzna Py zaczepiona w tym wedle
nie lozy na tej prostej. Napigela w tycel pretach nie mogy zréwnowazyé sily P,.
Tktad réwnan (1) dla teoj kratownicy nie ma wiee rozwigzania (str. 297).

W kratownicy na rys. ), str. 208, pretéw mamy 13, a wierzcholkéw 6.
Niowiadomyeh nupied jost zatem 13, a réwnan w ukladzie (1) jest tylko 2.6-=12.
A wiee véwnan jost za malo,

Oznaezmy w réwnaniach (1) prawe strony pierwszych réwnar
przez I, w drugich przez Ty, Réwnania (1) przyjma whedy postad:
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(2) PR P =B, . W 131'zy1)zhcllcu,. .gdy. }?>2w~3, réwnan niezaleznych jest mniej
iy o 1y v niz . niewiadomych; istnieje wtedy nieskoriczenie wiele rozwigzan.
batwo mozna sprawdzié rachunkowo, ze: W przypadku za$, gdy p=2w—3, niewiadomych jest tyle, ile row-
w w s ow nail liniowo niezaleznych; zatem napiecia 8y sa woéwezas wyzna-
(3) 2 Bi=0, 2 =0, 2 (By—TF.z)=0. . czone jednoznacznie.
F=1 I=1 I==1

Kratownice nazywamy wyenaczalng statycznie, jezeli rownania
(1) wyznaczajg jednoznacznie napiecia 8;; pretoéw dla kazdego ukladu
sit {P;} bedacego w réwnowadze. Udowodnilismy zatem twierdzenie:
Lo Jegeli kratownica jest wyznaczalna statycznie, to p=2w—3

(gdzie p oznacza liczbe pretéw, a w liczbe wezlow).

Réwnodei (3) sg tozsamogciami, t. zn. zachodzg dla wszelkich
wartodcei §;. ,

Tozsamodei (3) mozna wyprowadzié réwniez bez rachunku
w sposéb nastepujacy:

Obierzmy 8;; zupelnie dowolnie, a Py i P, wyznaczmy z réw-

nai (1). Poniewaz réwnania te wyrazijg, ze w kazlym wezle na- Mozna dowiedé twierdzenias:
pigeiv pretéw réwnowazg sie z sitami zewnebrznymi, wige tak wy- ‘ LI Kratownica wyznaczalne statycenie nie posiada pretéw nad-
znaczone sily beda w réwnowadze (str. 293). Zatem sity zZewnetrzne liezbowych.
bedy w réwnowadze, t.j. beda zachodzily réwnodci: Warunki wypowiedziane w tw. 1111 s3 koniecznymi, ale nie
w ' w w dostatecznymi na to, aby kratownica byla wyznaczalna statycznie
4 2P =0, P =0 S (Py yi— Py ;) = 0 S ‘ |
@ ST gheT% & Pt — Py ) = 0. (p. Tys. ¢), str. 208).
Wynika stad na mocy (2), ze zwigzki (3) muszg byé spelnione Wyznaczanie mnapieé w kratownicy (przy pomocy
tozsamosciowo dla wszelkich wartogci Sij. plandéw sil). Mamy wyznaczyé napiecia pretéw w kr'q,towmcy
Zatbzmy teraz, ze dla pewnej kratownicy réwnania (1) maja przedstuwionej na rysunku. Wezly oznaczone sg literami 4, B, ¢'i D,
rozwigzania dla kazdego ukiadu sit {P;) réwnowaznego zeru. Zalézmy a prety lezbami 1, 2, 3, 4 1 5. Kratownica obciazona jest sita
dalej, ze prawe strony réwnan (1) spelniaja tozsamogeiowo jakid pionowsy P w wezle (' i spoczywa na podporach gladkich 4 i B.
zwigzek liniowy ksztaltu 4
(5) 0By + ayBy 4 .o+ by Fy 4 Dy .. == 0, ; ; -
3 =
: . . . K 5\ 4P
gdzie ay,ay,... 1 by,by,... sa pewnymi stalymi. y --é/’ %
Niech ukiad sit {P;) bedzie réwnowazny zeru; réwnania (1) _ +0 P '
maja wiec rozwigzanie. Na mocy (2) i (5) sity {P) muszg zatem 4 2 y i
speliaé zwigzek _ i _1p
4B e ;
' P :
(6) a’IPI_Y‘I‘a’Zsz‘}‘---’i‘ “wa.\.‘{‘ blPly“}" b2P2.,/+-u+ wawy: 0. i—f/j
. . = e, . " A
A wige, jezeli sity |P; spelniaja réwnania (4), to spelniaja ‘ 2

I‘éWIl'ieZ réwnanie (6). Zwiazek (6) jest tedy zalezny od zwigzkow (4). Wyznaczmy Iiajl)itn'w reakeje w A 1 B, Ze wzgledu na sy-
Wiynika stad, ze zwiazek (5) jest zalezny od zwigzkéw (3). metrie, kazda zlmwkcyj wynosi —P/2. '

. Prawe strony réwnai (1) spelniaja zatem tylko trzy zwigzki . Na wezel 4 dziala sita zewnetrzna —P/2 i napiecia pretéw 11 2.
wezalezne (3). Uklad rownad (1) ma wiee 2w—3 réwnas niezile- Poniewaz sily te réwnowazg sie, wige tworzg wielobok zamkniety,
v nye}} (trzy za réwnania sa zalezne od pozostatych). Niewiadomych ktory mozemy narysowad, znajae site —P/2 i kierunki napieé. Wielo-
mus.l by(?, co.nuj.mniej tyle, ile 1‘.6wmm niezaleznych, a wiee = 9p—3. bok ton przml,s'l;a.w'i(my jost 11.'(; rys. (A); napiecia oznaczone sg licz-
Poniewaz niewiadomych Sy jest tyle ile presow, czyli p, wie bami 1 juz, a znaki przed liezbami oznaczaja czy napiecie jest roz-
(7) P> 2w —3. cigganiem () czy $ciskaniem (—).
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Na wezel (' dziatajg napigeia pretow 2, 3 i 4, réwnowazgcee sie

z sitay P. Poniewaz nieznane sg tylko dwie gity, mianowicie napieeia

pretow 3 i 4, wiec mozemy narysowaé wielobok sil, pamietajgc

0 tym, Ze napiecie preta 2 w wezle ¢ ma zwrot przeciwny niz w we-
zle A. Wielobok ten przedstawiony jest na rysunku (0).

Na wezel D nie- dzialaja zadne sity zewnetrzne, zaczepione
w tym wezle, zatem napiecia sig réwnowaza. Tworzg wiec one wielo-
bok zamknigty, ktéry mozemy narysowaé (rys D), pamietajac o tym,
ze napigeia pretéow 113 w wezle D majg zwroty przeciwne niz w 4 i 0.

Wyznaczyliémy napigeia we wszystkich pretach. Dla spraw- -
dzenia mozna jeszcze zbudowaé wielobok dla wezta B (rys. (B)).

Postepujac w ten sposéb, nakredliliémy kazds site dwa Tazy.
Mozna jednak Wprowadgié uproszezenie,” polegajace na tym, ze
wazystkie wieloboki (4), (B), (C) i (D) rysujemy lgeznie, jak na
rys. (B). ’

W rysunku tym kazda sita wystepuje raz tylko; rysunek taki

nazywamy planem sit Oremony dla danej kratownicy.

Pewne wskazéwki, jak mozna otrzymadé plan sil Creinony,
podamy na przykiadzie nastepujacym:

2p

1. 2.

Rys. 1 przedstawia kratownice, a rys. 2 jej plan sit COremony.
Kra,toyvnica obciazona jest w weztach G i F sitami P i 25P. W we-
ziach A i B spoczywa ona na podporach gladkich. Prety 2, 6 i 10
83 poziome i réwnej diugosei. Obliezajac moment sit zewnetrznych
wzgledem F i AL otrzymamy, ze reakcja w A wynosi‘ —4P, za
w B wynosi —§P.

Krelimy teraz wielobok sit zewnetrznych w takim pomzydku,
w jakim wystepuja one na obwodzie kratownicy. Idac np. w kie-
runku wskazéwek zegara, kreglimy po-kolei —4P, —3P, 2P i P.

icm
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Nastepnie budujemy wielobok dla wezla A. Zauwazmy, e
pret 2 Ygesy wezly. 4 i G, w ktérych zaczepione sg sity zewnetrzne

- —4Pi P. Na planie sit napiecie preta 2 rysujemy z poezatku sity —4P

i konca sity P. Zwrot sit w wieloboku dla wezta 4 okregla sita —2P.
Otrzymujemy napiecia pretéw 1 i 2 i ZAZNACZAINY, Ze W precie 1
jest dciskanie (—) zad§ w 2 rozciaganie (). '

Przechodzimy teraz do wezla, gdzie sa dwa tylko napiecia
niewiadome. Weztem takim jest B. Wyznaczamy wielobok napieé
w weztach 1, 3 i 4. Zwrot sit otrzymamy, wiedzac z poprzedniego
wieloboku, ze w precie 1 wystepuje fciskanie.

Przechodzimy nastepnie do wezta &, w ktérym sa tylko dwa
napiecia niewiadome, mianowicie napiecia pretéw 5 i 6. Postepujac
tak dalej, przechodzimy kolejno wezly ¢, F, D i E.

Przy sporzgdzaniu planu sit Cremony nalezy trzymaé sie dwéch
regut nastepujacych:

1. Sity zewnetrzne w wieloboku sit rysujemy na planie w ta-
kim porzgdku, w jakim wystepuja one na obwodzie kratownicy.

2.-Jezeli pret na obwodzie kratownicy laczy wezly, ktére sy
poczatkami sit zewnetrznych, to napiecie preta rysujemy na planie
sit z punktu, w ktérym koniec jednej sity zewnetrznej schodzi sie
z poczgtkiem drugiej. :

Zauwazmy, ze plan. sil Cremony, przedstawiony na rys. 2,

str. 302, ma jeszcze nastepujace dwie wilasnodei:

(a) sily dzialajace na wezel tworzg na planie wielobok zam-
kniety, - '

(b) jezeli trzy prety tworza trdéjkat, to na planie napiecia ich
wychodzg z jednego punktu.

Plan §it Cremony, majacy powyzsze dwie wilasnogei, nazywa sie
planem sil odwrotnym.

Nazwa ta stoi w zwiazku z t. zw. teoria figur odwrotnych.
Nalezy zwrécié uwage, ze nie dla kazdej kratownicy wyzna-
czalnej statycznie mozna zbudowaé plan sit Cremony.

Wyznaczanie napieézpomocg przekrojoéw. Przypusémy,
ze kratownica daje sie przeciaé przez trzy prety nie wychodzace z jed-
nego wezla, w taki spos6éb, by rozpadia sie na dwie czefci. Jezeli
choé dwa z przecigtych pretéw nie sa réwnolegle, to w pretach
przecietych mozna wyznaczyé napiecia bez obliczania napieé w pozo-
statyeh pretach. '
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Ozpaczmy prety przecigte przez 1, 2, 3. Jezell usungé jedny
cze§é kratownicy, np. praws, to lewa pozostanie w réwnowadze po
dotgezeniu napieé S, S, 1 S,.

.0 / |
0y d
y Vd N S
i 7/ 2 »
R //
/ v 8
] /// G ’ .
i/ 3 &
4
s
&
1 2.

Niech prety 1 i 2 przecinajg sie w punkeie O (rys. 1). Po-
niewaz lewa cze$é kratownicy jest w réwnowadze, wigc sily zo-
waetrzne dziatajgce na te czesé rownowazg sie z napieciami 8, S, i S,
Oznaczajac przez M moment sit zewnetrznych (dzialajacych na lows
czesé kratownicy) wzgledem O, a przez d odleglo$d 0 od preta 3,
dostaviemy |M|=|S,|d czyli |S,|=|5]|/d. ‘ ‘ .

Ziwrot sity S; obieramy tak, by M i moment sily .S, wzgledem O
mialy znaki przeciwne. Moment i mozemy otrzymadé, wyznaczajac
najpierw wypadkows B (ewentualnie pare wypadkowy).sil zewnetrz-
nych, dzialajacych na lews czedd, a nastepnie obliczajac moment
wypadkowy R (lub pare wypadkowa) wzgledem (. Podobnie obli-
czamy S, oraz S,, tworzac moment wzgledem punktu przeciecia
pretéw 1 i 3 oraz 2 i 3. .

Gdyby prety 1i3 byty réwnolegle, to sile S, otrzyma.libykimy,
tworzge rzuty sit na prosts prostopadiy do pretéw 1 i 3 (rzuty sil
8, 1 8, beda bowiem zerami).

Opisana powyzej metoda obliczania napieé podana zostala
przez J. W. Rittera. Napiecia Sy, 5,1 8, mozna réwniez wyznaczyé
graficznie mefiods podang . przez K. Culmanna.

Niech prety 112 przecinajg sie w 0, niech sity zewnetrzne majg
wypadkows B i niech R i §, przecinajg sie w punkecie 4. Oznaczmy
przez T' wypadkows sit §, i S, a przez G wypadkowy sit R.i S,

Poniewaz sity B, 8, S, i S, sa w rownowadze, wiec sity 71 G
réwniez s3 w réwnowadze. Wynika stad, se T—=—0@ i 50 sity 71 @
lezg na jednej prostej. Poniewaz T ma poczatek w. 0, zad G w A,
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wiee sity T i @ lezg na prostej OA. Znajac juz kierunek sit 7 i G,
wyznaczamy trojkat sit B, S, i G, skad otrzymujemy sity S, i G.
Poniewaz T=—@, wiec mozemy utworzyé tréjkat sit S, S, i
skad dostaniemy S, i S, :

Gdyby wypadkowa R byla réwnolegla do preta 3, sita @ bylaby
réwniez réwnoleg_hm do 3 i przechodzitaby przez 0. Poniewas R jest
wypadkows sit G i —§,, wiee zadanie sprowadziloby sie wowezas

do rozlozenia sity R na dwie sity @ i — 8, ktérych polozenia sa dane.

N

- Zadanie takie zostato rozwigzane przy pomocy wieloboku sznuro-

wego na str. 257,

Gdyby wreszcie sily zewnetrzne redukowaly sie do pary B i R,,
mielibysmy By=—R, i wypadkowa @ sit B, B,i S, réwnalaby sie S,
i miataby poczgtek w 0. Zadanie sprowadzatoby sie wtedy do roz-
tozenia ulktadu sit B, i R, na dwie sity @ i —8,, ktérych polozenia
sa dane (por. str. 257). '

§ 17. Ré6wnowaga lin ciezkich. Lancuch. Uklad pretéw
sziywnych polaczonych przegubowo, nazywamy lahcuchem, jezeli
w kazdym przegubie stykajg sie tylko dwa prety. Prety ladcucha
nazywamy takze ogniwams.

Zatézmy, ze latcuch zlozony z ogniw A4, Ay Ay, AgAg 1 A A,
polaczonych  przegubami
Agy Ay i Ag, pozostaje w ré-
wnowadze pod dzialaniem 7
sit Py, Pyi Py, saczepionych
w przegubacly, orvaz sit T,

i Ty, zaczepionych w,i A,
Sity 7', i T, maja oczywig-
cie kierunki pretéw A4,
14,4, (str. 204), .

Latwo okazad, ze laneuch w réwnowadze praybiera postad wiclo-
boku sznurowego ukladu sit P, P, i P,.

Zbudujmy w tym celu wielobok sit A4jd4;454§ dla ukladu
P,, Py, P,. Za biegun O obierzmy punkt przeciecia linii wylreglo-
nych z punktu 4y i 4f réwnolegle do skrajnych pretéw lancucha.

Poniewaz taicuch jest w réwnowadze, wige suma sit jest zerem:

ﬁ+ﬂ+ﬂ+%+ﬂ=a o
Poniewaz P+ Pyt-Py= AjA], za8 0A) i 450 sa réwnolegle do
T i ‘.i(i.\{;ﬂ,wiw 7 trojkata 44450 otrzymujemy: o

& Banaeh., Mechanika, 20
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'
(1) ' T,=04), F=450.
Wesmy teraz pod uwage przegub A,. Napiecie ogniwa 4,4,
w przegubie A4, jest T,; oznaczmy przez T, napiecie ogniwa A,4,
w przegubie A,. Mamy oczywiscie
(2) ) T,+Ty+ P, = 0.

Z wieloboku sznurowego otrzymujemy OA()-}—Pl—}—_éiOfO, skad
na mocy (1) T,+P,+4i0=0, a stad na mocy (2) A70=T, Odci-
nek A0 jest wiec réwnoleglty do preta A,4,.

Podobnie przekonywamy sie, ze odecinki 450 i 430 sg réwno-
legle do pretéw 4,4, i 4.4, '

Wynika stad, ze wielobok sznurowy, jaki otrzymamy, rysujac
go z punktu A4,, przyjmie postaé tancucha.

Lina. Sznurem albo ling (wiothe i nierozciyglivwg) nazywamy
linie¢ materialng, ktéra daje sie dowolnie zginaé, nie zmieniajgc
przy tym swojej diugodei ani dingodei swoich czesei.

Sznur moze wiee przyjaé ksztalt dowolnej linii krzywej o tej
samej dtugosci. Line mozemy uwazaé w przyblizeniu za taricuch zlo-
zony z bardzo wielu drobnych ogniw.

Niech ciezka lina (wiotka i nie-
rozciggliwa) zawieszona bhedzie w pun-
ktach 4 i B. Zalézmy, ze gestodd
liny po=const. Ciezar kawalka liny
dtugosei s em wynosi zatem

(3) Q =spg=:s4,

gdzie 6=pg. o S
Zajmijmy sie wyznaczeniem ksztaltu, jaki przyjmie lina pod
wplywem swego ciezaru.

Obierzmy ukiad wspéhzednych (z,v,2), nadajac osi 2z kierunek a

pionowy ze zwrotem ku gérze; przyjmijmy za plaszczyzne az pla-
szezyzne pionows, przechodzaca przez punkty A4 i B.

Sitami zewnetrznymi dziatajacymi na line sg: ciezar, zacze-
piony w §rodku ciezkofei § liny, i reakcje R, i B, w punkbach 4 i B.
Gdy lina jest w réwnowadze, sity te réwnowaza sie. Wynika stad,
e lezy w jednej plaszezyZnie pionowej, mianowicie w plaszezy7nie wz.
Zatem:

{4) B”y =0, By, =0.
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Przetnijmy line w dowolnym punkeie (' i odrzuémy czedé OB.
Aby Gzeéé__AC pozostata w réwnowadze, nalezy dolgezyé w punk-
cie U site T, z jaky czedé OB dziata na cze$é AC. Site T nazywamy -
napigeiem liny.

Poniewaz line uwazamy w przyblizeniu za latdcuch ztozony
z drobnych ogniw, wiec sita T jest styczna do OB.

Oznaczmy przez s dhugodé tuku A(¢. Silami zewnebrznymi,
dziatajacymi na czedé A sa: clezar @' o wielkodci 86, zaezepiony
w grodku ciezkodei 8’ czedei A0, reakeja R, i napiecie 7. Poniewaz,
suma sit tych jest zerem, gdyz czedé A( pozostaje w réwnowadze,
wiec tworzac rzuty na osie ukladu wspotrzednych, ofrzymamy:
Tz—}—]fqz—.s‘éz 0, T_IJ‘I‘R1U= 0.

Wobec (4) jest Ri =0, wiec T, =0. Poniewas napiecie T jest
styczne do krzywej, za$ ¢ jest dowolnym punktem tej krzywej,
wiee styezna w kazdym punkeie jest réwnolegta do plaszezyzny
pionowej zz. Wynika stad, ze krzywa lezy w plaszezyznie pionowej,
a mianowicie w plaszezysnie 22, gdyz ma z nig dwa punkty 4 i B
wspélne. Pierwsze z réwnai (5) daje
(6) Ty=—R; = const.

- A wige: skladowa pozioma napigcia liny jest w kasdym punkeie
liny ta sama.
Oznaczmy przez ¢ kat jaki T tworzy z osia ». Mamy zatem
tg p="T./T., skad na mocy drugiego z réwnan (5)
(7) tg ¢ = (— 085 Bi) + (Ry, | Ry ).
Polézmy:

(8) :-—5/1}31.\,7 al:Rlz/RI.\-'

Jezeli z=f(x) jest réwnaniem krzywej, to z'=tgp. Na mocy
wiec (7) i (8)

(9) 2 =as+a'

Roéwnanie (9) jest réwnaniem rézniczkowym krzywej, ktorej
postad przyjmuje lina. Rézniczkujac je, otrzymamy z''=ads | dz,
a4 poniewaz (ls:l/l+z'2(lm, wiec s":aV].+z’2. Podstawmy z'=w.
Zotem z"'=dw/dw, skad (Zw/dmzcbl/l—f—wz czyli dw/|/1+w2=adm. Cat-
kujac, otraymujemy / ‘{lw/l/1~|—wzz/ adz, wiec log(l/1—|-702—{~w)=am+c,
gdzie ¢ jest staly calkowania. Zatem

20*
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(10) TTw+w=VTF22+2 =" Z réownan (18) i (1Y) otraymujemy
Mary ———r v m [qe e Oy o ds o ax+c —ax—c¢
(11) (i Fe2+e)=V1F22—2' =6 "7". r=VrEy Te=1 =i ag e )s
Z réwnaid (10) i (11) otrzymujemy: na oy wiec (14)
(12) 2= (611x+e—__e—nxr—c)/2, . (20) T — é(zmc').
(13) ds/d [/1+z/2 (0”'““—}— e "2 Lina obeigzona. Niech w punkeie ¢ liny zaczepiona bedzie
S| = = (€ . N

“sita P, skierowana pionowo w dél. Czefei (B i AC liny sg, jak juz
wiemy, linami laricuchowymi. Oznaez-

3 Hwnania 2) 1 G LbIY)
Catkujac réwnania (12) i (13), ofrzymamy My Drzen an, ¢y 6}’ 1 asyoschc, od- 2

1 avie | tav—c . - powiednie state dla krzywyech B(
g==—— (¢ e ¢ : ) . -
(14) : 2a (¢ T )+ i 04 wréwnaniach (14)1 (15), a przez
. e axeey g T, i T, napiecia czedei BO i (4
(15) #=%(0 —6 )+ w punkeie (.

gdzie ¢’ i ¢ sa pewnymi stalymi. Uwa.zzbmu 1111@}z:»l;1-ncﬂ11(?11 o drob-
nych ogniwach, zad punks ¢ za prze-
gub, mamy w polozeniu réwnowagi

Krzywg okreglong réwnaniem (14) nazywamy kreywq tancuchowey.

A wiee: lina preyjmuje kszialt kreywej tadeuchowej. : 7.+ T,+ P=0. Tworzac rzuty na osie w2, i khadac P=|P|,
Réwnania (14) 1 (15) zaleza od. czterech stalych a, ¢, ¢ i ¢, otrzymujeny:
State te mozemy wyznaczyd, jezeli znamy np. wspélrzedne @2, i .2, (21) Ty o+ Ty =0, Ti+ Ts,—P=0.
punktéw 4 i B oraz dlugodé 1 liny. . ’ ) . -
Z warunkéw bowiem, ze dla w= o jest s=gy, zad dla w=umu, Oznaczajac pochodne prawostroung i lewostronng w ¢ przez
jest s=2,, otrzymujemy na mocy (14): . z1 1 &, otrzymamy na moey (18) i (19):

1 : o T y ’
1, sete ot . _[71.‘. = (3/(11, T‘z = §2] /(117 i 2. == — 5/ (ta, Zg_z = — 0% /(lz,
s e T ) 4

1 X+ N6 "4 -
(16) z1=2"‘a"(6(“‘ C+6 ax (')'-I—'(J, za:‘za

skad na moey (21)
Z warunku za$, ze dla w=m jest s=0, a dla p=u, jest s= ' s 52 62
dostajemy na mocy (15): . ' ;a —;2: , 711—— o —P=0,.
(17) O=2ia<6a,\,+c_e—a.xt——c)+c,,’ l=21a (6(/\;10_!_6 vy L)_%_G,,' o) DObﬁ‘erGllly V\’:f(‘. ) . Pa, B Paz
Mozna okazaé, ze réwnania (16) i (17) okredlaja jednoznfmznie - ] N e é 4
state a, ¢, ¢’ 1 ¢”. Znajae diugoscei I 1], tukéw BC'i 04, mozemy otrzymad réwna-
Obliczmy jeszcze napiecie liny T w dowolnym jej punkecie ¢ nia krzywych (B i A(. \Taleay w tym celu wyznaczyé dziesied sta-
] Wspoh‘zgdnyeh %, 2. 7 réwnan (6) i (8) dostajemy tych ay e, 01,01y doy o, 63,08 1 2,2, gdzie x, i 2, sa wspéhrzednymi
, , punktu (. Ot6z do wyznaczenia tych s,talych dla CB i AC mamy
(18) \ T.=46]a.
po cztiery rownania analogiczne do (16) i (17), a nadto dwa réwna-
Poniewaz T, | T =tg p=2z', wige T.=T.z', zatem nia (22), razem wiece dziesied.

(19) T.= 53'/(!.
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