ROZDZIAL V

UKLADY PUNKTOW MATERIALNYCH

§1. Réwnania ruchu. Niech dany bedzie uklad punktéw
materialnych o masach My, My, ..., M, OzZnaCZINY Przez P,P,..»P,
sumy sit dzialajacyeh na poszezegélne punkty, a przez Py, Dy, ..., Pa
przys$pieszenia tych punktéw wzgledem ukladu inercjalnego wspdl-
rzednych. Wéwezas wedlug prawa Newtona:

771;1 pl = WI,Z ﬁQ = P2’ ; 771," @n — Pn .
Réwnania powyisze zapisujemy krécej
@ miPi= P, (t=1,2,...,n).

Niechaj punkt m; ma wspolrzedne z,y
zZemy napisaé¢ w postaci:

(H) ml':ii =—Pix,

Réwnania (I) mo-

1’1

miji= Py,  mE=P,  (i=1,2,..,n).

Uklady swobodne. O silach P, P, ..., P, zakladamy, ze
w najogélniejszym przypadku zaleza one od czasu, polozenia i pred-
kodci punktéw ukladu. Przyjmowaé wiec bedziemy, ze sily s funk-
cjami: czasu f, zmiennych z,¥,, 2, ..., %, Y % okreélajayeych po-
lozenia punktéw oraz zmiennych #,79,,4, ..., 4,¥,%, okreflajacych
predkosei punktéw. Zatem mozemy napisad:

Pix:Fi(t; & ) m,,; yny . ‘92"1? ?]1} 3.1: ..
i podobm'e Piy=¢5, Plz=¥[i-

U ATRURE 2 Ty Y zn)’

O funkejach P, P,vy i P;, zakladamy, ze sg ciggle i ze majag
ciagle pierwsze pochodne czastkowe wzgledem kazdej zmiennej.

Réwnania (IT) noszg nazwe rdwnaii ruchu Newlona.
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Stanowia one uklad réwnan rézniczkowych drugiego rzedu.
Z teorii réwnan rézniczkowych wynika, ze réwnania (II) wyzna-
czajg ruch ukladu punktéw, jezeli dane sg w chwili poczagtkowej
t="1, polozenia poczgtkowe punktéw (t.j. wspétrzedne %99, 2%, ...,2%)
i predkosei poezatkowe (t.j. #9,49,2), ..., #0).

Sily wewnetrzne i zewnetrzne. Sily, dzialajace na punkty
ukiadu, dzielimy na dwie grupy.

Do pierwszej zaliczamy te sity, ktére pochodza ze wzajemmnego
oddzialywania punktéw uktadu na siebie. Sily te nazywamy silami
wewnglranymsi.

Pozostale sity nazywamy sitami zewnetrznymi.

O sitach wewnetrznych zakladamy, ze stosujg sie do prawa.
akeji i reakeji Newtona (str. 73).

Wezmy pod uwage pare sil, z jakimi dzialaja na siebie dwa
punkty ukladu m’ i m'". Suma tych sit jest zerem, a ze nadto dzia-
laja one wzdluz prostej, tgczgeej punkty ' im’/, wiec i moment ich
wzgledem dowolnego punktu jest zerem. Poniewaz sily wewnetrzne
mozemy zgrupowaé w takie pary, wiec suma i ogolny moment sit
wewngtranych jest zerem.

Rownowaga ukladu punktéw. Uklad punktéw jest w row-
nowadze, jezeli kazdy punkt jest w réwnowadze.

A wiee, jezeli uklad punktéw jest w réwnowadze, to suma
sit dzialajacych na kazdy punkt jest réwna zeru. O ukladzie sil,
majacym te wlasnodé, méwimy, ze jest w réwnowadze lub ze sity
tego ukladu réwnowazq sie. -

Niech dany bedzie uklad sil w réwnowadze. Wezmy pod uwage
sity tego uktadu, dzialajace na dowolny punkt materialny. Poniewaz
suma tych sil, jak i moment ogélny wzgledem dowolnego punktu
przestrzeni, sa réwne zeru, wiec dany uklad jest réwnowainy zeru
(str. 23).

A wiec: jezeli sity, dziatajace na uklad punkidw materialnych,
réwnowaiq sie, wowezas sume tych sit i ogélny moment jest zerem.

Warunek powyzszy jest warunkiem koniecznym réwnowagi
sit, ale nie jest warunkiem wystarczaj@cym Poniewaz sity we-
wnetrzne maja sume i ogélny moment réwny zeru, wiec z podanego
warunku wynika, ze jezeli uklad punktow materialnych jest w réwno-
wadze, to suma i ogdlny moment sil zewnetrznych jest zerem.
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Podobnie jak poprzedni, warunek ten jest tylko warunkiem
koniecznym réwnowagi ukladu.

Zasada d’Alemberta. Réwnania (I), str. 190, mozemy na-
pisaé w postaci

P+ (— 1=1,2,...,n

Wektory —m,p, nazwaliSmy silami bezwladnosci punktéw m;

(str. 74). Mozemy wiec powiedzieé, ze sily bezwladnodei réwnowasq
sig 2 sttami deziatajgeymi na punkty wkladu.

mp;) =0

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe zasady d’'Alemberta.

Znaczenie te] zasady wystepuje gléwnie w ukladach punktow
nieswobodnych, czym zajmiemy sie dalej. Nalezy pamigtaé, o czym
méwiliSmy na str. 74, ze sity hezwladnogei nie sy sitami, lecz wekto-
rami, ktére tylko dla wygody nazywamy sitami,

Przyklad 1. Po osi  poruszaja sie dwa punkty A4,, 4, o ma-
sach my, m,, przyciagajace sig z sila P wedlug prawa Newtona.
Wige |Pl=Kmmy/r?, gdzie r=4,4,. Oznaczajac przez o, i @, (#,<o,)
wspolrzedne punktéw, otrzymamy réwnania ruchu w postaci:

1) my@y = Emymy/(w,—a,)?, Molby= — K mymy/(2y— ;)2

Przyjmijmy, ze w chwili poczatkowej
t=0 jest z =2, w,=al, % =0,%,=0. Do-
dajac réwnania (1) stronami, dostaniemy
mlml—}—m,,wz_o skad po scatkowaniu

My By - My %y = a,

0 I3 -p
1 r 1 1

My + Moy =t +b.

Ze wzgledu na warunki poczatkowe otrzymamy a=0
i b=ma@)+ ma). Wiec:
(2) My + mady = 0, My + My @y == My - Mo 2.

Z réwnan (1) otrzymujemy jeszcze
(3) Ty— @y =—K (my + my) (0, — ;)%

Polézmy zy—@=r i K(m;+my)=h. Dostaniemy #=— h/r2.
Mnozge obustronnie przez 7+ i catkujae, otrzymamy §#2=h/r-c.
Poniewaz dla t=0 mamy 7=#}—i=0 oraz r=a)— =1,

wiec
) 1., h &
o=—p Zatem §r~=;-——’ skad

(4) r__—l/2h __,__
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o Przyj@liémy znak _ujemny, gdyz punkty beds sie zblizaé do
siebie, wiee r bedzie maled, skad #<<0. Z (4) dostajemy

+ ' =1,
c
fV‘Ph __«

Ver iy T
Po scatkowaniu otrzymamy
1
(5) VV: {.,yro'r 'r2 +r0aresm
Poniewaz dla t=0 jest r=1r, wiec
mrolry
4 |2n

Ozas T, po ktérym punkty sie spotkaja, otrzymamy z (3),
kladge r=0. Zatem

wiee

]—i—c =1.

(6) ¢ =

_TT I/E_ n'w .
2 Von  2l2K (my+my)

Dla my=ms=1lg, re=1lcm i K=6,6-10"%cm®g'sek— otrzy-
mujemy . T=23055 sek. ,
‘Wazory (2), (5) i (6) (gdzie r=wx,—x,) wyznaczaja ruch punktéw.

Uktady nieswobodne. Jezeli istniejg warunki ograniczajace
mozliwe ruchy ukladu punktéw materialnyech, wéwezas nazywamy
go ukladem nieswobodnym, a warunki ograniczajace wiggami. Podob-
nie, jak w przypadku jednego punktu nieswobodnego, przyjmujemy,
ze wiezy s3 wynikiem pewnych sil, zwanych reakcjami, ktére po-
wodujg, ze uklad zachowuje wiezy.

Jezeli do sit dzialajacych na punkty ukladu dolozymy sity re-
akeyjne, wéwezas uklad mozemy uwazaé za swobodny. W ten spo-
86b badanie ruchéw ukladéw nieswobodnych sprowadzamy do ba-
dania ruchéw ukladéw swobodnych.

Jezeli wiec na punkty ukladu o masach {m; dzialajg sity (P},
to oznaczajac przez {E; reakcje, mamy

m,p,= P,+ R, i=1,2,..., M.

W szezegdlnodei uklad nieswobodny jest w rownowadze, jezeli
sily dzialajgce réwnowaza sie z reakcjami.
S. Banach. Mechanika. . 13
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Wiezy ukladu moga polegad na tym, ze niektére punkty musza
sie stale znajdowaé na pewnych liniach lub powierzchniach. Opréez
tego rodzaju wiezdw, poprzednio juz poz-

R A nanych (por. str. 123), spotykamy sie
M My jeszeze z innymi. Np. dwa punkty mate-
rialne moga byé polaczone nicig nieroz-
R ciggliwa o diugodei I; odleglo§é zatem
y my  punktéw od siebie musi byé stale <. Nié

m

dziata na punkty tylko wtedy, gdy jest
napieta (rys. gérny). Jezeli zalozymy, ze masa nici jest dosé mala,
by mozna jg bylo pominaé, to sily, z jakimi nié dziata na punkty,
beda co do wielkodei réwne nawet wtedy, gdy nié bedzie nawinieta
na jakie§ ciato (rys. dolny) — o ile nie ma tarcia. Sily te sa oczywidcie
reakcjami. Reakcje sg styczne do nici i maja zwrot w kierunku niei.

Uklad sztywny. Waznym przykladem ukladu punktéw nie-
swobodnego jest t. zw. uklad setywny. Jest to uklad nieswobodny,
ktérego wigzy polegaja na tym, ze wzajemne odleglogei punktéw
ukladu pozostaja niezmienne. Przyjmujemy, ze w tym przypadku
wystepuja pewne sily wewnetrzne (t.j. dzialajgce miedzy punktami
ukladu), ktére sprawiaja, ze punkty zachowuja odlegloei stale,
mimo dziatania sit zewnetrznych. ’

Cialo stale fizyczne na ogél odkszbalea sig, t.j. zmienia 8Wojg
postaé pod wplywem sit na nie dziatajacych. Zdarzyé sie jednak
moze, ze gdy sily nie przekraczaja pewnej granicy, odksztatcenia 8%
tak niewielkie, iz praktycznie mozemy nie braé ich pod uwage.
W tym przypadku za model takiego ciala przy malych silach mo-
zemy obrad uklad punktéw, ktéry nazwaliémy ukladem sztywnym,
Wyniki, jakie otrzymamy, beds wéwezas waine w przyblizeniu dla
ciata fizycznego. W ten sposéb mozemy stosowaé do cial stalych
fizycznych twierdzenia, jakie otrzymamy dla ukltadéw sztywnych. Ze
wzgledu na wazng role, jaka odgrywa teoria ukladu sztywnego, zaj-
miemy sie tg teorig szezegélowo w rozdziale VI. W tym rozdziale
ograniczymy sie tylko do podania kilku przykladéw na tle ogélnej
teorii ukladu punktéw.

Najprostszym przypadkiem uktadu sztywnego jest uklad zlozony
z dwoch punktéw materialnych, ktérych odleglogé r jest stala.

Uklad taki mozemy zrealizowad, Iaczac dwa punkty materialne
sztywnym pretem o matej masie, ktérs w stosunku do mas samych
punktéw mozna pomingé. Méwimy wowezas, ze punkty polaczone
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83 pretem sztywnym bez masy. W ten sposéb sily wewnetrzne mie-
dzy punktami zastepujemy sitami, z jakimi pret oddzialywa na te
punkty. Sily te sa zatem co do wielkogei réwne, maja kierunek
preta, a zwroty przeciwne.

Przyklad 2. Dwa ciezkie punkty materialne o masach m, i m,
polaczone s nicig nierozciagliwg (bez masy), przewiniety przez
krazek. Punkt #m, musi pozostawaé na prostej pionowej 1. Jaki
kat @ tworzy nié z prosta I w polozeniu réwnowagi, jezeli nie ma
tarcia ? '

Na punkt m, dziata nié z sila T skierowans pionowo do 20ry
oraz ciezar m,g skierowany pionowo w dol (rys. 1). Zatem
T—mg=0, wiec
(7) T = myg.

Na punkt m, dziala nié z silg T skierowany wzdluz nici, cie-
zar myy skierowany pionowo w d6l i reakeja R prostopadia do
prostej I. Tworzge rzuty sil na prostg I, dostaniemy 7' cos g— myg=0,
wige
(8) T cos @ = myg.

Z réwnan (7)1 (8) otrzy-
mamy L

COS @ = My/Mm;. ! ‘

Réwnowaga jest wiec

mozliwa tylko wowezas gdy

My < M. N
Przyklad 3. Punkty my Fe mpur

materialne ciezkie 4, 1 4, 4 IA,

0 masach m,, m, potaczone sa mg

nicig nierozeiggliwg bez ma- 1.
sy. Punkt A, zawieszony jest

na nici 04, réwniez nierozeiggliwej i bez masy. Caly uklad obraca
sie okolo osi pionowej ze stala predkodcia katowa o, _przyczem
katy « i B, jakie nici 04, i 4,4, tworza z pionem, nie ulegajas
zmianie podczas tego obrotu. Wyznaczyé katy a i B.

Obierzmy w punkcie O poczgtek ukladu ruchomego (z,y,2),
obracajacego sie okolo osi pionowe]j z z predkoscia katowa w ('ry_s. 2).
Mozemy przyjaé, ze punkt A, znajduje si¢ stale w plaszezyZnie xz.
Poniewaz kat a jest staty, wieec punkt 4, jest w réwnowadze wzgled-
nej wzgledem uktadu (w,y, 2).

}\'J

13*
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Wykazemy najpierw, ze w plaszezyZnie oz znajduje sip réwnies
punkt 4,.

Poniewaz punkt 4; jest w réwnowadze wzglednej, wiee jego
sits unoszenia P réwnowazy sie z sitami dzialajaeymi t.j. z cie-
javem ,, reakcja By nici 04, i reakejy R, nici 4,4, Zatem

(9) PP +Q,+ B +EB,= 0.

7 réwnania powyiszego wynika, ze Ry=—Py—;—R. Po-
niewaz sity —PY, —@, i —R,; leza w plaszczyznie e, wiee B, lezy
réwniez W plaszezy#nie 2. Poniewaz nadto B, ma kierunek nici 4,4,,
wiec i nié 4,4, lezy w plaszczyZnie ¥z; zatem punkt A, lezy rédwniez
w plaszezyznie az.

Przejdzmy do wyznaczenia katow o i f. Z uwagi nw to, ze
katy te sa stale, oraz ze dlugodci OA4, i 4,4, réwniez si¢ nie zmio-
niaja, wynika, ze punkt A4, jest takze w réwnowadze wzglednej

wigledem ukladu (z,y, 2). Oznaczajac praes P® jego sile unowzenia,

a przez (), jego ciezar, otrzymamy
(10) P? 4 Q,—R,=0.
Oznaczmy przez 7, i 7, odleglodei punktéw 4, i 4, od osi

obrotu. Mamy:

(11) 7, =04, sinq,
(12) PP = myre?,

re==0A,sina -+ 4. 4,58inp,
[P = mgrqt,

Utwérzmy rzuty (9) i (10) na osie o« i 2.

_ t Kladae Ry=|R
i Ry=|R,|, dostaniemy: :

My g -+Iy co8 a-—LRy cos f=0,
—My g +Ry cos f==0,
Z réwnan (13) i (14) otrzymujemy:
(15) bga = (my7y + myry) w?/(my +-my)g, tg B = ryw?fg.
Jezeli przez r, oznaczymy odleglosé srodka & mas
. g y ukladu
punktbw 4;, 4, od osi obrotu 2, to otrzymamy (Mg Mg )rg==myy -+ Myry,

8kad na mocy (15) tga=ryw/g, a wi i b
‘ ¢c z uwagl na to, ze r <
‘bedzie tga<tgp czyli a< B, ’ ; ’ RISty

Zmajac 04, i A4, najdujemy a i § z réwnath (11) i (1B).

(13) myry0*—Rsina+R,sin f=0,
(14) myryw*—R,sin f= 0,

icm
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Przyktad 4. Maszyna Atwooda. Na kodicach nici
(nierozciggliwej, bez masy), przewinietej przez krazek (bez masy),
zawieszone 83 dwa ciezkie punkty materialne o masach m, i m,.
Zatézmy, ze oba punkty poruszajs sie pionowo. Poniewaz nié jest
nierozciggliwa, wige drogi przebywane przez oba punkty sa réwne.
Zatem przyspieszenia i predkodci obu punktéw sz réwne co do
wielkogei, zwroty zad§ maja przeciwne. Oznaczmy przez p rzub
przyspieszenia punktu m, na of 2 skierowang pionowo '

w dol. Niechaj R oznacza warto§é bezwzgledng sily, @
z jaka nié dziala na punkty m,; i m, Na punkt m,
dziata ciezar i reakcja nici. Zatem

(16) myp = myg— k. R
Dla punktu m, otrzymamy podobnie i m
(n —MyP = Myg—R. ™ i
7 rownah (16) i (17) dostajemy: g
' My — My _%mz B e
(18) p ml+m20’ —ml__‘_ng‘ yz

A wiec punkty beds sie poruszaé z przyspieszeniem statym.

7Z réwnania (18) dostajemy (my+msy)p=m0— Mof. »

A wiee przyépieszenie jest takie, jak gdyby na punkt mate-
rialny o masie my -+ m, dziatata sila m,g—msg, t.j. gita réwna réznicy
ciezaréw.

Jezeli m,>m,, wéwezas p>0, t.zn. ze przyspieszenie punktu m,
jest skierowane w dot, za$ punktu m, w gore.

Jezeli m,=m,, woéwezas p=0, t.zn. ze punkty poruszaja si¢
ruchem jednostajnym.

Przyklad 5. Dwa punkty ciezkie o masach mi, i my, polaczone
nicia nierozciagliwg bez masy, poruszajg sie W plaszezyznie pio-
nowej po dwéch prostych I, i1, Na punkt m, dziata nié z sitg T,
ciezar m,§ i reakcja prostej R,. Podobnie na punkt m, dzialaja
sity T,, myj i B, Przyjmijmy, ze nie ma tarcia, zatem ze R iR,
sg prostopadle odpowiednio do prostych 1, i 1, (str. 198, rys. 1).

Poniewaz nié jest nierozciagliwa, wige drogi przebywane przez
oba punkty beda réwne, przyspieszenia beda tedy réwne co do
wielkogei.
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Niechaj p oznacza wspolrzedng (wzgle-
dem 7;) przyfpieszenia punktu g, zatem
4 wspolrzedna (wzgledem 1,) przydpicszenin
/ Tng ;mo . punktu m, wynosi —p. Sity 1y i 7' vy o do
: ‘ wielkodei réwne; poldzmy T'es |7 |=«|Ty|.
- . Oznaczmy przez o 1 ay katy, jakie proste
l, i1, tworza z poziomem. Tworzge rzuty na proste I i ly, otray-
mamy myp=—"T-4-mgsine, i —mep=—1T 4mqq 8in ay, skad

1.

My SN oy — My BiD g
. n My + My
A wige punkty poruszaé sie beda po prostych ruchem jedno-
stajnie przyépieszonym.

§ 2. Ruch S$rodka masy. Wlasnodei kinematyeznoe
§rodka masy. Niechaj bedzie dany uklad punktow materialnych
Ay, 4,... omasach my,m,,..., ktérego §rod-
kiem masy jest punkt § (rys. 2). Obierzmy 4,
dowolny punkt 0. Polézmy m=Sm, oraz:

fo=08, #=04;, (i=1,2,.).

Przy powyiszym znakowaniu zacho-
dzi réwnogé

4

2.

) mFy== Y m;7;.

Doyv(?d. Obierzmy dowolny uklad wypolrzednych o pocaytlku
w O', Jezeli @, y,2 oznaczajs wspélrzedne punktu A PRCLENE A
wapblrzedne grodka 8, to na mocy (IT), str. 1565, jest:

_ . ;‘
(1) ma, = 3 m,x,, myy= X my,, mey= 3 mz,.

_ P’oniewsfmz' wekpor T, marzuty @,y,2, za$ 7, ma rzuty @, y,, 2y
wiee rownanie (I) jest tylko postacia wektorows réwnogei (1).

Utwérzmy teraz 'pochodi}ag obu stron réwnoei (I) wzgledem
czasy; otrzymangy mry=3 m;7. Poniewas 7 oznacza predkosd 7,
punktu 4; za§ 7, predkogé B, frodka masy § wagledem ukladu
O(w$ Y, z),‘ Wi‘%c |
(II) m’l‘lo‘::: Zm,'v‘i.

] ngtor m;B; jest‘ pedem (str. 73) punktu 4, Prawa strona
flzignoém (IT) przedstawia wiec sumg peddéw poszezegdlnyeh punktow
adu. Sume te nazywamy pedem ( ogdlmym) wkladu.

icm
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Wektor mb, mozemy uwazaé za ped punktu materialnego,
majgeego mase réowng masie calkowitej ukladu, umieszezonego
w frodku magy (i poruszajacego si¢ wraz ze $rodkiem masy).

A wige: ped (ogdlny) ulktadu réwne sig pedowi masy catkowite]
ulkladw, wmieszeeonej w $rodku masy.

ZrGzniczkujmy réwnanie (II) obustronnie wzgledem czasu t.
Dostaniemy my=Ym,. Lecz 7; oznacza przy$pieszenie P, punktu 4
za§ P, przyspieszenie P, frodka masy S. Wiec

(11X) mp,= 2 m7p,.

Wektor —mp, nazwaliSmy sily bezwladnodei " punktu 4
(str. 74 1 192).

A wige: suma sit beewladnodei punktow ukladu réwna sig sile
bezwladnoder masy caltkowitej ukladu, umieszezonej w $rodku masy.

Uwaga., Tworzge rzuty na osie ukladu wspéhrzednych, otrzy-
mamy z réwnan (IX) i (II):

(11" ma,= > mz,, my,= My, miy= 3 mz,
(ILL')  mis,= 3 m,, mij,= > mi, mEy= 3 mz,.

Wypadkowa sil ciezkodei. Niech ukiad punktéw 4, A, ...
o masach my, My, ... znajduje sie w polu sily cigzkosei. Oznaczmy
przez § wektor przyspieszenia ziemskiego, a przez S frodek masy.
Niechaj O bedzie dowolnym punktem. Polézmy jak poprzednio
7¢=08 i 7=04, dla i=1,2,... Moment ogélny sit ciezkogei wzgledem O
wynosi M= (1 §XFy) +(MafXTo) .oy Wit M =X (myFy+moTot.)s
skad na mocy (I), str. 198,

(2) I = gxm7, = mJXF,

Jezeli w szezegélnosei punkt O schodzi sie z 8, to 7=0, skad
na mocy (2) M=0.

A wiec: moment ogdlny cigéardw punlidw ukladu wagledem $rodka
masy fjest zerem.

Poniewaz ciezary tworzs uklad sit réwnolegtych i zgodnie skie-
rowanyeh, wige uklad ten ma wypadkows (str. 26). Wypadkowa
przechodzi przez frodek masy, gdyz moment ogblny wzgledem frodka
magy jest zerem.
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Wtiasnodei dynamiczne §rodka magy. Niechaj na punkty
materialne m; danego ukladu dziataja sity P Oznaczmy przez 7,
przyspieszenie punktu m,, a przez P, przyspieszenie frodka magy
tego ukladu punktéw wzgledem inercjalnego ukiadu wspolrzednych,
Na mocy wzoru (III), str. 199, mamy mp= Z,’miiﬁl, gdzie m=:)'m,.

_ Poniewaz mp=P, wiec mp=2P; czyli

(Iv) mP,=P,  gdze P=2P,.
A wiec: $rodek masy ukladu punkidw porusza sig tak, jok gdyby
byla w nim skupiona catkowita masa ulkladu, poddana dzistaniu swmy

wszysthich sit.

Réwnanie (IV) mozemy napisaé w postaci d(m#,)/dt== P,

Zatem: pochodna pedu wkladu réwna jest sumic wseysthich sit
deiatajaeych.

Jezeli suma sit dziatajacych na punksy ukladu jest réwna zoru,
t.j. jezeli P=_ 0, wéwezas na mocy (IV) mamy mPy==0 czyli p,=0,
Jezeli suma P jest zerem stale, to stale jest P,=90, wiee prodkodé o
frodka masy jest stala. Srodek masy jest wtedy w spocé;ynku a,lb((;
w ruchu jednostajnym prostolinijnym. Zauwazmy, ze na mMocy (11),
str. 198, jest mPy='m@; a wiec w tym przypadku ped ogblny (czyli
ilogé ruchu) uktadu jest wektorem statym, '

, A wiec: jezeli suma sit, deialajacych na wklad punktdw, jest stale
rOWne zem,‘to' $rodek masy jest w spoceynku albo w ruchu jedmostag-
nym prostoliniowym. a ped ogdlny wktadu jest wektorem statym.

‘ .Powstze twierdzenie nosi nazwe zasady zachowanio pedu lub
losei ruchu. |

Jak wiemy (str. 191), suma sit wewnetrznych jest zawsze zerem
z?,tem suma wszystkich sit dziatajacych na punkty ukladu réwna’y
gig sum_le sit zewnetrznych, W podanych twierdzeniach mozemy wiee
sume sit zastapié przez sume sit zewnetrznych.

Oznaczmy przez P® sume it zewnetrznych. Na moey (IV) jest
I\ ‘ mP,= P&,

‘ Jezeli na uklad vnie dziata
Wiee U= const. Mozemy wige
emienié predkodei srodka masy

Ja zadne sily zewnetrzne, to Py= 0,
powedzmé, Ze sity WEWnEErane nie mogaq
ant o do wielkosei, ani co do kicrunku.

icm

[§2] Ruch érodka masy. ‘ 201

Wesmy pod uwage uklad stoneczny (t.j. zlozony ze stofica i planet). Sity,
pochodzyee z prayciggania ciat ukladu stonecznego przez gwiazdy stale, mozemy
pomingé, gdys sily te sa bardzo male z powodu wielkich odlegtoéei gwiazd sta-
tych. MoZemy wiec przyjaé, Zze na ciata ukladu slonecznego dzialaja tylko sity
wewngtrzne, z jakimi ciala te przyciagaja sie wzajemnie wedtug prawa Newtona
(str. 90). Wynika stad, ze frodek masy uktadu stonecznego jest wzgledem gwiazd
stalych w spoezynku albo porusza sie ruchem jednostajnym prostolinijnym.

Przypufémy, ze badamy ruch ukladu punktéw w polu sity
cigzkodei. Suma sit ciezkodei wynosi mug-mog+...=mg. Srodek
magy S bedzie wiec poruszal sie tak, jak punkt materialny o ma-
sie m pod wplywem sily ciezkodei myg, t.j. po prostej lub paraboli,
az do chwili gdy chod jeden z punktéw ukladu dotknie ziemi. W tej
bowiem chwili wystapi nowa sila zewnetrzna wskutek zderzenia sie

punktu z ziemig.

Przyklady: 1. Srodek masy pociskn biegnie po paraboli nawet wéwezas,
gdy pocisk wybuchnie i peknie. Ruch frodka masy nie zostanie bowiem przez to
zakléeony, poniewaz wybuch powstaje pod wplywem sil wewnetrznych. Dopiero
gdy jeden z odlamkéw spadnie na ziemie, ruch érodka masy ulegnie zmianie.

2. Gdy czlowiek znajduje sie na plaszezyznie poziomej gladkiej (np. na
lodzie), sitami zewnetrzuymi sa reakcja plaszezyzny i sila ciezkodei; obie sity maja
kierunek pionowy. Jezeli w chwili poczatkowej czlowiek byt w spoczynku,
to dopdki nie wystapia inne sily zewnetrzne, frodek masy bedzie mégt sie po-
ruszaé tylko po pionie. Ruchy, jakie czlowiek wykonywa przy pomocy mieini,
odbywajs sie pod wplywem sit wewnetrznych, a wiee nie moga wpiynaé na ruch
grodka masy w kierunku poziomym. Gdyby zatem nie bylo tarcia, chodzenie
byloby niemozliwe.

Jezeli pewna cze$é ukladu punktéw zmienia w jakiejs chwili
sw6j ped pod wplywem sil wewnetrznych, wéwezas ped pozostalej
czedci ukladu doznaje réwnoczednie zmiany réwnej co do wielkosel
i kierunku, lecz o zwrocie przeciwnym. Sily wewnetrzne nie mogs
bowiem zmienié pedu ogélnego. Oznaczajac przez m' i m” mase
jednej i drugiej czesei ukladu, a przez % i % zmiane predkosci grod-
k6w tych mag, otrzymamy m'%-+m' =0 czyli 5| [|Bo|=m""|m".

A zatem: smiana predkodei $rodkéw mas jest odwrotnie propor-

cjonalna do mas obu czedei ukladu.

Tym tlumaczy sie cofavie armaty po strzale. Podobnie, jezeli czlowiek
zacznie biee po pokiadzie lodzi, 16d% zacznie si poruszaé w kierunku przeciwnym.
Prodkofiei lodzi i czlowieka beda w stosunku odwrotnym do ich mas.
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Prayklad 1. Na ghadkiej plaszezyinie poziomej 71 opiera sig
pret ciezki AB (o gestodel stalej). Silami zewnetrznymi sy cieiar
i reakcja w punkeie A; obie sily sg pionowe. Jezeli zatem w chwili
poczatkowej pret byt w spoezynku, to pod dzialaniem sil zewnetrz-
nych, ktérych suma ma kierunek pionowy, pret bedzie si¢ poruszal
w taki spos6b, ze §rodek S jego masy bedzie spadal po pionie,

Obierzmy za of z krawedZ przecicia plaszezyzny pionowej

(przechodzacej przez pret) z plaszezyzng I1. Za,
of ¥ przyjmijmy pion, po ktdrym si¢ porusza
g§rodek cigzkodei 8. Polézmy A.B==1i oznaczmy
) 5 przez a kat, jaki AB tworzy z osig @. Oznacza-
R g jac przez @,y wspolrzedne punktu B, ofrzy-

§ . . 7t
I ; mujemy: g=}lcosa I ye==1sing, skad

ER— (@] $0P + (y/1p=1.

Koniec preta B bedzie wige poruszal sie po elipsic o osiaeh I, 21,

by

Przyklad 2. Niech uklad punktow 4,, Ay, ... 0 masach my, my, ...
porusza si¢ w polu $rodkowym (str. 102) sil spresystych (str. 114),
- proporcjonalnych do mas. Niechaj O bedzie §rodkiem pola. Poldzmy
04,=F, 0A,=F, i t.d. Omaczajac przez Py, P, ... sily dzialajace

napunkty 4,, 4,,...ikladac P=P,+Py+-..., otrzymamy P,z 2m,F,

Py=—12myFy 1t. 4., skad P=—2(m, 7, +myFo...). Oznaczajac praez 8
frodek masy catkowitej m i kladae OS=7,, otrzymamy na mocy (I),
str. 198,
P=—22m7,
A zatem $rodek masy bedzie sik-g. poruszal tak jauk punkt ma-

masy !o@dzie sig wige poruszat ruchem harmonicznym plaskim po
proste} lub po elipsie (str. 114).

. § 8. Moment ilo$ci ruchu. Kret wzgledem punktu,
.Nlech' dany bedzie uklad punktéw A, 4,, .. o masach m,, Mgy o
1 masie catkowitej m. Wetmy pod uwage uklad peddw (uklad ilogei
ruchu) t. j. wektoréw m B, m,3,, ... 0 poczgtkach w Agy Ay, ...

Moment ogélny ukladu pedéw (ilogei ruchn) wzg‘lwimn dowol-
nego punktu A nazywamy kretem lub  mo- 4
mentem ilosci ruchu ukladu wzgledem A. \

Zatem kret K wagledem A wynosi
E=}Mom, (m,5,).

/”,I},’

icm

{§3] Moment iloéei ruchu. 203

Kladae 7e=A4,, otrzymamy
(1) K = 3 (mim,xF).

Jezeli & m, { sa wspélrzednymi punktu 4 za$ ay, y;, 2 wspot-

rzednymi punktu 4, to rzuty kretu na osie ukladu wynosza:
szzmi[yi(zi—"é')“":i(?/,-_"?)]y

(1) Ilezzml[él(wi—f)*“bi(zi—“C)],
Kzzzm,[ml(?/r‘ﬂ)—yl(m,-*f)]

_ W rzezegélnosei, gdy &=5={=0, mamy:

(L) K =2m(jz—2y), K=2m(te—sz), K=>2my—y)

Niechaj 8 bedzie grodkiem masy. Polézmy AS=r, i S4,=p,
dla 4=1, 2, ... Mamy 7=p 7, Zatem na mocy (1) kret wzgle-
dem 4 wynosi :

K == 3m, B, X (0, Fy) = 2m,B,Xp,+ (3 mT,)X7,.

Pierwszy skladnik ogstatniego czlona jest kretem wzgledem
grodka masy. Kret ten oznaczymy przez K, Poniewaz Ym;s=m7,
(gdzie 7, oznacza predkosé srodka masy), wiec -

(2) K = K+ my X7,

Zauwazmy, ze mU,XT, jest to moment wzgledem 4 ogdlnego
pedu, zaczepionego w srodku masy. ’ ‘

Wzér (2) wynika bezposrednio z twierdzenia na str. 20, odno-
szacego sie do zmiany ogélnego momentu ukladu wektordw.

Kret w ruchu postepowym. Zalézmy, ze uklad punktéw
porusza sig ruchem postepowym z predkoseig 7, t. zn. ze wszystkie
punkty majg predkosé v.

Kret wagledem dowolnego punktu A wynosi zatem wedle (2)
K =3 (m@xF)=3 (5xm#)=0x ImF:. Lecz na mocy (I), str. 198,
jest Sm,F = mF,. Wiec K =xXmr, czyli
(3) K = mvXxF.

A wiec: kret wktadu punktow, poruszajacego sig ruchem poste-
powym wegledem pewnego punktu A, réwna sig momentowi wegle-
dem A pedu ogdlnego, zaczepionego w $rodku masy wkladu.

W szezegélnodei gdy punkt A pokrywa sig ze frodkiem masy,
mamy F,==0, wige K=0. Zatem: kret wzgledem Srodka masy w ruchu
postepowym jest réwny er.

Wynika stad (str. 26), ze uklad pedéw w ruchu postepowym
ma wypadkows o poezgtku w ¢rodkn masy ukladu.
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Kret w ruchu wzgledem grodka magy. Niech uklad
wspélrzednych O(z, ¥, #) porusza gie¢ ruchem postepowym z pred-
kodcig #. Oznacrajac przez Wy, Wy, ... prodkodei wzgledne punktéw
Agy Ay, ..., przez W, predkosé wzgledny grodka S ich masy, przez K,
kret ruchu wzglednego i przez Kp kret ruchu bezwzglednego ulkladu
tych punktéw wzgledem O, otrzymamy

Ew=m1@—01><6711+m2@_02xm+....
Poniewaz W=0,—7U, Wy=ly—7Uy ..., WigC

Koy (my 5y, X Oy +myByX OAy+...) — BX (my OAy+my04, +...).

Wyrazenie zawarte W pierwszym hawiasie réwne jest Kp;
wyrazenie zawarte w drugim nawiasie wynosi m-O8 (str. 198). Zatem
(4) E,=E,—mux08. ’

W szezegbélnosei, gdy poczatek O ruchomego ukladu wspél-
rzednych obierzemy w frodku § masy u_kladu punktéw Ay, 4,, ...,
bedzie 08=0, skad na mocy (4) K,= K,

Jezeli wiee badamy ruch ukiadu wzgledem frodka magy, to

krgty wegledem $rodka masy w ruchu wzglednym i bezwzglednym sq
réwne.

Kret wzgledem osi. Moment ogdélny peddédw ukladu punktéw
wzgledem pewnej osi nazywamy kretem ulkladu wzgledem tej osi.

Wizory (I) przedstawiaja krety ukiadu punktéw wzgledem osi
réwnolegtych do osi z, y, 2, przechodzacych przez punkt 4, a wzory (I')
krety wzgledem osi z, y, 2. WeZmy pod uwage kret wzgledem osi y

. KU=2m;('2,mi-——w‘1z1).

Oznaczajac przez §; predkos$é polows (str. 47) ruchu, jaki
wykonywa rzut punktu A4; na plaszezyzne pionows @z, otrzymamy
ze wzoru (II), str. 48, 8;={(%@;— @2), zatem

Ky= 22’)%15’1.
_ A wige: kret wegledem pewnej osi réwna sig podwdjnej sumie
iloczyndw mas preez predkosci polowe ruchdéw, jalie wykonujq reuty
punktow na plaszczyzne prostopadty do tej osi:
(5) K=2 EM131.

Jezeli w plaszezyZnie prostopadiej do osi wprowadzimy wspol-
rzedne piegunowe 7y @, wowezas na mocy (I), str. 48, otrzymamy
S=irlg, a wiec
(6) K=Ymptg,.

icm
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Niech uktad punktéw obraca sig okolo pewnej osi z predkoseia ka-
towa . Mamy wéwezas ¢=gy=...=w. Zatem K=3Imr2o=w3mz
Poniewaz Ymri=1I, gdzie I jest momentem bezwladnogei wzgledem
o8l obrotu, wiec

(7) K=1Iw.

A wige: jedeli uklad punkidw obraca sig okoto pewnej osi, wéw-
czas kret weglgdem osi obrotw réwna sig tloczynowi predkosci katowej
4 momentu bezwladnosei wezgledem osi obrotw.

Dynamiczne wiasnodei kretu. Niech A bedzie dowolnym
punktem statym. lub ruchomym. Oznaczmy przez 7; wektory A4,
przez g, wektory 04, (gdzie O jest poczat- '
kiem ukladu inercjalnego wspélrzednych),
przez ¢ wektor OA i przez @ predkosé
punktu 4. Zatem:

8) eo=m 1 g=7 (i=1,2..).

Niechaj K bedzie kretem wzgledem A,
Na moey (1), str. 203, jest K=)(m®x7). Oznaczajac przez P,
przy$pieszenia punktéw A4, otrzymamy, rézniczkujac wzgledem i,

(9) K =3/(m;p,xF,) +3(m,5,XF,).

Lecz 7,=g,— g, Wiec 'F,=§i—§. Zatem na mocy (8) 7,=%,— 7%,
wige S (X i)=Y (mX B))— 3 (m@; X %), Ale 0;XT=0, za$ X m=mTq,
gdzie 7, oznacza predkodé frodka masy. Zatem
(10) N (T X Fi) = —mBX B

Jeseli na punkt A, dziata sita P, to m;p=DP; a zatem
m, B, x7,=P x7,=Mom, P, Jezeli wie M jest momentem ogélnym
sil wzgledem A, to Nm,pX7=3PxF=3 Mom,P =M. Wzbr ten
lgcznie ze wzorem (10) daje na mocy (9)

(IT) K =M —mi 7.

Wyrazenie 5,X% bedzie zerem, jezeli przyjmiemy, ze punkt 4
jest w spoczynku (zatem ze #=0) lub ze A pokrywa sie ze srod-
kiem masy (zatem ze @=0,). W obu przypadkach otrzymamy

K=M.

A wiee: pochodna Teretw (wegledem punktu stalego b $rodka
masy ) réwna si¢ ogélnemu momentows sit dziatajacych.

(TIT)
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Tworzac rzuty na of staly lub przechodzges przez drodek masy
i nie zmieniajaca kierunku, wnosimy ze wzoru (ILL}, ze pochodna krgbu
wegledem osi stalej (lub preechodeqee] preez Srodek masy & nie zmie-
nmiajacej kierunku) réwna sie ogdlnemu momentowt sit wegledem tej osi.

W szezegélnogel gdy moment ogdlny sil wzgledem pewnego
punktu stalego lub wzgledem drodka masy jest stale zerem, po-
chodna kretu jest zerem eczyli kret jest wektorem stalym.

A wige: jedeli moment=-ogdlny sit (wagledem pewnego punltu
statego lub Srodka masy) jest stale zerem, wiwczas krel jest weltorem
statym.

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe zasady sachowania kretu.

Podobne twierdzenie otrzymujemy dla kretu wzgledem osi,

A wige: jedeli moment sil wegledem pewnej osi stalej (lub pree-
chodzacej przez. Srodek masy @ nie emieniajgcej kicrumku) jest stale
zerem, wowezas kret wzgledem tej ost jest staly.

Kret wzgledem osi wynosi w mysl wzoru (5), str. 204, J ==2 N, S,
gdzie przez §; oznaczyliémy predkodei polowe ruchdw, jakie wyko-
nujy rzuty na plaszezyzne IT prostopadla do osi. Jeseli wige krot
jest staly, to
(11) 'mi8i=c= congt.

t
Zauwazmy, e o= / S;di przedstawia pole zakredlone w plagz-

. iu 03 . . g
czyinie IT przez rzut na nig promienia wodzgeego 7 punktu A,
w czasie od ?, do ¢. Zatem na mocy (11)

(12) 2y ai= ¢ (t—1,).

A wige: suma iloczyndw mas i pdl, zakreslonych praez reuty pro-

miens wodzqeych na plaszezyzne prostopadly do osi, jest proporcjonalne
do czasu.

7 tego powodu zasada zachowania kretu nosi r

dwniez nazwe
zasady zachowania pdl.

Jak wiemy (str. 191), moment sit wewnetrznych jest wagledem
dowolnego punktu réwny zern. Zatem moment wszystkich gil dzia-
lajageycli sprowadza ‘sie do momentu gil zewnetrznych. Jezeli wiee
przez M@ 0znaczymy moment sit zewnetrznych wzgledem pownego
punktu stalego 4 lub $rodka masy, réwnogé (III) przyjmiia postaé

(1II") K=,

icm
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W twierdzeniach poprzednio podanych mozemy wiec moment
wyzystkich sit dziatajacych zastgpié przez moment sit zewnetrznych. .
Jezeli na uklad punktéw zadne sily zewnetrzne nie dzialaja,
to zachodzi oczywidcie zasada zachowania Pl (kretu), a wiec kret
wzgledem kazdego punktu stalego Iub drodka magy jest wtedy
wektorem stalym. Poniewaz kret wazgledem kazdej osi statej (lub
przechodzace] przez §rodek masy i nie zmieniajgcej kierunku) jest
wowezas staly, wige réwnania (11) 1 (12) zachodzg dla ruchéw, jakie
wykonujg rzuty punktéw na dowolng plaszezyzne staly (lub porusza-
jaca si¢ wraz ze $rodkiem magy i nie zmieniajacy kierunka)

Ruch w polu sity ciezkodci. Niech uklad punktéw ma-
terialnych A4y, 4y, ... o masach my, my, ... porusza sie 'w polu sity
ciezkodei. Jezell jedynymi silami zewnetrznymi sa ciezary punk-
tow, to moment ogélny sit cigzkofei wzgledem frodka masy jest
zerem (str. 199), wige kret wagledem frodka masy jest staty.

Przyjmijmy uklad ruchomy wspélrzednych o poczatku w $rodku
iezkodel, poruszajacy sie ruchem postepowym. Aby otrzymaé ruch
wzgledny, nalezy do sil dzialajacych dodaé sity unoszenia (sila Co-
riolisa jest zerem, bo uklad wspélrzednych porusza sie, w my#él za-
lozenia, ruchem postepowym).

Oznaczmy przez § wektor przydpieszenia ziemskiego. Poniewas
frodek ciezkosci ma przyspieszenie g, wiee przys$pieszenie unoszenia
wynosi rowniez §. Zatem sita unoszenia dla poszezegélnych punktéw
WYNOSE — My [, — My, ... . Widzimy wiee, ze sily unoszenia znosza sie
z ciezarami punktéw. A wige ruch wzgledny bedzie taki, jak gdyby
nie dzialala sila cigzkodei. Jezeli précz cigzaréw nie ma innych st
zewnetrznych, to kret wzgledem ¢rodka magy w ruchu wzglednym
bedzie wektorem stalym i na mocy (4), str. 204, bedzie réwny
kretowi wzgledem $rodka masy w ruchu bezwzglednym.

" Preyklad 1, Dwa punkty materialne 4 i B o masach m, i m,,
polaczone pretem sztywnym bez masy, poruszaja sie w polu sity
ciezkodei. Na punkty 4 i B dzialaja wiee sily ciezkosci i reakeje preta
Ri—R. Reakcje zachowuja sie tak jak sity wewnetrzne, dziataja
bowiem wzdluz prostej laczacej te punkty, sa co do wielkogei réwne,
zwroty zaf majg przeciwne. Srodek masy bedzie sie wiec poruszat
(jak punkt materialny o masie m, +m, pod wpltywem cigzaru) z przy-
f§pieszeniem pionowym ¢ po linii prostej lub po paraboli.
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Oznaczmy przez o, i U, predkose punktéw A i B, a przez 8
grodek masy. Kret wzgledem srodka masy wWynosi

E=m5, x §A -+myB, X SB.

(12)
Poniewaz
gA=—"2__ 4B SB=—"_4B,
mytmy My Mg
(sbr. 158), wiee
Tie—_"T B B=—— 4B
Sd= m1+’m/2AB’ S8 my-Fmy

skad otrzymujemy przez podstawienie w (12):

E=_Tu"2 (5, 7)x AB.

(13) Myt

Zalézmy, 7e K=+0; zatem K _| AB. Poniewaz
K jest wektorem statym, wiee odcinek AB
jest. podezas ruchu stale réwnolegly do pew-
nej plaszezyzny IT, prostopadiej do kretu K.

Obierzmy drodek masy za poczgbtek rucho-
mego ukladu wspéirzednych (x',9’,2'), poru-
szajgcego sie ruchem postepowym. Przyj-
mijmy, ze plaszezyzna 2'y’ jest stale réwnolegla do II. Zatem. of 2’
jest réwnolegta do K. Pret A B pozostaje wige stale w plaszezy#nio o'y’
Wiynika stad, ze ruch wzgledny preta 4B bedzie obrotem okolo osi 2’
(punkt S preta jest bowiem nieruchomy wzgledem ukladu (2, y',2)).
Poniewaz kret w ruchu wzglednym jest staly, wiec kret wzgledem
osi 2 wyniesie w mysl wzoru (7), str. 205,

(14) Ky=1,w=congt.,

gdzie moment bezwladnoéeilzfzmlAAS‘2+m,2BSZm~M~3—~A.122, z08

My =My
oznacza predkodé katowa. Zatem w = const.

A wige ruch wzgledny bedzie obrotem w plaszezyinio 'y’
okolo frodka masy § z predkogeia katows stalg,
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Qbrét uk..lad,u: 01_:010 081. Zalézmy, ze na uklad U punktéw
materialnych nie dziataja zadne sity zewngtrzne. Przypuiémy, ze
uklad byl na po.czq.tku W spoczynku, a nastepnie jaka§ eczedé U,
ukvlaldu' zaczela si¢ pod wplywem git wewnetrznych obracaé okolo
pewne] osi stalej I. Oznaczmy przez I, moment bezwladnosei
wzgledem I, a przez o, predkosé kgtows tej czedei ukladu. Zatem
kret jej wzgledem osi obrotu wynosi K,=TI,m,.

Poniewaz kret calego ukladu musi byé zerem, gdyz sity we-
wnetrzne nie mogg zmienié kretu, wiec pozostata czedé U, ukladu
musi wykonaé ruch, ktérego kret wagledem osi 1 wynosi Ky=—Kj,,
tak by suma obu kretéw byla zerem (t.j. aby K,+K,=0). Przy-
puémy, ze ruch drugiej czeci jest réwniez obrotem okolo osi I
(przypadek ten zajdzie, jezeli zalozymy np., ze obie czefei moga
tylko obracadé si¢ okolo 1). Jezeli przez I, oznaczymy moment bez-
wladnosci czedei U, wagledem 1, za§ przez w, jej predkosé katowa,
10 K= I,0,.

Poniewaz K,-K,=0, wige

Ly, 4 Lywy=0.
Roéwnanie powyzsze wyraza zwiazek miedzy predkogciami kato-
wymi obu czedci uktadu U. Poniewaz
(16) oy wg=—I,/[1;,
wige obydwie czedel ukladu obracaja sie w kierunkach przeciwnych,
przyczem ich predkodei katowe ga co do wielkodei odwrotnie pro-
porcjonalne do momentéw bezwladnogei.

Oznaczmy przez o, i g, katy, o jakie obrécity sie czedei U, 1 U,
ukladu U w czasie t. Poniewas ¢,=w, i p,=w,, Wiec na mocy (13)
jest Iy --Iyp,=0, skad I,p,+Ip,=c. Zakladajac, ze dla t=0 jest
@=0 1 g,=0, otrzymamy I,p,+I,p,=0 czyli
(17) @1/ pe=—Io[I,.

Katy obrotu sa wige co do wielkodei réwniez odwrotnie pro-
porcjonalne do momentéw bezwladnodei obu czesei ukiadu.

Jezeli w.pewnej chwili ¢ —p,=2km, gdzie k jest dowolng
liczba calkowita, to polozenie ukladu jest takie, jak gdyby ukiad
obrécil si¢ o kat ¢ : ‘

Widzimy wige, Ze ukiad punktéw moze si¢ pod dziataniem
jedynio sit wewngtrznych obrécié okoto osi o dowolny kat @. Obrét
ten moze nastgpié np. w ten sposéb, ze jedna czesé uktadu obréei
sig o kgt ¢, a druga w kierunku przeciwnym o kat 2n—p.

S. Bananch. Moechanika.

(15)

14
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... . Tym tlumaczy sie fakt, Ze, kot spadajat mioze obrdeié sie w powictraw
tak, by spasé :na, wazystkie eztery nogi. ‘
Jezeli na pokladzie lodzi zaczniemy obracaé kolo materialne okolo ogi
pionowej z pr@dkos’cizy katows w,, wowezas 16d4 pocznie si¢ obracad w kierunku
przeciwnym z predkoseia katowa m,; obie predkofci beda spelnialy zwinzki (15)
i (16), gdzie I, i I, oznaczaja odpowiednio momenty bezwladnodei kota i lodzi.
Przyklad 2. Kartka papieru spoczywa na gladkiej plaszcezyZnie
poziomej; kartka jest przebita szpilka w punkecie O tak, ze moze
sig. tylko obracaé¢ wkolo tego punktu. Po kartce porusza si¢ owad 4.
! Sitami zewnetrznymi dzialajaeymi na
uktad, ztozony z kartki i owadu, sa: reakeja
szpilki o poezgtku wpunkeie 0, cipzar kartki
iowadu oraz reakeja plaszezyzny poziomej
—majgee kierunek pionowy. Moment tych
sit wzgledem osi pionowej 2 przechodzgeej
przez O jest wige réwny zeru, a woboee
tego kret wzgledem osi & jest stady.
Zal6zmy, ze w chwili poczatkowej t==0 owad i kartka papicru
byty w spoczynku. Kret wzgledem osi # bedzie wiee stale zerem.,
Obierzmy w plaszezyznie poziomej ukltad wspolrzednych (2, y’)
staly, zas na kartce papieru ukiad (z,y) ruchomy, oba majace po-
czatek w 0. Oznaczmy przez ¢, kat miedzy 04 a ', przez o katb
miedzy OA a x, a przez v kat, o jaki obrécila sie kartka, t.j. kab
miedzy osiami z a 2’. Niech wreszcie m oznacza mase owadu, I mo-
ment bezwladnofei kartki wzgledem O i niech r=04. Wéwezas

(18) | M2 (mr? - I)oj = 0.
‘ Przypusémy, ze owad porusza si¢ po krzywej o réwnaniu
r=f(p). Na mocy (18), z uwagi ze o/p=dy/dg, otrzymamy

dyldp=—mr*[(mr*+I). Zatem, catkujac od ¢, do p, dostaniemy
’ g
. 2
19 o g e | T
(19) YYo= | e -
: ' %() ' '

- Rézinica y—y, przedstawia kat, o jaki obrécila si¢ kartka
w czasie, gdy owad poruszal sie po krzywej r=f(p) od ¢, do .
Widzimy, ze kat obrotu nie zalezy od predkosci owadu, lecz
tylko od krzywej, po ktérej owad sie porusza. W szezegdlnogod,
ngeh' owad porusza si¢ po kole 7 = const. wéwezas na mocy (19)

' mr?
@0 LT (P ).
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Kret w ruchu wzglednym. Niech uklad wspbirzednych
O'(w',y',#") porusza sie wzgledem inerejalnego ukladu wspoirzednych
O(x,9,2). Aby wyznaczyé ruch wzgledny ukladu punktéw mate-
rialnych, nalezy do sit dzialajgeych dodaé sity unoszenia i Coriolisa.
Oznaczmy przez K, kret ruchu wzglednego wzgledem poczgtku O’
ukladu ruchomego, a przez M, M,, Mo momenty sit dzialajacych,
unoszenia i Coriolisa wzgledem punktu O’. Poniewsas prawa Newtona
stosuja sie do ruchu wzglednego, jezeli do sit dzialajgeyeh dodaé
sily unoszenia i Coriolisa (str. 137), wiec
(21) K= M+, +He.

Wzlr powyzszy upraszeza sie w przypadku, gdy O pokrywa
sig ze drodkiem § masy ukladu punktéw materialnyeh, a uklad
wipOlrzednych (#,y,2) porusza sie ruchem postepowym. Udowodni-
lismy bowiem (str. 204), ze w tym przypadku jest K,=K, gdzie
K oznacza kret (wzgledem frodka masy) w ruchu bezwzglednym.
Zatem K,= K, a poniewaz K=»M, wiec otrzymujemy
(22) K,= M.

Jezeli wiee badamy ruch wzgledem §rodka masy, to pochodna
Eretw (wzgledem drodka masy) w ruchu weglednym réwna sig mo-
mentows (wzgledem drodka masy) sit dezialajacych.

§4. Praca i potencjal ukladu punktéw. Praca. Niech
na punkty ukladu dzialajg sily Py, P,,.... Praca sity P; wyraza sie
(str. 95) wzorem L == / '(Pi‘ qu;—;-Pildyr}—Pizdzi), gdzie C; oznacza toxr

, e * k
punktu i-tego.

Pracq catkowitq (lub krétko praca) sit Py, P, .. nazywamy

sume prac poszczegdlnych sil.

Zatem praca calkowita Wynosi
v
(I) szf _ZI(Pixdwrl-l’@'ud?/rl—l’m'zdz@)-

Prace calkowity, jaky wykonuja sity w czasie od #, do ?, mo-
zomy przedstawié w postaci (IV), str. 96,

’ oY .
(IT) Lo [ D(P; @it Py i+ Pi %) @
lo
14%*
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lub ((V), str. 96)
(Ir') Lz‘ [ D> (Pw)dt

gdzie 7; oznaczaja predkodei punktéw, zad Pm jest iloczynem ska-
larowym. '

Praca réwna zeru. Wazne 83 przypadki, w ktérych praca

sit dziatajaeych na uklad jest réwna zeru. Podamy kilka przykladéw.

Przyklad 1. Dla ukladu sztywnego
punktéw materialnych (str. 194) zachodzi
twierdzenie nastepujace:

Praca sit wewnglrznych w wllodzie sztyw-
nym jest zerem.

Dow6d. Weimy na razie pod uwage dwa
punkty ukladu sztywnego 4, i 4, Polbimy:
1) 71=6?‘117 72=6}121 F=A,4,,

gdzie O jest poczgtkiem ukladu wspélrzednych. Jezeli 7, 5, sg pred-
kodciami punktéw A4,, 4,, to

(2) Uy = "'11; Uy = ’7.”2-
Na mocy (1) mamy 7=7,—7,, skad F=7,—F, wiec
(3) F= By — .
Poniewaz 4,4, = const., wige 7 = const. Rézniczkujge wazgle-
dem czasu i, otrzymamy 27F=0. Na mocy wiec (3)
(4) (D — 5)=0.
. Oznaczmy przez P, (wzgl. P,) site, z jaka punkt A, (wzgl. 4,)
dziata na punkt 4, (wzgl. 4,). Na mocy prawa akeji i reakeji jest

(5) P=—P,.

Poniewasz sity P, i P, majg kierunek wektora AlAzwr, wige
mozemy przyjaé, ze
(6) P, =7 i Py= — 7,

gdzie 2 jest wspolezynnikiem zaleznym od czasu (wielkogé sik P iP,
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moze 8i¢ bowiem zmieniaé z biegiem czasu). Na moey (II') praca
git P, i P, wynosi

(7) L/ By Py ) di

Z réwnogei (6) dostaqemy Py 5+ Py, = (75, — 75,) = AF (T, — Ty),
na mocy wiec (4) P 1By +PyB,=0. Wynika stad wobec (7), ze
L=0.
Udowodniliémy zatem, ze praca sit wewngtrznych, z jakimi

dzialajg pa siebie dwa jakiekolwiek punkty ukladu sztywnego jest

zerem. Suma prac wszystkich sit wewngtrznych jest wiee réwniez
zerem, c¢.b.d.d.

’ Przyllad 2. Dwa punkty materialne A4, i 4, polaczone sg
nicig nierozeiggliwg (bez masy), przechodzacy przez staly punks O.
Zalbzmy, Ze nie ma tarcia. Udowodnimy, ze praca sil, z jakimi
ni¢ dziala na punkty ulkladu, réwna jest zeru.

Obierzmy punkt O za poczatek ukladu wspélrzednych. Niecha,j
%y, 1, %, bedg wspolrzednymi punktu Al, 288 %y, Yy, 2; WSpOlrzednymi
punktu A,. Polézmy
(8) rla—_()AI:Vw‘f—{—y‘f—]—z‘f i ry= 0A2=V_m§+y§+z§.

Poniewaz dlugodé nici I = const. 1 n+r,=1, wiee
(9) ity =0.

Oznaczmy przez Py i P, sily, z jakimi nié dziala na punkty
A, 1 4, Mamy (str. 194)

(10) |Py| = |Py.
Kladge P=—|P,

@

P, =P%
1y ,',17

= — |P,|, otrzymamy:
P,=P8 i P —PA wie
1 7,.1 z ,,.1
N . s By Yy 242 .
Py @y Py i+ Pz =P ‘“1*‘1“%“1—1:13 1
i analogiczanie Py 2,+P gy+Py 2y=Pfy.
Na mocy (II), str. 211, praca sit P; i P, wynosi tedy

t !
L= [[ Py o Prg) @t = [ PlFy+ 7] dt.

ly fo

7 (9) dostaniemy wiee L==0
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. Prayklad 3. Przypusémy, ze jakics cialo A porusza si¢ wten

spos6h, ze pozostaje stale styczne do pewnej powierzehni 2. Zakla-
dajae, ze sily reakeyjne powierzchni zaczepione §3 w punktach
stycznodci, widzimy, ze reakcje zmieniaja punkty zaczepienia, jo-
zeli cialo coraz to innymi punktami styka si¢ z powicrzchnig X,
Przyjmujemy, ze praca sil reakeyjnych wyraza sie w tym pray-
padku wzorem (IL'), str.212, gdzie ¥; oznaczajy predkosei punk-
tow stycznodei, w ktérych w danej chwili zaczepione 8 reakcje P,.

- Jezeli predkodci punktéw stycznoei sg stale rowne zeru, mo-
Wimy,. ze ciato K toczy sig po powierzchni 2.

A wiec: prey toczeniu si¢ ciala prace sit reakeyjnych jest zerem.

. Potencjal uktadu. Jezeli sily Py, Py, ... zalesy tiylko od pot
fozenia ukladu punktow, woéwezas powiadamy, ze sity tworzy pole sit.

Poniewaz polozenie uktadu okredlone jest wspotrzednymi ay, vy, 2
Ly Ygy 2oy .. jego punktéw, wiee sily Py, Py, ... sg funkejami zmien-
nych @, 4,21, By Yoy By .ee - Labe0

P"x:Fi(wnf'/nzn ) P!'”= Di (1, Y1, %4 +++)s I)iz'_'“ Wi (my, Yis Byy oe)s

Jezeli w polu sil praca calkowita nie zalezy od drogi prze-
bytej przez uklad punktéw, leez tylko od polozenia poczgtkowego
i koricowego tych punktéw, to pole sil nazywarmy polem 1)06(’71(7(11-
nym lub zachowawczym (konserwatywnym ).

Wezmy pod uwage dowolne polozenie S, ukladu punktow,
okreslone wspélrzednymi a9, 4%, 2%, @, 49,23, ... Ounaczmy przes V
prace, jaka wykonaja sity przy przejéciu ukladu z polozenia 8, do
polozenia § o wspblrzednych @y, 4y, 2y, %y Yy 2g.... Jezeli pole jest
polem potencjalnym, to praca V nie bedzie zalezala od drogi prej-
Scia. Zatem V bedzie funkejs zmiennych w, 4,21, s Yy, 2gy ... . Funk-
cje V nazywamy potencjalem lub funkcjq sit.

‘ Postepujge podobnie jak w przypadkn jednego punktu mate-
rialnego (str. 100), mozna udowodnié nastepujace wzory:
(III) P; =QT£ Py =V 4

~
: Py o=
Iy L L o=
X D ? AP g
ol y z
i 59,- &

>

a6

i

Na odwr6t, jezeli istnieje funkeja V spelniajgea rownania (LI1),
to pole jest polem potencjalnym i V jest potencjatem.
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Jezeli uklad przesuniemy z polozenia o potentjale V, w polo-

zenie o potencjale V,, praca wyniem'e

L V2_V1

tworzg kazda z osobna pole potenc]&]ne
.y Wowcza.s pole jest polem potencjalnym

Jezeli sity Py, P, ..
o potencjatach V,,V,, ...
0 potencjale . .
(1 V=V Vs o

Potencjal sily ciezkogei. Niech uldad puniitéw o ’méusach
My, My, ... POTUSZA 8¢ W polu sily ciezkodei. Jezeli przyjmiemy, Ze
o8 z jest skierowana pionowo do géry, wéwezas (str. 102)

i

‘ Vy=—my gz, Vo= —mygzs,

Na moey wiee (11) pole bedzie polem potenej?a]_ny'm 0 potencj”a'Jlé
(12) V= —(my 2 Mgy +...)g. Bk

Oznaczajac przez z, wspohrzedng §rodka masy ukladu, bedziemy
miell m, 2, - Myzy—-...=mzy, gdzie m oznacza mase catkowity ukladu
(str. 154). Wedlug (12) jest wiec

(13) = —My%;-

Zauwazmy, Ze mg jest ciezarem catego ukladu (t.zn. sumg
ciezaréw poszezegblnych punktow). &
Jezeli w jednym polozeniu ukladu frodek ciezkogci ma wspol-
1zedng 2, a w drugim 2{?, wéwczas praca wykonana przez sﬁy

0!
ciezkodei wynosi L= (—mgel) —(—mge{) czyli

{14) ‘ : L=mg () —2{).

A wiee: praca w polu ciggkosei zaledy tylko od réinicy poziomow
Srodka cigtkodci wlktadu, a mie zaledy od toréw poszczegdlnych jego
punktow. ‘

Praca sit cigskodci réwna sig zatem pracy, jake wykonatby cie-
dar catkowity ukladu, zaczepiony w Srodku jego masy.

Potencjal sil wcwn@trznvuh Niech bedzie dany uklad
punktow Ay, Ay, ..., 4, 0 masach my, My, ..., Ma. Zotozmy, ze sily
wewnetrzne, s jakimi dwa dowolne punkty ukladu dzialajg na &ueble,
zalezg co do wielkodei tylko od odleglogci tyeh punktéw, t.zn. ze
jesli oznacayé przez PV gile, z jaka punkt Af®, Y, 2) dziala na
punkt A (x, ¥, ), za8 praez v, odleglogé mugdzy punktaﬂm 4,14,
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to |PY| jest funkeja odleglodei 7y czyli

(15) [PV = f,lr),
gdzie
(16) 7"1,],: V(w,—' mj)2+ (‘yj"—:'/j)zh*' (z{""zj)z'

Niechaj Py oznacza rzut sily PV na kie-
runek A A4;. Zatem:
10 |Pyl= ’P{jiﬂ ‘ v
20 Py<0, jezeli punkty 4,1 4, si¢ pray-
ciggajg, za$ Py=0 jezeli punkty 4,
i A; si¢ odpychaja.
Poniewaz w my§l prawa akeji i reakeji
jest P'=—P" wigc Py=P), skad na mocy (15) i warunku 19
an) -P,-j::ify(’rij)‘ PU=FU(’I’U).

Z okreglenia liczby Py wynika, ze rzuty sity PV na osie ukladu
(&, y,2) mozemy napisaé w postaci:

ezyli

” T— —] 2,
(8) Pl=p—4  pl_p YU pu_p AT
Tij B 7y ‘ 7y

. Polézmy -
(19) Vij:./ P f.id’"fj"“,/ Fy(ry) dr,.

Poniewaz Py=Py i ry=r;, wiec
(20) V=V

Vy avy ory & —

Mamy %ﬁj:?l?f -g\-‘%= i ["'U qﬂ, zatem na mocey (18):
| Wy o OV Vy
21 = PY —U_ pl i pi
&1 Sw; o 3y, Fu, azi_—Pz‘

Polézmy .

1 1 '

(22) | V=3 Zfo=§ by [ Py,

gdzifa s?mowanie rozeiggniete jest na wszystkie pary liezb z:,;i takie
ze 137, ign_i j<n.

. Niechaj P; oznacza sume wszystkich sit wewnetrznych, dzia-
fajacych na punkt A,. Zatem

y

n
(23) P=P ala ji.
: S -
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Obliczmy pochodng czastkows OV [y, Zmienna wystepuje
tylko w funkcjach Vi i Vj, gdzie j=f4i. Na moey (22) jest wobec tego

n

AV _1x[3Vy | oV s
9:01“:9.;_ lm _9{};7] dla i<Fj.

Z réwnodei (20) i (21) wynika wiec
WLt o L
QE_EJ%M":ZP’ dla =5,

= j=1

gkad na mocy (23):

W v v
oo~ P =P

Zatem V jest potencjalem. Udowodniliémy wiec twierdzenie
nastepujgcee:

Jezeli sity wewnglrane, z jakimi punkty ukladu deialajg na siebie,
zaledq tylko od odlegloSei tych pumkiow, wéwezas sily wewneirene wy-
twarzaja, pole potencjalne o potencjale danym przez wzdr (22).

Przyklad 4. Niech punkty ukladu przyciagaja si¢ wzajemnie
wedlug prawa Newtona. Wéwezas dla i%j jest Py=—Kmmyrs,

a wige wedlug (19) V’J:. /.Pgdr,'j=Km,-mj/r,-j, skad na mocy (22)
(24) ‘ V=5 Smimfry,
gdzie suma rozciggnigta jest na wszystkie pary liezb 4,j takie, ze
ig=g, i<n 1 j<n. :

W szezegblnosei dla dwoch punktéw mamy
(25) : V=Kmmy|ry,

Przylktad 5, Niech punkty ukladu przyciagaja sie z si-
Iami proporcjonaluymi do odleglogci. Wéwezas dla i9=7 bedzie

Py=—Ayry, gdzie A; jest wspolezynnikiem zaleznym od pary
punktow mg, m;. A wige wedlug (19) V,-,-:f Pijd1~,vj=—-§f}.?jrfj, skad

na moey (22)

(26) V=—3 D81}
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§ 5. Energia kinetyczna ukladu punktéw. Niech dany
bedzie uklad punktéw m, ms, ..., majgeych w pewnej chwili ¢ pred-
kogei oy, Dy, ...

Energiq kinetycznag ukladw punktéw w chwili ¢ nazywamy sume
energij kinetycznych poszczegélnych punktow.

Jezeli wige polozymy v,=By|, v5=|7y|, ..., to energia kinetyczna
ukiadu wyniesie
(1) B=1m v} + imyvs + .. = L N'my}.

Energia kinetyczna ukladu w ruchu postepowym,
Jezeli uklad porusza sie ruchem postepowymiz predkodeig & (. zn. je-
zeli wazystkie jego punkty maja ta samag predkodé ), wowezas
kladac v=[7|, mamy E=[Ym?=1?Ym; czuyli
(1)

gdzie m oznacza mase calkowity ulladu.

B=1mw?,

Energia kinetyczna w ruchu obrotowym okolo ogi,
Niech uklad punktéw obraca sie okolo osi I z predkodeiy katowy w.
Oznaczajac przez ry,7s, ... odleglodei punktéow uktadu od osi obrotu,
mamy v=1;0, a zatem B=}Smai=]Smr o=} Ymr}. Poniewas
Smg: jest momentem bezwladnogei ukladu wzgledem. osi obrotu,
wige kladge Emir‘le, otrzymamy
(1IT) I=[Iaw?.

Twierdzenie Kéniga. Niech dowolny uklad wspdlrzednych
0 poczgtku O porusza sie wzgledem ukladu odniesienia ruchem
postepowym. Oznaczmy przez % predkosé punktu 0, zad przes 7
predkosei bezwzgledne, a przez @, predkosei wzgledne punktow ma-
terialnych m; (¢=1,2,...). Poniewaz % jest predkoscia unoszenia, wiee
{1) U= %+ w,

2 R A ' ._ s _
skad o= (B + w2 = u22+ w; + 2uww;. Kladae v=(5], w;=w| i =%,
otrzymamy B={Smv; =} mu* + § Ymwf + Sm,wiw,.

Jezeli wiec polozymy m=Zm,, dostaniemy
{2) B=lmu? -+ ;_jm,wf + @ N'm,w;.

Oznaczmy przez %, predkosé bezwzgledny, a przez W, predkosd
wzgledna $rodka masy. Na mocy (1) mamy Vy=u-|-Wy. LPonicwas
2m W= mw,, wiec z (2) wynika F=={mu? - .‘gEm;w?-{wrMi’e‘m, lub, pi-
8z3¢ Uy — 7% zamiast 7, ‘

\ 2 —t -
(Iv) E={mu? 4 | Nmpw; -+ ma(5, — ).
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Pierwszy wyraz tej sumy oznacza energie ruchu postepowego
ukladu punktéw, poruszajacego sie z predkodeia %. Wyraz drugi
-oznaczy energie kinetyczng ruchu wzglednego, przyezem predkosei ;
mozemy uwazaé za predkodel punktéw m; wzgledem punktu O, po-
ruszajacego sie z predkodeis 7.

Jezoli wige przyjmiemy, ze ruch ukladu ztozony jest z ruchu
postgpowego o predkosei dowolnego punktu O i ruchu wzglednego
wzgledem tegoz punkbu O, to energia kinetycena ukladu réwna sie
sumie energii kinetycenej ruchu postgpowego, energii kinetyeanej ruchu
waglednego © doceynu masy catkowitej ulktadu przez iloczyn skalarowsy
2 prodkosei punktu O 1 predkodei weglednej $rodka masy.

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe twierdzenia Koniga.

Jezeli wszezegolnogei za punkt O obierzemy $rodek masy, to
W=y, 8kad na mocy (IV)

(3) B=lmo} 4 L Y mw’.

Jezeli wige ruch ukladu bedziemy uwazaé za ruch zlozony
z ruchu postepowego o predkosei frodka masy i ruchu wzglednego
wzgledem $rodka masy, wowezas energia kinetycena uktadu réwna sig
sumie enerygit kinetycenej ruchu postepowego i energii kinetycenej ru-

~chu weglednego.

Zasada réownowartofei pracy i energii kinetycznej.
Niech na punkty materialne m; dziatajg sity P. Oznaczmy przez o;
predkodé punktu m; w ehwili ¥, przez 7 predkogé jego w chwili t,,
a przes LYy prace sity P; w czasie od ty do t. Zatem ((3), str. 106)
1mof — Im(o" =LY, skad

\ 2 02 i
13 myt— Smof”)’ =3 L.
o . 2 N 0)12 U]
Kiadac: Be=}Nmw}, Bye=}Xmo), Ly=3L,
E’—‘E(]:Ltot-

We wzorze tym B oznacza energie kinetyczna ukiadu w chwili ¢,
a B, w chwili ty; wyrazenie L, przedstawia sume prac poszczegol-
nych il dzialajgeych na uklad, t.j. prace calkowita, jaks sity te
wykonaly 'w ezasie od &, do .

otrzymamy
(V)

A wice: prayrost energii kinetycemej uktadu punktéw material-
nych réwna si¢ pracy catkowitej sit dzialajacych na punkty ukladu.

Pwierdzenie to nosi nazwe zasady rdwnowartosci pracy © energiv
Einetyesney.
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wéwezas na mocy (V) jest IJ EO—.O czyh
E=F,. ‘

A wiee: jezeli praca catkowita sit, dziatajgcych na punkty ukladu
jest stale zerem, wowczas energia linetycena ulkladu jest wielkoeiq stalq.

Twierdzenie powyzsze nosi nazwg zasady zachowania eneryii

kinetyceme;.

Zatéimy, ze uklad sit dzialajgcyeh posiada potencjal. Jezeli
przez V oznaczymy. potencjal w chwili ¢, a przez V, potencjat w chwili 4,
to Ly, =V —V, a wiec na mocy (V) BE—H,=V -V, czyli

BE—V=E8,—V,.
Wielko§¢ U=—V nazywamy energiq potencjalng uktadu.
Zatem

(V1) B4 U=E,+ U, = const.

Sume E+ U nazywamy energiq caltkowita wkladu.

A wiegc: jezeli wklad punktéw porusza sig w polu potencialnym,
to energia catkowita uktadu jest stata.

Twierdzenia te 53 oczywidcie nogdlnieniem odpowiednich twier-
dzen, dowiedzionych na str. 1061 107 dla jednego punktu materialnego.

Energia kinetyczna w ruchu wzglednym. Niech uklad
wspétrzednyeh O'(x’,y’,2') porusza sie Wzgl@dem ukladu inercjal-
nego O(x,y,2). Oznaczmy przez B, i Ew energie kmotycmq W ru-
chu wzglednym w chwilach ¢ i t,, przez Ly, Lz, i L,(,t prace w ruchu
wzglednym sit dziatajaeych, sit unoszenia i Coriolisa w czasie od t,
do t. Poniewaz prawa Newtona odnoszg sie do ruchu wzglednego,
gdy do sit dziatajacych dodaé sity unoszenia i Coriolisa (str. 137), wige

(4) Ew _‘Ew =Ltl,t 'I'Ll(,t—l‘Lt(,tu
Poniewaz przyspieszenie Coriolisa jest prostopadie do predkosel
wizglednej, wiec sita Coriolisa jest réwniez prostopadia do tej pred-

kodci. Zatem praca sit Coriolisa w ruchu wzglednym jest zerem,
wobec czego mozemy napisaé

(5 Bo—EQ =T +IL,.

A wige: prayrost energii kinetycenej w ruchu weglednym réwna
sig sumie prac w ruchu weglednym sil deiatajacych © $il unoszenia.

1§ 5] Energia kinetyczna ukladu punktéw. 221
Niech w szczegélnoscei punkt 0 znajduje sie w drodku S
masy ukladu O'(2',y’,2’) i niech uklad ten porusza sie ruchem poste-
powym. Poniewaz przy tym zalozeniu przyspieszenie unoszenia
réwna sie przyspieszeniu 7, srodka masy, wiec sily unoszenia po-
szezegdlnych punktow uk}a,du My, Mgy ... WYNOSZY

'(6) P 1=

Oznaczajgc przez Wy, W, ..
t

—My Doy Pyy=—my Dy,

. predkosei wzgledne punktéw ukladu,

. 1
otrzymujemy L= / P, w,dt +. / P, wydt + ..., skad wedlug (6)

ty ty

4
I = — [ Dol By +-my Ty +...) dt
t
" Predkodé wzgledna w, frodka masy réwna sie zeru, gdyz za-
lozylismy, ze frodek S masy catkowite] m jest stale w poczatku
ukltadu ruchomego O'(x',v’,2'). Zatem m,W,—--Myy-t-...=miy=0,
skgd wedlug ostatniego wzoru Lj,=0. Na mocy wiee (5)

'(7) Ew—E(u(})thnt»

A wiec: przgﬁost energit kinetycenmej w ruchu wzglednym wzgledem
Srodka masy réwna si¢ pracy w ruchu weglednym sit dzialajacych.

Preylitad 1, Uklad punktéw materialnych porusza sie w polu
sily cigzkodei. Niech frodek masy 8 bedzie poczatkiem ukladu wspoél-
rzednych (@', J, "), poruszajgcego sie ruchem postepowym. Przyj-
mijmy, Ze of 2’ jest pionowa i zwrécona ku dolowi.

Poniewaz cigzary poszezegélnych punktéw maja kierunek osi 2/,
wiee (podobnie jak w ukladzie bezwzglednym, str. 215) praca sit
ciezkodei w ruchu wzglednym réwna sie pracy, jakg wykona cigzar
calkowity, zaczepiony w frodku masy. Z uwagl na to, ze $rodek
magy jest w spoczynku wzgledem ukladu (z',y’,%'), gdyz znajduje
sig z zalozenia stale w poczatku tego ukladu, praca sit ciezkosel
w ruchu wzglednym jest zerem. Przyrost zatem energii kinetycznej
w ruchu wzglednym réwna sie pracy pozo&talych git (poza ciezarami),
jakie dzialaja na punkty ukladu.

W szezegélnosei jezeli na punkty ukladu dzialajy same tylko
ciezary, to energia kinetyezna tego ukladu w ruchu wzglednym
jest stala.
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Przypudémy np., ze w chwili t==0 puseilidmy swobodnie punkt
materialny o masie my, a po T'sek drugi punkt o masic my. Po cza-
sie t>T predkosci punktéw my i m, Wynoszg:

8 . n=gt 1

Predkodé srodka masy v, otrzymamy z réwnania

My Oy Mg Vg=(My + M)V,
Zatem vy== (M0, +myy) /(M +my). Predkosei wzgledne punktéw m,
1 My WYROBZG Wy="0; — 0V 1 We=1Vy —10g, WIGC Wy=Ma(V—0y) [ (Mg -~1m,)
1 wy=my(vy—v;)my+m,), skad na mocy (8) wy=mygT'/(my~my)

1 wy=—mygT|(my~+ms,). _
Energia kinetyczna w ruchu wzglednym wynosi zatem

V=g (t—1T).

By = ymy wi--3mywi=m, mog?T% 2(my -+-my) == const.

Widzimy wiee, ze energia kinetyczna w ruchu wzglednym
wzgledem frodka masy jest stala.

Preyklad 2. Dwa punkty 4 i B o masach m, i m,, polgczone
nicig nierozciagliwa bez masy, poruszajg sie w plaszezyznic pionowej
w ten sposob, ze punkt 4 musi pozostawaé stale na osi poziomej z
za$ punkt B na osi pionowe;j z.

Oznaczmy przez | dlugodé nici, a pracz x,2
wspélrzedne punktéw 4, B. Na punkt A dziala
reakeja R, prostopadla do osi o (zakladamy, ze
nie ma tarcia), ciezar @, i reakeja nici Pp; na
punkt B dzialareakeja B,, prostopadia do osi 2,
cigzar @, i reakeja nici P,.

Z sit powyzszych nie wykonujg pracy : reakeje
Ry, R, i ciezar @, gdyz sity te sa prostopadie
~ do toru. Nie wykonujg réwniez pracy sity P,
i P, poniewai P,=—P,, a ponadto odleglogé punktéw A, B jest
stata (str. 212). Tylko wiec ciezar @, wykonuje prace.

Przypusémy, ze w chwili poczatkowej #,=0 punkty 4,B
mialy wspélrzedne w,,2, i predkodé zero. Energia kinetyczna
w chwili ¢ wynosi

B=im, 4 Imy 22,

Praca sity @, réwna sie Mo (2 —2,), jedeli osi 2 nadamy zwrot.
ku dolowi. Zatem na mocy zasady réwnowartogei pracy i energii
kinetycznej : ‘ : ‘

(9) ’ggmlx.z’]"é‘mgz-zﬂ":ng(z“zo).

icm
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1(‘)znaczmy przez @ kab, jaki nié tworzy z osig o w chwili ¢,
& przez ¢, kat w ehwili t)=0. Mamy wiec: -

x=1 cog ¢, z=1gin g, Zp==1sin g,
skad:
(10) &= —lpsin ¢,

Wedtug (9) jest zatem

z=lpcos ¢.

(11) 1P @¥(m, sin? p+m, cos? @)=m,gl(sin ¢ —sin ¢,).

Z powyzszego réwnania mozemy, znajac g, ,obliczyé ¢, a na-

. stepnie z réwnan (10) wyznaczyé predkodei 4 iy. Znajac ¢, mo-

zemy rowniez wyznaczyé reakeje By, R, P, P,. Przyjmijmy dla

prostoty, %e my=my=m i py=0. Otrzymamy z (11)

(12) HP=yg sin ¢.

Roézniczkujae wagledem 1, dostaniemy Ipg=gg cos @, skad

(13) @=gcos ¢/l

Oznaczajac przez 7P, przy$pieszenie punktu A4, otrzymamy
my Py =R, 4@, +P,.

Tworzge rzut na of z i kladac P=|P|=|P,|, dostaniemy

(14)
(15) mi=—P cos .
Poniewaz na mocy (10)

(16) &= —1G 5in p—1g? cos g,

wige z TOwnan (15) i (16) mozemy otrzymaé P, znajac ¢, gdyz pip
mozemy obliezyé z réwnan (12) i (13). Dostaniemy

amn P=23myg 8in ¢.

Tworzac rzut na of 2, dostaniemy z (14) R;+mg -+ P sin p=0 czyli
(18) R,=—mg—P sin g, ‘

gdzie R, oznacza rzut sity B, na of = o

Podobnie, dla punktu B mamy mP,=R,+P,+@, Tworzac
rzut na of @, otrzymamy z uwagi na to, ze Py=—P;, réwnosé
Ly+P cos p=0, skad

(19) Ry=—P cos .

Wzory (17)- (19) wyznaczaja reakeje w zaleznosci od kata .
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Prayklad 3. Dwa punkty materialne 4, i 4, o masach my i m,,
potaczone nicig nierozciggliwg bez masy, przechodzgcy przez staty
punkt O, poruszajg sie w plaszezyznie poziomej (przechodzgee]
przez O) bez tarcia. Obierzmy w te] plaszezyZnie uklad wspolrzed-
nych (x,2) o poczatku w O (p. rys. na str. 213). Poniewaz kierunki sil

P,, P,, z jakimi ni¢ dziata na punkty 4, i 4,, przechodza stale przez 0,
wiec punkty 4, i 4, bedg poruszaé si¢ ruchem $rodkowym o frodku 0.

Polézmy r,=04, i r,=04,; niechaj ¢, ¢, oznaczaja katy
miedzy osig @ a odcinkami 04, i O4,. Predkodci polowe punktbw
4, i A, sy odpowiednio réwne irig, i jrip, Poniewaz predkosei
polowe w ruchu srodkowym sa state (str. 87), wige
(20) =0y
gdzie ¢, 1 ¢, 53 pewnymi statymi, o

Na str. 213 dowiedlismy, ze praca calkowita sil L) i L, jest zerem.
Zatem energia kinetyczna ukladu punktéw 4., 4, ma wartosé statg.
Oznaczajac przez v, i v, wielkogé predkosdei punktéw 4, i 4,, otrzy-
mamy m,p?+im,vi=c lub ,

P
75 Py=0Cy

(21) - mi4-myi=h,
gdzie ¢ i h=2¢ 83 statymi. Ale ((3), str. 47):

si=r-aidh 1 of=iftrigh,
wiec na lglocy (20), ZvyraZa,jadc @ 1 @y przez 1, i 7y, olrzymamy
v%:r‘%—{—:—% i 'ug_——r'g—{—%g, skad na mocy (|21)
m ot m,cl

)
2 2 h.
1 2

(22) m 2 -+m, 7

Oznaczmy przez ! diugodé nici. Zatem 7, -r,=1 czyli ry==1—r,
skad

(23) . . 7"2:“”‘7:'1.
Wstawiajae w (22), otrzymamy

m,6*  m,c
(o4 9 191 27y
( ) (m1+m2)71+ ,r% + (l__,rl)g ‘ h'

Réwnanie rézniczkowe (24) wyznacza 7, jako funkeje czasu t.
Z réwnodci (23) i (20) otrzymamy 7, ¢y, ¢, Aby otrzymad reakeje
P, P, zauwazmy, ze jezeli 7, oznacza przydpieszenie punktu A4,, to
myPy="P,. Utwérzmy rzut na kierunek 04,. Oznaczajac rauty p, i I’
na 04, przez p, , P, dostaniemy

icm

(25)

(26) P, =i — 2

{§6] Zagadnienie dwdéeh cial, 225

mpy=P.
-Na mocy (II), str. 47, mamy p, =% —r ¢% Zatem wedle (20)

Aby otrzymad #, zrézniczkujmy réwnanie (24). Dostaniemy

f . med  mydl
‘(27) Tl[(m1+W%2)71T—7%—+(i—~—:—7:;—)-§]=0
Jezeli 74 ==0, to na mocy |(25)——(27)
m, m, c2 c2
2 P=—. 12| 72 1
(28) m+m, [(l —r,? + 7?]

Ze wzoru (28L mozemy otrzymad reakcje P, znajse tylko 7.
Znajae P, znamy P, i P, gdyz |P=|P,.

§ 6. Zagadnienie dwéch cial. Niech dwa punkty mate-
rialne o masach M i m przyciagaja sie wedle prawa Newtonsa z silg

0 wielkodei

P=EmM/r,~

gdzie v oznacza odleglo$é tych punktéw. Na str. 107 Dbadalimy
ruch punktu m przy zalozeniu, ze punkt M jest nieruchomy. TUdo-
wodnilidmy, ze w tym przypadku zachodza prawa Keplera. Obecnie
nie bedziemy zakladaé, ze punkt M jest nieruchomy, lecz ze oba
punkty sa swobodne. Pod wplywem wiec wzajemnego przyciggania
oba punkty m i M beda sie poruszaé. Oczywiscie, ich §rodek masy
bedzie w spoczynku lub w ruchu jednostajuym prostolinijnym, bo
wedlug prawa akeji i reakeji suma sit dzialajacych na punkty m i M
jest réwna zeru. Mozemy zatem poeczatek ukladu inercjalnego umies-
cié w drodku ciezkofci obu punktéw.

Niechaj @y,%,% beda wspéhrzednymi punktu M, za§ @, Y, 2,
punktu m. Réwnania ruchu Newtona dla punktéw M i m beda
mialy postaé:

. KEmM x,—a .  KmM y,—y . EKmMz,—2
) Miy==g By M= 25 Ma=—— 2
oo HmM e, —a _ EmMy,—y, _ EmMz—s
() mym=—"g - =y M= T MBS Ty

S. Banach. Moechanika. 15
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Poniewaz §rodek ciezkodei uktadu M, m jest w poezgtku ukladu
wspolrzednych, wiee M +may=0, My;-+mys=0 i Mz -|-meg==0,
skad @y=—Mz,[m, Yo=—My;/m 1 zg=—Mz[m. Zatem:

M--m M4m MAm
(2) @y-—2=— ax By Yo—h= Y zz“‘“ﬂlf‘:'“‘"””‘93,7/”"’ 4.
A wiec ”
=~ M-m
(3) 7":'/(“92 — 22+ (Yo —11)2 (22 —21) ::“',,7&"‘“7'17

gdzie rl':_-mei’-ﬁ-y‘f—{—z? oznacza odleglo§é punktu M od grodka c
kodci. Podstawiajac w réwnania (1) ‘wyrazenia ze wzoréw (2) i
otrzymamy:

ui KmiM a, i KmPM  y,

\ s LA § TR 7
(4) . KmiM 2,
M= e

(M- m)r

~

1

Poréwnujac te réwnania z réwnaniami (I), str.107, widzim:
ze ruch punktu M bedzie taki, jak gdyby punkt ten byl przyciggan
przez mase nieruchomg m2/(M +m)?, umieszezong w poczgtlku ukladu

A wiee: jeteli dwa punkty M i m preyciageje si¢ wedle prowe
Newtona, to kastdy 2 nich, np. M, porusze si¢ wzgledem S$rodka cigs-
koédci (obu punkiéw) tak, jak gdyby w srodkw ci¢dhodcei wmieszezona
byte masa nieruchoma m3/(M4m), preyciagajaca punkt M wedle
prawa Newtona.

Badanie zatem ruchu wzgledem drodka masy dwu punktéw
sprowadza sie do przypadku rozpatrywanego na str.107.

Wynika stad, ze oba punkty poruszajg si¢ po krzywych rzedu
drugiego w ktérych ognisku znajduje sie frodek ciezkogei tyeh pun-
ktéw. Tory wiec obu punktéw sa torami plaskimi.

Zbadajmy jeszcze ruch punktu m wzgledem punktu M. Umiesémy
w punkcie M poczatek ukladu wspélrzednych (2,vy’,2'), Poruszajo-
cego sie wraz z M ruchem postepowym. Oznaczajac przez & n, ¢
wipéhrzedne punktu m wzgledem tego ukladu wspolrzednych, otrzy-
mamy
(5) §=y — by, =Yz Y

Mnozac réwnania (1) przez m/M i odejmujge od (1) dostaniciny
z uwagi na (5) .

f=ry—2y
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w K(M ..
mE = — __(___;_I;_ﬂ)ﬂi mn:__K(M;}z—m)mg,
6
(6) . R(MA+mme
ml = ——=
72 7

Poréwnujge réwnania (6) z réwnaniami (I), str. 107, widzimy, ze
punkt m porusza sie wzgledem punktu M tak, jak gdyby punkt M
byl nieruchomy, a masa jego byla zwiekszona o mdse punktu m.

A wiec: jeseli dwa punkty M i m preyciagaja sig wedle praws -
Newtona, to ruch weglgdny punkiu m wezgledem punktu M jest taki,
jak gdyby punkt M byt mieruchomy, a masa jego byla zwigkszone
o mase punkiu m.

Takze i w tym przypadku badanie ruchu jednego punktu ma-
terialnego wzgledem drugiego sprowadza sie wige do przypadku
rozpatrzonego na str. 107.

Przyjmijmy, ze ruch wzgledny punktu m odbywa sie po elipsie
o osi wielkiej 2a, przyczem czas obiegu niechaj bedzie T. Na mocy (10),
str. 109, otrzymamy a®/T?*=K(M +m)/4n?. Widzimy zatem, ze W TU-
chu wzglednym stosunek af/T* zalezy od mas obu cial. Poniewaz
ruchy planet badamy wzgledem stonica, wiec przyjmujac, ze M
oznacza mase stofica, a m mase planety, widzimy, ze trzecie prowo
Keplera (str. 89), ktére odnosi sie do ruchu wzglednego planety
wzgledem slotica, jest mieSciste. Dla innej planety (przy odpowiednim
znakowaniu) jest

(7) o} | T =K (M +my) [4=?,
skaﬂ

AT Mym Lt
Tt MAm 145

(8)

Poniewaz w ukladzie stonecznym stosunek m/M wyraza sie
w tysiecznych, wiec ostatni ulamek mato rézni sie od jednosei.
Dokladne obserwacje ruchu planet wykazuja te odchylenia od trze-
ciego prawa Keplera.

Guiaedami podwéjnymi nazywamy dwa ciata niebieskiel,‘ krazace 'WokESI
siebie (zdala od innych ciat). Przyjmujae, Ze gwiazdy podW({]ne'PTZYCI%g&]i’e
sie wedlug prawa Newtona. moZemy stosowaé do nich wnioski otrzymane
w tym §. Obserwacje potwierdzajy te wniogki, a tym samym Prawo powszech-
nego cigzenia, z ktéregofmy je wyprowadzili.

15*
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§ 7. Zagadnienie n cial. Niechaj n punktow materialnych
przyciaga sie wzajemnie z sitami dzialajageymi wedlug prawa po-
wszechnego cigzenia Newtona (str. 90). Badaniem ruchdw w talkim
ukladzie punktéw zajmuje sie t.zw. zagadnienie n cial.

Zagadnienie o jest wazne dla astronomii. Stotice wraz z planetami tworzy
tald uklad, jezeli pominaé dzialanie gwiazd. stalych, bardzo male wakutek wiel-
kiego ich oddalepia od ukladu slonecznego. ' ‘

Zagadnienie dwéeh cial, ktérym zajmowaliémy sie w § 6, jest szezogdluym
przypadkiem zagadnienia = cial. =

Zagadnienie » ciat nie jest rozwigzane w calej ogélnodei. Nawet
w przypadku trzech cial jest jeszeze wiele spraw nierozstraygnietych.
Przy pomocy jednak t.zw. teorit perturbacii (czyli zaburzeit) mo-
zemy wyznaczyé ruchy ukladu stonecznego z zgrlang dokladnoficig,

W zagadnieniu n cial mamy do czynienia tylko z silami we-
wnetrznymi. Z twierdzenia o frodku masy (str. 200) wynika zatem,
ze frodek masy ukladu jest w spoczynku Iub w ruchu jednostajnym
prostolinijnym. Mozemy wige poczatek ukladu inercjalnego wspol-
rz¢dnych obraé w frodku masy. Wagledem tak obranego ukladu
wspélrzednych ped ukladu # punktéw bedzie stale zerem (8tr. 109).

Z twierdzenia o krecie (str. 206) wynika, ze kret ukladu punk-
t6w jest staly. Plaszezyzna przechodzgca przez frodek masy i prosto-
padla do kretu nie zmienia zatem polozenia.

W przypadku ukladu stonecznego &rodek masy lezy w slofien (ze wagledn
na wielka mase slofica w stosunku do pozostatych planet).

Plaszezyzne przechodzacs przez érodek magy uktadu glonecznego i pro-
stopadta do kretu nazwal Laplace plaszcryeng niezmienna,

‘ Plagzezyzna ta nie zmienia swego polozenia w przestrzeni wagledom ulladu
inercjalnego wspéirzednyeh o poczgtku w stofcn. Podiug obliczen wylkonanych
przez Laplace’a plaszezyzna niezmienna,. tworzy z ekliptyks kat w==1,76899,

Zagadnienie trzech cial..Niechaj dane bedg trzy punkty
‘Ix‘xa,temf.;mlne Ay, 45,4, 0 masach My Mgy My Oznaczmy przez Py
gﬁe, z jakg punkt m; przyciaga punkt mz; niech @y bedzie sila, z jaks
jednostka masy umieszezona w 4; przycigga jednostke magy wmiesz-
czong w A; Wedlug prawa Newtons, mamy zatem )

(1) ?1]= My Wy
Z prawa akeji i reakeji wynika, ze Py=—P), wige

(2) Wij==—y.

icm
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()z112§czmy przez P; przyspieszenie punl{tu m; w ukladzie iner-
ejalnymg;;th@dnych. A wiee m Py =P, + P y=m, m,,,+m,m,,,

skad 470

4
oo Dy =M, Wyy + My Wy i N\
Podobnie .
(4) Dy == My Wyy + My Dy5. ey
Na mocey (3)1 (4) otrzymamy z uwagi na 4 W, W /_,rt?,
to, 26 w mysl (2) jest W,=—Wy 1 Wyy=—Wsy: /i,
(5) Dy—"y = (1 + mM,) Wy, + My (Byy + Wy).

Roézmica P, —p, przedstawia przydpieszenie Wzgle(.lne punktu {12
wrzgledem A4, t.j. przyspieszenie punktu 4, wzgledem ukladu wspdl-
rzednyeh o poczgtku 4,, poruszajacego sie ruchem postepowym.
Polézmy Pp=p,—p,. Z réwnania (5) dostaniemy :

(6) My B = Moy (Mg M) Wy ~+ My My (W + Wy ).

Prawa strona réwnodei (6) przedstawia site wzgledna punktu 4,
w ruchu wzgledem A,. - ' ‘

Pierwszy jej skladnik, t.j. my(my—+m,)Wy, przedstawia’sﬂ'e
wzgledng, jaka dzialataby na punkt 4, gdyby nie 'byloh ’orzeclfzgo
punktu A4, (t.j. gdyby bylo my=0). Sila ta mialaby (zgf)dme z twier-
dzeniem podanym na str. 227) kierunek ku punktowi 4, i bylaby taka,
jak gdyby masa punktu 4, byla zwiekszona o masg punktu 42.
A Drugi skladnik sumy, t.j. mgMy(Wa -|-'Iv'31)., n;%zywamy sitg
‘pertwbmayy‘mﬁ (lub zeburzajacq); pochodzi ona z dziatania punktu As.

Przyklad 1, Niech m, oznacza mase ziemi, m, mase ksiezyca,
a g mase stolca. o 4 siom

W przyblizeniu masa storica =410° masy ziemi, odlegtog ziemi
od slorica =400 odleglodei ziemi od ksiezyca, wreszeie masa ksiezyca
=gy masy ziemi. A wige:

(%) . mg=10%my, My = g5 M, A Ay =4004,4,.
v 7 trojkgta 44,4, otrzymujemy

(8) 3094, 4, << A4y < 4014, 4,.
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Ze wzgledu na wielkg odleglodé slofica od ziemi i od ksiezyea
malo réznily si¢ od siebie co do wielkodei I kierunku, a zwioly hedg
mialy przeciwne. Suma Wy, -+, jest wiee mala co do wartodei hog-
wzglednej. Opierajge sie na danych (7) i (8), mozna okazad, e

9) ‘ My My Wy + Wy

3L < 1,5-107%,
mz(ml'l“mz)]wzﬂ <1010

Widzimy stad na mocy (6), ze sita perturbacyjna, pochodzgea .

od stotica, jest mata i mozemy ja w pierwszym przyhlizeniu opudcié,

Z'ate.m: w pierwszym prayblizeniu ruch weyledny ksicdyea wegle-
dem ziemi otrzymamy, pomijajge deiatanie storneca. o

Przyblizone badanie ruchu wzglednego sprowadza  sie wige
W c'lanyn.l przypadku do zagadnienia dwdeh cial. Odnosi sie to row-
niez do innych planet majgeych ksiezyee.

W i, Przyhlad 2. Niech A, bedzie srodkiem,
4, 4 4, ziemi, 4, punktem na powierzehni ziemii 4,
srodkiem ksiezyca. Niech g, m, i mg ozna-
gza—mjae odpowiednio masy ziemi, punktu A,
i ksiezyca. Zalézmy ze punkty A;, 4, i A, lezg
4 A 4, na jednej prostej. o

W Wy W,

4 ‘ijt:;?;;r z:;; ; wlr% majq._ zwroty przeciwne. Jezeli A, lezy miedzy
Wektom,z_o s izﬂil%ﬂ’ 'zutem ”VYOI(E()I‘ Wyy Wy, Mo zZwrot
o nzlaa Jerel as 4, wjy miedzy Jigulz, 60 [Wyg| <[y 1 wektor
purturﬁ; v kSizZstczwrot We_a}ctom_ wal.' w 01)'11 przypaclkach sity
. pi(;n n W@ y,‘aJ mgmg(w%.—f— w31? .‘]es.t skierowana wzgledem

. gore. Dzialaniem tej sily tlumaczg sie
plywy i odplywy morza. ’

pray-

i Sf.;zyklml 3 N?ech ™My oznacza mase jakiej§ plancty, m, mase
. ‘riie quY9&3 @ frednig odleglogé planety od jej ksiezy ca, ,’Z’ czas
. gu ksigzyca dokola planety w rachu Wngl(jdl'xyl‘nl (wzgledem
planety). Na mocy (7), str. 227, mamy o siete

(10) aa/T‘z:K(m1+mz)/4n2.

Jezelim', m'. a' i T . L .
planety i jei 11’{ my & 1T oznaczaja odpowiednic wielkosei dla innej
Je] ksiezyca, wowezas analogicznie (o (10) )

11 13 I2 o 7 ’ D]
(11) a’|T = I (my - m) da’,

icm
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_ Na mocy (}0) i (11) jest (m, +m,)/(m;+m,)=0a*T?[a3T?. Opusz-
czajac masy ksiezycodw m, i my, jako zazwyczaj mate w stosunku
do mas*planet, dostajemy

(12) myfmy=a"T" o T

Zatem: stosunek mas dwdch planet mozemy otrzymaé z obserwacjs
ruchdw ich Isiggycow.

Uwaga. Mozemy roéwniez przyjaé, ze m; oznacza mase slofca,
my=m,, o $rednig odleglogé planety od stotica, za$ T jej czas obiegu.
Przy tych zalozeniach wzor (12) przedstawia stosunek masy dane]
planety (posiadajacej ksiezye) do masy slonca.

§8. Ruch cial o masie zmiennej. Zbadajmy teraz ruch
ciala, ktérego masa sie zmienia wskutek odrywania sie od ciala
(lub przylgezania sie nowych) czastek podezas ruchu.

Przykladem takim jest poruszajacy sie wozek
do ktérego dosypujemy piasek (lub z ktérego piasek
sie wysypuje). Innym przykiadem jest rakieta.
Materialy pedne, spalajac sie, wywoluja wyplyw
gazéw i sile popedowa rakiety. Masa rakiety
maleje zatem o mase uchodzacych gazéw.

Przyjmijmy, ze cialo sklada si¢ z wielkiej liczby drobnych
czastek, ktore mozemy uwazaé za punkty materialne. Oznaczmy
przez m mase ciala, przez v predkosé $rodka S jego masy w chwili ¢,
za$ przez m—+Am i 9447 mase 1 predkogé §rodka § w chwili 1 At.
Niechaj wreszcie P oznacza sume sit dzialajacych na cialo w chwili 4.

Masa oderwanych czastek w czasie od 1t do t-+4t wynosi
(—A4m); niech @ i 4% oznaczaja predkosei (w chwilach 71 1 At)
érodka S’* masy oderwanych czastek.

Wezmy pod uwage uklad U wszystkich czastek, z ktérych __sklada,
sie dane ciato w chwili %. Ped tego ukladu w chwili ¢ jest H=m7,
a w chwili ¢+ 4t bedzie H'= (m -+ Am)(@+47)+(~ Am) (@ + 4%).
Przyrost pedu wyniesie zatem

b —H = mAv—Am (@-+ 45 —7) + Am A%,
Dzielge przez At, otrzymamy W granicy dla At dazacego do zera

i dm :
(1) =" am
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Poniewaz pochodna pedu ukladu ré_wna gie sumie wezystkich
sit dziatajacych (str. 200), wige dH[di=FP. Na mocy (1) jost wiec
(2) mB—m(T—7) = P.

Réwnosé powyzszg mozemy napisaé w postaci M- T== 1T+ P
czyli
(3) a(m®)[dt = ma -+ P.

Wzory (2) i (3) stosujg sie réwniez do przypadku, gdy nowe
czgstki dolgczaja sie do ciata. W réwnaniach (2) i (3) wektor %
przedstawia predkodé srodka S masy czastek odrywajacych sie
od ciala (lub dolaczajgcych sig do ciala).

Kladge %—0=% w réwnaniu (2), otrzymamy
(4) _ MO~ = P.

Wektor w przedstawia predkogé wzgledng drodka masy odry-
wajacych sie czastek wzgledem frodka masy ciala.

Przyklad. Ruch rakiety. Oznaczmy przez m mase rakicty,
przez v jej predkosé, przez W predkodé wagledna (wzgledem rakicty)
gazéw wyplywajacych z rakiety, a przez P sumg sit zewnetrznych
dzialajgcych na rakiete (jak ciezar, opér powietrza it.d.). Pray
tych oZnaczeniach zachodzi wzér (4).

Przyjmijmy najpierw, ze rakieta porusza sie w plaszezysuie
poziome] po linii prostej, ktéra obierzemy za o§ w-6w, nadajac jej
Zwrot zgodny z kierunkiem ruchu rakiety. Polézmy v=I5 i w=|w|.
Ziad0zmy, ze P=0 (a wiec, ze sila cigzkodei znosi sie z reakejg plasz-
ezyzny, przyczem pomijamy opdr powietrza i tarcie). Poniewaz
7 i W maja zwroty przeciwne, wige na mocy (4) 'm1)+mw-:0, skad

(5) 13:_”_%0.
m

Predkogé ?vzglgdna w wyplywajgeych gazéw mozemy uwazad
za staly. Catkujae réwnanie (5), otrzymamy wiec

(6) ‘ v=—wlogm -+ ¢.

icm

[§8] Ruch ciat o masie zmiennej. 233

Przyjmijmy, ze dla t=0 jest m=m, i v="0. Wedtug réwnania (6)
jest tedy O=—wlogmgy-t¢, wiec c=wlogm,, a zatem na mocy (6)

(7) v=w10g%°,

skad mo/m=¢"" czyli

(8) . m==my, P

Przypudémy, ze rakieta osiagnela szybko$é v=100km/godz=
= 27m/sek. Jako predkodé wyplywu gazu mozna przyjaé
w==1000m/sek. Zatem na mocy (8) m=me "¥=0,973m, skad
my —m=0,03 m,. ,

Aby wiee uzyskaé predkodé rakiety 100 km/godz, trzeba spalié
materiatéw pednych o masie réwnej 3% masy rakiety.

Niech teraz rakieta porusza sie pionowo w gére. Przyjmijmy of 2
skierowana pionowo ku gérze i zachowajmy znakowanie poprzed-
nie. Otrzymamy z (4) (pomijajac opdér powietrza) mo4-mw=-—mg
czyli

. 7
(9) b=—w_——g.

Catkujge i przyjmujge, ze dla {=0 jest v=0 i m=1m,, otrzy-
mamy podobnie jak poprzednio

— My__
(10) v=wlog - —gi.
Aby rakieta nie spadla z powrotem na ziemig i oddalila si¢
W przestrzenie miedzyplanetarne, nalezaloby nadaé jej predkosé
. m
»>12 km/sek (str. 111). Z réwnania (10) otrzymujemy v<wlog -;n‘l’,

v w

skad €""<<mg/m czyli me”"<my, a zatem

wzo—m>m(e"“’”—1).
Kladac v=12km/sek i w=1000m/sek=1km/sek, dostaniemy
my—m 2=160000 9.

W nier6wnogei tej m oznacza mase rakiety po uzyskaniu pred-
kodel v==12km/sek, zag m,—m mase spalonych materialéw pednych.
Jezeli wiee przyjmiemy m=1kg, wowezas mq —m 160000 kg.
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Trzebaby zatem spalié 160000 kg materialow pednych, by 1kg
masy uleciat w przestworza.

234 ROZDZIAL V. Ullady punktéw materialnych.

Zeby wiec odbyé podréz miedzyplanetarng w wozie, majgeym wraz z pod-
réznymi mase 1tony, nalezaloby zabraé z soby 160000 ton materialéw ped.
nyeh, co jest oczywiteie niemozliwe. Dowodzi to, ze przy dzisiejssym stanie toch-
niki podrés taka jest niewykonalna. Sprawa posunglaby sie naprzéd, gdybyémy
mogli wydatnie zwiekszyé w, t. j. predkoéé wypltywu gazéw, ktdra dazisiaj, prak-
tycznie biorae, doehodzi do 2000.m/sek.
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