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ROZDZIAYL IV

GEOMETRIA MAS

I. Uklady punktow

§1. Momenty statyczne. Moment statyczny punktu.
Wezmy pod uwage dowolng plaszezyzng II. Dzieli ona przestrzen
na dwie czedci; jedng z tych czedei uwazajmy za dodatnig, a druga
za ujemna. Niech A oznacza pewien punkt materialny, a d jego
odleglosé od plaszezyzny II. Bedziemy pisali o=-d ub o=—d,
zaleznie od tego, czy punkt A lezy w dodatniej czesci przestrzeni
czy W ujemnej.

Oznaczajac mase punktu 4 przez m, wyrazenie

Mpg=moc

nazywaé bedziemy momentem statycenym punktu materialnego A
wizgledem plaszezyzny II.

Moment statyczny punktu moze wiec byé liczba dodatnis,
ujemng lub zerem (jest on zerem dla kazdego punktu A lezacego
na plaszezyznie I7).

Jezeli za plaszezyzne II obierzemy jedna z plaszezyzn rzuto-
wych xy, yz, 2z, to za cze$é dodatnia przestrzeni uwazaé bedziemy
te czesé, w ktorej znajduje sie czeéé dodatnia osi prostopadlej do
obranej plaszezyzny rzutowej. Gdy punkt 4 o masie m ma wspol-
rzedne @, y, 2, MamMy Na MOCy POWyZsze] UMOWY:

M y=mz, M. =mz, M..=my,

gdzie My, M,., M.. oznaczaja odpowiednio momenty statyczne
punktu A wzgledem plaszezyzn zy, yz i 2.
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Moment statyczny ukladu punktéw. Zbiér punktow
materialnych nazywamy ukladem punkiow, sume za§ momentéw
statycznych poszezegblnych jego punktéw nazywamy momentem
statycenym (ogdlnym) ukladu punktow.

Jezeli wigc punkty materialne o masach my, my, ..., m,, majg
odpowiednio wzgledem plaszezyzny II momenty statyczne: m, o,
Mg Oy .- MuGy, to momentem statycznym ogélnym ukladu tjreh
punktéw bedzie

n
M, =myoy+myay— ...+ My o*,,=[Zm; Oiy
£5

. Jezeli punkty materialne danego ukladu punktéw maja odpo-
wiednio vx:spé’lrzedne By YRy Loy Upy By weoy By Y, ?y 10 momenty
statyczne " ogélne tego ukladu punktéw wzgledem odpowiednich
plaszezyzn rzutowych wyrazaja sie wzorami:

1

Myy=m, ) Fmy 2y oo A Mo 2= 20 21,
' . P | |

n

Myz——““ my &y "I" 7)?;2(.32 “I‘ wee + My w,,ﬁ)_?ml wi,
=1

n

.sz: ml yl + m2 -7/2 -I'—- .. + mny"=2:9’nl yl'
s =

- Momenty statyczne nazywamy takze momentami stopnie
pierwszego.

§2. Srodek masy. Niech bedzie dany uklad U punktéw
materialnych m,(x,, y,, 2,), My Loy Yoy Ry)y oy M, (X, Y 2,). Weimy
pod uwage punkt § o wspéirzednych: '

m1m1+m2m2+"-+mnwn m Mo
o T e Vo=l g

o My+ Mg+ oo m,
zo=m1z1+m2z2+...+m,,z,,
m1+m2+...+mn
Punkt 8§ nazywamy érodkiem masy 1 odki %]
= b . .
danege ukindy, pon? y lub Srodkiem cigskosoi
kafuﬁg, mlJ]{lZIS p(;szezegélnych punktéw (wystepujaca w miano-
ol w (I)) nazywaé bedziemy masq callowitq ukladu
- 6gak;;olwiek o?zreélﬂiémy srodek masy przy pomocy ukladu
odpuklz% nych, to jednak wykafzemy, Ze polozenie §rodka masy jest
adu wspélrzednych nie zalezne, lecz ze zalezy ono tylko od
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mas punktéw i ich wzajemnego rozmieszczenia. Wyniknie to latwo
z nastepujacego twierdzenia: ‘ ‘

Twierdzenie 1. Moment statyceny uktadu punktow wegledem
dowolnej plaszceyzny réwna sig momentowi statycznemu masy catko-
witej, umieszczonej w Srodku clegkosei.

Dowo6d. Niechaj I7 bedzie dowolng plaszczyzng, ktorej réw-
nanie normalne ma ksztalt

x cos a1y cos f+zcosy—p=0.

Przyjmijmy za dodatnia te z dwéch- czefci przestrzeni, dla
ktérej x cos a+ty cos -4z cos y—p>0, gdy za z, y i 2z podstawié
wspoblrzedne dowolnego punktu tej czedei. Jezeli wiee A(w, v, 2)
jest dowolnym punktem przestrzeni, to poniewaz odlegto$¢é punktu
A od plaszezyzny IT wyraza sie wzorem

d=|x cos a+y cos B2 cos y—pl,
zatem mozemy w my§l naszej umowy polozy¢:
o= CO8 a-I-y cos 12 cos y—p.

Moment statyczny punktu 4 o masie m wzgledem plaszezyzny I
wynosi wiee
(1) M =mo=mu cos a{my CO8 p+mz cos y—mp.

Niech dany bedzie uklad punktéw materialnych m (2, ¥, 2,
MLy Yoy Za)y +ery MLy Y z,). Moment statyczny tego ukiadu pun-
ktow wzgledem plaszezyzny II bedzie na mocy (1)

M= an’l cos a-+m, y, oS f+m, 2, CO8 y—m P)t...
w-(m x cosat+m y, cos f+m, 2, o8 y—m,D)

czyli
@) M = (my @41y By - e +m, 1) cos a-t-(m,y, +...4-m,y,) €08 f+
+(my 4y +.om 2;) 608 y—(my+ ... M) P-
Kladac my+my+...m,=m, mamy na mocy (I):
(I1) mpy=3 M, MY =DMm.Y; mey=3mz; 1=1,2,...3%

skad na mocy (2)
(3) M ;=ma, COS a{my, COS B+ maz, cos y—mp.
Poniewaz prawa strona réwnosei (3) przedstawia na mocy (1)

moment statyczny masy m, umieszczonej w grodku ciezkosci S o wsp6l-
rzednych w,, ¥, &, Wiec twierdzenie zostalo udowodnione.
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Aby wykazaé teraz, ze Srodek masy ukladu punktdw nie za-
lezy od wyboru uklada wspdirzednych, przypudémy, ze whasnodé
srodka ciezkodei S, wypowiedziang w twierdzeniu, posiada, précz
punktu 8, jeszeze jaki§ inny punkt . Udowodnimy, ze to jest
nie mozliwe. .

Poprowadzmy w tym celu przez punkst § dowolng, plaszezyzne 17,
nie przechodzacy przez S'. Zatem ‘ ’

(4) M,,=mo i
gd?ie‘ o 1 ¢’ oznaczaja odpowiednio odleglofei (ze znakami) punktéw
S_ i & od plaszezyzny II. Z (4) wynika, ze o==0o'. Lecz o= 0, po-
meyaz IT przechodzi przez 8. Zatem musialoby byé réwnies 0'=0,
¢o jednak nie mozliwe, gdyz & nie lezy w plaszezyinie IT.

— '
M,=mo’,

Widzimy wige, ze polosenie $rodka masy wltadu punlktéw nie
zalezy od wkladu wspdlrzgdnych.

. Srodek masy dwéch ukladéw punktow. Niech uklad 7
ztozony bedzie z punktéw materialnych

r /, ’ s ! ’ 7 4
177/ m y ' l” "
AR AR Mo(yy Yps B)y  weey M (@}, 91, 2)), m;’(m;’,?/;’, %y )y

Srodek § masy ukladu punktow  m;, m, ...
okreglenia wspolrzedne: :

@y = (my a0 4wy a0, + ...)

ma na mocy

Yo=(myy,+my g, + ...) jm,
gy=(m & +my 2, +...)/m’,
gdzie m'=m;+m,+.... Dla srodka § magy catego ukladu U bedzie zag
= (m) w;—ljm;w;’z-k...)-f—(m’;: @) A-m} & ..)
skad na mocy (5) (b oyt +m] ) ’
(6) %:m' wéj“(mi'fv;'ﬂ—m;’m;’qt )
m (g +mg 4+ )

odei tPozobne Wwzory otrgymamy_na Yo 1 2. Wzbr (6) przedstawia
odcieta rod-ka, masy ukladu, jaki otrzymamy z ukladu danego U
!ezeh cze8é jego, mianowicie punkty o masach m/, m, ... zast;pim;:
jednym punktem materialnym o masie m’::m; -{—fnf -|~lf.. umiesheio-
nym w frodku magy tej czesdei. Otrzymalismy za,tism ’
Twierdzenie 2. Srodek masy ukladu punktdw wie smieni 8ig,

jezeli je ; )
ie' " jego 'czgéé_zastqp@my punktem materialnym o masic réwnej masie
) crgsel o umieszezonym w $rodky jej masy.

(5)
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Jezeli wiec w szczegdélnodei mamy dwa uklady punktéw U°
i U” o masach calkowitych m' i m” i o §rodkach ciezkosci 8 i §7,
to frodek masy ukladu U'+4U" otrzymamy, wyznaczajac srodek
masy ukiadu dwu punktéw materialnych o masach m’ i m’’, umiesz-
czonych odpowiednio w punktach §" i §”. Uklady U’ i U" mozemy
bowiem uwazaé za czesci ukladu U'H-TU".

Uktad pilaski punktéw. Uklad punktéw materialnych na-
zywamy plaskim, jezeli wszystkie jego punkty leza w jednej plasz-
czyznie. Obierajac te plaszczyzne za plaszezyzne zy (co wolno nam
uczynié, poniewaz $rodek masy nie zalezy od wyboru ukladu wspol-
rzednych), bedziemy mieli dla punktéw uktadu: 2;=0, 2,=0, ..., 2,=0,
skad na moecy wzoréw (I), str. 154, dostaniemy z,=0.

Srodek ciezkodei ukladu plaskiego lezy zatem w plaszezyznie
ukiadu. .
Momentem statycznym ukladu plaskiego wzgledem dowolnej
prostej 1 lezacej w plaszezyznie ukladu nazywamy wyrazenie
(7) M zéjmi Oy
gdzie |o] jest odleglodcig punktu o masie od prostej I, za$ znak
przy o; zalezy od tego, czy m; znajduje sie w dodatniej czy ujemnej
czedci plaszezyzny, na ktére dzieli plaszezyzne prosta l. Widzimy stad,
7ze moment statyczny ukladu plaskiego wzgledem prostej I jest to
moment statyczny tego ukladu wzgledem plaszczyzny prostopadlej
do plaszczyzny ukladu i przecinajacej ja wzdiuz prostej I. W szeze-
gbélnofei wiec momenty wzgledem osi z i y wyrazaja si¢ wzorami:
(8) M.=Zm;y; M,=3m;a;.

Uklad liniowy punktéow. Jezeli punkty ukitadu leza na
jednej prostej I, to srodek masy ukladu lezy réwniez na tej prostej.
Obierajac bowiem prosta ! za of§ z-6w, mamy ¥y,=0, %,=0,..
i =0, 2,=0,.., skad na mocy wzoréw (I), str. 154, dostaniemy
Yo=0, 2,=0. Srodek masy bedzie wiec takie lezal na osi .

Srodek masy dwéch punktéw. Niech punkty materialne
0 masach m, 1 m, beda od siebie w odlegtosei d. Srodek masy lezy
oczywidcie na prostej laczacej te punkty. Umiedémy w m, poczatek
osi z-6w, za§ dodatnig jej cze$é przeprowadimy przez m,. Punkty
m, i m, beda wiec mialy wspélrzedne odpowiednio #,=0 i xe=d,
a ¢rodek masy wspoélrzedna '

(9) Lo="mod /(Mg +My).
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Poniewaz 0<uy<<d, wigc Srodek masy lezy miedzy punktami,
Oznaczajae przez d, i dy odleglosei §rodka masy od punktéw m, i m,,
otrzymujemy &=z, =myd/(my+my) 1 dy=d—dy=m;d[(m,+m,),
skad
(10) dy [dy="m5/m,.
Mamy wiec nastepujace

Twierdzenie 3. Srodek masy wkladu dwupunktowego lezy mig-
dey punktami ukladw @ dzieli odeinek, laczacy le punkty, w stosunku
odwrotnym do ich mas.

Opierajac sig na twierdzeniu 2, str. 156, mozemy w nastepujacy
sposéb wyznaczyé srodek masy skofczonego
ukladu punktéw, 4,, 4, Ag... o0 masach
My, Mgy ... (ry8. 1): wyznaczamy najpierw grodek
magy 8, ukladu punktéw 4, i 4,; wyznaczamy
nastepnie srodek masy S, ukladu dwu punktéw,
zlozonego z: punktu o masie m,--m,, wmiesz-
, _ 7 czonego w Sy, 1 z punktu 4; o masgie m.;
postepujae tak dalej, otrzymamy $rodek masy calego danego uk-lad;i

Uktady punktéw symetryczne. Punkt O (prosty I, plasz-
czyznt-% H) nazywamy $rodkiem (prosta, plaszoeyznag ) symetrii uktadu
pu:nktow materialnych, jezeli do kazdego punktu m; istnieje w ukla-
dzie punkt o tej samej masie m;, symetrycznie Wigledem 0
(prostej I, plaszezyzny IT) polozony.

Jezeli frodkiem symetrii jest poczatek ulkdadu wspOhrzednych
(rys. 2), to wraz z kazdym punktem m,(@, Y,y 2) uklad punktéw za-

4 b

.,
.
~

MilhYiZ)

»/771/11,}“.2,*/
MtV 2i!

A4

e

myl-4 2 ¥

5
dminy-zi
2. 3. 4.

wier —,, — soli

” zi 2funkt m(—x,, —y,, —z,). Jezeli plaszezyzng symetrii jest plasz-

za,Zviera,wy (rlz’s- 8), to wraz z kazdym punktem m,(,y,,2,) uklad

o szp;mkt ‘ ;n, (@5 y;,—#,). Jezeli osig symetrii jest of z (rys. 1),
azdym punktem m&,, ¥, 2) uklad zawiera punkt

mi(»—mi,wyi,zi). '
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[§3l

Latwo okazaé, ze zawsze $rodek symetrii jest $rodkiem wmasy.

Srodek masy pary punktéw symetryeznych lezy bowiem na
mocy twierdzenia 3, str. 158, w frodku symetrii. Na mocy twier-
dzenia 2, str. 156, mozemy wiec taka pare zastapié przez punkt
materialny umieszezony w Srodku symetrii. Robige to z kazda parg,
przekonywamy sig, ze srodek symetrii jest srodkiem masy cafko-
wite] ukladu. ’

Podobnie, $rodek masy ledy na prostej symetrii (4 na plaszczyinie
symetrii ). '

7 tych samych bowiem powodéw frodek pary punktéw syme-
tryeznych lezy na prostej (i na plaszezyznie) symetrii.

§. 3 Momenty stopnia drugiego. Moment bezwladnoseci.
Niech bedzie dany punkt materialny A o masie m i pewna plasz-
czyzna II. Oznaczmy przez r odleglosé punktu 4 od plasz-
czyzny II. Wyrazenie
(1) = mr?

nazywamy momentem bezwladnosei punktu A wzgledem plasz-
czyzny IT. Jezeli przez r oznaczymy odleglo$é punktu material-
nego A od pewnej prostej ! (lub od pewnego punktu 0), to (1)
bedzie momentem bezwladnofei punktu 4 wzgledem prostej I (lub
wzgledem punktu 0). '

Momentem bezwladnoéci ogdlnym ukladu punktéw nazywamy
sume momentéw bezwladnosei poszezegélnych punktéw tego ukladu.

Moment zboczenia (dewiacji). Niech dane beda dwie
plaszezyzny II, i II,, prostopadle do siebie. Poléimy o;= + d;, gdzie
d, oznacza odleglos§é punktu materialnego A od I, przyczem znak
zalezeé ma od tego, czy punkt znajduje sie w dodatniej ezy ujem-
nej z dwu czefei, na jakie dzieli przestrzei plaszezyzna II;,. Po-
dobnie okre§lamy o, wzgledem plaszezyzny I1,. Wyrazenie
(2) - D=muo,0,
nazywamy momentem zboczenia (lub dewiacji) punktu materialnego 4
wzgledem plaszezyzn I i IT,.

Momentem zboczenia ogélnym ukladu punktéw A, 4,, ... wzgle-
dem plaszezyzn [, i II, nazywamy sume momentdéw zboczenia
poszezegélnych punktéw. A wiee

(3) D=Ymgi)ad,
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gdzie m, of), o) oznaczaja odpowiednio mase punktu 4,1 jego od-

leglodei od plaszezyzn [, i I1, (opatrzone wladciwymi znakami),
Momenty bezwladnodei i momenty zboczenia nAzZywamy mo-

mentams stopnia drugicgo.

Ramie bezwladnogei. Niech I oznacza ogélny moment hez-
wladnosei ukladu punktéw U wzgledem pewnej plaszezyzny 1T
(prostej I, punktu 0). Liczbe (

{4) k=VTjm, gdzie m=m;+my+...

nazywamy ramieniem bezwladnosei ukladu punktéw U wagledem
plaszezyzny IT (prostej I, punktu 0). Na mocy (4) jest

(5)

I=mk’.

A wige: ramig bezwladnodei k jest odlegtoscia, w jakiej wmicse-
cxona masa catkowita wktadu ma moment bezwtadnodei réwny ogélnemu
momentowi bezwladnosei wktadu.

Masa zredukowana. Niech r bedzie dowolng liezbgy dodatnig,.
Masg ukladu zredukowang na odleglodé r wzgledem danej plaszezyzny
(prostej Iub punktu) nazywamy liczbe

(6)

my= I s,

. Zatem I=m,r*. A wigc: moment beewtadnosei whtadu wagledem
plaszezyzny (prostej, punktu) réwna si¢ momentowi bezwladnosei jego
masy z@d@tkowaney My umieszeeonej w odlegtosed r od tej plaszezyzny
(prostej, punktu). S

Momenty stopnia drugiego ukladu punktow:

My Yy 21y My, Y, Bl ey M@,y 2,)

vs.rzglgdem p;laszczyzny, osi i poezatku ukladu spolrzednych wyrazaja
8¢ nastepujacymi wzorami: -

Momenty bezwladnogei wzgledem plaszczyzn xy, ye i oae:

1 n

7 I =Y 2 — N7 2 y 3 8
(7 xy iijl Mm% Iyz "-14}-3 iy, '[z.x: x]..\.;m'ﬂ/f

Momenty bezwladnogeci wzgledem osi @, y i 2

n
(8) I .=Dm(y2+e2 S M TN e
= (i), Iy—,gjmt(mf’f'zf): [z"“:jf\._::mq(‘”f“l‘i’/f)-
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‘ Momenty bezwladnosci wzgledem poczatku O ukladu wspél-
rzednych:

(9) Io?§°ni(w?+@/? +2).

Momenty zboczenia wzgledem par plaszczyzn ay i 2z, oy i yz
oraz xz i 2y: :

n
D =3m, 5y,

=1

n
Dg=lg,;mimzzi,

(10) Dx =,§’mi?/izn

Ze wzoréw (7)—(10) wynikaja latwo zwigzki:

Li=Igy+I.,  Iy=Iy+I, L=Iew+Im
Ly=3IA+L—L], I.=iL+L—L), Ie=3}L+L—LJ
Io=}(IA+ I+ L)=Ly+ Iyt Loy Io=I+I=I+1o=1.+ILy.

Momenty bezwladnosci wzgledem prostych réwno-
leglych. Znajac momenty bezwiadnosei ukladu punktéw o masie
calkowitej m wzgledem prostych przechodzacych przez jeden punkt
np. przez poczatek uktadu spéirzednych, mozemy tatwo wyznaczyé
moment bezwladnodei tegoz ukladu punktéw wzgledem dowolnej

prostej w przestrzeni, opierajac si¢ na nastepujacym twierdzeniu:
Jeseli prosta 1 preechodzaca przez $rodek masy wktadu punktow

jest réwnolegta do prostej U, to '

(@) Iy=I+md,

gdzie d oznacza odleglosé migdey 1 o U, za$ I, i Iy momenty bezwlad-

nodei wegledem tych prostych..

Dowéd. Srodek S masy uktadu punktéw, przez ktéry prze-
chodzi prosta I, obierzmy za poczatek
ukladu wspélrzednych, prosta I za of z-6w,

Iy a plaszezyzne przesuniety przez proste

’ N / réwnolegle 111 za plaszezyzne zy. Ozna-

a8 M —r czajac odpowiednio przez 7 ir' odleglodd
Y L dowolnego punktu A(z,y,2) od prostych

X
! 1il, mamy r?=2+(d—y) i =2+
skad r2=r2+d*—2dy, a wiec
n
) n r3 n 9 2 ; n 5 ) n v B
Iy = Ymyr; =§,:’lni[?”i +d —Zdyg]=i2mi.ri +d;:5‘:m"_2d,-£-’1miyf_
=1 i= = = = ‘

5 =

:II—E—mdg‘—zdgmiyi' '
11

S. Banach, Mechanika.
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Lecz ﬁm,‘yizqn%:(}, gdyz frodek § masy ukladu punktow
=1 i
" lezy W poczatku ukladu wspélrzednyeh. Zatem Iy=I;+md", ¢ h.d. d.

7 wzoru (I) wynika, ze jezeli wzigé pod uwage wszystkie proste
réwnolegle do prostej o pewnym danym kierunku, to moment hez-
wladnosci bedzie najmniejszy wzgledem tej prostej, ktdra przechodzi
przez $rodek masy. Oczywistym jest réwniez, Ze jezeli proste I il
s réwnolegle, to oznaczajac przez dy i d, odleglosci srodka masy od
tych prostych, bedziemy mieli

0 Iy —md; = Iy —mds,
ﬁoniéwa,z na mocy (I) obie é‘orony réwnosci wynoszg I, gdzie ! jest
prostg réwnolegly do 1 i.17, przechodzacy przez frodek magy.

Ze wzoru (10) mamy

(11) , Ip=Iy+m(d5—ds).

Wzér powyzszy pozwala obliczyé moment bezwladnodei ukladu
punktéw wzgledem dowolnej prostej w przestrzeni, gdy znane sa
momenty bezwladnosci tego ukladu wzgledem wazystkich prostych
przechodzgcych przez jeden punkt i polozenie §rodka masy uktadu.

Momenty zboczenia wzgledem plaszezyzn réwnoleg-
tych. Dla momentéw zboczenia mozna udowodnié twierdzenie po-
dobne do twierdzenia o momentach bezwladnodei (str. 161).

Niechaj plaszezyzny II, II, beda do siebie prostopadle
i przechodza przez §rodek masy m danego ukladu punktéw ma-

: terialnych. Obierzmy dowolnie plaszezyzny
IT;, IT; réwnolegle odpowiednio do plasz-
czyzn I, IT,. Niech o, oznacza odleglodé
miedzy plaszezyznami Iy, ITi, zaopatrzong
znakiem - lub — zalesnie od tego, czy
plaszezyzna I7i lezy w dodatniej czy ujemnej
czedel przestrzeni, na jakie dzieli przestrzen
plaszezyzna IT;. Analogicznie okre§lmy o, dla
Pary plaszezyzn ITp, IT;, Wreszcie oznaczmy przez .D i D' momenty
zboczenia danego ukiadu wizgledem Par plaszezyzn Il I, i IT;, IT,.
Mamy wéwezas analogicznie do (I) waor

(R1Y)

-D,=.D + m(7102-
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Uwaga. Zauwazmy, ze iloczyn mo, o, oznacza moment zbo-
czenia wzgledem pary plaszezyzn IT;, IT, masy catkowitej m ukladu,
umieszcezonej gdziekolwiek badZ na prostej przeciecia pary plasz-
czyzn IT7 i IT;.

- Dowéd wzoru (III). Obiefzmy poczatek ukladu wspélrzed-
nych (%,v,2) w srodku S masy catkowitej m danego ukiadu punk-
tow. Za of z-6w weimiemy prosty przeciecia plaszezyzn I7, i IT,,
zad plaszezyzny te obieramy odpowiednio za plaszezyzny xy i i‘z.

Analogicznie obieramy drugi uklad wspébrzednych (z, y', 2')
dla pary plaszezyzn I7;, IT;, przyjmujac za poczatek dowolny punkt 7
lezgey na prostej przeciecia plaszezyzn IT; i ITs.

Oznaczmy wspoOirzedne punktu P wzgledem ukladu wspéirzed-
nych (», ¥, 2) przez &, n, {. Oczywiscie n=o, i {=0,. Niech z, y, &
beda wspolrzednymi dowolnego punktu 4 wzgledem ukladu wspdl-
rzednych (z,y,2), zas ',y’, 2’ wspblrzednymi tegoz punktu A wzgle-
dem ukladu wspéhrzednych (2, y', 2'). Wowezas:

(11) y'=y—mn,

7

m’:;{}——-f, 4 "—"z—:-

Poniewaz
(12) D=2miz[yi7
wiec na mocy (11)

D'=Emi(zi_ C) (?/i“—ﬁ)=_2mi[zi ?/,+ C"?—-C:lli~nzi]=
=2m,~ 2Yy,+ C’?Emr"fzmi?/f‘ 772""’,'“’3,-

Lecz Ym,y=my,=0 i Smz=mz=0, gdyz frodek § masy m
danego ukladu punktéw lezy z zalozenia w poczatku ukiadu (z,y, 2).
Na moey (12) i (13) jest wiee D'=D-+mln, a poniewaz [=oy
i =0, wiec otrzymujemy w koficu D'=D-moy0y ¢.b.d.d.

’ oy
D'=2m,2y;,

(13)

§ 4. Elipsoida bezwladno$ci. Osie bezwladnoS$ci. Niech
O(x, y, ) bedzie dowolnym ukladem wspolrzednyeh prostokatnych
o poczatku O. Udowodnimy, ze znajac
momenty bezwladnosei wzgledem osi i mo-
menty zboczenia wzgledem plaszezyzn tego
ukladu wspéhrzednych, mozna wyznaczy¢é mo-
menty bezwladnosei wzgledem dowolnej pro-
stej I, przechodzacej przez O.

Niechaj prosta I tworzy z osiami ukladu
wspélrzednych O (z, y, z) katy o, f, y. Oblerzmy

dowolny punkt A (,y,2) i niechaj P bedzie rzutem punktu A ﬁ::
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prosty l. Zatem AP=r jest odleglogcig punktu "4 od prostej I.
Polézmy
&) OA=g=)P+y* 42

Oznaczajge przez ¢ kat miedzy prosta 04 a prosta I, otrzymamy
2) AP=r=psin ¢.

Poniewaz, jak wiadomo z geometrii analitycznej,

OP=x cos a-+ y cos f-+2Co8 y,

wiee 7 uwagi na to, ze OP=pcos g, otrzymamy

2 oS a1 cO8 42 cos y
4

COS @

Na mocy (2) jest 7‘2=Q251112<p=92(1——0082(]’7), wige

2 COS a-+17y cos B2 cos y)?
P2e=g? [1__( aty o B+ 2] ]:QL—[m cos a-y cos 42 cos p P,

skad na mocy (1) jest r2=ax?[1—cos?a] +y*[1—cos® f]+~*[1—cos® ] —
— 2@y €08 a COS f—212 COS & COS ¥ — 242 COS B CO8 y.

Poniewaz cos?a-cos?f-+cos?y=1, wigc podstawiajac 1—cos2a=

=¢os% f+cos?y it.d., dostaniemy:
72 = (y2 + &%) cos? a + (2% 4 2%) cos? f -~ (4 + y) cos? y —
— 22y co8 a cos f—2x2 COS a cO8 y — 2y2 co8 ff CO8 y.

Oznaczajac przez m; mase, a przez 7; odleglo§é punktu 4, da-
nego ukladu punktéw A, A4,,... od prostej I, otrzymamy na mo-
ment bezwladnodei I; tego ukladu punktéw wzgledem prostej I wzor
11=Zmir?=cos2a2mz(y?+z?) + coszﬂZmi(m?-{—z?) —l—coszyzmz(w?-i-?/f)“

—2 CO8 @ COS B M:m;Y— 2 COS a COS ¥ D, my,2,—2 COS f COS y DMz,

skad

Ii=I,co8? a+I,co8? f—+ I,cos?y —
—2D,co8a cos f—2D,cosa cos y —2D,.co8p cosy.

(1)

Ze wzoru gI) mozemy wyznaczy¢ moment hezwladnogei ulkladu
punktéw ma:ter‘lajlnyeh wzgledem prostej I, znajac Iy, I, I,, Dy, Dy, D,
oraz katy, jakie prosta ! tworzy z osiami ukladu wspbirzednych.
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Zachowujac znakowanie poprzednie, oznaczmy przez k; dlugosé
ramienia bezwladnosei danego ukladu punktéw wzgledem prostej I

Zatem (str. 160)
(3) T=VT,jm.

Zalézmy, ze dla kazdej prostej ! przechodzgcej przez O jest
I,=0. Zalozenie to réwnowazne jest zalozeniu, ze punkty materialne
danego ukladu nie leza na jednej i tej samej prostej przechodzgeej
przez O. Poniewaz I,7=0, wiec na mocy (3) jest rowniez k== 0.

Odetnijmy na kazdej prostej ! odcinki 0Q i 0@’ o diugosei
odwrotnie proporcjonalnej do ramienia bezwladnofei %, t. zn.

4 0Q=0Q'= a/lr=af/m|T,,

gdzie a jest dowolna stala dodatnis, nie zalezng od prostej l. Ozna-
czajac przez &,%,2 wspoélrzedne punktu ¢, mamy:

(5) mzj;al/%cos a, y:-_&;wl/%cosﬂ, z:ial/{é cosy.

Punkt Q' ma wspéhzedne —z, — y, —=2. Zbidr wszystkich punk-
t6w Q i Q' utworzy pewna powierzchnie X. Aby otrzymaé jej réw-
nanie, wyznaczmy z (5) cosa, cosf,cosy i wstawmy otrzymane
wartosci do réwnania (I). Dostaniemy:

I Iz-”% [L.02+ I,y + 122 —2D,yz—2Dyxe—2D. xy],
skad
(6) Lo+ 1,92+ Izzz——szyszDyxz——.‘?Dzmy:02,

gdzie 2=ma? Widzimy stad, Ze powierz-
chnia X jest powierzchnig rzedu drugiego.
Wykazemy, ze.X jest elipsoida. Wystarczy
w tym celu udowodnié, ze 2 jest powierz-
chnia ograniczong (t.zn. ze odleglosei jej
punktéw od poczatku ukladu wspélrzednych
nie przekraczaja pewnej liczby). W rzeczy
samej, zatozyliémy, ze I=-0, a wiec mamy
stale I;>0. Poniewaz na mocy wzoru (I) I; jest funkeja ciagla
katéw a, B, v, wiec minimum I; jest réwniez dodatnie. Ozna-
czajae t0 minimum przez h, mamy na mocy (3) k,}l/h/m, skad
na moey (4) 0Q'=0Q<Cajm/h. A zatem powierzchnia X jest po-
wierzchnia ograniczong. Wynika stad, ze powierzchnia X jest
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élipsoida, gdyz jedyna powierzchnig ograniczong drugiego rzedu

jest elipsoida.

Otrzymang elipsoide Z' nazywamy elipsoidq bexwladnoéci da-

nego ukiadu punktéw wzgledem punktu 0.
Poniewaz w rownaniu (6) brak jest wyrazow pierwszego sto-
pnia, t.j. ¥,2,2, wiec punkt O jest drodkiem elipsoidy bezwladnogei.

Zatem: elipsoida bezwladno$ci ukladu punktow materialnych
wzgledem punktu O ma tg wlasnodé, Ze odleglodé od O kasdego jej punliu
jest odwrotnie proporcjonalna do ramienia bexwtadnosel ulkltadu wegle-
dem $redmicy, przechodzqeej przez tem punkt.

Osie elipsoidy bezwladnodei wzgledem punktu O nazywamy
osiami bezwtadnosei wigledem punktu O.

Elipsoide bezwladnosei wzgledem srodka cigzkosei nazywamy
elipsoidg bezwladnodci s$rodkowq, osie jej osiami bezwladnodei
$rodkowymi a plaszezyzny przeprowadzone przez dwie osie plasz-
czyznami $rodkowymi. :

Istnieje oczywiscie nieskonczenie wiele elipsoid bezwladnogci
danego ukladu wzgledem jednego i tego samego punktu O. Zalezy
one od wyboru wspélczynnika proporcjonalnosci. Wszystkie te eli-
psoidy majg jednak wspélny srodek i wspélne kierunki osi gléwnych.
Ponadto stosunek osi gléwnych jest we wszystkich elipsoidach je-
dnakowy. Wszystkie elipsoidy bezwladnosei wazgledem jednego i tego
samego punktu O sy wiec do siebie podobne.

Ramig¢ bezwladnodci ma najwiekszg wartogé wzgledem osi ma-
lej; zatem moment bezwladnogci ma najmniejsza wartogé wzgle-
dem osi matej. Wagledem wielkiej osi jest na odwrot.

W szezeg6lnodei, gdy elipsoida jest kula, punkt O nazywamy
punktem Eulistym.

Momenfy bezwtadnosei wzgledem kazdej prostej przechodzgcej
przez punkt kulisty sa réwne (i na odwrét)

Wyznaczanie osi bezwladnogei. Jezeli za osie §pblrzed-

nych #, y, 2 przyjaé osie bezwladnodci, to réwnanie elipsoidy bez-
wladnosci bedzie mialo ksztatt

M . A®+ By 4 O =F.

Por()wnu]:aéc réwna‘nia‘ (6) 1 (7), widzimy, ze w tym pfzypadku
D=0, Dy=01i D,=0; réwnanie elipsoidy bezwladnodci bedzie zatem

®) . L+ T2 4 12 = 2.
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A wiec: warunkiem Fkoniecznym i dostatecznym na to, by osie
uktadu wspdlreednych byly osiami bezwladnosci, jest by momenty zbo-
ezenia Dy, Dy, D: byly réwne zeru.

Jezeli osie spélrzednych z,y,2 obierzemy tak, by tylko jedna,
z nich, np. o§ 2, pokrywala si¢ z jedna z osi bezwladnogei, to row-
nanie elipsoidy bezwladnodci przyjmie ksztatt

(9) Ag? -+ By*+ C2*+ Exy = .

Poréwnujac réwnania (6) i (9), widzimy, ze Dy=0 i Dy=0.
Réwnanie elipsoidy bezwladnosci bedzie wige w tym przypadku

(10) La? +Ly? + L2 —2Day = &

A wiec: warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by oé 2
byta osiq bezwladnodet, jest by momenty zboczenia D, i Dy, byty réwne zeru.

 Latwo sformulowaé analogiczne warunki na to, by osiami bez-
Wzglednoéci byly of @, lub of ¥.

Przyjmijmy teraz za poczatek ukladu Wsp(’)h"’zgdnych .(m, Y, ?)
¢rodek S masy catkowitej m danego ukiadu punktéow matemahgrojh,
za$ jego osie frodkowe za osie wspblrzednych 2, y, 2. Mamy oczywiscle:

D.=0.

D.=0, D,=0,

(11)

Przyjmijmy nastepnie dowolny punkt O(§, 7, £) za p(‘)czaf;ek
nowego ukiadu wsp6irzednych (z',y',2") 0 osiach odpomgdgw roéw-
noleglych do osi z,y i 2. Na mocy (III), str. 162, bedzie:

Dx’:Dx']LmCT], Dq’=Dq+m§C; Dz’=-Dz+m§77,-
gkad na mocy (11):
(12) Dy = min, Dy = mé&¢, Dy =mén.

Zalozmy, ze punkt O (&, 7, {) lezy na jednej z plaszczyz.n drod-
kowych, np. na plaszezyznie xy. Zatem =0. Na Ifu?cy Wl(?c (12?
otrzymamy Dg=0 i Dy=0. Wynika stad, ze 0§ 2 !est osig bez:
wladnosei wzgledem punktu 0. Mamy wiec twierdzenie: Ce T

Jedna = osi bezwladnodci wegledem punktu poloZonego w plasz-
cayénie $rodkowej jest prostopadia do tej plaszczyzny.
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W szezegélnodei, gdy punkt O lezy na osi §rodkowej, np. na
osi #, mamy =0 i (=0, skad na mocy (12) Dy=0, Dy=01 Dy==0,
Wynika stad, ze osie &, ¥, 2 sa osiami bezwladnodci wzgledem
punktu 0. Otrzymujemy wiee wnioski:

10 Osie bezwladnosci wzgledem pumkiu potozonego na osi $rod-
kowej sq réwnolegle do osi $rodkowych.
20 0 $rodkowa jest osig bezwtadnosci wegledem kazdego jej punkiv.

Jezeli dany uklad punktéw materialnyeh posiada of lub plasz-
czyzne symetrii, wowezas mozna dowiesé nastepujacego twierdzenia:

0§ symetrii ukladu punkidw materialnych jest osiq $rodkowq;
podobnie plaszezyzna symetrii jest plaszezyznd drodkowaq.

Dowéd. Aby dowiedd pierwszej czedei twierdzenia, zauwazmy,
e na osi symetrii lezy rodek S masy m ukladu. Wezmy 8 za pocza-
tek ukladu wspélrzednych (,y,#2), a of symetrii za od z. Wobec tego
dany uklad punktéw materialnych zawiera do kazdego punktn A4,
o masie m; i wspéhrzednych #,9,2, drugi punkt 4; o masie réwnej
m; 1 0o wspdlrzednych —x, —¥,, 2, Mamy wige:

D =3[myz+m(—y)2]=0, D =3[mmzz+ m(—az)z]=0.

Wynika stad, ze of symetrii 2 jest zarazem osig bezwladnodel
wzgledem ¢rodka masy S, a zatem jest osig drodkowa.

Aby dowie§¢ drugiej czedci twierdzenia, zauwazmy, %e na
plaszezyznie symetrii lezy Sdrodek masy §. Przyjmijmy 8 za po-
czatek ukladu wspoirzednych, zag osie x i ¥ obierzmy w plaszezyZnie
symetrii. Poniewaz plaszezyzna zy jest plaszezyzng symetrii,'wi@c
do kazdego punktu 4; o masie m; i wspélrzednych x,y,#, istnieje
W naszym ukladzie punktéw materialnych punkt 4; 0 meil.sie r6w-
nej m; i 0 wspéhrzednych z, y, —=. Mamy wiee:

Dx=2[’m,~?lizi + mi?/i(‘“zi)]= 0, -Dy =E[miwizi + mzmz("‘— zi)]:: 0.
Wynika stad, Ze o8 z jest osig $rodkows, a wige plaszezyzna

Symetrii oy, jako prostopadia do osi frodkowej =, jest plaszesz:
érodkowa, ) >} @, jest plaszezyzng
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§ 5. Momenty kwadratowe ukladu plaskiego. Niech
dany bedzie uklad punktéw materialnych lezagych w plaszezyznie I1.
Jako plaszezyzna symetrii jest wiee plaszezyzna I7 na mocy twier-
dzenia poprzedniego plaszczyzna frodkows. W kazdym punkeie
plaszezyzny IT jedna z osi bezwladnogei jest tedy prostopadia do
plaszezyzny II, podezas gdy dwie pozostale osie bezwladnosei leza
w plaszezyZnie I1.

Jezeli wzia¢ pod uwage tylko momenty bezwladnosei wzgledem
prostych lezacych w plaszezyznie II, to rozwazania §§ 3 i 4 mozna
uproseié.

Obierzmy dany punkt O za poczatek ukladu wspélrzednych
(z, y) plaszezyzny II. Wykredlmy z punktu 0
dowolng prosta ! lezgea w tej plaszezyZnie
i tworzaca kat o z osiag 2-6w. Moment bez-
wladnogci wzgledem 1 otrzymamy ze wzoru (I),
str. 164, kladac p=90°—a i y=90°. Zatem

0

a7

Moment zboczenia szz‘?mimiyi nazywaé bedziemy momentem 2bo-
ceenia weglgdem 08t @ © Y.

Zaznaczmy na prostej ! punkty @ i ¢’ ktérych odleglosei od O
sa odwrotnie proporcjonalne do ramienia bezwladnosci. Zbiér takich
par punktéw zaznaczonych na wszystkich prostych I, jakie prze-
chodza przez O, utworzy krzywa, ktéra bedszie przekrojem plasz-
czyzny IT z elipsoida bezwladnosei wzgledem punktu 0. Krzywa ta
bedzie zatem elipsg; nazywamy ja elipsa bezwladnoici wzgledem O.

Réwnanie jej otrzymamy z réwnania (6), str.165, ktadac 2=0.
A wiec réwnaniem elipsy bezwladnodel bedzie

(1) I;=I.cos?a+ I,sin?a— D, sin 2a.

(2) T2+ 1,02 —2D.oy=c>

Jezeli za osie x,y obierzemy osie bezwladnosci, to réwnanie
elipsy bezwladnosei przyjmie postaé

(3) Iea®+ Iyy=¢
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II. Bryly, powierzchnie i linie materialne.

§ 6. Gestosé. Gdy cialo nie jest tak male, bySmy je mogli
uwazaé za punkt materialny, to oprécz masy ciala podajemy takze
rozmieszczenie masy w ciele. ' W wielu bowiem zagadnieniach me-
chaniki duze znaczenie ma nie tylko znajomodé masy calego ciata,
lecz takze znajomogé masy jego poszczegdlnych czedei.

Czesto sig zdarza, Ze masa czedei ciala jest proporcjonalna do
objetosei. Oznaczajac woéwezas przez m mase, a przez v objetogé
ciala, otrzymamy, ze masa przypadajaca na jednostke objetosei,
Wynosi

(I o=m/v.

Liczbe o nazywamy gestodciq ciala.

Méwimy w tym przypadku, ze masa jest w cicle rozmieszezona
jednostajnie, lub ze cialo jest jednorodme, lub wreszeie, ze gestodd
jest stala.

Masa czedci ciala o objetodci »° wyniesie wéwezas m'=v'p,
Na mocy (I) wymiar gestodci jest

1) [gestosd]=L M

Przejdzmy teraz do przypadku ogblnego, t. j. nie zakladajmy,
ze masa jest w danym ciele rozmieszezona jednostajnie. Niechaj 4
bedzie jakimkolwiek punktem danego ciala. Obierzmy w ciele do-

wolny szescian o masie Am i objetodci 4v, ktérego drodkiem jest
. punkt 4. Granice

(IT) o lim 4™ _

hazywamy gestoSciq ciata w punkcie A.

Gestosé ¢ zalezy w ogélnosei od punktu 4. Jezeli 4 ma wspél-
rzedne , ¥, 2, to o jest funkejg zmiennych Z, ¥, 2; mozemy wiec
napisaé¢ p=p(x, y, 2). Jezeli g=congt., to masa w ciele jest roz-
mieszezona jednostajnie i mamy rozpatrzony juz przypadek ciala
jednorodnego.

Zakladaé bedziemy zawsze, ze o jest funkejg ciagle.
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Obliczanie masy. Znajac gestodé w kazdym punkcie ciala
mozemy obliczyé jego mase, jak réwniez mase dowolnej jego czesei.

Przy pomocy plaszcezyzn réwnolegltych do plaszezyzn axy, yz, 2z
podzielmy mianowicie dane ciato na drobne prostopadlosciany (t. zw.
elementy objetodci) i na ewentualne kawalki brzezne o ksztalcie nie-
regularnym. Oznaczmy objetodci kolejnych prostopad}oécia:néw prz’ez
Av,, Avy,... i obierzmy w kazdym z nich po jednym punkcie o wspél-
rzednych @y, Y1, 2, @y Yoy %y ... . Masy poszezegdlnych prostopadlo-
$cianéw wynosza w przyblizeniu (@, ¥y, 2)40, 0(Ls Ys, 2)40s, ... .
Zatem suma

0 (@4, Y1y 21) A0+ 0 (T3 Yoy 22)A05 + ...

przedstawia w przyblizeniu mase ciata. Tworzace podziat na coraz
drobniejsze prostopadiodciany o wymiarach dazgeych do zera 1 prz?-
chodzge do granicy, otrzymamy dla masy m danego ciala wzor

(IID) m=/ [ [e(@y, 2 av,
D

gdzie obszar calkowania D obejmuje cale cia%o. _

’ W szezegélnosei, gdy o=const., dostajemy ze wzoru (1II)

m=pv zgodnie ze wzorem (I)j ) . )
Wzér (ITT) podaje réwniez mase dowolnej czesei danego 'cm}a,,

jezeli przyjmiemy, ze D oznacza obszar zajety przez te czescé.

Powierzchnia materialna, linia materialna. Niekied.y
jeden lub dwa wymiary ciata sa drobne w poréwpaniu b/ Izozostalyml.
Przykltadami takich cial sa plyty, prety. dmty‘1 t. pVV tych przg
padkach przedstawiamy cialo, jako powierzcl}me 1111:: linie matiarl'a 9
i méwimy, ze masa jego jest roztoona pofwwrzchmozfyo 1111? szowo:

Niech masa bedzie rozlozona na powierzehni § i niechaj
A oznacza dowolny punkt tej powierzchni. Oznaczmy przez Ao polt:
malego plata powierzchni S, pokrywaja'eego Qunkt A (t. zw. eéemeg
pola), przez Am mase tego plata. Jezeli wymiary plata beda dazyly
do zera, granice

Am

) Im=e

nazywamy gestoseiq powierzchniowg w punkeie A.
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- W szezegllnosei, gdy o=const, wéwezas ¢ przedstawia mage
plata o polu 1 em?, wycietego z powierzchni S.
Mozna wykazaé (podobnie jak poprzednio przy brylach), ze
masa powierzchni § wyraza sie wzorem

V) m=/ [ odo,
N

gdzie obszar catfkowania § rozciggniety jest na caly powierzchnie,
Gdy g=const. i P oznacza pole powierzchni §, mamy m= P,
skad

(2 o= mP.

Ze wzoru powyzszego otrzymujemy dla gestodei powierzcehnio-
wej wymiar

(3) [gestosé powierzchniowa] = LM,

Podobnie postepujemy w przypadku masy rozlozonej liniowo
na pewnej krzywej C. Jezeli 4 jest punktem krzywej ¢, wéwezas
obieramy dowolny tuk krzywej C, pokrywajacy punkt 4. Jezeli

As oznacza dlugoséé tego tuku (t. zw. element dtugosei), za$ Am jego
mase, wowezas granice

VI) lim Am =

4550 A8 ¢

nazywamy gestosciq liniowe w punkeie A.

W szezegblnodei jezeli p=const, wowezas ¢ przedstawia mase
luku (krzywej () o digogei 1 em.

Masa m na catej krzywej ¢ wynosi

(VII) m =fgd8,
¢

gdzie obszar calkowania rozeiggnigty jest na caly tg krzywa,.

Gdy o=const i s oznacza dlugodé krzywej O, mamy na
mocy (VII):

(4) m=gs, skad o= m/s.

Na wymiar gestodel liniowej otrzymujemy wiec wzér

(5) [gestosé liniowa] =L M.
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§ 7. Momenty statyczne bezwladno$ci. Srodek masy.
Moment statyceny ciala wzgledem pewnej plaszezyzny, np. zy, okre-
glamy w sposéb nastepujacy. Dzielimy cialo na drobne prostopadlo-
gciany o objetodciach Aw,, 4v,, ... i ewentualnie na pewne kawalki
nieregularne brzezne. W kazdym prostopadiodcianie obieramy do-
wolnie po jednym punkecie o wspélrzednych @y, ¥y, 21, Zay Yay 29y oo
Oznaczmy przez o(x, ¥, 2) gestodé ciala w punkeie z, y, 2. Masa
prostopadlodcianu Av, wynosi w przyblizeniu o (ay, ¥y, 2) - dvy; gdy-
byémy caly .jego mase umiescili w punkcie y,y;,2, to mo-
ment statyczny tej masy wzgledem plaszezyzny ay bylby réwny
2+ 0(®y, Y1, %) * 4v;. MozZemy wigce przyjaé, ze suma

2. 0By, Y1y 2) - Ay + 2 - 0(gy Yoy 20) - Avs+ ...
przedstawia w przyblizeniu moment statyczny ciata wzgledem pl.asz—
czyzny xy. Z tego powodu granice powyzszej sumy, gdy wymiary
prostopadiosciandw dazg do zera, nazywamy momentem statycznym
ciala wezgledem plaszczyzny xy. :

Poniewasz granica powyzszej sumy jest catka potréjna _ / / f zpdv,
D

gdzie obszar catkowania D jest rozciagniety na cale ciato, wiec
(I) My=/[/[2edv i podobnie Me={ [ [yodv, My= [ [wedv.
D D D %

Analogicznie okredlamy moment statyezny powifarzchni“i linij.
Zamiast catek potréjnych wystapia odpowiednio catki podwojne po
powierzchniach i pojedyricze po liniach. ' .

W przypadku masy rozlozonej na powierzchni S otrzymamy

D Moy=[[reds, Mu=[[veds, My=] [@eds,
S

gdzie do jest elementem pola, a dla masy rozlozonej liniowo na

krzywej C:

(1) M.y=z0ds,
¢

gdzie ds jest elementem diugosei tuku.

Myz=fw9ds,

sz—‘——C/vadsl &

Momenty statyczne figur ptaskich wzgledem osi 4 i y wyraZajg
sie wzorami :

(1 M= [y odudy, Myzéfmgdwdy.
D
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Dla linij plaskich mamy:

2) ' Mx=l/'ygds, M.,,::‘/'weds.

¢ 4
Srodek masy ciala, powierzehni lub linii materialnej okregla-
- my jako punkt o wspdlrzednych:

av) - m= sz/m, Yo = Muzfm, 2o = My[m,

gdzie My, My, Msxy oznaczaja momenty statyczne wzgledem plagz-
czyzn 2y, 22, ¥y, @ m mase ciala,
Dla figur i linii plaskich dostajemy:

(V) Ly = My/m, Yo = Mxfm.

Jezeli gestosé w ciele jest g=-const., to sz-‘-@/./‘/'w‘z”
YD

i m:gfffdv:gv, skad
) D
fu/:/wdv
D
R
v

(VI)  wmy= Y %

=f4fydv _//D./‘zdv

Widzimy stad, ze x,, y, i 2, nie zaleza od gestogci.

A wige: jedeli gesto$é jest stala, to poloienic Srodka cieskodci nie
zalezy od gestosci.

To samo odnosi sie¢ do powierzchni i linij.

Mozna wykazaé, ze twierdzenia o frodku masy dla ukladéw
punktéw materialnych, udowodnione w § 2, zachodza réwnies
w przypadku cial, powierzchni i linij materialnych.

Bryly, powierzchnie i linie geometryczne. Momentem
statycznym bryly geometrycenej nazywamy moment statycezny ciala
materialnego, majacego postaé danej bryly, przy zalozeniu, ze ge-
stosé o=const; zazwyczaj przyjmujemy p=1.

Srodek masy tego ciala (ktéry nie zalezy od o) nazywamy
srodkiem cigskodei bryly geometrycanej,

An?llogieznie okreflamy moment statyczny i §rodek cigzkosei
dla pomerzchni i linii' geometryeznych.
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Momenty statyczne i drodki masy tworéw geometryeznych
otrzymamy zatem, kladac w podanych wzorach (I)-(V),(1)i (2) p=1
i przyjmujac wobec tego, ze m oznacza objetosd, pole ub dlugosé,
zaleznie od tego czy twoér geometryczny jest bryla, powierzchnig
czy linig. ) ,

Poznamy teraz pewne twierdzenie, ulatwiajace w wielu wy-
padkach znalezienie srodka masy. Przetnijmy dana bryle D plasz-
czyznami réwnolegtymi do pewnej plaszezyzny II. Zaléimy, ze
grodki ciezkodci przekrojéw leza w pewnej plaszezyZnie o.

Przy tych zalozeniach mozna udowodnié, ze $rodek cigezkosci
brylty D lezy réwniez w plaszezyznie o.

Intuicyjnie jest to jasne. Podzielmy bowiem bryle D na cienkie
warstwy przy pomocy plaszezyzn réwnoleglych do plaszezyzny I1.
Mozemy przyjaé. w przyblizeniu, ze frodek masy kazde] warstwy
lezy w plaszezyznie o. Zatem moment statyczny kazdej warstwy
wzgledem plaszezyzny o jest réwny zeru. Wynika stad, ze moment
statyczny catej bryly D wzgledem plaszczyzny o jest zerem (gdyz
réwny jest sumie momentéw poszezegdlnych warstw). A wige £ro-
dek masy bryly D tez bedzie lezal w plaszezyZnie o.

Scisty dowéd mozna przeprowadzié
w nastepujacy sposéb. Przyjmijmy, ze II
jest plaszczyzng pozioma, za§ o jest plasz-
czyzng o réwnaniu
(3) Az +By+Cz+E=0.

Oznaczmy przez D, przekrdj brylty D
plaszezyzng poziomg na wysokosdei z. Nie-
chaj &7 i (=%, beda wspéirzednymi srodka ciezkodei S, prze-
kroju D,. OczywiScie &7 i ¢ sa funkejami z i na mocy (3)

(4) - At +Byp+CL+E=0.

Oznaczajac przez %o, Yo,2, Wspolrzedne frodka masy bryly D,

otrzymujemy z (VI)

(5) Aw0+B:l/o+Ozo+E=%(A [ [aiw+B[ fD [yao+of [D [edo-+To).
D

Niech P, bedzie polem przekroju D, a 2 i 2" (gdzie 2'<2")
granicami, w ktérych sie zmienia zmienna 2. Wéwezas

®) =/ oty
Dz



pem


176 ROZDZIAL IV. Geometria mas.

Zamieniajac catke potréjng na catke iterowang, otrzymamy:

(7) "’=./ / / 'd”?/ ?df”{ / ', / dar dy= /?Pz dz,
- D 2 Dz 2
(8) / //z dvz/z'; dz/‘ /‘dm dyz/'?pz 2de== sz ¢ dz,
Sy 2 * D‘z o o
9 [ [zav= /z'dzl [ [waway.
B D 2 Dz

Poniewaz / / Pr?. dy przedstawia moment statyczny prze-
kroju D, wzgledem plaszezyzny yz, wiee / ' / wdw dy=P, & Zatem
e :

z

na mocey (9)

00, f[ foir=[Ptie s podobmio [ [ [yio=P.na
D z

Na mocy wige (6)—(10) dostaniemy
2! \

Amo+Byo+0zo+E—— / (A&+By-+CL+E)P, dz.

Ze wzoru (4) otrzymamy tedy
Am0+By0+OZO+E=0.

A wige, $rodek ciezkodei bryly D lezy w plaszezyinie o. Udo-
wodniliSmy wiec

Twierdzenie. Jeseli $rodki cigskoSei przekrojow réwnoleglych
danej bryly lezq w jednej plaszczyénie, to $rodek cigdkodei tej bryly
ledy w tej samej plaszczyinie.

W szezegOlnosei wynika stad, ze jezeli srodki ciezkodei prze-
kI‘O]OW leza na jednej prostej, to i €rodek ciezkodei bryly lezy na
tej prostej. Jezeli bowiem przez te prosta przeprowadzimy dowolng
Plaszezyzne, to na mocy udowodnionego twierdzenia §rodek ciezkogei
bryly bedzie lezat w tej plaszezyznie.

Analogiczne twierdzenie zachodzi dla powierzchni i figur
“Plaskich.
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Reguly Guldina. Niech na plaszezyznie zy dana bedzie
krzywa C, o réwnaniu y=j(x), przyezem f(z)>0 dla a<<z<b.
Oznaczmy przez 1 diugosé krzywej. Na moey (V) frodek ClQZkOéGl
wyznaczony jest wzorami:

b 14
(11) mo=Mym=[wdsfl,  yo=M.jm=[yds[L.

Pole powierzchni zatoczonej przez dang krzyws przy obrocie
b

okolo osi x-6w wynosi P=2x f-y ds. Na mocy wiee (11) jest
a

I. ‘ P=2xly,.

Podobny wzér otrzymamy, dla dowolnej krzywej, lezacej ponad
08ig z-6w.

Poniewaz przy obrocie krzywej $rodek masy zatacza kolo o pro-
mieniu y,, wiec 2zny, oznacza obwdd tego kola.

A wiec: powierzchnia bryly, zatoczonej przez obrdt krzywej pla-
skiej okolo osi, lezqcej w plaszceyénie tej krzywej i wmie praecinajgcej
jej, réwne sig iloczynowsi dlugosci krzywej przez droge, yak@ opisuje
$rodek czgzkosc'b

Jest to t.zw. pierwsza reguta Guldina.

Weizmy teraz pod uwage dla tej samej krzywej obszar D za-
warty miedzy krzywsa, osia z a rzednymi z=a i x=>. Oznaczmy
przez F pole obszaru D. Srodek cigzkodei obszaru D ma na moey (V),
str. 174, wspoélrzedne:

" /[mdwdy ¥ //y dwdg./

12) s=g =" Y=F="p

Lecz /fy dxrdy= dx([y dy _.fyad:v Na mocy wiee (12) jest

b
(13) Fyp=} [y2de.

Jezeli krzywa obréci sie okolo osi z, wéwezas objetosé zato-
S. Banach. Mechanika. 12
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b
czonej bryly bedzie wynosila V= 71:./ y2dw, skad na mocy (13)
o

1L _ V =2y, F.

Podobny wzor otrzymaliby$my dla dowolnego obszaru polozo-
nego nad osig @.

A wiec: objgtosé bryly zatoczomej przez obrdt obszaru plaskiego
naokolo osi, ledacej w plaszezyénie obszarw i niepraecinajqcej go, réwna
sie dloceynowi pola obszaru przez droge, jakq odbyl $rodek cieskodci
obszaru.

Jest to 1. zw. druge regule Guldina.

Momenty bezwladnodei i momenty zboczenia. Poste-
pujac podobnie jak przy momentach statycznych, dochodzimy do
okreglenia momentéw bezwladnodel i momentéw zboczenia dla bryl,
powierzehni i linij.

Jezeli go(x, y, 2) oznacza gestodé bryly, to momenty bezwlad-
nofei wzgledem plaszezyzn zy, yz i 2z okredlamy przez wzory:

(VID) Ly=[ [ [esdo, L= [ [ oatan, In={ [ [ ey*do,
. D D D

momenty bezwladnodei wzgledem osi wspélrzednych:

Ix_—_»/i/'./“g(yz—i-zz)dv, I!,z‘/‘./"/.Q(m2.+z2)dv,
(VIII) b . °
Iz=f/~/9(w2 +y2)dv,

D

8 momenty zboczenia wzgledem plaszezyzn ukladu:

(IX) sz‘/iél/)gyzd@, Dyzl/l/:/jgzmd’u, D,= / / /'@myd'v.
D )

Aby otrzymaé momenty bezwladnodei dla powierzchni (linij),
nalezy w podanych wzorach calke potréjng zamienié na podwiing
(pojedyfcza) po powierzehni (po linii) i zastapié dv przez do (ds),
podobnie jak dla momentéw statycznych. Okre$lenia ramienia bez-
wiadnodei oraz masy zredukowanej pozostajg bez zmiany., Twier-

dzenia, udowodnione dla ukladéw punktéw materialnych zachodzy
takze 1 tutaj. ' ‘

icm

[§8] II. Bryly, powierzehnie i linie materialne. 179

§ 8. Srodki ciezkoSeci niektérych linij powierzehni i bryl.
Jezeli linia, powierzchnia lub bryla posiada Srodek symetrii, to jest
on réwnoczesnie srodkiem ciezkosei. Zatem $rodkiem ciezkosei od-
cinka, pelnego réwnolegltoboku, kota, réwnoleglodcianu, kuli i walca
jest $rodek symetrii tych twordw. : ' k

Linia lamana. Srodek cigzkosei linii lamanej, np. ABCD,
otrzymamy, zastepujac kazdy odeinek linii ,

punktem materialnym, umieszczonym w §rodku s, £ ,
odcinka, o masie r6wnej diugodci odeinka. Sro- | 2«7} i ¢ 5
dek ciezkosci nkiadu tyeh punktéw bedzie srod- 1 J{,HJ; N\p
kiem linii ABCD (rys. 1). oA

Niechaj d,, ds, d; 0znaczajg dtugosei odein- Ry
kéw AB, BC, (D, za8 Si(2y¥1); Syl Ys), L.

Sy(as, ¥;) $rodki tych odeinkéw. Srodek ciezkodci amanej ABCD
bedzie wiec miatl wspéirzedne

dy @ +dy 2y +ds 2 y _d1?/1+d23/2+d3!/3
d+dy+dg ¢ dy+dy+ds

Fuk kola o promieniu 7, nalezgey do kata srodkowego 2a,
ma za o§ symetrii dwusieczng tego kata. Srodek ciezkosei tuku lezy
wiec na tej dwusiecznej (rys. 2).

Aby wyznaczyé odlegtodé srodka ciezkosei 8 od érodka kola O,
opieramy sie na pierwszej regule Guldina. Przy
obrocie naokolo §rednicy I, prostopadlej do dwu-
siecznej kata 2q, luk opisuje powierzchnie pasa
kulistego o polu 2rzh (gdzie h oznacza dlugosé
cieciwy, na ktérej wspiera sie tuk). Dhigosé tuku
wynosi s=_2ra, droga za$ srodka ciezkosci 2z-OS8.
Zatem 2rzh=4rza-08, skad OS=h/2a. Ponie-
waz h=2r sin a, wiec

(1) Lo=

@) 08=r222

a

W szezegélnosei dla potkola jest 2a=m, stad O8=2r/x=0,64r.

Tréjkat. Przetnijmy tréjkat prostymi réwnolegtymi do jed-
nego z bokéw. Srodki odeinkéw, a wiec i srodek ciezkosei tréjkata,
leza na dosrodkowe].

Wynika stad, ze s$rodek ciezkodei tréjkata lezy w punkcie
przeciecia sie trzech dosrodkowych, a wiec w odleglosei '/; odpo-
wiedniej wysokosci od kazdego boku.

12%
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Trapez. Srodki odcinkéw réwnolegtych do podstawy trapezu,
a wiec rowniez §rodek ciezkodei § trapezu, leza na dofrodkowej.
Aby wyznaczyé odleglosé ¥, $rodka cigzkosci 8 od podstawy,
obliczmy moment statyczny trapezu wzgledem podstawy. Niechaj
a oznacza podstawe, b drugi bok réwnolegly, h wysokodé i P po-
wierzehnie trapezu. Moment statyczny .wzgledem podstawy wynosi

3) M=Pyy=}(a+b)hy,.

Dzielge trapez na réwnoleglobok i tréjkat, dostaniemy
(4) M =bh-th+3(a—Db)h-$h=4h* a4 2b).

Z poréwnania (3) i (4) dostaniemy

a—+2b
) Y=

Wynika stad konstrukeja geometryczna srodka ciezkogei, przed-
stawiona na rysunku 1. Z podobienistwa tréjkatéw BCS i ADS
dostajemy  (h—y,)ly,= (3b+a)/(}a+b), skad otrzymujemy y,
zgodnie ze wzorem (5). ‘ :

Y
Y
\
5,

&
s

\
b
N

. Wielokat. Aby wyznaczyé érodek ciezkogci wielokata, roz-
bijamy go na tréjkaty (trapezy, prostokaty), a nastepnie obliczamy
momenty statyczne poszczegélnych czedci wazgledem osi ukladu.

3 Oznaczmy przez p np. pole figury podanej na rys. 2. Roz-
?n]&my Jja na 3 prostokaty o polach p,, p, i ps. Niechaj xy, y;, 4, ¥s
1 @, Y3 bedy wspblrzednymi érodkéw ciezkogei wzgledem osi # 1 y.
Mamy Me=p,y1+PeYs~+sys i My=p,0;+poy+pyzy; Srodek ciei-
kofei 8 ma wiec wspélrzedne:

- (6) wﬂ:My/f” Yo=M.[p.
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Wycinek kola. Wezmy pod uwage wycinek kola 0AB. Z po-
wodu symetrii §rodek ciezkosei § wycinka lezy na dwusiecznej kata
grodkowego 2a. Odleglosé OS srodka ciezkosei od §rodka kota O otrzy-
mamy opierajac sie na drugiej regule Guldina. Wycinek OA4B za-
toczy przez obrét naokolo promienia OA=r
wycinek kuli. Wysokogé czaszy wycinka kuliste-
go wyniesie CA=04—0C=r—rcos2a=2rsin?q,
skad objetodé wycinka kuli v=8§r?xz-2rsin?a=
=4r3znsin?a. Srodek ciezkosci zatoczy kolo
0 promieniu 4,=08-sina. Pole wycinka réwna
gie 72a. Na mocy drugiej reguly Guldina
bedzie wiee #r3msin®a=2ny,r2a=2708sina-r2a, skad

(7) 08= T

Dla potkola mamy w szezegdlnodei 2a=x czyli
(8) 08=4r[37n=0,427.

Odcinek kota. Srodek cigzkodei 8’ odeinka kola znajduje sig
na dwusiecznej kata frodkowego do ktérego nalezy ten odcinek.
Odleglogé 08’ frodka ciezkosci odecinka od srodka kola otrzyma-
my ze wzoru, przedstawiajacego moment statyczny wycinka OAB
wzgledem OA jako sume momentéw tréjkata OAB i odeinka kola.
Oznaczajac wiee przez p pole wycinka, przez p’ pole tréjkata OAB,
przez p’’ pole odecinka, a przez F §rodek ciezkosei tréjkata OAB,
otrzymamy p-OSsina=p’-OF sina-+p'"-08'sina. Poniewaz p=ra,
p'=4r2sin2a, p’'=p—p’ i OF=3Frcosa, wiec
_ 4sinta ,
= 3(2a—sin2a)

(9) 08’

Graniastostup. Walee. Srodki cigzkosci przekrojéw graniasto-
shipa plaszezyznami réwnoleglymi do podstawy leig na prostej,
laczacej $rodki ciezkosei obu podstaw. Przekroje zad plaszezyznami
réwnolegtymi do jednej ze $cian boeznych sa réwnoleglobokami (lub
skladaja sie z kilku réwnoleglobokéw); srodki ciezkogei tych prze-
krojow leza w plaszezyznie réwnoleglej do podstawy, poprowadzonej
w polowie wysoko$ei. Podobnie przedstawia sie sprawa dla walca.

Wynika stad, ze $rodek ciggkodci graniastostupa lub walca lezy
w polowie jego wysokosci ma proste], taceqeej $rodki cigtkodei obu jego
podstaw.


pem


182 ROZDZIAL IV, Geometria mas.

Ostrostup. Stozek. Srodki ciezkosci przekrojéw rdwnole-
gkych do podstawy ostrostupa leza na prostej, laczgeej wierzcholek
ze drodliem ciezkodci podstawy. Na tej prostej lezy wiee réwniez
§rodek cu;vkowl § ostroglupa. Aby wyznaczyd
wysokogé, na jakiej lezy ten drodek cigzkosei,
obliczamy moment statyczny ostrostupa
wzgledem plaszezyzny podstawy. Obierajgc
plaszezyzne podstawy za plaszcezyzne pozioms,
otrzymujemy JlI_\.!,=/ / / zdzdydz. Obszar
calkowania jest rozciaggniety na caly ostro-
stup. Oznaczmy przez h wysokosé ostro-
shupa, przez D, przekr6j plaszezyzng poziomg na wysokodei e
i przez P, pole przekroju D.. Zamieniajge calke potrdjng na calke

h It
iterowana dostaniemy M.,= / zdz / / dw dy = / 2P, dz. Niech P oznacza
« ] ; g J

z

Zatem
My= j . (1 - %)Zsz = 75 P,

Z drugiej strony, oznaczajae przez v objetodé ostrostupa, adlprzez

2, wysokosé jego drodka ciezkosdei, mamy
My =20 =2, hP.

Z przyréwnania obu wzoréw na IM,, otrzymujemy
(10) 2y = h/4.

Podobnie przedstawia sie sprawa dla stozka.

A wiec: Srodek ciggkosei ostrostupa (stoska) ledy w /g jego wy-
sokosci ma prostej, laczqeej wierzcholek ze $rodkiem ciggkodei podstawy.

3
] § 9. Momenty bezwladnoSci niektérych linij, powierz-
chnil i bryl. W tym § zakladaé bedziemy, ze rozpatrywane linie,
powierzchnie i bryly maja gestodé staly .

Odeinek. Obliczmy moment bezwladnodei odcinka 4B o dlu-
-godel @ wzgledem prostej I, przechodzacej przez rodek O tego od-
cinka i nachylonej do niego pod katem a.
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Przyjmijmy, ze AB lezy na osi z-6w i ze O jest poeczab-
kiem ukladu wspéirzednych. Podzielmy odcinek AB na drobne
odecinki przy pomocy punktéw @, %, ...
Polézmy Az ==@ys— &y, Axy=12;—w, it. d.
Moment bezwladnodei odeinka Awx; wzgledem
prostej I wynosi w przyblizeniu 734m,, gdzie
Am, 0zZnacza mase 4-tego odeinka, za§ r, od-
leglodé jego lewego koneca od 1. Poniewaz
r=us8na, Am=ocdw, wiec 72Am=a}pdx sin?a. Mozemy zatem
przyjaé, ze moment bezwladnosei I; wzgledem prostej I Wwynosi
w przyblizeniu Ma%odx, sina. Przechodzae do granicy, otrzymamy

/A_a}o A X

+}a

—/'062 sina di = = a3 sin®
= | % adr =15 g sina.
—3a

Masa m odeinka AB wynosi m=ap. Zatem
1) I)={yma?®sin’a.

Poniewaz O jest $rodkiem ciezkosei odcinka 4B, wige moment
bezwladnosei wzgledem prostej I réwnolegtej do I i lezacej w od-
Teglogei d od O wynosi w my$l wzoru (I), str. 161, Ir=I,+md? czyli

{2) Iy = {ym(a?sin?a + 1247).

W szezegblnoei jezeli I’ przechodzi przez koniec A, to
‘d=}asina, skad

(3) Iy =}ima*sin’a.

Jezeli za$ proste 1 i I’ sa prostopadle do 4B, to a= /2 1 mo-
menty I; i Iy redukuja si¢ do momentéw bezwlad_nosel wzgledem
punktéw O i 4. Z (1) i (3) otrzymujemy dla a==/2:

@) To=yma?,  Li=}ma’.

Prostokat. PrzeprowadZmy przez $rodek prostokata o bo-
kach a,b osie %,y ukladu wspohrzednych. Poniewaz osie te s3 osiami
symetrii, wiec sa zarazem osiami §rodkowymi i

b2 a?
/ac?gdwdy = g/dz//w d:r;———a?'bg

—b2 —a2
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Maga prostokata jest m=abp, wiec

() I,=yma?% podobnie I,=qymb®.
’ /, Moment zboczenia D, jest zerem, wiec elipsa
— £~ bezwiadnogci frodkowa ma réwnanie(str. 169, (3))
. AN La*+Tgt=c*  czyli {5 mb2?+ 5 maly?= 2,
¢ A* Stala ¢ jest dowolna; kladac c=qyma2d222,
/ F gdzie 1 jest nowa stala dowolna, otrzy-
mamy :

(6)  (@fAaP+ (y[abp=1. ~

A wige: elipsy bezwladnosei $rodkowe majq osie proporcjonalne
do bokdw prostokata.

Moment bezwladnosei wzgledem prostej I (rys. 1), przecho-
dzacej przez O i nachylonej pod kgtem o wzgledem osi x, Wynosi
(str. 169, wzor (1)) I;=1I.coa-+I,sin%a czyli

(N Li=75m (b? cos? o + a2 gin? a).

Momenty bezwtadnoéei I, i I, wzgledem bokéw i b prostokgta
wynosza IL,=I.4m(bf2)? i Iy=I.+m(a/2)? -czyli

(8) L=ymb, I =jma.

Kwadrat. Zachowujace znakowanie jak dla prostokata, mamy
f"=b’ skad IL.=I, Wynika stad, ze elipsa bezwladnodci srodkowa
jest kolem. Srodek kwadratu jest wige punktem kolowym.

Trapez. Aby wyznaczyé moment bezwladnogei trapezu wzgle-
dem podstawy a (p. rys. 2), podzielmy trapez na drobne paski
réwnolegte do podstawy. Oznaczmy przez Ay,, Ay,,... grubosei tych
paskéw, przez yi, y,,... odleglodé ich érodkéw od podstawy, a przez
diugodci odeinkéw, Przechodzgcych b .
przez Srodki paskéw réwnolegle do podstawy. F\
Mozemy przyjad, 26 moment bezwladnosei i-tego /] ﬁ
paska wzgledem boku ¢ Wwynosi w przyblize- a
min - Amy?, gdzie Am; oznacza mase i-tego 2. ‘
paﬁka: Moment bezwladnodci I, wzgledem boku a réwna sie w przy-
blizeniu  3Am 3% Lecz Am=Ayro. 7 rysunku 2 widzimy, ze

(r—b)/(a— b)=(h—y)f, skad r,:a—(a—-b)%’-- Zatem I,

71y Tay oee

O

Wwynosi

icm

['§ 9] II. Bryly, powierzehnie i linie materialne. 185

Y

w przyblizeniu E[w—(amb)i]gy‘fdyi. Przechodzae do granicy, do-

stajemy
h

L=/ [a——(a—b)%]gy%y:1—129(&+3b)h3.

0
Poniewaz m=4%(a-+b)ho, wiec

1 a+3b

(9) a-‘“—"g' a+b mh3,

Tréjkat. Ze wzoru powyzszego otrzymamy moment bezwiad-
nodei trojkata wzgledem podstawy, kladge b=0. Dostaniemy

(10) I=4mhe.

Réwnoleglobok. Kladgc we wzorze (9) b=a, otrzymamy
moment bezwladnodei réwnolegloboku wzgledem jednego z bokéw:

(11) L=fmh2.

Prostopadlos$cian. Umiedémy poczatek ukladu wspéirzed-
nych w §rodku prostopadioscianu, prowadzac osie , ¥, z ré6wnolegle
do krawedzi, ktérych dlugodei oznaczymy przez a, b, . Moment
bezwladnogei wzgledem osi 2 wynosi

a2 b2 c2

L=[ [ [ely+dwdyds= | o [y [ (5 + ) de =il§abcg(b2+ ).

—a2 —b2 —c2
Kladac m=abcg, otrzymujemy stad
(12) L=1,m(*+c%)

i podobnie I,={sm(a?+c?), IL.=q5m(a*+b?). o

Moment bezwladnosei I, wzgledem krawedzi a jest I,=I.+mad?
gdzie d:-.fyl/b‘*—}cz wiec
(13) I,=ym(b*+¢?)
i podobnie I,=3m(a?+c?), [=¢m(a*+ b2).

Okrgg kota. Moment bezwladnogei okregu o promieniu 7
wzgledem $rodka O wynosi oczywiscie

(14) Io=mr%
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Aby wyznaeczyé moment bezwladnosei wzgledem frednicy,
obierzmy O za poczatek ukladu wspolrzednych (%, ¥). Mamy oczy-
wiseie I,=I, Poniewaz Io=I.+Iy, wiee Lo=2I, czyli I=1I,.
Stad moment bezwladnodci wzgledem frednicy wynosi

(15) I.={mrs.

Kolo. Ze wzgledu na symetrie momenty bezwladnosei po-
wierzehni kota wzgledem srednic sg réwne. Obierzmy srodek kota O
za srodek ukladu wspélrzednych (, y). Zatem I.,=I,, a ponie-

waz moment bezwladnodei wzgledem gSrodka
?y Io=Ix+Iy, WiQG Io=2Ix, Wi@c IxZ%I(). Aby
T obliczyé I, podzielmy kolo na piericienie przy
! omoey k6t wspélérodkowych o promieniach
MK

i-tego pierdcienia wzgledem O wynosi w przy-

blizeniu Am?, gdzie Am, oznacza mase tego
pierscienia. Poniewaz pole piercienia wynosi w przyblizeniu 2zx; dw;,

By Loy ... POYOZIMY Ay =mg— &y, ATg==Bg—Dgy....

Mozemy przyjaé, 2ze moment bezwladnodel
wiee Adm,=2mz,0dx,. Zatem w przyblizeniu Io=227m’}gdmi. Prze-
chodzac do granicy, oftrzymujemy stad

r
(16) To= [ 2mado dw=}mgrt.
: )
Poniewaz masa kola m=12mp, wiec:
an Io=}{m? i I,={m.

Powierzchnia kuli. Moment bezwladnodci powierzchni kuli
wzgledem $rodka wynosi oczywidcie

(18) Io=m2.

. Aby wyznaczyé moment bezwladnosci wzgledem srednicy kuli,
umiesémy poczatek uktadu wspélrzednych w érodku kuli. Z powodu
symetrii mamy I.=I,=I,. Poniewaz 2Io=I.-+I,+I, wiec Io=3I..
Zatem I.=3§I,, skad

(19) I.=3mr.

Kula. Biorac za poczatek ukladu wspblrzednych $rodek kuli,
mamy ze wzgledu na symetrig jak poprzednio I=%I,. Moment I
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obliczymy postepujac podobnie jak przy kole, t.j. dzielac kule na

warstwy przy pomocy kul wspolsrodkowych. Otrzymamy

(20) Io=imr? i Ii=32mr2

Walec obrotowy. Oznaczmy przez r promiel podstawy,
a przez h wysokosé walca. Weimy za poczatek ukladu wspolrzednych
g¢rodek osi walca, przyjmujac of walca za o§ z-6w.

Aby obliezyé moment I,, postapmy podobnie jak przy kole,
t. j. podzielmy walec na warstwy przy pomocy walcéw o podstawach
wspotérodkowych z podstaws walca. Otrzymamy

{21) L=1mra.

Aby obliczyé momenty I, i I, podzielmy walec na warstwy
przy pomocy plaszezyzn réwnoleglych do podstawy. Oznaczmy
przez Azy, Az, ... graboscel warstw, przez 2, 2, ... wspolrzedne srodkéw
ich podstaw, przez Amy, A, ... MAsy Warstw.
Moment Bezwzglodiiogei i-tej warstwy wazgle-
dem prostej réwnoleglej do osi x i przechodza-  N-=f===;,
cej przez srodek ciezkosei tej warstwy réwna C s 42
sie w przyblizenin fAm;? (jak moment bez- 2
wladnogei kola wzgledem srednicy). A wiee mo- g Lo
ment bezwladnodel warstwy wzgledem osi @ 3| -y
wyniesie w przyblizenin f4m*+Am;. Ponie- ’

ry

waz Amy=r*ndzp, wiec bedzie w przyblizeniu
Iv—_:E(]‘;W—i—z‘,%)-r%gAzi, skad, przechodzge do granicy, otrzymujemy
Pl 1
I.= / (ng-l—zz)rzngdz:l—grzngh(3r~+h-).

—h2

PoniewaZ masa walca jest m=r2moh, wiec

(22) L=o5m(3r* 2.
Ze wzgledu na symetrig mamy oczywiscie I,=I,. .
Moment wzgledem tworzacej | walca wynosi I,=I,+mr?, wigc
(23) I=3mr,

0§ 2 jest osig symetrii, a wiec jest ona réwnoczesnie 0sig s’.rod;
kowsa. Z powodu symetrii osie z i y sa réwniez osiami srodkowymi.
Elipsoida bezwladnosci ma wige réwnanie Iyx®-+I,y2-+I1.22=¢c% skad
wobee (22) 5m (3124 h?) (2*+4?) +imr2t=c* czyli
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(@fr2+ (y[r2+ (s VEBr T+ R2))=22,

gdzie 12 jest dowolng statg. )
Elipsoida bezwladnosci jest wiec elipsoidg obrotowg. Gdy TVS_—,h,
elipsoida jest kulg.

(24)

Stozek obrotowy. Oznaczmy przez r promiei podstawy,
a przez h wysokosé stozka. Umiedémy poczatek O ukladu wspél-
rzednych w wierzchotku stozka i przyjmijmy of stozka za 0§ z-6w.

bezwiladnosei drodkowa, a wiec na mocy twier-
— L dzenia 2%, str. 168, osig bezwladnogci w punkeie 0.
Z powodu symetrii ogie » i ¥ 83 réwniez osiami
bezwladnodci w punkcie O.

Zi Podzielmy stozek na warstwy o grubodei
Az przy pomocy plaszezyzn réwnoleglych do
podstawy. Moment bezwladnogci i-tej warstwy
wzgledem osi 2 wynosi w przyblizeniu Am 122
(podobnie jak moment bezwladnosci walca wzgledem osi), gdzie 7,
oznacza promier dolnej podstawy ¢-tej warstwy. Niech 2; oznacza.
wspélrzedng drodka dolnej podstawy i-tej warstwy; wéwezas.
rifr==2/h, czyli

(25)

r=rz;/h.
Poniewaz w przyblizeniu Am=rndzo, wiec na mocy (25) mamy

(26) Amri={(r[h)inopet Az,
skad w przyblizeniu I = Zg(r/h)%gz?zlzi. Przechodzge do granicy,
otrzymamy

h -
dfr\ 1
I, —d/ 5(—7;) ngz“dz:—l—or“hng.
Masa stozka jest m={12zhp, wiec

27 L= e,

10
Aby obliezyé I, zauwazmy, ze moment i-tej warstwy wzgle-
dem prostej réwnoleglej do osi z-6w i przechodzacej przez frodek
cigzkofei tej warstwy wynosi w przyblizeniu fAm 2, Zatem wzgle-
dem osi z-6w wynosi on tAmpi+-Amg}. Suma ta réwna sie na mocy

Jako of symetrii jest ona réwniez osig.
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e\ 2 2
{25) i (26) i(%) ngz§(4+ (%) )Azi=A'w,-, czyli I, réwna sie w przy-

blizeniu D /Aw; Przechodzae do granicy, otrzymamy

I.vzd/!l[%(%}zﬂgz“(il—}—(%}2)]dz=2io’r?ng(4h2+r2)h,

czyli

3 E
(28) Lo =55 m(r*+41).

Oczywidcie mamy I.=I,.

Niech ¢ oznacza kat miedzy osia = a tworzaca ! (lezaca w pla@z—
czy‘nie xz). Poniewaz osie #,%,# sa osiami bezwladnodei w O, wiee
na moecy wzoru (I), str. 164, jest Il=Ixcosza+Iycoszﬁ—lfIzcoszy,
gdzie a, B, y oznaczaja katy miedzy tworzaca ! a osiami ukladu

7T .
wspblrzednych. Mamy a=g—(p, ﬁ—_-g iy=¢, skad
I =1I,sin2 @+ I, cos? ¢,
a stad na moey (27) i (28)

(29) I = ;% m[ (72 +4h?) sin? @+ 272 cos?® ¢].

7 uwagi na to, ze tge=r/h, dostajemy

3m r2+6h3
(30) I=g mrm’
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