ROZDZIAL IIX

DYNAMIKA PUNKTU MATERIALNEGO

I. Dynamika punktu swobodnego

§ 1. Podstawowe pojecia dynamiki. Przedmiotem badan
dynamiki jest ruch ciat pod wplywem sil, ktére ruch ten wywolujg.

W kinematyce wszystkie uklady odniesienia sg, jak juz wiemy,
réwnouprawhione; jest rzeczg obojetna, jak mierzymy czas (t. j. jakie
przedzialy czasu uwazamy za réwne). Prawa dynamiki natomiast,
wypowiedziane przez Newtona, wasne sg nie dla kazdego ukladu
odniesienia i nie dla kazdego pomiaru czasu.

Uklad inercjalny, czas bezwzgledny. Uklad odniesienia,
dla ktérego przy pewnym pomiarze czasu zachodzg prawa dynamiki
newtonowskiej, nazywamy wukladem inercjalnym, odpowiedni za$ po-
miar czasu — pomiarem czasu absolutnego, a ruch ciata wzgledem
ukladu inercjalnego — ruchem absolutnym.

Scigle biorae, nie znamy dotychezas praykiadu ani ukladu inercjalnego ani

czasu absolutnego. W wielkiej liczbie zagadnien mozemy jednak obraé takie

uklady odniesienia i takie metody mierzenia czasu, Ze stosowanie praw dyna-
miki doprowadza do wynikéw do&é malo réinigeych sig od dokwiadezenia, aby
bledy mozna byto praktycznie pominaé.

Jezeli np. badamy ruch drobnych cial w poblizu ziemi w krétkin prze-
ciagu czasu, to wyniki beda naogél wystarczajaco dokladne, gdy =za ukiad
inercjalny przyjmiemy ukltad odniesienia zwiazany z ziemia, za§ mierzenie czasu
absolutnego oprzemy na zaloZeniu, Ze ziemia wzgledem gwiazd statych obraca
sie okolo swej osi w réwnych ezasach o réwne katy.

W innych jednak zagadnieniach (jak np. wahadlo Foucaulta, giroskop,
ruch planet) stosowanie praw dynamiki do ukladu odniesienia zwiazanego z zie-
mig nie prowadzi juz do réwnie dobryeh wynikéw. Znacznie lepsze wyniki otrzy-
mamy tu, przyjmujae za uktad inercjalny uklad odniesienia, ktérego poczgtek
znajduje si¢ w stoneu, osie za$ skierowane sa ku gwiazdom stalym. ‘

Prdcz poprzednio wspomnianego mierzenia czasu, opartego na jednostaj-
nofei ruchu obrotowego ziemi okolo swej osi, istnieja jeszeze inne metody mie-
rzenia czasu, ktére podaje astronomia.

W dynamice zakladamy,
i gzas absolutny.

ze dany mamy ullad inercjalny
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Masa i sila. W dynamice wystepuja nowe pojecia, jak np.
masa i sila. Przyjmujemy, ze s3 one czytelnikowi znane z fizyki
i nie bedziemy blizej wchodzili w ich okredlenia. Podamy tylko
te ich wlasnodei, jakie zakladamy o nich w dynamice.

Masa ciala wyrase sig liczbg dodainia, zalezny od obioru je-
dnostki masy t.j. od obioru dowolnego ciala, ktérego mase ozna-
czamy liczbg 1.

Stosunek mas dwdeh ciat nie zalezy od obioru jednostki.

Jezeli wiee przez m, i m, oznaczymy masy dwéch cial przy
pewnej jednostce, za§ przez m; i ms; masy tych ciat przy innej
jednostee, to

my [ty = my[Ms.

Niech np. masa pewnego ciala A wynosi m, jezeli za jednostke
obierzemy mase ciala B. Przyjmijmy ponadto, ze masa ciata A4
wynosi m’, ciala za§ B wynosi m'’, jezeli za jednostke obierzemy
mase innego ciata €. Stosunek mas ciat A i B wynosi zatem m/1,
gdy jednostky jest masa ciala B, za§ m’/m’’, gdy jednostka jest
masa ciata O. Jest wieec na mocy zatozenia m/l=m'fm", skad

m' = mm’’.
Mozemy zatem, znajac masy cial przy pewnej jednostce, obli-
czyé je przy innej jednostee.
Masa ciala jest niezaleina od czasu,t. zn. ze dane cialo ma w kaz-
dej chwili te samg mase.

Sile uwazamy za wyznaczona, jezeli podana jest jej wielkosé
(warto$é bezwzgledna), kierunek, zwrot i punkt za0zepienia. Sile,
dziatajaca na ciato, moze nam uzmystowié nitka’ napieta lub spre-
Zyna rozeciagnieta, przyczepiona do ciala (p. rysunek).

Sily, ktérych wielko§é wyraza sie liczba 0,

. . . . B
nazywamy sitamé zerowymi. Przy sitach zero- Di_.__r,-

wych nie rozrézniamy kierunku ani zwrotu.

Wielkosé sity miezerowej wyraza sig¢ liczbq dodainig, za.leZn%
od jednostki sily, t.j. od obioru dowolnej sity (niezerowej), ktorej
wielko$é oznaczamy liczbg 1. .

Stosunek wielkosei dwdch sit (niezerowych) nie zaledy od obioru

jednosthi.
Opierajac si¢ na tym, mozemy z wielkoSei sity przy pewnej
jednostece wyznaczyé jej wielko$é przy innej jednostce.
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Sile, dzialajaea na cialo, przedstawiamy jako wekior. Obieraimy
w tym celu dowolng jednostke dlugofei i dowolna jednostke sily.
Site dang przedstawia wektor, ktdrego dlugosé wyraza sie ta samg
liczbg co wielkogé sily, za$ poczgtek, kierunek i zwrot s te same,
co poczatek, kierunek i zwrot sity. Wektor majacy np. 5 jednostek
dhigosci przedstawia site majgca b jednostek sity. Sile zerowy przed-
stawia wektor zerowy.

Dziatania na silach okre§lamy jako dzialania na wektorach,
ktére przedstawiaja te sity. Jezeli np. wektory Py, Ps,..., P, przed-
stawiaja pewne sily, wowezas suma i;ych sit nazywamy sile, ktory
przedstawia wektor P=~P+Py-+...4-L,.

Momentem sily (przedstawionej przez wektor Py wagledem
punktu O nazywamy moment wektora P wzgledem 0.

Punkt materialny. W. dynamice zajmicmy si¢ najpierw
ruchem punktéw, a nastepnie ruchem cial. Podobnie jak w kinge-
matyce, punkt bedziemy niekiedy uwazali za model ciala (np. w pray-
padku, gdy rozmiary ciala sa drobne w stosunku do toru).

Masq punkiv nazywamy mase ciala, ktore dany punkt przed-
stawia; sam punkt nazywamy woéwezas punkiem materialnym.

Jezeli sita dziala na clato, ktérego obrazem jest punkt ma-
terialny A, wéwczas sile te przedstawiamy w postaci wektora o po-
czatka w 4. : : .

Sita, dzialajaca na punkt materialny, mode si¢ emieniad w czasic
zarGwno co do wielkosei, jak co do kierunku i zwrotu. ‘

§ 2. Prawa dynamiki Newtona. Prawa dynamiki, wypo-
wiedziane przez Newtona, podaja zwiazki, jakie zachodzg w ruchu
absolutnym miedzy masa, przyspieszeniem i sitami, dzialajgeymi na
punkt materialny. ' “

Prawa ruchu. Niech uklad odniesienia (x,y, 2) bedzie ukladem
nercjalnym, za§ ¢ niech oznaeza czas absolutny. Przy tych zaloze-
niach prawa ruchu mozemy wypowiedzieé jak nastepuje:

L Jeéeii m ornacka mase punkiu materialnego, p prayspicszenie
w chwili t, P sumg sit deiatajocych na punks materialny w chwili t, to
(1) - mP=KDP,
gdzie K oznacza pewng liczbe (dodatnia), zalezng tylko od obioru

7eclno.s-t.ek diugosel, czasu, masy i sity (a wige niezalezng od czann,
magy i sity).: - ' : '
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7 réwnofei (1) wynika, ze
(2) m |p| = K |P|.

Jezeli wiec ze wspomnianych jednostek trzy obierzemy do-
wolnie, to czwarta mozemy zawsze tak dobraé, by K=1. Obierzmy
np. dowolnie jednostki ezasu, dlugosci i masy, a za jednostke sity
obierzmy taksg sile, ktéra punktowi o masie 1 nadaje przy$pieszenie 1.
Przy tych jednostkach dla m=1 i |Pl=1 mamy [p}=1, zatem ze
wzoru (2) otrzymamy K=I1. Zwiazek (1) przyjmie wtedy postaé

(I mp=P.

Na przyszlosé bedziemy stale zakladaé, ze jednostki sa tak
dobrane, by K=1. Prawo Newtona bedziemy wiec zawsze Przyj-
mowali w postaci (I).

Tworzge rzuty na osie ukiadu otrzymamy mna mocy (I):

(IT) - mp,=P, mp =P, mp =P,.

Roéwnodei (I) i (IT) sa oczywiscie rGwnowazne.
Poniewaz p=dp/dt, zas m jest liczba stata, wiec mp = d(m?) Jdt.
Zatem zwigzek (I) mozemy napisa¢ réwniez w postaci :

(IIT) d (m®)/dt=P.

Wektor m7 nazywamy pedem (ilodciq ruchu).
A wiec: pochodna pedu (wzgledem czasu) réwna sig sumie sit
driatajacych na punkt materialny.

Niech na punkt materialny o masie m dzialaja sity, ktorych
suma P w pewnym okresie czasu stale jest zerem. Wtedy mp=0,
wiee przyspieszenie 7=0, i punkt porusza sie wéwezas ruchem
jednostajnym prostolinijnym (lub jest w spoczynku). Mamy wiec
nastepujace prawo, zwane prawemn bezwladnodei Newtona:

TL. Jeseli na punkt materialny w pewnym okresie czasu deia-
tajg sity o sumie 0, to punkt jest w spoczynku albo w ruchu jedno-
stajnym prostolinifnym.

Na odwrét, jezeli punkt jest w spoczynku lub w ruchu jedno-
stajnym prostolinijnym, to przyspieszenie p=0, a poniewaz na
mocy prawa (I) jest mP=P, wiec suma sit dzialajacych P jest zerem.
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Sity dzialajace na punkt materialny pochodzy zazwyczaj z dzia-
lanig innych punktéw materialnych na dany punkt. Dla sil tych
Newton podal prawo nastepujace, zwane prawem akcji © realeji:

IIL. Jeieli punkt materialny A deidta na punkt materialny B
2 pewnq sita, to rdwnies punki B dziola wéworas na punkt A z silg
rowng co do wielkosei i kierunku, ale o swrocie przeciwnym; Sily
z jokims punkty A ¢ B deiatajo na siebie sq zawsee skierowane
wzdluz prostej AB, lqczqcej te punkty.

Jezell sila, z jakg punkt 4 dziata na punkt B ma zwrot ku 4
(a wiee sita, z jakg punkt B dziata na 4, ma zwrot ku B), to mo-
wimy, ze punkty 4 i B preyciagaja sie; w przypadku przeciwnym
méwimy, ze punkty te sig odpychaja.

Réwnowaga punktu i sii Jezeli punkt materialny jest
W spoezynku, to powiadamy, ze jest w réwnowadee. O silach
Py, P, ..., P, méwimy, ze 33 w réwnowadze lub ze si¢ réwnowaiq,
jezeli ich suma jest zerem, t.zn. jezeli Pi+Py4-...+P,=0.

Jezeli wige punkt materialny jest w réwnowadze, to sity dzia-
lajace na ten punkt réwniez sa w réwnowadze. Jezeli natomiast
sity dzialajace na punkt materialny w pewnym okresie czasu s3
w réwnowadze, to w tym okresie czasu przy$pieszenie p=0, za-
tem punkt jest badz w réwnowadze, bads w ruchu jednostajnym
prostolinijnym.

Sila bezwladnogei. Zasada d’Alemberta. Prawo (I) mo-
zemy napisaé¢ réwniez w postaci

(Iv) P+ (—mp)=0.

Wektor —mp o poeczatkn w punkcie m nazywamy silq bee-
wladnosei.

Nie nalez‘y'saddzié, ze wektor —mp przedstawia sile dzialajgcs
na punkt matemf.mlny m. Tylko dla wygody nazywamy ten wektor
gity (bezzviadnoécl). Na punkt m dziataja tylko sily, kt6rych suma
wynosi P,

Zwiazek (IV) mozemy wypowiedzieé jak nastepuje:

Sity dzialajace na punkt materialny sq w réwnowadze 2 sty
bezwltadnosct.

. -Powyz'sze sformulowanie jest réwnowazme I prawu Newtona
1 nosi nazwe zasady d'Alemberta. Zasada ta daje duze ushugi Pray
badaniu ruchu punktéw 6. zw. nieswobodunych. '
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§ 3. Uklady jednostek dynamieznyeh. Zasadniczymi
jednostkami, jakie przyjmujemy w dynamice, g jednostki diugosei
czasu i masy. Przy pomocy tych jednostek okreflamy jednostke
sity. Za jednostke sity obieramy mianowicie sile, ktéra masie 1 na-

daje przyspieszenie 1.

Uklad fizyezny cgs. Ot6z za jednostke diugosci przyjmuje
sie centymetr (cm), masy gram (g), za jednostke czasu sekundg (sek)
i gity dyne (dyn).

Pierwotnie metr (m=100 cm) miat przedstawiaé jedng czter-
dziestomilionows czesé poludnika ziemskiego. Przy obliczeniach je-
dnak popemiono pewien niewielki biad. Dzisiaj metr okreslamy
przy pomocy diugodei wzorca przechowywanego w Paryzu. Podobnie
jednostka masy 1g miala byé pierwotnie masa 1cem? wody che-
micznie czystej przy 4°C pod ciénieniem 760 mm rteci. Obecnie
jednak przyjmujemy za 1 kilogram (kg=1000 g) mase wzorca pla-
tynowego, przechowywanego w Paryzu.

Jednostke czasu 1 sek okreslamy z pomocy t. zw. §redniej doby
stonecznej, ktérej wyznaczeniem zajmuje sie astronomia. Srednia
doba stoneczna = 24 godzin (godz), godzina = 60 minut (min), mi-
nuta = 60 sek.

Jednostka sity 1 dyn jest sila, ktéra masie 1g nadaje przy-
$pieszenie 1 cm -sek—2

Uklad zasadniczych jednostek (centymetr, gram, sekunda) na-
zywamy krétko ukladem fizycanym cgs.

Mierzenie mas i sil. Drobne ciala w poblizu ziemi, pusz-
czone swobodnie, spadaja ku ziemi pionowo ruchem jednostajnie
przyépieszonym (jezeli pominiemy opor powietrza). Przyspieszenie
to (zwane ziemskim) jest w danym miejscu na ziemi dla wszyst-
kich cial jednakowe, zmienia si¢ jednak wraz z szerokodeia geo-
graficzng. Oznacza si¢ je przez ¢. U nas przy$pieszenie ziemskie
wynosi w przyblizeniu g=981 cm - sek .

Niechaj m oznacza masg drobnego ciala. Sile skierowana pio-
nowo w d6l, o wielkofei Q=mg, nazywamy cigiarem tego ciala.

Ciezar jest wiee proporcjonalny do masy ciata; ciala majace
réwne ciezary (w tym samym miejscu na ziemi) majg réwne masy
i na odwr6t.

Przy pomocy przyrzadu zwanego wagd (ktérego zasade po-
znamy w rozdz. VI), mozemy poréwnywaé ciezary dwoch ciat. Poniewaz
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z réwnosei ciezaréw wynika réwnodé mas, wiee prazy pomocy wagi
mozemy pofrednio poréwnywaé masy ciat. Wynika stad, Ze przy
pomocy wagi mozemy mierzyé, t.]. wyznaczaé masy cial.

Sily mierzymy sposobem dynamicenym lub statyeznym.

Sposéb dynamiczny opiera sie na I prawie Newtona (P=mp).
Ze wzoru tego mozemy wyznaczyé sile P, gdy znamy mase ciala m
i przy$pieszenie P, jakie mu sila P nadaje.

Spos6b statyezny opiera sie na tym, ze pod dziataniem sil
ciala zmieniaja swoj ksztalt (odksztaleaja sig). Ze znajomosei od-
ksztalceri mozemy w pewnych przypadkaeh wnioskowad o wiclkodei
sit, wywolujacych te odksztalcenia. Jezeli np. na sprezynke, zawie-
szong pionowo, dziala w dolnym jej koreu sila skierowana pionowo
w dét, woéwezas sprezynka sie wydluza. WydluZenie jest (przy ma-
tyeh sitach) proporcjonalne do wielkodei sily dzialajyeej. Prayvzady
stuzgee do statycznego mierzenia sit nazywamy dynamomelrani.

Uklad techniczny jednostek. W teehnice rozpowszech-
niony jest t.zw. uklad techniceny jednostek. W ukladzic technicznym
przyjmuje si¢ za jednostki zasadnicze jednostki diugodei, czasu i sily.
Jednostke dlugosei jest 1m, czasu 1sek, a sily 1 kilogram (kg).
Jest to ciezar 1dem? wody (w normalnyeh warunkach) pod 459
szerokogei geograficznej pélnocnej (gdzie przyspieszenio ziemskie
g=981 cm-sek °=9,81 m-sek ). ‘

Jezeli we wzorze |P|=m|p| polozymy |P|=1 i |p|=1, dosta-
niemy m=1. A zatem jednostka magy bedzie masa, ktovej sila 1 kg
nadaje przyspieszenie 1 m-sek 2, ‘

Niech m bedzie masa ciata, ¢ jego ciezarem (pod 4h° szer.
geogr. pin.) i polézmy ¢g=19,81 m-sek . Zatem Q=my, wiec
(1) m=Q/g=0/9,81.

Ze wzoru pPowyzszego mozemy wyznaczy¢ mase ciala w je-
dnostkach ukladu technicznego, gdy znamy ciezar ciala. Poniewas
cigzar 9,81 dem?® wody (pod 45° szer. geogr. pln.) wynosi 9,81 kg,
wige jednostke masy w ukladzie technicznym przedstawia masa
9,81 dem?® wody.

W ukladzie cgs masa 9,81 dem® wody wynosi 9,81 kg (masy) ==
=9810 g (masy). Zatem:

(2) Jedn. masy wukt. techn. = 9,81 kg (masy) == 9810 g (nasy).

{&by znalezé zwigzek miedzy jednostka sity (keg) w uklulzio
technicznym a jednostks sity (dyna) w ukladzie egs, ZMIWAZINY, %0
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1 dem® wody (t. j. masa 1000 g) spada na ziemie pod wplywem swego
ciezaru 1 kg z przydpieszeniem 981 em-sek >, Zatem 1 kg (sity)=
=1000-981 dyn, skad

{3) 1 kg (sity) == 981.000 dyn.

Wymiary wielkodei dynamicznych. W dynamice wyste-
puja jeszcze inne wielkosei (np. praca, energia kinetyczna i t. p.), kt6-
rych jednostki okre§lamy, podobnie jak jednostke sily, przy po-
mocy jednostek zasadniczych, t.j. dtugosei, masy i czasu. Podobnie
jak dla wielkodci kinematycznych (por. Rozdz. II, § 11), mozna
wprowadzié dla wielkogei dynamicznych pojecie wymiaru. Znajomosé
wymiaru danej wielkodci pozwala w latwy sposéb wyznaczy¢ miare
tej wielkodcei przy zmianie zasadniczych jednostek.

Przypusémy, ze obraliémy dwa uklady jednostek diugosci, masy
i czasu, ktére oznaczymy odpowiednio przez L, M,T i L', M’,T"
i ze miedzy tymi jednostkami zachodzy zwiazki

(4) L=, M=uM', T=-=T"

Niechaj miara jakiej$§ wielkosei dynamicznej A wynosi ¢ pray
jednostkach L, M, T, za$ a' przy jednostkach L', M’, T".

Jezeli mozna dobraé takie liczby a,f,y, zeby dla kazdych
dwéch ukladéw jednostek L, M,T i I/, M',T' spemiajacych
zwigzki (4) zachodzil zwigzek
(5) o' = ad* yt7,
to wym’ém*em wielkodei A nazywamy wyrazenie
(6) M T

Wymiar wielkosci 4 oznaczamy przez [A], a jednostke wiel-
kodci A przy jednostkach L, M, T przedstawiamy symbolem M1

~ Wielko$é A wynosi zatem o L*M*1” przy jednostkach L, M, T,
za$ a'L'“M"*T" przy jednostkach L', M',T", skad
(7 oL W T =o' L' MP T

Opierajac sie na wzorach (4) i rachujac formalnie, dostaniemy
aEMPT" = a0 QL) (MY (T'Y, skad
(8) aL“ M T = (a 2" W &) I MP T

Ze wzordw (7) i (8) otrzymujemy przez przyréwnanie wzor (5).
W ten sposéb przy pomocy rachunku formalnego mozemy, zZnajac
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wymiar wielkoei 4, otrzymad jej miare przy zmianie jednostek
dtugodci, masy i czasu. |

Ozytelnik latwo uogélni twierdzenie podane na str. 51, ktére
daje duze ustugi przy wyznaczaniu wymiara.

Prayklad 1. Sita o wielkodei (wartoei bezwzglednej) P, dzia-
lajage na punkt materialny o masie m, nadaje mu przyspieszenie
o wielkodei p. Zatem P=mp, skad [Pl=[m]-[p]. Poniewaz [m]=M
i [p]=LT*, wiec

(I) [sila] =L M T7°

Jednostks sity w ukladzie cgs jest dyna. Zatem
(I1) dyn=cm-g- sek .

Przyklad 2. Site o wielkosei 6 m kg min * praedstawié w ukla-
dzie cgs.

Mamy

6 m-kg - min~*= 6 (100 cm)- (1000 g) - (60 sek) * =
= (6-100-1000-60%) - (cm g sek ™) = 1662/, dyn.

§ 4. Réwnania ruchu. Jednym z gléwnych zagadnien dy-
namiki jest wyznaczenie ruchu punktu materialnego, gdy dana jest
masa m tego punktu i sila P, dzialajaca na ten punkt. W najprostszym
przypadku sita P moze byé podana, jako funkeja czasu, t. zn. ze
dane s3 funkcje:

(1) P.=F(t), P,=®(), P,=¥()

okre$lajace w kazdej chwili ¢ (pewnego okresu czasu) rzuty sily P
‘na osie ukiadu.

Spotykamy sie jednak z przypadkami bardziej skomplikowa-
nymi. Zdarzyé sie moze, ze jaki§ obszar D ma te wlasnodd, ze na
dany punkt materialny, umieszezony gdziekolwiek w obszarze D,
dziala pewna sita P.

Jezeli sila P zalezy tylko od polozenia punktu, a nie zalezy
od niczego wiecej (np. predkosdei), to obszar D nazywamy polem sil.
Przykladem pola sit jest pole grawitacyijne ziemskie: na dany bowiem

-punkt materialny umieszezony w poblizu ziemi, dziaka sila cigzkofel zalozna tylko
od polozenia tego punktu (a niezaleina od predkofci).

icm
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(T) . m@ = Px,
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W polu silt jest wige sita P funkejs wspéhrzednych x,%,2 da-
nego punktu. Pole jest okreflone, jezeli sg dame funkcje:

Py= O (z,y,2), P.=Y(z,y,z),

wyznaczajace W kazdym punkecie pola rzuty sity P. Jezeli wiec ba-
damy ruch punktu w polu sil, to mamy do czynienia z sita, ktéra
zalezy od polozenia punktu.

Jezeli punkt materialny porusza si¢ w pewnym osrodku (np.

- w powietrzu), wéwezas na punkt materialny oprécz innych sit dziala

réwniez sila oporu, jaki ofrodek przeciwstawia ruchowi. Sila ta za-
lezy miedzy innymi od predkofei punktu materialnego. W tym
przypadku mamy wiec sile zalezng réwniez od predkosei punktu.

W najogélniejszym przypadku przyjmowaé bedziemy, ze sita P za-
lezy od czasu, polozenia i predkodei punktu. Zakladaé¢ wiee bedziemy,
7e sita P dziatajgca na punkt materialny okreslona jest funkejami:

(3) Px=17'(50,y,z,9b,y',z“,t), Py;"@(m’yyz7‘ﬁ:y’éat)y .P,_:-Y’(m,y,z,df,g],é,t),

ktérych wartosdciami sg rzuty tej sity, zalezne od wspélrzednych
polozenia punktu (x,v,2) i jego predkodei #,v,2, oraz od czasu t.

O funkcjach (3) zaktadamy zazwyczaj, ze sq ciggle © majq po-
chodne czqstkowe ciqgle w pewnym obszarze zmiennych ®,Y,2,%, Y, 2,1

Oczywidcie, ze W poszezegélnych zagadnieniach sita P nie musi
zalezeé od wszystkich zmiennych z,y, ..., ¢, lecz od niektérych moze
by¢ niezalezna.

Teoretycznie jest do pomysflenia, ze sila P moze zalezeé od
wyzszych pochodnyeh (np. od drugich, trzecich, it.d.) zmiennych

‘@, y,% Z przypadkami takimi nie spotykamy si¢ jednak w zagad-

nieniach praktycznych i nie bedziemy ich tu rozwazad.
Niechaj ruch punktu materialnego dany bedzie przez funkcje:
(4) z = (1), y=o(t) z=p(t).
Na moey réwnosei (IT), str. 73, otrzymujemy:
my = Py, mz = P,.
Jezeli zatoiymy, ze Py, P,, P, sa funkecjami ksztattu (3), réw-
nania (I) przyjma postaé
m@ =F (@, Y, 2, & §, %, 1),
(II) my =P, y, 2, %, 9, 4, 1),
mé =¥(@, Y, 2, &, § %, 1)-
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Powyzaze roéwnania przedstawiagg uklad réwnan rézniczkowych
rzedu drugiego, przyczem szukanymi funkejami s funkejo (4).

Przypudémy, ze badamy ruch w otoezenin pewnej chwili ¢,
Zatézmy, ze w chwili ¢, punkdt mial wspolrzedne wg, ¥y, g, %08 Pred-
ko&é jego miata rzuty w, Yo, Zo- Zalozmy nadto, ze funkeje (3) va
funkejami cigglymi, posiadajgeymi ciggle pochodne ezgstlkowe w oto-
czeniu warto$el @, Yo, 2oy Foy Yor fos lo-

7 teorii rownan rézniczkowych wiadomo, ze pray powyzszych
zalozeniach istnieje jeden i tylko jeden uklad funkeyj (4) ciaglyeh
wraz z pierwszymi i drugimi pochodnymi w otoczenin  chwili ¢y,
speliajacych réwnania (II) oraz zwigzki:

(B) flt)=w0; @(te)=Yuo Plto)=rg;  J'(by)==ibo, @ (Lo)==t1gy ' (Lg) ==&y

Uklad ten, jako jedyny uklad funkeyj (4) czynigey zadogé
wszystkim zgdanym warankom, Wwyznacza wige ruch punktu ma-
terialnego, majacego w chwili £, wspolrzedne @y, 4y 2 1 prediodé
‘o rzutach g, fo, fo-

Widzimy stad, ze ruch punkiu jest w zupelnosci wyznaczony
‘pmez podamie masy punliu, sit dziatajacych na niego @ t. 2w. warunkow
poczatkowych (6. j. jego polozenia i predkofei w chwili poczatkowej t,).

Réwnania (IT) nosza nazwe rdwnarh ruchu Newtonae.

Przyklad. Sila zalezna tylko od czasu. Niech sita P
zalezy tylko od czasu i dana bedzie przez funkeje (1). Rdéwnania
ruchu (II) beda wiee mialy postad:

ma = F (t), my = D (t), me = V(1)

Dzielge przez m i calkujac obustronnie, otrzymamy dlu #y=0:

t ¢ t
1 .1 , N Y AN
‘m:%j}mm+% y:mf@mm+%, xm/wmm+%
0 0 ]
Przyjmijmy, ze dla t=0 mamy #&=d, J=yg &=~ (warunki
poczatkowe). Podstawiajac w powyzszych réwnaniach f==0, dosta-
niemy 6=y, Oy=Yg C;==%, Zabtem:

(6) & = Fy(t) + 2o, § = Py (8) + o & == Wy (1) -1 &gy

[
gdzie F1(5)=;}l f Fydt it d. Calkujge réwnania (6), otrzymamy:
0
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¢ b t
(1) o= [Fy(t) Attagttci, y=[ By(t) Bi-tgoitcs, o= [Vi(t) di-Hag+ch.
0 0 0

Przyjmijmy teraz, ze dla t=0 jest w=uwn, y=y,, 2=2, Zatem
z réwnan (7), kladac 1=0, dostaniemy ci=u,, =1y, ci=¢2, A wiec

(8) w=Fy(t) + 2ot + 2oy Y = Dy(t) +yob + Yoy 2= ¥s(t) + 2t + 20,
¢
gdzie Fy(t) =/ It)dt it.d. Z réwnan (8) wynika, ze ruch bedzie
0

okreglony, queli w chwili poczatkowej {=0 podamy polozenie punktu
(6. j- 2oy Yoy 2p) 1 DPredkosdé poczatkowa (t.]. @, Fo, %)

§ 5. Ruch pod wplywem sily cieikosSeci. Niech na punkt
materialny o masie m dziala sita P stala co do wielkosei, kierunku
i zwrotu.

Z tym przypadkiem mamy do czynienia, badajae ruch drobnych ecial
w poblizu ziemi i przyjmujac za uklad inercjalny ukiad zwiazany z ziemia. Je-
7eli pominiemy opér powietrza, to na ciato wyrzucone dzialaé bedzie tylko sila
ciezkoéei, ktérg na matej przestrzeni uwazaé mozemy za stala.

Niech P oznacza site ciezkodci. Zatem |P|=mg (g przyspie-
szenie ziemskie). Obierzmy uklad (z,v,2) w ten sposéb, by of z byla
zwrécona pionowo ku gérze. Zatem:

P.=0, Py =0, P, = —myg.
Réwnania ruchu Newtona (str. 79, wzory (II)) przyjma wiec
postaé: m#=0, my=0, mé=—myg czyli:
(1) & =0, 3 =0, 5 =—y.
Catkujac powyzsze réwnania, otrzymamy:
(2) & = ¢y ¥ = ¢y E=—gl—+ 0.

Calkujac jeszcze raz, dostaniemy:
3) * = ¢f + o, Y =¢of + 03, =149t + ¢t + ¢3.

Liczby ¢, g s, C1, €5, 05 Ozhaczaja stale catkowania, ktdre wy-
znaczymy, znajgce warunki poeczatkowe, t.j. wspolrzedne g, y,, %
i rzuty g, Yo % predkosei ¥, punktu ruchomego w chwili poczgtko-
wej t,. Bez szkody dla ogélnosei mozemy zatozyé, ze t,=0; ponadto
(dobierajae odpowiednio uklad wspéirzednych) mozemy przyjaé, ze
w chwili {,= 0 punkt znajdowat si¢ w poczatku ukladu, za$ predkodé v,
lezala w plaszezyznie pionowej 2.

S. Banach, Mechanika. 6
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Zaldadamy wige, 20 dla t==0 jest wy==0, Yo==0, =0 i gy==0,
Wstawiajac t=0 w rdwnania (2) i (3), otrzymamy:
H ’ TR 3! e o ) i A e
=&y C=Yy=0, =2%; e=wy=0, €=y =0, ey e,
Réwnania (2) i (3) prayjmuja wiee postaé:
29 E=ug Y=0, &=—yt-+3&,
(3" p=dgly, Yy=0, z==—1j gP4%l
Poniewaz jest stale y=0, wige ruch odbywa sie w plaszezyinie
pionowej zm. ‘
Rozpatrzymy dwa przypadki: t. zw. rzut pionowy i rzut ukodny.

kierunek pionowy (lub byla zerem), a wige Ze  #y==0. Kladge se=9
i 2y=1y otrzymamy z (2')1 (3'):

(4) ;n::(), \?]:‘—: 0, a}::x(), .!/r*(),
(5) V== (l-g, == ) g0l

Poniewaz jest stale =0 1 y==0, wiec punkt porusza sie po osi 2
t. j. po pionie. Mamy nadto P=p=—¢.

A wiee: jedeli predkodé poczathowa ma kierunel pionowy (lub
jest zerem ), wowczas punkt pod wplywem sily cigdhoSel porusza sig
ruchem jednostajnie przyspieszonym po pionde.

Przyjmijmy, ze v,>0, t.j. ze w chwili poczatkowej predkodé
miata zwrot ku gérze (np. ze wyrzuciliSmy punkt pionowo w gére
z predkodeiy v). Oznaczmy przez h wysokodd rautu, 6. j. wzniesienio
maksymalne, jakic punkt osiggnie. Aby otrzymaé h, nalezy obli-
ezyé maksimum funkeji =— 1§ g2+-v4t. Dostaniemy
(6) h=2%/2g w chwili t==v, /g,

Rzut ukodny. Zalézmy, ze predkosé 3, (- 0) tworzy z osig @
kat a=F £ = /2. Kladac |Gyl==1v,, dostaniemy @,=1v,cos 1, Z,==v,sin a.
Na mocy wiee (27) i (3'):

(7) T=10, COS a, y==0, g=— gl-}-vy sin «
(8) T=17gt COS a, y=0, p=—1 g0 lsina,

Poniewaz cos ag=0 i v,==0, wige na mocy pierwszego z row-

nan (8) t=w/v,cos a, skad

g
(9 2o — T :Bz._,.‘ut- (L.
) ® 2 v} cos*a rotg

Rownanie powyzsze jest réwnaniem paraboli.
A wige: punkt w reucie wko$nym porusea sig po paraboli.
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Parabola ta przecina o$ x w punktach O i D. Dhugosgé odecinka
OD=d nazywamy odlegtoscig rzutu.

Aby wyliczyé d, podstawiamy z=0 w (9).
Otrzymamy

2

W
1

A wiee: maksymalna odleglosé rzutu przy danej predkosei po-
czgtkowej vy wypada dla kqte o=m[4=450. '

o3

(10) d= " sin 2a. Z

¥

Aby otrzymaé wysoko$é rzutu h, nalezy obliczyé maximum
funkeji (9). Dostaniemy

(11) h=v}sin*a/2g dla r=visin2a/2g.

§ 6. Ruch w ofrodku stawiajgeym opér. Punkt ma-
terialny, poruszajacy si¢ w osrodku takim jak np. powietrze, napo-
tyka na opér. Doswiadczenie okazuje, ze opér powietrza daje sie
wyrazi¢ przez site zalezna tylko od predkosei punktu (przy ciatach
opér zalezy jeszcze od ksztattu ciala). Opér ma kierunek predkosei,
ale zwrot przeciwny. Wielkosé oporu zalezy od wielkogei predkosei,
a nie zalezy od jej kierunku. Oznaczmy wielko$é oporu przez I,
a wielko$¢ predkosei przez v. Mozemy wige napisaé

I'=f(v).

Funkeja f jest rosngcs, przyczem f(0)=0. Dla predkoseci mniej-
szych od predkosei glosu (wynoszacej w powietrzu 333 m/sek) mo-
zemy z duzg dokladnoscia przyjacd, ze

(1) I'=4?,

gdzie 1 jest wspélezynnikiem zaleznym od temperatury i gestosei
powietrza.

Rzut pionowy. Rozpatrzymy przypadek spadania punktu.
Zatézmy, ze punkt spada po osi 2, ktérej nadajmy zwrot pionowo
w doL. Zatem wspélrzedna predkosei 2=v>0. Opoér jest skierowany
ku gérze, wige rzut jego na of 2z jest ujemny. Przyjmujac, ze wielkodé
oporu wyraza sie wzorem (1), otrzymujemy, kladge i=Fkm:

. dv 9
(2) ME=M oy =M — kmo?,
. dv .
Stad R dt, a wiec

dv
(3) _[E——_W _fdt~t.

6¥*
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Kladac UOQ:‘/‘%, dostaniemy

tody 1 dv 1 Voot
= J—— log —= g
/ g—k? k) vl—v  2kve R R 0

gdzie ¢ jest staty catkowania. Na mocy wiee (3)

1 VooV

) Thom 8 v O

Zatéimy, ze w chwili poczatkowej t=0 predkosé wynosila v=0.
Podstawiajac v=0 i =0 we wzorze (4), dostanicmy e¢==0. Zatem

2ev_ b B

0= Wod® — 1 2

B [ R — S 1— B me il K VN

(5) (oot 1" ( D 1) o
Ze wzoru (b) wynika, Ze stale v < e

A wige: predkosé punkiu spadajacego pionowo w o$rodku stawia-
jacym opdr nie warasta nieograniceenie, lecz fjest stale mniejsea od
predkodei gramicene] Ve.

Po pewnym czasie predko§é » malo sie réimni od we i1 punkt
spada ruchem prawie jednostajnym. Zaobserwowaé to mozemy na
kroplach deszezu.

Rzut ukodny. Zalézmy obecnie, ze punkt porusza sie w plasz-
czyZnie pionowej 2z, Przyjmijmy ogélnie, ze wielkodé oporu wynosi

I'=f(v). Oznaczajac opér przez I, otrzymamy wige F=~f (v) b,
v

skad [y=— f;_v) Ve 1 Tp=— ]ig)—) V.. Zatem:
fee 0V p ),
] ]
Roéwnania ruchu beda wiee mialy postad
mm-—-—T ﬂ’l, mz:mg——— *;l;““ 3, Q)=Vﬂ:‘éﬂ;|-:z‘2
Rozwigzaniem powyzszych réwnan zajmuje sie t. zw. balistyka

zewngtrzna. Zadanie to jest bardzo trudne, gdyz wartodei funkeji
f(v) znamy tylko z pomiaréw.
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§ 7. Moment ilosei ruchu. Niech punkt materialny 4 o ma-
sie m porusza sie z predkodeia ¥. Wektor mv o poczatku w 4 na-
zgwaliSmy pedem albo ilodciq ruchu (str. 73). Jezeli #, y, z 53 wspol-
rzednymi punktu 4, to rzuty pedu na osie ukladu wynosza odpo-
wiednio m#, my, ma.

Oznaczmy przez K moment ilosci ruchu mo wzgledem poczatku
ukladu. Zatem (str.18, wzdr (II)):

(1) Ee=mje—2y),

Ey=m(s0—#z), K.=m(%y— yx).

Utwérzmy pochodng (wzgledem czasu) momentu ilosei ruchu.
Otrzymamy:
@)  K.=m@a—2y), K,=m(3z—iz), K.=m(@y—ij»).
Zalézmy, ze uklad odniesienia jest ukladem inercjalnym, a na
punkt A dziala sita P. Wéwezas m@ =P, my=P,;, mé=DP, skad
na mocy (2)

(3)  K.=P,2—P,y, K,=P,5—P.2, K, =P.y—Pu.
Wyrazenia, stojace po prawych stronach réwnad (3), przed-

sta,wiaj_ad momenty sity P wzgledem osi ukladu. Oznaczajac wige

przez M moment sity P wzgledem poczatku ukladu, mamy namocy (3):

(4) K.= M, K, = M, K,=M,.

Roéwnania powyzsze mozemy napisa¢ w postaci jednego réw-
nania wektorowego:

(5) K=

Za poeczatek ukladu mogliSmy obraé punkt dowolny.

A wiec: pochodna momentu iloci ruchu wzgledem dowolnego
punktu stalego réwna sie momentowi sily deiatajacej wzgledem tego
punktu.

7Z réwnan (4) wynika réwniez, ze pochodna momentu loSci
ruchu wzgledem dowolnej osi stalej réwna sig momentows sity wegledem -
tej osi. '

Zasada zachowania poél. Przypuiémy, ze moment sily ].E
wzgledem pewnej osi I jest stale zerem; albo wige kierunek sity P
przecina o I, albo sila P jest do osi I réwnolegta. Obierzmy of 1 za
of z. Mamy zatem M,=0. Na mocy (4) jest wiee K,=0, czyli K.= const.
Stad na mocey (1) otrzymujemy
Zy— yx = const.

(6) m(dy— ge) = const.  czyli
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Niechaj A’ bedzie rzutem punktu 4 na plaszezyzng  wy.

Punkt A’ ma wspolrzedne @,y. Zatem predkodé polowa (str. 47)
punktu A4’ wynosi -} (#y—yw). Ze wzoru (6) wynika, Ze predkodé
polowa punktu 4’ jest stata.

A wiee: jeseli moment sity wezgledem pewnef osi jest stale zerem,
to moment ilodci ruchu wegledem tej osi jest staly i predkosdé polowa
reutu ruchu na plaszezysne prostopadly do tej osi jest stala.

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe zasady zachowania momentu
ilosei ruchu lub zasady zachowania pol.

§ 8. Ruch srodkowy. Jezeli punkt materialny porusza sig
w ten sposéb, ze jego prays$pieszenie w kagdej chwili ma kierunck
przechodzacy przez pewien staly punkt O, to ruch punktu nazy-
wamy ruchem Srodkowym, punkt za$ O drodkiem ruchu.

Np. ruch jednostajny punktu po okregu kota jest ruchem drodkowywm,
gdyz przyépieszenie jest stale skierowane ku érodkowi kola, bedacomu w tym
przypadku frodkiem ruchu (str. 43).

Poniewaz przyspieszenie ma kierunek sity dzialajacej na punkt
materialny, wiee w ruchu §rodkowym kierunek sily przechodzi przez
grodek ruchu.

Pole sit w ktérym kierunki sil przechodzg przez pewien staty
punkt O nazywamy polem $rodkowym, & punkt O Srodiiem pola.

Punkt o masie M umieszezony niernchomo w statym punkeie O
i przyciggajgey inny punkt o masie m z sily, ktora zalezy tylko od
wzajemnej odleglodei tych punktow, wybtwarza pole sit. PPole to jest
polem §rodkowym, gdyz sila dzialajgea na punkt m ma -- wedle prawa
akeji i reakeji (str. 74, ITI) — kierunek przechodzgey przez punkt M.

Punkt materialny porusza si¢ w polu $rodkowym ruchem
grodkowym; $rodek ruchu lezy oczywidcie w grodku pola.

Obierzmy poczgtek ukladu wspdlrzednych w drodku pola. Po-
niewaz kierunek sily przechodzi stale przez poczatek ukladu, wige
jej moment wzgledem kazdej osi jest zerem. Na mocy zasady za-
chowania pdl ruch rzutu punktu na kazda plaszezyzne ukladu
ma wowezas predko§é polows stalg, zatem:

(1) ya—8y = a, ap— =D, Y — ganr = ¢,

gdzie a, b, ¢ s3 pewnymi stalymi. Mnozge réwnanio pierwsze obu-
stronnie przez w, drugie przez y, trzecie przez = i dodajge stronami,
otrzymamy

(2) ax + by -+ ez = 0.
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Widzimy wiee, ze wspolrzedne punktu spelniaja staleréwnanie(2).
Jest ono réwnaniem plaszezyzny, przechodzacej przez poczgtek
ukladu (6. j. przez srodek pola). Zatem punkt porusza sie w plasz-
czysnie, przechodzace] przez poczgtek ukladu.

Jezeli na tej plaszczyZnie obierzemy osie x, y, woéwezas z (1)
wynika, ze predko$é polowa w plaszezyZnie ruchu jest stala; pro-
mienie wodzace zakreslaja wiec w réwnych czasach réwne pola.

A zatem: tor ruchu $rodkowego jest torem plaskim, lezqcym
w plaszezyénie przechodzqeej przez $rodek; promienie wodzaqee, wy-
chodzace ze srodka, zakreslaje w réwnych czasach réwne pola.

Udowodnimy teraz twierdzenie odwrotne:

Jedel tor punkiu jest plaski, a promienie wodzqce, wychodzaqce
2 pewnego stalego punktu O (lezqcego w plaszczyénie toru), zakreslajo
w réwnych czasach réwne pola, wowezas kierunek sily dziatajacej
preechodzi stale przez punkt O.

Dowbd. Obierzmy poczatek ukladu w O, zas osie x,y w plasz-
czy#nie ruchu. Punkt porusza sie wiee w plaszezyznie xy. Poniewaz
predkogé polowa jest stata, wiee #y— yr=const. Rézniczkujac obu-
stronnie, dostaniemy &y—yx=0, wiec (mi)y— (my)w=0, skad

3) Poy—P,o=0.

Poniewaz #=0, wiec P,=m#=0. Sila P lezy zatem w plasz-
czyinie xy; na mocy (3) moment sity P wzgledem O jest zerem,
wiee kierunek sity P przechodzi przez O, c. b. d. d.

Uwaga. Zatézmy, ze predkos$é polowa w ruchu srodkowym
jest zerem. Wtedy dy—gez=0 lub (we wspéirzednych biegunowych)
r2¢=0. Wynika stad, ze albo jest stale r=0, t. zn. ze punkt jest
w spoezynku, albo jest stale p=0 czyli p=¢,=const, t. zn., ze punkt
porusza sig po prostej przechodzacej przez srodek (i nachylonej do
osi z pod katem g,). :

A wiec: jeseli w ruchu $rodkowym predkosé polowa jest zerem,
to punkt porusza sie¢ po prostej przechodzqce] preez Srodek.

Jezeli za$ zatozymy, ze predkosé polowa jest rézng od zera,
to 720, czyli r==0.

A wiec: jezeli w ruchu $rodkowym predkosé polowa jest rOENG
od zera, to punkt nigdy wie przechodzi przez srodek.
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Wzér Bineta. Punkt 4 o magie m porusza sig w frodkowym
polu sit w plaszezyznie ®y z predkoseia polows rézng od zera. Wpro-
wadzmy wspolrzedne biegunowe 7, . Oznaczmy przez P rzut sity P
na promied wodzagcy OA. Zatem Py=Pcose i Py=Psing, wige
P,cosp+ Pysinp=P, skad
(4) P=um (& cos @ 4 sin ¢).

Poniewaz ==*cos @ i y=rsiny, wiec (por. str. 47, wzir (2))

& cos o+ 9 sin g =7 — r¢?
skad na mocy (4)
(5) P=m (¥ — rp?).
Oznaczmy predkosé polows przez | e. Z zaloZenia jest }e=k0.

Poniewaz we wspélrzednych biegunowych predkosdé polowa wynosi
72 (str. 47), wiee

(6) Mo=c¢ czyli @=c/r

Przypudémy, ze tor ma réwnanie r=7f(p). Zatem

Tdt dp At dp T T " T dp |
wiee

L _dr _ didp o B(1/r) 1
(8) ST 4w T T T

Ze wzoru (5) na mocy (6) i (8) otrzymujemy:

_ et d?(1jr) ¢
P=m <—— ’Iﬁ'é "*‘&‘“pz - — "]’3)7
zatem
I - me(@Ar) 1
o P T (Tt

Wzdr powyiszy nosi nazwe weory Bineta.

Wzér ten z ksztaltu toru pozwala wyznaczy¢ sile, dzialajgcy
w .ruchu Srodkowym. Na odwrét, znajgc site P jako funkejo
zmiennych r i g, mozemy wyznaczyé tor.
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§ 9. Ruchy planet. Prawa Xeplera. Opierajgc sie na obser-
wacjach, podal Kepler nastepujace trzy prawa odnoszace sie do
ruchéw planet:

1) Planety krazg po elipsach, w ktéryeh ognisku znajduje sie
slotice.

2) Promienie wodzace, wychodzace ze storica zakreslaja w réw-
nych czasach réwne pola. .

3) Kwadraty czaséw obiegu dwdch planet sa do siebie w sto-
sunku takim, jak trzecie potegi ich $rednich odleglodei od storica
(przyczem przez Srednig odleglodé rozumie sie polowe wielkiej osi
elipsy, po ktérej krazy planeta).

Trzecie prawo nie jest zupehie §ciste. Przyczyne tego poznamy
pézniej. Zauwazmy jeszcze, ze prawa Keplera majg charakter scisle
kinematyezny.

Wnioski z praw Keplera. Z praw Keplera wyprowadzil New-
ton (przy pomocy dynamiki) prawo, okreslajace silty, ktére wywoluja
ruch planet. Z pierwszych dwéch praw Keplera wynika mianowicie, ze
planety kraza po torach plaskieh z predkoscia polows stata. Na mocey
wiec twierdzenia odwrotnego ze str. 87, sily dzialajace na planety
sg sitami §rodkowymi, ktérych kierunki przechodzg przez slorice.

Obierzmy w plaszezyznie ruchu planety osie x,y, umieszezajac
poczatek ukladu w storicu jako ognisku elipsy, po ktérej planeta
krazy. Za kierunek osi x obierzmy kierunek wielkiej osi elipsy i na-
dajmy osi x taki zwrot, by S$rodek elipsy lezal w czesei ujemnej
osi . Oznaczmy of wielky elipsy przez 2a, o$ mala przez 25, a mi-
mosréd przez 2e. Roéwnanie elipsy we wspolrzednych biegunowych
bedzie wowezas miato postaé

1 - a(l—e*)
1) = 1t ecosg’
gdzie

e a? —b?
(2) e=_ =

Ze wzoru Bineta (str. 88, (I)) mozemy otrzymadé site, dziatajaca

. . . 1 1-+ecos
na planete. Mamy mianowicie na mocy (1) ~= T:—(f—:_—ea;}—), skad
a1/r) £COS @ . 0y .
e e o § . mocy (2) i wzoru Bineta
i a1—e) a wiee na moey (2) i wz i
. mea
(3) P=— b2
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Pole elipsy wynosi abm; oznaczajac praez 1 czas obiegu pla-
nety, otrzymamy z uwagi na to, ze }e¢ jest predkodeiy polowy,
Le=abn/T, czyli ¢=2abx/T. Na mocy zatem (3) dostanicmy

4ntma’
e

(4) P=—

Poniewaz P< 0, wige sila jest skierowana ku sloricu.

Na mocy trzeciego prawa Keplera mamy dla dwdeh planet
2T = a*lad, cayli oP[T?=a}/T% Tloraz /T ma zatem staly
warto$é dla wszystkich planet. Kladge

(5) = a1,
otrzymamy z (4)
(6) p=—tTLn,

A wiec: sila, pod kidrej wplywem plancta si¢ porussw, jest skie-
rowana ku stoveu 1 wprost proporejonalna (co do wiclkodei) do masy
planety, o odwrotnie do kwadratu odleglodei od storica.

Prawo ogélnego ciazenia. Wynik powyzszy, wyprowadzony
z praw Keplera, nasunat Newtonowi przypuszcezenie, ze sila dziala-
jaca na planete pochodzi ze wzajemnego przyciggania si¢ plancty
i slonica. Mysl te uogélnil Newton w postaci prawa powszechnej
graawitacit czyli ogdlnego ciqienia:

Dwa jakiekolwick punkly materialne preyciqgaje si¢ = sitami,
Itoryeh wielko$é jest wprost proporejonalne do mas, a odwrotnie do
kwadratu odlegtodei tych punktow.

Wedlug prawa akeji i reakeji, sily, z jakimi si¢ punkty ma-
terialne przyciagaja, sg co do wielkodei réwne, przeciwnie skicro-
wane i dziataja wzdiuz prostej laczgceej te punkty. Qznaczajac przesz
my 1 m, masy punktow, przez » ich odleglodé, a przez P wielkodé
sily, z jaka sie przyciggaja, otrzymamy wiec
My My

2

(1) P=K

gdzie K jest pewna stalg, t.zw. stalq ciqienia, zalezng tylko od jedno-
stek dlugogei, masy i czasu.
Zréwna?ia(l)nmmy I Pr2 fmymey, matenn [IC s 2] [r Py |0y,
. - IR R S, . , :
wiee [H]=LM "1 . Pomiary okazaly, e w ukludzie eys:

K=6,6.10"%cm? g'sek 2,

icm

[§9] I. Dynamika punktu swobodnego. 91

Stalg ciazenia mozna zmierzyé przy pomocy t.zw. wagi Jolly ego.
Jest to waga, ktora po jednej stronie ma dwie szalki, gérng i dolng,
a po drugiej jedna. Cialo o o masie m

kladziemy na szalce gérnej i réwnowazymy
je na szali przeciwnej ciezarkiem o masie m.
Cialo @ przenosimy nastepnie na szalke mep

dolng; réwnowaga nie zostanie przez to agm
zachwiana. Jezeli jednak pod szalke dolng b@u
podstawimy ciato b o masie M, waga sie
przechyli. Zeby réwnowage przywroécid,

musimy do ciezarka m dolozyé ciezarek o masie .

W do$wiadezeniu cialo b bylo kuly olowiang. Poniewaz, jak
mozna okazaé, kula jednorodna przyeciaga punkt materialny poto-
zony zewngtrz tak, jak gdyby jej calkowita masa byla skupiona
w drodku, wiec oznaczajac przez r odleglodé srodka kuli od ciala a,
mamy HKmM[r>=ug czyli

K= pyr2/mM.

Masa ziemi. Mozna okazaé, ze kula zlozona z warstw wspol-
grodkowych o gestodci stalej przyciaga punkt polozony zewnatrz
tak, jak gdyby cala jej masa skupiona byla w $rodku kuli. Przyj-
mujac, ze ziemia spelnia powyzsze zalozenie, i oznaczajac przez M
mase ziemi, przez R jej promiern, a przez @ ciezar ciala o masie m
(na powierzehni ziemi), otrzymamy Q=K m M /R* Poniewaz ¢=myg,
wiee mg=K mM|R? czyli
(7) M = gR?K.

Przyjmujac g=9,81 m-sek—2, R=6300km, A =6,6.10"%cm?g " sek 2,
otrzymamy (po zamianie m i km na cm)
M=6.10"g.
Gestosé ziemi otrzymujemy ze wzoru
o=M|t R3x=3g/4A KRn=05,6 g cm™.
Rownanie Keplera. Zajmiemy sie teraz wyznaczaniem po-
lozenia planety w danej chwili czasu. Obierzmy uklad wspoirzednych

w plaszezyznie ruchu planety, jak na str. 89. Elipsa, po ktorej
krazy planeta, ma we wspélrzednych prostokatnych réwnanie

(x+e)2a®+y? =1,
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Wprowadzmy kat pomocniczy w, okreslony przez réwnanias
(11) (@ +6)|a = cos u, /b = sin u.

Kat u nazywamy anomaliq mimosrodowa.

Réwnania (IT) okredlaja kat u jednoznacznie. Z (II) dostajemy:

%= a(cos u— e/a), Y = b sin u.

Podstawiajac e=eja, b=al)1—e, otrzymujemy stad:
(8) = a(c08 u—=), y=a 1= sin u.

Promien r otrzymujemy z rdwnania

= g? R = a?(1l—e cos u)A
Zatem
any r = a(l—¢g CO8 u).

Kat @, jaki r tworzy z osia @, nazywamy anomalie prawdziwa.

7 réwnania elipsy we wspolrzednych hiegunowych (str. 89, (1))
dostaniemy . e cos ¢ = ¢(1l—e?)—r, wige

re(l+cos @) = (1—e) [a(1l-+&)—7],
skad na moey (III), r(1 + cosg)= a(l—e) (1 4 cosu). Poniewaz

1—[—008«p=20082£ i 1+eosu=200323, wige

(IV) WOOS§ Va —a)cos—j i podobnie me |/co L&) sm—-;
stad

‘ L 1+ £, U
(V) g5 =l/f: tg 5
Wzory (IV)i(V) wyznaczaja jednoznacznie ¢ przy pomocy u.
Przypudémy, ze w chwili t=0 jest u=0, a wige p=0. Pole
elipsy wynosi abn. Jezeli I' oznacza czas obiegu planety, wowezas
predkosé polowa wynosi abm/T. Promied wodzacy zakredli wiee
. ab
w czasie od 0 do t pole - —T{I t. Pole to mozemy réwnics przedstawid
w postaci catki

(9) o= s 2 .

()
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Rézniczkujae (V), otrzymamy de = l/l e du . Na
cos? ¢ 1—e¢cos2}
. 1 1—
mocy wiee (IV) do =l 1 i z-“( o ) du= aVlr du. Podstawiajac
b 1—e? .
w (9) otrzymamy QTEt_a__V 5 £ / rdu, skad na mocy (III),
p :

b, _ T2
T 2

dostaniemy

(VI) % — esinu = 2a|T.

(u—e sin u). Stad z uwagi na to, ze a?}1—e= ab,

Wryrazenie 2xt/T nazywamy anomaliq $redniq.

Réwnanie (VI) nosi nazwe réwnania Keplera.

Przy pomocy réwnania Keplera mozemy dla kazdej chwili ¢
wyznaczy¢ u, 2 nastepnie przy pomocy réwnan (I1I), (IV), (V) pro-
mied 7 i kat ¢. Astronomia podaje liczne metody rozwigzywania
réwnania Keplera. '

. W astronomii anomalie mimoérodowa u oznacza sie zazwyczaj litera E,
anomalie prawdziwa ¢ litera ¥, a anomalie érednia 2~#/T litera M.

§ 10, Praca. Przypusémy, ze punkt materialny przesunal sie
z punktu A do B i ze podezas tego przesuniecia dzialala nan
(oprécz byé moze innych sit) sila P.

Sita stala. Zalézmy, ze sita P, dzialajgca na punkt materialny
podezas jego ruchu od A do B, byla stata co do wielkosei, kierunku

i zwrotu (choé ruch moégl sie odbywaé po linii krzywej).

Pracq s'tly P na preesunigeiu AB nazywamy iloczyn skalarowy
P.AB.

Jezeli wiec prace oznaczymy przez L, to
('I) L=P.AB. N 5
Niechaj o bedzie katem zawartym miedzy P i AB. Zatem
(IT) ’ L=|P|-|4B|cosa.’
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Praca moze byé liezbg dodatniy, ujemng lub zerem. Praca
sity P jest zerem, jezeli P=0 lub AB==0 (t. zn. gdy nie ma prze-
suniecia) lub jezeli a=w=/2 (t.zn. gdy sila jest prostopadla do prze-
suniecia). Jezeli P=F0, @:}:O i cosazE0 to praca jest liczby do-
datnig lub ujemna, zaleznie od tego czy a jest katem ostrym czy
rozwartym.

Jezeli a=0 lub a=mn (t. zn. jezeli sila ma kierunek przesunie-
cia), mamy

L=+ |PI|AB|7

przyczem znak zalezy od tego, czy sila i przesuniecic majg zwroty
zgodne czy przeciwne.

7 twierdzen o iloczynie skalarowym (rozdz. I, str. 7) wynika, zo
praca sity P na przesunigein AR réwna sie iloczynowi praesunicein
i rzutu sily na kierunek przesunieeia lub iloezynowi sily 1 rzutu
przesuniecia na kierunelk sity.

Nalezy zwrocié uwage, ze — wedlug okredlenia — praca nie zaledy
od czasu, w jakim punkt materialny pracsungt si¢ od A do B.

Oznaczmy rzuty przesuniecia, A B na osie ukladu przes Aw, Ay, Az
Na mocy wiec (I)
(1) L= P Az P,Ay + P, Az,

Jezeli punkt A4 ma wspllrzedne @y, yg, 2, %8 B @, 4,2, U0
Ap=p—x, it d. Zatem

(2) L= P (%, — @) + Py(yyy— o) -+ Paly—2).

Sita zmienna. Zalézmy teraz, ze punkt porusza sie po krzy-
wej (' okredlonej parametrycznie przez funkeje:

3) z = f(o),

Przypusémy przytem, ze jezeli o,<<o, to polozenic punktu
odpowiadajace wartosei o, jest wezesniejsze od polozenia odpowia-
dajacego wartodel o,

Zal6zmy dalej, ze na punkt dziala sila mmicnna P, kidrej
rzuty w dowolnym punkcie toru o wspolrzednyeh w, y, & dano sy
przez funkcje:

(4) Po=T(x,y, 2),

y=wpla), 2=1y(o) (o' Ko< o').

Py=®@,y,2), Pe==¥(t,y,e).
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O funkcjach F, @, ¥ zakladamy oczywi- B
dcie, ze 53 okreflone w kazdym punkcie toru. '
Utwoérzmy dowolny podziat § odeinka oo’
przy pomocy punktéw o'=agg, 0y ..., on=0"".
Niechaj tym warto§ciom parametru ¢ odpo-
wiadaja na krzywej C punkty:

A'=A(@g, Yoy 20)y  Ai(By, Y1 2)y e

=0

2+

A;;($n, Yny Z,,) =A4".
Na mocy (3) jest:

(5) vi=Ffo), Yi=glo), za=yp(a) dla i=0,1,..., n.
Polézmy: .
(6) de=z,  —wr, Ady=y,.,—Y;, 4=z —2 (i=0,1,..,0—1).

Oznaczmy wreszcie przez Py, P, ..., P, sily dzialajace w punk-
tach 4,, 44, ..., 4,. Na mocy (4) jest:
() Pu=F@,yp2)y  Py=P,Ys2),
Gdyby sila P na przesunieciach 4,4, A,d,, ... byla stala
i odpowiednio réwna P, P, ..., to prace na poszezegélnyeh prze-
sunieciach wyrazatyby sie wzorami:
Ly=Po Ay -+ Poy Ayo + Po, Az,
Ly=P1. 451 + Py Ay + Py Az,
Kladae L'= Ly-+L;+ ..., otrzymamy wiec
n—1

(8) L'= Z (PixAxi—f_PiyAyi_l_‘PizAzi)'

=0

P=¥w,y,2)

Wryrazenie stojace po prawej stronie powyzszej réwnosci zalezy
oczywiscie od podzialu 6 odeinka o'e”.

Jezeli L' dazy do pewnej granicy dla kazdego ciagu normal-
negol) podziatéw {5,} odeinka o’'c’’, to granice te nazywamy pracg
sity P po krzywej C (albo wedtus krzywej C).

Wyrazenie (8) mozemy wiec uwazaé za warto§é przyblizong
pracy L sity P.

Granica wyrazenia (8) jest tak zwana calka krzywolinijna 2)
po krzywej C:

(I11) L = [ (Pydz+ Py dy-+ P, dz).
c

1y t.j. takiego, w ktérym diugosé najwiekszego odeinka podzialu dazy do
zera. Por. 8. Banach, Rachunek réiniczkowy i calkowy, T.II, Lwéw, str. 69.
2) tamze, str. 187 i 196.
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Catke krzywolinijng mozemy zamienié ng zwyczajng  calke
0ZNACZONG, WYTrazajac zmienne &, Y, # funkejami (3) przy pomocy
parametru o. Otrzymamy wOwezas

ot

L= [(P:f ()

gdzie P.=F(f(0), p(c),p(0)); Py= D(f (o), plo),w(o) 1 1;.' . Joezeli
w szezegblnodei o oznacza czas t, WOWezaS flo)y=d, ¢'(0)=1, p'(o)==3.
Zatem

(Iv)

“|“ P vy ( )"1’ I’ZQ/J’(U):] (](71

G

= f [Pyt Py Do) db.

PoniewaZ (l',?/,zv swzumnn]ngl codel 7, wiee Pui-b Lyt &== 1B,

Ziatem p

(V) L= l/'(ﬁ;ﬁ) dl.
Jt

Uwaga. Wzér (I1L) jest stuszny, gdy polozenia punktu rucho-
mego na krzywej nastepuja po sobie w porzadku, ktéry odpowiada
wezrostowi parametru o. Jezeli jednak jest przeciwnie, b, zn. jezeli
0, >0, t0 polozenie odpowiadajace oy jest pézniejsze od polozenia
odpowiadajacego o, i Wwowezas nalezy we WzOTZo (I1I) zamiast
dz, dy, dz podstawié — dw, —dy, —dz. Otrzymamy whedy

L =— [(Pydw-+ Pydy + Pedz).
¢

Jezeli wiee punkt materialny poruszal sig po kraywej ¢/ od A’
do A" isita P wykonata prace L, to gdy punkt poruszaé si¢ be-
dzie po krzywej € od A" do A’ (przyczem polozenia beda naste-
powaly po sobie W porzadku odwrotnym niz poprzednio), ta sama
sita P wykona prace —L.

Praca sumy sil. Przypudémy, ze punkt materialny, poru-
szajac sie po krzywej O, byl pod dzialaniem dwoeh sit P i Q. Po-
¥6zmy R=P-@. Oznaczmy przez L prace sity B, przez L' prace
sity P iprzez L" prace sily §. Wowezas L= / (R4 Iy - Rod2) ==

¢
= [UP+Qu) Ao+ (Py+Qy)dy + (Pst Q)] = [ (Puclv-l- Pyt Poitz) +-
[+ ' (!
+_/ (Qxdw+Qydy + Q.dz)=L'+-L", a wige
4

(VI) L=L"4L",
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Mozemy zatem powiedzieé, ze prace swmy dwdeh (Tub kilku)
sit na pewne] kreywej réowna sig sumie prac poszczegdlnych sit na tej
krzywe;j.

Wymiar i jednostki pracy. Na mocy (II), str. 93, mamy
[praca] = [sita]-[droga] =LMT L, a wiec
=DM T

Jednostka pracy w ukladzie c¢gs jest erg. Jest to praca, jaka
wykona sila 1 dyn na drodze 1 cm. Zatem

[praca]

erg =cm?*-g-sek 2.

Wigkszg jednostks jest Joule (J)=10"erg. W ukladzie technicz-
nym jednostka pracy jest kilogramometr (kgm). Jest to praca sity
1kg na drodze 1m. Poniewaz 1kg (sity)=981000 dyn, a 1m=100cm,
wiec

kgm = 9,81-107 erg = 9,81 J.

§ 11. Pole sil potencjalne. Obszar D nazwaliSmy (str. 78)
polem sil, jezeli na punkt materialny, gdziekolwiek w obszarze D
umieszezony, dziala sila zalezna tylko od potozenia tego punktu.

Pole sit jest okreflone przez podanie funkeyj:

(1) P,=F(x, y, 2), Py=D(m, y, 2), P,=Y¥(z,y, 2),

ktére wyznaczaja rzuty sily dzialajacej P w punkcie o wspélrze-
dnych z, y, 2.

Natezenie pola. Moze si¢ zdarzyé, ze sita P jest proporcjo-
nalna do masy m punktu materialnego. Wéwezas sile dziatajaca na
jednostke masy (t.]. sile P/m) w pewnym punkcie pola nazywamy
natezeniem pola w tym punkcie.

Przykladem takiego pola jest pole grawitacyjne ziemskie.
Ciegzar ciata jest proporcjonalny do masy ciala. Na powierzchni
ziemi natezenie pola jest co do wielkosei réwne g (przy$pieszeniu
ziemskiemu).

Linie sil. Na specjalng uwage zastuguja pewne krzywe w polu
sit, zwane liniami sit. Sg to krzywe o tej wlasnosei, ze styczna w do-
wolnym punkcie ma kierunek sity dzialajacej w tym punkeie.
Np. w polu grawitacyjnym ziemskim liniami sit sg linie pionowe.
Linie sit sg okredlone ukiadem réwnan rézniczkowych:

@) de|Py = dy|P, = dz/|P..

S. Banach. Mechanika. 7
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(" Okredlenie pola potencjalndgo. Gdy w polu sil' punkt
materialny przesunie sig od punktu A do punktu B po jakimg luko A B
wowezas praca sily dzialajace] P (str. 95, (111)) wynosi

m- D= j (Pydi- Py dy + P.dz).
AB ' _— ‘ Co
Praca zalezeé bedzie na ogol nie tylko od punktow A i B, lecz
takze od przebytej drogi, t.j. od luku 4AB. W mechanice wazng role
odgrywagay ‘pola, w ktérych praca zalezy Lylk() od punktow A i B,
a nie zalezy odluku AB. Jezeli wige w takim polu punkst mwtvmlny
przesuwadé sie hedzie od A do B po rozmaitych torach, to sita P
wykona- zawsze te samg prace. Pola’ takie nazywamy polami po-
tencialnymi Tub zachowawczyms (konserwatywnymi).
A A wie: polem potencjalnym jest takic pole ity w kldrym praca wié
zalezy od drogi przejww, lece vylko od Tmnlfm 7)0('”((&/004110(;0 4 Lofeoweyo.

Jezeli w polu potune,]alnym punkt odbyl droge zamkniets
{czyli wyszedl z.punktu 4 i powrdeil do 4), to praca wykonana
wzdluz. tej: drogi jest zerem. Praca bowiem w polu potencjalnym
galezy tylko od punktu poczatkowego i koricowego; wiee jedli sie
one pokrywaja, to praca jest taka, jak. gdyby punkt wogdle sie
nie poruszyl - | )

. Na odwrét, ]udl pole sil ma 1,(3 whmnosé 70 Praca po ]m/,do j dro-
dze za,mknl@te] jest zerem, to pole jest polem potencjalnym. ()bwumy
bowiem dwa dowolne punkty 4, B i luki AMB, ANB.
Oznaczmy przez L' prace na luku AMB, a przez L
na luku ANB. Praca po linii zamknictej AMBNA
jest wedle zalozenia zerem. Prace ta mozna przedstawid
jako sume prac: od 4 do B po luku AMB iod B
s . do 4 po Iuku- BNA. Poniewaz praca po luku BNA
rowna sig —L" wiee L'+(—L")=0, skad L'=L". Zatem praca
po obu tukach jest ta sama.

Mozemy wiee powiedzieé, ze na to aby pole sit byto polem poﬁ
tencjalnym, potrzeba & wystarcza, by prace po wszelkie] linii sambnictel
by ﬂa W miMm 2erem..

‘ Potenc;al Obu,rzmy dowolny uklad wspdlrzednych (i, 2)
i punkt 4 w polu potencjalnym. Jezeli bedziemy uwazaé punkt A
za staly, to praca L.y, gdzie B jest dowolnym punktem pola, bedzie

1
3
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zalezeé tylko od wspélrzednych i, y,z punktu. B. Zatem praca Lap
bedzie funkeja wspélrzednych i, y,2. Oznaeczajac te funlm)@ przez
V(z, vy, 2), otrzymamy

(3) oo Lyp= V(J’, Y, 3).

Funkeje V(x,y, z)‘ nazywamy funkecjq sit albo
potenciatem. v ’

Wezmy pod uwage jaki§ punkt B’ o wspél
rzednyeh &', y’,2'. Praca po dowolnejlinii A BB’A
jest zerem. Zatem LAB —}-LBBr-!—LBA._ 0. Lecz

Lps=—Lap=—V (', ¥, 2'). Wiec na mocy (3)
V(z, y, 3)+LBB”'f'V(w’} ¥y, 7 ,_07 bkaid
(II) C Lae =Ty ) =T, 4y 9.

Wzér (II) mozemy Wypowiedzieé, jak nastepuje:

Przy prezejs$ciu od jednego punktu do- drugiego prace réwna sig
rdinicy potencjaléw w tych punktach.

Potencjat okres’]ilis’my w zaleznosei od obioru punktu 4. Gdy-
byémy obrali inny punkt A'(z’, y’,2'), to potencjal wyrazilby sie
inng funkeja V'(z, y, 2). Poniewaz na mocy okreglenia potenc]ah:r
mamy dla dowolnego punktu B (x, Ys 2) B

V'(z, y, 2)=Laz=T (2, 4, 2) — V(&' ¥’ ),
wiec .
V'(x ¥, 2)= V(z',y, &)= const. .

A wiee réznica obu funkeyj V i V' jest stata. Widzimy stad,
ze w polu sil potencjal jest funkejg okredlong tylko po za pewng
stala (podobnie jak calka nieoznaczona). Stata ta jednak, jak wska-
zuje wzér (II), nie gra roli, poniewaz na wielkosé pracy wplywa.

jedynie réznica potencjaléw w dwdéch punktach.

V(2 yy 2)—

Wymiar potencjatu. Poniewaz na mocy okreslenia potencjat
réwna sie pracy, wieec wymiar potencjalu jest taki, jak wymiar
pracy. Zatem '

[potencjal] = L2 M T 2.

Jednostki pracy sa réwniez jednostkami potencjatu..
i d
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Zwigzek miedzy sila a potencjalem. Przesunimy punki
materialny - z punktu A (xzy, ¥, 2) do punktu B(x, y, 2) po prostej
réwnoleglej do osi w. Praca wynosi wi¢e na moey (L) i (I1):

L,,,,m/ (Pyda-l-Py,dy - [ P dz).
A

L=V (@, y, 2)—V (%, ¥, ?) lub

Poniewaz punkt przesungl sie po prostej rownoleglej do osi ,

X

wiee dy=0 i de=0. Zatem Lyp= / Podw = / Pyde, skad

AR o

_ ¥
Viw, y,2)—V (2 9, 2) ::/ Pde.

o
Tworzage pochodng czgstkows wagledem x, dostaniemy V) dm:=P,;
analogiczne wzory otrzymamy dla pozostalych pochodnyeh czyst-
kowych.

A wiec: pochodne ceqsthowe potencialu réwnajq sie odpowicdnio
reutom sity ma oste ukladu, t.j.
v wv . wv .
w =P gy =P =P

Na odwrét, jezeli zalozymy, ze w danym polu sil istnieje funk-
cja V spelniajaca zwigzki (III), wéwezas pole jest polem potencjal-
nym. Niech bowiem pewna funkeja V' spelnia zwiazki (ITI). Zatom,
praca od punktu A (wy,yy,2,) do punktu B(w,,y,, 2) po dowolnym
luku AB wynosi:

(I1I)

LAB—f(P d-+ Pydy -+ P, de) ..f Bl dqlq_fz” ).

Poniewaz wyrazenie zawarte w nawiasie ostatniej calki jest
rézniczky zupelng dV, wige otrzymujemy wzér

(4) Lan=[ @V =V (23, 4o, ) — Vi@, 42, 2),
AB
wyrazajacy, ze praca nie zalezy od drogi, lecz tylko od punktu po-

czatkowego i kocowego. Na mocy (4) funkeja V jest tedy potencjalem,

A wiee: jeseli dla pola sit istnicje funbcja V spetniafqon réwna-

nia (ILI), wowczas to pole sit jest polem potencjalnym, za$ funkejo V
7cst potencjatem.
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Powierzchnie potencjalne. Gdy ¢ jest dowolng stalg, po-
wierzchnie okre§long réwnaniem

(5) Viz,y,2)=¢
nazywamy powierzchniq potencjalng.

A wiee: powierzchnia potencjalna jest to taka powterzchnia, ne
ktorej potenciat ma wartosé stalq.

W geometrii rézniczkowej dowodzi sig, ze dostawy kierunkowe
cosa, cosf, eosy normalnej do pomerzchm (5) w punkeie (z,y,2)
spelniaja warunki:

v av. v

eosmcosﬁ:cos;;:—a?:g—?/ fay

_ 8kad na moey (III) str. 100,

cosa:cosf:cosy =P,: P,: P,

Pomewaz dostawy kierunkowe cosa’, cos ', cosy’ sity P spel-
niajy podobne warunki: cosa’:cosf’: cosy’ = P.: P,:P,, wieesila P
ma kierunek normalny do powierzehni potencja,lnej.

A zatem: w kazdym punkcie powierzehni potencjalnej sita dzia-
tajaca jest prostopadia do tej powierzchni. Wynika stad, ze linie sil
8q prostopadie do powierzchni potencjalnych.

Obierzmy dwie powierzchnie potencjalne &
o potencjalach ¢ i ¢, gdzie ¢'>¢. Z dowolnego
punktu 4 powierzehni § wykre§lmy normalng do
tej powierzchni az do przeciecia 4’ z powierz-
chnig S’.

Praca przy przesunieciu od 4 do 4’ wynosi
Lay=c¢"—c¢>0. Poniewaz praca jest dodatnia,
wiee sila P ma zwrot przesuniecia A4’

i 8§, dodé bliskie,

o

A wiec: sila zwrdcona jest wzgledem powierzchni potencjalnej
w stro‘ng wzrostu potencjatu.

W przyblizeniu mamy Lsy=!P| A A'=¢'—¢ czyli |Pl=(c ——P)/AA'

A wiec: na jednej i tej samej powierzchni potencjalnej sita jest
w prayblizeniu odwrotnie proporcjonalna do odeinka normalnej, za-
wartego miedzy tq powierzehniq o powiersehniq potencjalng dosé bliskq.
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§ 12. Przyklady pol potencjalnyeh. Rozpatrzymy obeenie
kilka rodzajow ol pmvm jalnych, z ktdorymi ezesto mamy do ezy-
nienia w praktyce.

Pole state. Jezeli sila 2 jest w pewnym polu staly co do
wielkogei, kierunku i zwrofu, to pole takie nazy wiany polem stalym.

Pole grawitacyjne ziemskie w malym oloezeniu danego punkiu
na ziemi jest polem stalym.

Obierzmy uklad wspolrzednyeh (u, /,,.) nadajye osi & kiordanek
311y P /,vrm ms Praceiwiy. l\lmlcuf ll’} Sy, olrzymuamy

Py 0, Py s (), I, 'mr/
Latiwo sprawdzié, zo, funkeja
- Vs e g
jest potencja,lem. Mamy bowiem ' i
AV = 0=10Dy, dV[dy 0 Iy, V[0 S
A WLQ(“ pol(' stale }(w polem. potend }atnz/m.
- Praca od punktu A (g, Y1y ) o punkiu If(rm Yy 29) po do-
wolnej drodze wynom Lap== —myey — (=), wige '
(1) L Lap == my (8 — ).

v Pray zalozeniu, ze sila P jest sily cigzkodel, jasnym jest, ze
s—r=h jest r6znicg poziomdw, na ktdryeh zuajdujy sic punkty A
i B. Kladac wiee |P]==Q==mg, otrzymamy

‘,.[mu‘ma" (‘M .

Powierzehnin potencjalua  ma vownanie 1o const.,  zulem
—myga==const. czyli 2==const. A wige powicrzehuinani potencejal-
nymi sg plaszezyzny poziome (6. j. prostopadle do kicrunku sily).
Poniewaz linie sil sg progtopadle do powierzehni potencjaliyeh, wiee
liniami sit sg proste réwnolegle do osi #, t. j. linie pionowe.

Pole frodkowe czyli centralune. Jezeli w polu sil kicrunek
sily przechodzi zawsze przez pewien staly punkt 0, to pole nazy wa
sie Srodkowym Iub centralngym, & sam punkt O $radkiem polu (str, S6).

Zatbzmy, ze w danym polu Srodkowym wielkodd sily w do-
wolnym punkeie 4 zalezy tylko od odleglodei » punktu A od
Srodka 0. Omaczmy praez I ovzut sily Podzinlajgeej w4 na
kierunek OA. Zatem P jost lunkvm. 7o Poldzny

1)
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Obierzmy poezatek ukladu wspélrzednyeh w 0. Oznaczajac
przez x,%, & wspblrzedne punktu A4, a przez a kat, jaki 04 tworzy
7 osig @, otrzymamy cose=u/r. Zatem ‘

(2')"“- Py Pe .%a——P 1podobme P,,_.Ply Pz_P~-
S o

Polozmv V= / P(lr-—/ f(r)dr. Poniewaz 7—-Vm2-|—qﬂ—|— , wiee!

aé'/aw«— /' Corfdy=ylr 1 or[de=z[r. Zatem 42

R oV (ZV A P g L vzl -
o T s Iy = Ry = b SR |
) oV

i analogicznie = P,. Pole nasze jest

v =P, -—
Sy 9 e
wige polem potencjalnym i funkeja V jest potencjalem.

A wiec: pole $rodkiwe, w ktorym sito zalezy tylko:-od odleglosei
punktn od srodka, jest polem potencjalnym i potencjal wyrade sie wzorem

(3 o ,V——-"/‘qu".

Poniewaz potencjal w punkcie A4 jest- funkeja odleglosei r
punktu 4 od $rodka O, wiee na kulach o $rodku O potencjal ma
wartodé staly. Powierzchniami potencjalnymi beda wige tutaj kule
o grodku 0. mem1 sil sa oczywidcie proste przechodzapce przez
punkt O. _ .

Pole grawitacyjne Newtonowskie. Przypuiémy, ze punkt
o masie m jest przyciagany z sita P przez staly punkt o magie M
wedlug prawa cigzenia Newtona (str. 90, (I)), t. zn. ze

|P| = Km M [r=

Poniewaz sila skierowana jest ku punktowi M, wiec pole jest
polem grodkowym, ktérego srodkiem jest punkt M. Zatem, wedle
okreélenia liczby P, P= —KmM/r

Mamy V= / Pir=— / KEmM dr/r®. Zatem
(4) V =KmM|r.

Awieepracapo dowolnymlukuA'A wynosi Ly a= KmM(1/r—1/r"),
gdzie » 1 7" oznaczaja odlegloci punktow 4 i A’ od Srodka. Jezeli
w szezegélnosei punkt A’ obierzemy w nieskonczonosei czyli po-
lozymy #'== o0, to otrzymamy
(5) Loy = KmMjr=7V.
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A wiee: w polu grawitacyjnym Newlonowskim potencjal w punk-
cie A réwna si¢ pracy, jakq wykonalaby sita I, sprowadzage punkl
materialny # wieskotiezonosei do A,

Pole osiowe. Pole sil o tej wlasnodel, ze w kazdym punkeio
pola kierunek sily przecina pod katem prostym pewng staly prosty {,
nazywamy polem osiowym, & Prosiiy I nazywamy osiq pola,

.

Zat6imy, #e wielko§é sity P, dzialajgeej w dowolnym punkeie 4,
zalezy tylko od odleglodei » punktu A od osi pola. Poldzmy P ||
lub P=|P| zaleznie od tego, czy sila /7 ma zwrot ku osi § eay prae-
ciwnie. Poniewaz wiclkod¢é sily P jest funkejy r (6 j. odleglodel
punktu 4 od osi 7), wiee mozemy napisad

Pe ().
Obierzmy uklad wspdlrzednyceh, prayjmujoe od pola za of 2.
Fatwo zauwazyé, ze vzuby sily I dzialajyecej w punkeie A (e, y,2)
) o (/A .
2 wynoszy Ly Py D, ‘l"'{ i, 0, gdzio

p
Ssdi o ey

L vy =@t Polozmy
Vo /I’(&')‘ e /'f()’)ll’l”u

A% &r Lt . 1 .
Zatem — va— == P o Py Podobnie == Py Pondes
e el r el
"
. . N -, Tr st + . . Y
waz V nie zalezy od 2 (gdyz » nie zalezy od 2), wiee ° o pr,
[
Wynika stad, ze pole dane jest polem potencjaluym, zad V

jest potencjalem.

A wige: pole osiowe, w kidrym wiclkodd sity zaledy tylko od odleg-
fodei punkiu od osi, jest polem potencjalnym & potencjat wiynosi

(6) Vo= / Pdr.

Latwo zauwazyé, ze powierzehniami potencjalnymi sy Gulag
walce, ktérych wspdlng osig jest of pola. Liniami sil sy proste pwoe-
cinajaee of pola pod kgbem prostym.

Jezeli np. Pe=mor (0 stale) wowezs V;e-r/'l’dr /’mm’ﬂ’w.’,r,
wige Va=}me?rt=ma(a?-| %), Powicrzehnie potencjalne  otvzy-
mamy, kladac V= congt, zatem  Jme?(ed | y2)

const,,  wige
@ = const.; jest to rownanie walea o owi 2
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Suma pél potencjalnych. Niechaj w pewnym obszarze D
danych bedzie kilka pél o silach P, P, .... Pole w obszarze D
o sile P=P,+Py+... nazywa sie sumg pdl sit Py, P,....

Jeseli pola sit P, Py, ... sq potencjalne, to— jak latwo okazaé —

suma pol jest rownies polem potencijalnym, kidrego potencial V réwna
sig sumie potencjatow V,, V,... poszezegdlnych pdl.

Al
Polézmy bowiem V=V,+V,+.... Mamy %I;— = cqgl + 8-};—}—2 .
o/ [ c
=P + Py +..=P, i analogicznie E—g =P, %: P,. A wiec

V jest potencjalem sumy danyeh poél.

Przypudémy np., ze punkt o masie m przyciggany jest wedle
prawa Newtona przez dwa stale punkty o masach m, i m, z si-
lami P, i P,. Sila wige wypadkowa bedzie P=P,+P,. Na str. 103
wykazalidmy, ze sity P, i P, maja potencjal.
Zatem wedle (4), str. 103, oznaczajac przez vy, 7y
odleglogci punktu m od m, i m,, otrzymamy:

V,= K2 v, =K 2",
y Ty
<1 TS . . My | My
Sila P ma wiec potencjat V="V,+V,. Zatem V=Km(7— + T)
1 2

Podobnie, jezeli punkt o masie m przyciggany jest wedle prawa
Newtona przez n punktow stalych o masach my, Mg, ..., Ma, WOWCZAS

. fmy | m, m
(7) V = Km (..,L+__3+m+~i‘>,
ry o Ty Tn
gdzie ry, ryy ..., 1y oznaczaja odpowiednio odleglosei punktu m od
punktow g, My, ..oy My

§ 13. Energia kinetyczna i potencjalna. Niech na punkt
materialny A (z, y, 2) o masie m dziala sita P. Zatem (str. 79, (I)):

md = Py, mi = P,, mé = P,.

Pomndzmy obie strony pierwszego réwnania przez @, drugiego
przez ¢, trzeciego przez # i dodajmy nastepnie réwnania stronami.
Otrzymamy
(1) m (@i -y - 22) = Py -+ Py -+ Pas.

Oznaczmy przez o wartodé bezwzgledna predkosei punktu A.
Zatem o=@t gt 4 22, skad  d(o))dt = 2 (2@ gy <€), a wige
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d( L) Jdb = m (@it - iy |- £E ). Wstawinjge 1o w  rownanie (1),

otrzymamy . ) o _
ARy Jdt = Pyttt |- Pygp -] P

Calkujae obustronnie (wzgledem f) ol ehwili poezgptkowej o
do chwili ¢, dostaniemy

¢
(2) / ﬁ(”:;n?”‘“ - / LIt 1 Dy A Pl

b

Niechaj v, l)ulmo wartodeiy bezwzgledig pi(;(lk(mu woehwili
1')ockzytk0we,] to; Tews stroma rownania (2) wyunosi wiee Janr®- »-«,gfnmj;
a prawa strona réwna sie (sir. 96, (LV)) pracy, jakiy wykowln sila 2
w czasie od &y do . Oznaczmy ¢ prace praez Ly Bownanie (2)
mozemy wiec napisaé w postaci

(3) \ L= Lol Ly

Wyrazenie Lmv® nazywamy energiq kinetyesng punkiu,

Kladae ‘ '
(4) ‘ B = Lo, By hmody
otrzymamy :
(I) . ) . 1’] — I’]O i [.}/”[.

A wiee: preyrost energid kinetyosnej w pewnym esasie v sig
pracy sity deiatajgeej w tym czavice.

Twierdzenie to nosi nazwe sasady rownmpartoded pracy i energi
Linetycaney.

W szezegolnoel, jezeli praca sily 22 jost stale zevem, to J—14, -
ozyli B=E), wiee na mocy (1) o==v, Punkt ma mmimm WOWeZN
predkosé staly co do wielkodei. Jezeli wige sila jost up, stale prosto-
padia do toru, to punkt porusza sie ruchem jednostajnym. Przy-
kladem jest ruch jednostajny punktu po kole pod wplywemn mlv
- statej co do wielkodei i skierowanej ku frodkowi kola.

Niech teraz punkt porusza si¢ w polu potencjaliym, Oznaczmy
przez Vi ¥V, potencjaly jakie punkt posiada ml,;mwiwluin w ehwi-
lach ¢ i ¢, Zatem LV —V, skl na moey (1) Ji-
czyli

(5) B Vs

Wyrazenie —1 nazywamy energio polencjalng.

. ¥
"n Froe ) [0

] -
[!l(‘ b ‘ e
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Kladae —V=U i —V=U, otrzymamy
Iy EA4 U= F(,»l—’M,w const.

hum(g (-nugu kmvtywne] i po’ren(-l]alne] t. j. wyrazune E+U
11<MVW.:LIHV energiq catkowity.

A wiee: jezeli pu%kt porusza si¢ w- polw potenc]alowm, WHL 208!
jego energia cathbowita jest stata.

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe zasady zachowania eneryis
calkow@te]

Wymiar energii kxnetvezne] i potenc]alneg Na mocy (4)
jest [H]==[m][v?], wiec
r'mr

A zatem energia kinetyczna ma wymiar pracy. Jednostki pracy’
sg wiee réwniez jednostkami energii kinetycznej.

- Bnergia potencjalna ma na moey okreslenia wymiar potencjaltu,
zatem ma réwniez wymiar. pracy . (str. 99)..

[energia kinetyczna) =

*§14. Ruch punktu przyciaganego przez mas¢ nieru-
choma. Ruch po krzywej rzedu drugiego. Niech punkt ma-
terialny A o masie m przyciagany bedzie przez punkt nieruchomy
o masie M z sity P, dzialajaca wedtug prawa Newtona. Umiedémy
w punkeie M poczqfrek 0 ukladu wspélrzednych. Oznaczajac (jak na -
gtr. 103) przez P rzut sily na kierunek OA otrzymamy

. ~mM
(1) P=—K—

Omaczajae przez o, y, = wspOlrzedne punktu A4, otrzymamy
(str,103): ﬁ:P%ﬁ-: — K mM L t. 4. Réwnania ruchu punktu 4
89 wiec
(I) mai=—K 'L:_ff,;’;, my = MMZ/ ma = ——K—mq—lgqi

W naszym przypadku sila P ma potencjal V= EKmM/r
(str. 103), zatem energia potencjalna U=—EmM [r.  Na mocy
zasady zachowania cnergii calkowitej Jme*—HKm M [r= const., skad
kladae p=HKM, ‘
gdzie h = const.

2u
(2) ot 2 Iy
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Ponicwaz w rozwazanym przypadku rueh jest rochem drodko-
wym (str. 86), wiee tor jost plaski. Prayjmijmy wiee, ze ruch odbywa
sie w plaszezy/nic @y i ze predkodd polowa jest rdzna od zera,

Ze wzorn Bineta (str. 83, (1)) otrzymamy ua mocey (1)

. _EnM mw? d* 1)y 1
® I ol dgr )
a poniewaz K M==u, wigc

Ay 1 p

“) (l(pé Ty e
Podstawmy #==1/r. Otrzymujemy
(HM ,u

Rozwigzaniem szezegdnym powyzszego rownanis jest w . gofod,

. . L d*u . .
Rozwigzanie ogdélne rdwnania jednorodnego i of U b jert - jak

/]l
latwo stwierdzié — postaci w==a cosp-|- huing. Ogdlnym wiee roz-
wigzaniem rownania (5) bedsie
== 6 o8 @ - b sin g,

gdzie @ i b s dowolnymi statymi. Ktadge a=:p cosg,, beopsing,
(gdzie o i @, s9 dowolnymi stalymi) i podstawiajge z powrotem
1/r=mwu, otrzymamy rozwigzanic ogdlne rownania (1)
(6) Lip s pufe® et g cos (g —gqy).

Otz ogdlne rownanie krzywej rzedu drugiego, gdy hiegun jest
w ognisku, ma keztalt

1 1 &

z= v oo QO (1 ()
r=p 1”7) 8 (== p)s
gdzie p jest parametrem, e mimodrodem, zad g, kytem, jaki of
kuywe,] tworzy z osig uktadu, Rownanie wiee (6) jest réwnaniem

krzywej rzedu drugiego. Z przyréwnania dostajemy
(7) PN T S

Krzywa taka jost elipsg, hyperboly lub paraboly, zaleznie od
tego ezy e<l1, e>1 lub e==1, Aby rozposuad rodzaj kesy wej,
musimy obliezyé staly . Wyznaezymy jy ze wzorw (2), Mamy

a wige na mocy (7)
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v*=724-r2p% Poniewaz ¢ jest predkodeig polows, wch Fe=5irp czyli
p=c[r?; zatem (str. 88, wzor (7)) v2-¢°2( (]q{r) + - Na mocy (6)
otrzymujemy tedy

2
(8) V= % +2pg €08 (¢ —po) + 0%

Wyrazajac r przez ¢ przy pomocy wzoru (6) i wstawiajac we
wz0r (2), otrzymujemy v%=2u2/®4-2up cos (p— py)+ h, skad przez
przyréwnanie ze wzorem (8)

2 b
(9) e=|/—‘—;~4+%7

he2
axl/m-ﬁi—.
[l

Zatem =1 zaleznie od tego czy h= 0. Kladac t=ty, V==, *==r,,
otraymujemy z¢ wzoru (2) h=vl— 2,u/7‘0, zatem:
ZM/T()-

Wynika st@d, ze rodeaj krzywej mie zalez‘y od Eierunkw pred-
kodet, lecz tylko od jej wielkosei.

Rodzaj krzywej mozemy wieec wyznaczyé, znajac jedno polo-
zenje punktu i szybkosé jego w tym polozeniu.

h= =0 ealesnie od tego cey v

Komety np. poruszaja sie w obrebie ukladu slonecznego pod wplywem
przyciagania przez slonce, kraiy wiec (wzgledem stofica) po krzywych rzedu
drugiego.

Zatézmy obecnie, ze punkt porusza sie po elipsie o réw-
Ze wzoru Bineta (3) dostaniemy

2 2
EMn_ &M ot KM=—§J—~

.1 1 e
naniu —==— -+ —cos (¢ —@,).
~r 1 (@ —o)

Nieech @ i b beda osiami

elipsy, za§ T czasem obiegu. Predkosé polowa bedzie woéwezas
ye=abn/T. Poniewaz p=>0*a, wiec KM=4n%?T? skad
(10) @|T? = KM 472 :

Wynika stad, ze stosunek a®/T? zalezy tylko od masy ciata przy-
ciagajqcego, a nie od masy poruszajaceqo sig punkiu.

Gdyby stofice bylo w spoczynku, to stosunek a®/T* bylby dla planet wiel-
kobeig staly (tak jak tego wymaga trzecie prawo Keplera). Stonice nie jest jednak
w spoczynku, poniewas jest przyciagane przez planety. Stad pochodzg odehylenia

od prawa Keplera.
Sprawy ty zajmiemy si¢ péiniej pray t. zw. zagadnientu dwdch cial (rozdz. V),
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Ruch po lnii prostej. Zbadajmy jeszeze praypadek szeze-
gélny, gdy predkodé polows jost zevrem. Rueh whedy odbywa sig
po prostej praechodzgeej przez srodek pola, toj. praez punkt M
(str. 87). Poniewaz » oznacza wartodd hezawzgledng predkodel, wige

(1) sl
. Praypusémy, ze dla t==0 jest r-=rg, veong Zovdwnodei (2), slr, 107,
wynika -

(12) s Baer by

skad L \
(13) b vh— 2puri

Zatozmy, ze w chwili poczgtkowej 10 predkodd poruszajyceego
gie punktu /‘WI'()(‘()II(L I)yh. od punktu M, w,yli e punkt sie oddalal,
Dla t=0 jest wiee ¢
! Rozpatrzymy (lwa, praypadki A.lltv,uw old tego, ezy bz,
czy h<0. ’ ‘

10 k22 0. Na moey (12) jest stale n‘,;rz Sty wige 03 2= 05 zalem
stale » > 0. Wynika stad, ze punkt nigdy si¢ nie zafrzyma i ciggle
bedzie oddalal sie od M. Bedzie wige stale 20, skad n moey (11)
v=F przez caly czas ruchu. % (12) otraymujemy

) Fmv= )T P

Fho eyl

Zatem
15 - / “““““
( ) ‘ Vu,l”

Z rownofei powyzszej wynika, ze gdy ¢ dazy do oo, »
dazy do oo, a wiee punkt oddala sie do nieskonczonodei.

o
takze

20, h<<0. W tym praypadku istnieje takie rz=ry, dla ktorego ve=0,
Wartodé 7. otrzymamy z (12), kladge vs==0 i r==p.  Dostaniemy

(16) RS

Latwo okazal, ze ry>7r. Mamy bowiem  2poe Qg pos
=¢~u(2m(;"1-wvﬁ)m ro(—h). Poniewaz b0, wige ~ 2pufh>>r,, stem

mocy (16) jest »,>7,.

Na poezatku ruchu, dopiki »<<ry, punki bedsie sie wiee od-
dalat od M. W tym okresie bedzie wige stale #2-0, zatem na

moey (11) #==v i wskutek tego bedy zachodzily wzory (11) i (15).

icm
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Podstawiajac we wzorze (15) zamiast gbérnej granicy calkowa-
nia.r wartodé »ry, otrzymamy chwﬂ@ 1y, dla ktorej w——-r, Zatem

1. - -
/V",m‘"‘—i—h ! i

Dla t==1t, bglaemy n11d1 u_() a dla 1>1, punkt b@dme sie

z powrotem zblizal do M.

Przyjmujac, ze ziemia jest kulg zlozong z warstw ]ednorod-
nvch (t. j. o statej gestodei), Wspolwodkowych mozna okazaé ze
ziemia przyeigga punkt materialny ze-
wnetrzny “tak, ]&k gdyby cala masa ziemi
Skllr)l()ll‘l, byla w jej grodku 0. Otrzymane
wymkl mozemy wiee stosowaé do ruchu -
cial przycigganych przez ziemie, oznaczajgce
przez M mase ziemi (skupiong w jej $rodku 0) i zakladmjade, 76 po-
ezgtek ukladu. znajduje sie w punkeie 0, za$ poruszajacy -sie punkt
materialny nad powierzehnig ziemi, t. zn. ze 72> R, gdzie R jest
promieniem ziemi. ' ‘

Przyklad. Zal'éz'm.y;‘ ze puhkt materialny zostal Wyrzucoﬁy'
z powierzehni ziemi pionowo do goéry z predkoseis v,. Zatem rg=R
i na mocy (13) h=v2—2uR~1 Ze wzoru (7) str. 91, wynika, Ze
u=IC M ==gR?

gdzie ¢ oznacza przyépieszenie ziemskie. Zatem

) h—-'u~ ‘?gR ' ‘ ‘ T
Jezeli uo<|/ (/R to h<() a_wiee punkt sp‘xdme z powrotem

na ziemie. Jezeli natomiast uo>|/° gR, to h=0, a wige punkt nie

powrdei wiecej na ziemie.

Przyjmujae R=6300km, g=9,81m-sek —2, otrzymamy J2gB=12km- bek—1
Zatem, jezeli cialo wyrzucimy w gére z predkoseia v, =12 km.sek- -1, %0 nie spadnie
nigdy z powrotem na ziemig. Wynik ten nie uwzglqdnia"jednak,oporu powietrza.

§ 15. Ruch hafmoniczny Ruch harmoniczny prosty.
Niech w polu ¢rodkowym na punkt materialny o masie m dziala
sila P, skierowana stale ku srodkowi O i ktérej wielkosé jest pro-
porcjonalna do odleglogei punktu od 0.

Sile P nazywamy woéwezas silq sprez) Jstq,

Zalézmy na razie, ze punkt porusza sie po osi w, ktérej 0
jest poczatkiem. Oznaczajae przez x wspOlrzedng punktu m, »za,s
przez P wspolrzedng sily, bedziémy wige mieli |
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(1) Do M,

gdzie A jest wspolezynnikiem pxupm'(']ommum(| Zndom i M,
Kladge k2=22/m, otvzymamy & : -k*x cxyli

(2) Bl R e 00,

7 réwnania (2) wynika, ze przySpieszenic punkiun ma wielkodd
proporcjonalng do odleglogei punktu od poezatku O i zwrot stale
ku 0.

Ruch, majacy te wlasnodé nazywamy ruchem harmoniczniym
(lub drgajacym) prostym.

Réwnanie rézniczkowe (2) jost rdwnaniem liniowym drugiego
rzedu o wepolezynnikach statyeh. Pierwiastki réwnania charaktoery-
stycznego 2 kP==0 88 7 g== ki, Ogoélnym wiee rozwigzaniom row-
nania (2) jest
(3) W= ey 8D, K- ¢y COR Kt

Piszge stale ¢y, ¢, W postiaei o=@ Co8 kty, Cq=s-— a rin kb, (gdzie
ai t, 83 dowolnymi stalymi, prayczem az=0), olrzymamy

(4) ' == 8in. I (£ — 1),
skad, zaczynajac rachube czasu od chwili ¢,
(1) w== g Wi, bt

Stata o nazywamy amplitudd.

Poniewaz |sinké|<<1, wiee amplituda e wyrazu najwieksze od-
chylenie punktu od O. Dla t=H4m/2k dostajomy ®-s- a. Torem
punktu jest wiec odeinek od —a do a. Poldzmy
(5) 1 = 2k,

Wowezas asink(t+ 1) =qgin (k- 2a) == asinkl. Na mocy
wige (I) punkt zajmie to samo polozenic w czasie ¢ i (-7, Ruch
jest zatem okresowy (czyli periodyceny) o okresie 1.

Wstawiajac w (1) zamiast & wartodé wyznaczony z (5), obray-
mamy

(IT) W= B " b

Jezeli n oznacza ilogé okresow n Lsek, to o<t /T0 Naomoey
wiee (II)

(TIT) @ = qosin 2w,
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Rézniczkujace (11), otraymamy:

"(VT Y

. . 2 . dan® , 2
(6) g ) == 7 - CON 7 t X o= P s e w,p? sin ,;,I 2

Na mocy (IL) i (6) mozemy ulozyé nastepujacg tahelke,
podajgea polozenie; ]m;dkn‘sd L przyspieszenie punktu dla =0, } 7,
/AR A G/ A
24 .

l 0 | T J w7 r‘ ir T

1
@ 0 ‘ @ { 0 ) —a 0
- | i
0 2am/T 0 ’ — 2an|T 0 2an|T
P 0 [~ dant1? 0 | dan?|T® 0

7 tabelki tej widzimy, ze w ciggu okresu 7' punkt porusza sie od
poezgtku ukladu O do punktu = a, nastepnie wraca przez punkt O
i dochodzi do punktu = — g, nastepnie powraca do 0 it. d. Naj-
wieksza predkosé jest w O, natomiast na kravicach toru (t. j. w pun-
ktach @=+a) predkosé jest zerem. Przydpieszenie za$ jest naj-
wieksze na kraiicach, t. j. dla =+ a; w O przyspieszenie jest zerem.

Przyhlad. W dolnym koticu sprezyny zawieszonej pionowo
przyczepiona jest kulka o masie m. Niech O oznacza punkt w kté-
rym jest ona w spoczynku (w réwnowadze). Jezeli kulke odehylimy
wzdluz linii pionowej od polozenia réwnowagi, to kulka zacznie sie
wahaé¢ pionowo. Jezeli masa sprezyny jest mala, to mozemy w przy-
blizeniu przyjad, ze sprezyna dziala na kulke z silg P proporcjonalng
do wydluzenia (wzgl. skrdcenia) i skierowana stale ku punktowi 4,
w ktorym znajdowal sie koniec sprezyny nierozciagnietej przed za-
wieszeniem kulki.

Obierzmy w punkeie O poezgtek osi x, skierowa-
nej pionowo w dol. Kladge 4,0 = d, otrzymamy

P=—2(x4d),
gdzie A jest liczba stalg, zalezng od sprezyny. Poniewaz
w O kulka jest w réownowadze i P=—2%d (bo ax=0),
zatem — A% 4 myg =0, skad A2=my/d. Podezas ruchu
jost mi=P - my = — 2(w--d)+mg, wige m -+ 2w =0
czyli @ 4 k2 = 0, gdzie :

kP == l"/m = g/d.

<, Banach, Mechanika. 8
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Na moey (1), str. 112 FOZWInZANIeN POWYZRZOEZO POWNANTL jes),

= asinkt, zatem
. i}
arse wsin /b
sin/

Kulka hedzie wiee odbywala ruch harmoniczny prosty okolo
punktu . Na mocey (D) okres ruehu wynosi

U e gt fles 2l ] g = 2 2.
Okres ruchu zalezy wige od masy punkbu.

Ruch harmoniczny plaski. Niechaj punkt porusza sie
w polu sil grodkowym, w ktérym sila P ma zwrol ki drodkowi pola
i jest (co do wielkogei) proporejonalna do odleglodel punktu od drodka.

Obierzmy w frodku pola poezgbek (0 ukladu wspdlrzednych,
Poniewas ruch drodkowy jest ruchem plaskim, wiee mozemy proy-
jat, e odbywa sie w plaszesyZnie wy.

Wedlug prawa Newtona jost mp - Py gdzie p oznaeza prayspie
szenie punktu. Przysépieszenic ma wiee zwrol ku drodkowi pola
i jest (co do wielkodei) proporejonalne do odleglodei  punktu od
frodka.

Ruch majgey ¢ wlasnosé nazywainy ruchem  harmonicziygm
plaskim, a sile P sily spredyste (por. ste. 111).

Na mocy zaloZzenia mamy

Py Q2 i P, ARy,

gdzie 4 jest wspdlezynnikiem proporejonalnodei, Rownania ruchu
beda miaty postaé
njf == Ay,

Kladae, jak poprzednio k2= 22[m, otraymamy
{7) @ s o TRy /R TR

Na str. 112, wzor (1), wykazalidmy, se rozwigzaniem powys-
fzych rownan jest:
(8) o sl s (b 1), gooal s k(- 1),
gdzie o', a, t, i sa dowolnymi stalymi.

Jak Iatwo sprawdzid, raeh ten jost rownicz viichen okresowym
w okresie T == Qnfk.

\
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Z réwnan (3) otrzymujemy:
"' cos ity — a'y cos ki) = a'a’’ cos kt sin k(t; — ),
a' w sin kg — o'y sin kty = a'a’’ sin kt sin k(t; — 15).
Podnoszae do kwadratu i dodajae stronami, otrzymamy
(9) a2 a2 — 2 a'a’"zy cos k(ly — ) = [a'a’ sin k(ty — &) 2.

Jezeli a’'=0, lub a"’=0, lub #—ti=n=/k (gdzie n calkowite),
to réwnanie (9) jest réwnaniem linii prostej. W pozostatych przy-
padkach (9) jest réwnaniem elipsy, ktérej srodek lezy w poczatku
ukladu. ’

A wiger ruech harmoniceny plaski odbywa sig po prostej, przecho-
dzaeej praez $rodek pola, lub po elipsie, Ltdrej $rodek ledy w $rodku pola.

Ruch harmoniczny plaski, odbywajacy sie po prostej, jest oezy-
wifeie ruchem harmonicznym prostyn. ‘

Ruch harmoniezny tlumiony. Niech na punkt mate-
rialny, poruszajacy sie po osi @, dzialta opréez sity sprezystej P
(t. j. proporcjonalnej do odleglosei od drodka i skierowanej ku $rod-
kowi), jeszeze sita @ (ftumigea czyli hamujgcea ruch), co do wielkosei
proporcjonalna do predkogei, lecz wprost przeciwnie skierowana niz
predkosé.

Ruch, jaki punkt bedzie wéwezas wykonywal, nazywamy ru-
chem harmonicanym thumionyin.

Oznaczajge przez P iQ wspolvzedne sit P i ¢, mozemy napisaé:
(10) P=— 3% i

gdzie 22 1 u>0 sa wspélezynnikami proporcjonalnosei. Zatem
mi= — A2p—2 uz. Kladae

(= — 2 p,

(11) 2l =k i wjm =g,
otrzymamy wiec
(IVv) &+ Ded 4 Are = 0.

Réwnanie (IV) jest réwnaniem linfowym o wspdlezynnikach
stalych rzedu drugiego. Jego réwnaniem charakterystycznym jest

(12) P2 e p k2 =0,
skad
(13) o= —e 4+ Ve — k2.

R*
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Rozpatirzymy tu trzy praypadki, zaleznie od tego cay wyrdznik
& I jest ujemny, dodatni ezy rowny zeru.

10, g2 k220, Przypadelk ten wystepuje, gdy o jest male, L
gdy sila hamujaea @ jest mala, Poldzmy
(14) , Vie ey

Zatem, na mocey (13)  rip cek kgt Rozwigzaniem  ogol-
nym réwnania (IV) jest wiee w bym praypadku
\ 0

e e e sinc kel ooy con Ty l).

Piszge stole e, ¢y, W postaci  epod coskyly 1oy A win Regly,

glzie 4 =0 1 ¢ sy dowolnymi stalymi, olrzymamy

(1B)  w== Ao Hginky (b1t Y
Fdtd .

Obierzmy, jako nowy po- &
crgtek czasu, chwile f,; pod- ) _
stawmy zatem §-t; == t'. Do- GRS . T\\J T
staniemy @ =de 0 gin k1’ Gt
piszae z powrotem ¢ zamiast ¢ e vt it
i kladge Aeth=g, otraymamy j..gge

(V) @=ae “sinfyt, gdzie a>0.

Wykres powyaszej funkeji podany jest na rysunku, Aby wy-

znaezy ¢ ekstrema tej funkeji, nalezy obliezy¢ micjsea zerowe po-
i s (r,(e“'(l‘;‘l 0N /(11% . 0 dla tyeh

.

eninkb). Bedzie wiee @

chodnej
wartosei ¢, dla ktoryeh
(16) Lyley b ke e

Jezelify jest najmniejszym pierwiastkiom dodatnim rownania (16),
to pozostale pierwiastki majy postadé
(17) tn A
gdzie n jest dowolng liczby calkowity,. Badajye znak drugiej pocho-
dnej, stwierdzamy, ze maximun wystepuje dla e parzystyel, o mi-

nimum- dla n nieparzystyeh. Wynika stgd, ze w ehwilach £, po-
chodna @ zmienin znak, a wiee predkodé zmienia zwrot.

ty - meelly,

) . v . » . ’ )
Chwile ¢, nazywany ehwitami sorotu, odpowiednio zs poloze.
& povuszujaeego sie punkiu - punklamd soroty.

Punkty zwrotn wypadajy okresowo co m/ky sek, i o kolejuo,
raz na prawo, raz ua lewo ol poezgika 0,
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Czas  Ty=2xlk, nazywamy jak wprzody okresem ruchu.
Czas [T =mn/k; miedzy dwiema chwilami zwrotu nazywa sie
okresem drgania.

Na mocy (17) mamy wiee
(18) by =1ty + Lnly.

Wezmy pod uwage dwa po sobie nastepujace punkty zwrotu
Eny Tup1, odpowiadajace chwilom f,, t,qq. Na mocy (V) i (18) jest:

[ = e " | gin k|, [ | = @™ DT i g1

skaul

||| = 0.

Wynika stad, ze wspohzedne z, maleja do zera (co do modulu)
wedlug postepu geometrycznego.

A wiee: jedeli sita hamujqea jest mala, to maksymalne odehylenia
punktu nastepuje po sobie w réwnych odstgpach czasu (okres drgania)
i malejg do zera wedlug postepu geometrycznego.

20, 2—k2>0. Przypadek ten wystepuje gdy sila tlumiaca
jest duza. Latwo stwierdzié, ze pierwiastki réwnania charakterystyez-
nego (13) sa w tym przypadku ujemne. Oznaczajgc je przez — g,
i —py, otrzymujemy rozwigzanie ogélne réwnania (IV) w postaci

(VI) x = Ae 4 Be¢!,

gdzie 4 1 B sy stalymi dowolnymi oraz ¢, >0 i ¢,>0.

Gdy czas 1 wzrasta, to x szybko dazy do zera. Nie trudno,
sprawdzié, ze istnieje co najwyzej jeden punkt zwrotu. Predkogé
jest wiec co najwyzej raz tylko zerem.

30, 2—J?=0. Przy tym zaloZzeniu rdwnanie charaktery-
styczne (13) ma pierwiastek podwéjny —e. Rozwigzanie ogélne réw-
nania (IV) ma postad

(VII) x = e (At + B),

gdzie 4 1 B sa stalymi dowolnymi.

tly czas wzrasta, @ dazy szybko do zera. Podobnie jak po-
przednio, istnieje co najwyzej jeden punkt zwrotu, a wiee predkosé
staje sig zerem co najwyzej raz tylko.
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Ruech harmoniczuy wymuszony, Nieelo na punkt made
rialny, poruszajaey sig po osiow, dzinla oproez sily sprezystej 1

i tlumigeej @ jeszeze sila R, skicrowana wzding osiow i zadezie tylko
od czasu.

Wipolrzedna sily £ bedzie wige

B [(1),

gdzie w jest stale.

Przypusémy, ze sila /' jest periodyezna, np. Ze
(19) R o sin (at - f1),
gizie « 1 f sy stale. Rownanie ruchu ma wige postad (por. (1V),
str. 11H):
(20) & ol Bedel ke oo sin (ul | ),
gdzie znaczenic gtalyeh ¢ 1k jesl takie same jak popracdnio. Abhy
otrzymad rozwigzanic ogdlne rdwnania (20), wyznaczainy jedno szeze.
gblne pogtaci
(21) w m boin (el 4-9),

W celu wyznaczenia statyeh b 1 p, podstawmy (21) w (20). Do-
staniemy
(22) (B*— o) b sin (ab -+ p) - 2aeb cos (@l | ) = w sin (ut | ).

Kiadae raz at-f-p==0, drugi raz «t-]-p-a/2, dostaniomy
(23) 2aeb = wsin (f-p),
gkad
(24) b2 =

(2@l a0 con (1 ),
w? o due
(B2 —a?)? - d o2e?? W y) = kw2’

a z réwnodel tych wyznaczamy juz b i p.
Opierajae si¢ na (24), latwo stwierdzié, ze funkeja (21) spelnia
rownanie (20) tozsamofciowo dla kazdego i,

. Rozpatrzmy przypadek 'e2--k2<<0. Rozwigzanio ogdlne rowii-
nia jednorodnego & - 2 sd - k¥ == 0 podaje wzdr (15), str, 116, Za~
tem ogdlnym rozwigzaniem réwnania (20) jost

(28) @ = Ao ginfoy(t -~ to) - bsin(at |- 9),  pdzio ky - Vi o

. Gdy t warasta, pierwszy skladnik dazy szybko do zers 1 rueh
staje si¢ W przyblizeniu harmonicznym o réwnaniu

@ == b sin (ab - p).
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Amplitudg tego ruchu jest b. Sila B jest sita periodyczna
o okresie 7"=_2m/e. Okres ruchu harmonicznego thamionego wy-
nosi T'y= 2zn/k,. Przypusémy, ze okresy 7' i T, malo sie réznig od
siebie, czyli ze o malo sie rozni od k,. Jezeli sila thumigea jest mala,
to & jest male, wiec k=) =& malo sie rézni od k. Zatemi k
mato sie bedzie réznito od «. Na moey wiee (24) moze byé b wielkie
nawet wowcezas, gdy w jest male (t. zn. gdy sila R jest mala).

Widzimy stad, ze malq silq periodycang, o okresie zblidonym
do okresu ruchu, mosemy wywolad wielliie odehylenia punkiu od $rodka,
gdy sita thumiqea jest mala.

Oddzial Zolierzy, przechodzyeyeh przez most krokiewm miarowym, wy-
woluje drgania (wlasne) mostu. Jezeli okresy krokdw i drgania mostn malo sie
rézuin od siebie, to odehylenia mostu mogy staé sie szybko tak duze, Ze most
sie zalamie. Podobnie gdy automobil doznaje na zlej drodze wstrzaséw, drob-
nych nawet, ale ktérych okres jest zblizony do okresu drgah (wlasnyeh) jego
resordéw, to wahaunia mogy staé sie tak wielkie, ze resor peknie.

Krzywe Ligsajous. Niech na punkt materialny dziala sila P,
ktérej rzuty na osie ukladu sa (co do wielkosei) proporcjonalne do
wspolrzednych punktu i skierowane ku poezgtkowi uktadu. Mozemy
wiec przyjaé, ze:

Px-:—z,:])'w, .Py:'—-“‘—l%y, Pz=~/1§z,

gdzie Ay, dg, A; sa stale. Rownania ruchu majg postaé:

o

. P . A . 2
mp=—2A &, my=—"hy, me = —M3%.

Kladae Ajm ==k, Afm==ks i A/m=Fkj, otrzymamy wiec:

(26) &=k 2, gi]:—-kéy, 4 =-—lje.

Rozwigzaniami powyzszych réwnan (por. str. 112, wzor (4)) sa
funkeje:

(27)  a=asink (t — 1), y=d@sink({@—1), z=assink(t—1i).

Okresy tych funkeji wynoszg (str. 112, wzor (5)):
(28) T, = 2m/ky, Ty = 27|ky, Ty = 2mfks.
Jezeli ruch jest okresowy o okresie T, to ilorazy T:Ty, T: Ty 1:T,
muszg byé liczbami calkowitymi. Zatemilorazy Ty: Ty, Ty T5 1 Ty: T
(lub ze wzgledu na (28) ilorazy Fky:ky, ks:ky i Fey:kp) musza byé
liczbami wymiernymi. Jezeli wieec nie wszystkie te ilorazy sa
liczbami wymiernymi, to ruch nie jest ruchem okresowym.
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W praypadku ruchu nao plaszezyzuie, tory ruchn okreslonego
réwnaniami (27) noszy nazwe kryeyeh Lissajous; odgry wajg one
wazng role w akustyee,

Praylklad. Rueh odby wasie w plaszezysnie vy, Nieeh bk, 2
PR I
1ty=1y == 0.

Kladge k= 1 kyoo 2k, otrsymamy zutem na moey (27

)

& ity 8 Rl i Uty sin 2,

Poniewad y=2aysinkicoskt, wige sinkbrfa; i coskl wg gy 2a0,
gladl (iefag) - (ay[Sage)= 1, enyli

badm'  Lapada® |oaly® 0,

Tor bedzie wiee krzywa rzedu ezwartogo,

§ 16. Warunki réwnowagi w polu sif. Jezeli w pewnym
polu sit punkt materialny jest w punkeie A w rdawnowadze, Lo oezy-
wigeie sila P dzialajaca w A rowna sie zeru. Naodwrot, jezeli w pew-
nym punkeie A (2, ¥y, &) pola, sila 20, o punkt materinlny
umieszezony w4 w chwili ¢t bez predkodel poezglkowej (L. zn,
By=0) pozostanic stale w spoezynku G j. w rownowadze, Wynika,
to stad, ze warunki poczatkowe wyznaczajy rueh jednoznacesznio,
a spoczynek (6. j. ruch okredlony rownaniami ey, oy, S %)
spelnia Ym?tm,ki poezgtkowe i rdwnanie mp L5 mamy howiem stale
P=01 P=0, .

W polu potencjalnym pochodne ezgstkowe potencialn 1 rdwne
s, jak wiemy, rzutom sily na osic ukladu (§ 11, str. 100), Jozali
wige punkt A jest polozeniem rownowagi, wowezas w punkeie d:

(1) IV [dw=0, AV |y, V[ -0,
Réwnania powyzsze zachodzy w szezegdnodei w Gye punktaeh,
w ktérych wystepuja maxima Inb minima, potencjalu,

A wiges punkty, w ktdryoh wystepitjq ekstrema polenejolu, sq
pologentami réwnowagyi,

‘ Polozenia réwnowagi mogy jednak wystepowad rownies w -
kich punkpa,ch, w ktdryceh potenejal nie ma ekstromum; rownania (1)
przedstawiajg bowiem tylko warunki konioeezne istnienis ekstrenn.
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Rownowaga stala. Niech w polu sit punkt materialny znaj-
duje sie w rownowadze w punkeie 4.

Powiadamy, ze rdwnowaga jest stata, jezeli punkt materialny
po malym przesunieciu z punktu 4 i po otrzymaniu malej energii
kinetyeznej poezatkowej, bedzie poruszal sie stale w niewielkiej od-
leglodei od A i posiadal stale malg energie kinetyezna. Scislej mowiae,
rownowaga w A jest stala, jezeli do kazdych dwu liczb R>0 i e>0
mozna dobraé takie liczhy Ry>0 i ¢,>0, ze punkt materialny, znaj-
dujacy sie gdziekolwiek w odleglodei mniejszej niz R, od A, bedzie
po ofrzymaniu energii kinetycznej poczatkowej mniejszej niz ¢, po-
ruszal sie w odleglodei od 4 stale mniejszej niz R i posiadal energie
kinetyezng stale mniejszg niz e.

Jezeli rownowaga w punkcie A nie jest staly, mowimy, ze
w punkeie tym jest rownowaga niestata.

Tiierdzenie Diviclileta, W polu potencjalnym punlt, w kid-
rym polencjel osiaga mavimum wlasciwe, jest poloseniem réwnowags
stalej.

Dowéd. Niech w pewnym polu potencjalnym potencjat ¥V
osigga maximum wlagciwe w punkeie 4 (méwi sie, ze funkeja
osigga w punkecie 4 mazimum wlasciwe, jezeli w pewnym otoczeniu
tego punktu najwieksza wartosé przyjmuje tylko w punkcie 4).

Zalozmy, Ze w punkeie 4 potencjal ma wartodé 0; mozemy
to zawsze uzyskad przez dodanie odpowiedniej stalej, poniewaz po-
tencjal okreflony jest tylko z dokladnoscia do pewnej staltej (str. 99).

Wezmy dowolne R>0 i ¢>0. Bez szkody dla ogdlnosei do-
wodu mozemy tez obrad R tak male, by w kuli K o frodku 4 i pro-
mienin R potencjal byt wszedzie po za A ujemny. Oznaczmy przez L
maksimum potencjalu na powierzehni kuli K; zatem L-<C0.

Niech teraz &, bedzie dowolng liczba, spelniajaca nieréwnosei:

(2) e>0,  g<—1LL, gp<< Le.

Poniewaz w 4 potencjal jest zerem, wiec istnieje taka kula I,
o frodku 4 i promieniu R,<R, Ze
(3) —e< V<00 wkuli K,

Umiedémy punkt materialny gdziekolwiek w odleglosei <Ry od 4
(t.j. w kuli K{y) i nadajmy mu energie kinetyczng poczatkows

(4) By< e
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Na mocy (5), str. 106, jest podezas rachu stule

() Vel Vi

Poniewaz na mocey (3) jest ey Vi wige wobee (5) 0 (1) jest
(6) . IVl

7 uwagi na to, Ze K20, otraymujemy 10 ey, skyd na

mocy (2) —V<—L, eayli V=L A wige punkl( materinlny nigdy
nie przekroczy powierzehni kuli & (ho potenejal na niej jest == L);
ruch jego bedzie sie tedy odbywal wewngtrz kuli K, . j. w odle
glosei od A mniejszej niz K. Poniewaz ponadto w kuli A7 jest stale
V0, ezyli —V 20, wige na moey (6) jost F< ey, skyed namoey (1)
E<e A wige w A4 jest rownowaga stals, ¢ b, . d.

Przyllad, Wesmy pod uwage pole sil, w kidrym 2y I,
Py=—T%, P.,=—I. Pole to jest wige polem potenejaluym o po-
tencjale V== — L k¥ gdzie e g ot o o4

Punkt 4 (0,0,0) jest polozeniem rdwnowagi stalej, bo w punkeio
tym potencjat osigga wartosé najwiekszg 0, & poza tym jest ujemuy.
Stato§é réwnowagi w A udowodnimy teraz hezpodreduio.

Niech dane bedg dowolne liczby R0 1 e2»0. Umiesémy punkt
materialny w odleglodei 7y od 4 i nadajmy mu energie kinetyezny K.
Zatem B -+ | k% = B 4 | %2, skyd
(M B By A ) kP
Ponadto )& < B, - | k*rd  cayli

®) r<|/ o Byt s

Jezeli wige dobierzemy &, i R, tak, by bylo réwnoezednie

&+ E RS < ¢

to otr.zymamy dla wszelkich Hy<<g, i ry<t R, na moey (T) i (8)
E<e i r<R. Udowodniliémy wiee, #o rownowagn w A jest stala,
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II Dynamika punktu nieswobodnego.

§ 17. Réwnania ruchu. Dotychezas badalismy ruch punktu
materialnego swobodnego, t.j. takiego, ktory mogt wykonywaé do-
wolne ruchy przy odpowiednich silach. Spotykamy sie jednak réw-
niez z zagadnieniami, w ktérych ruchy punktu podlegaja pewnym
ograniczeniom, takim np., ze punkt musi stale pozostawaé na pewnej
linii, powierzchni i t.p.

Przyktad. Wyobraziny sobie, ze drobuna kulka nawleczona jest na sztywny
drut (np. w keztaleie kota). Jakimikolwiek sitami dzialalibyémy na kulke, he-
dzie ona mogly wykonywaé jedynie takie ruchy, przy ktdrych pozostanie stale
na drucie. Zagadnienie sprowadza si¢ wige w tym przypadku do badania ruchu
punktu materialnego, ktéry ma pozostawaé stale na pewnej linii.

Punkt taki nazywamy nieswobodnym, a warunki ograniczajace,
jakim musza czynié zadodé ruchy punktu nieswobodnego, nazywamy
WieRAMI.

Reakeja. Przy rozpatrywaniu ruchu punktéw nieswobodnych
bedziemy zakladali, ze na punkt nieswobodny dziala (opréez danych
sit) pewna dodatkowa sita, ktéra sprawia, ze punkt zachowuje wigzy.
Te dodatkows sile nazywamy reakejq (oddziatywaniem).

Reakch przypisujemy dzialaniu na punkt materialny ciat wywolujqcth
wiezy. Reakeja drutu jest wiec up. sila, z jaka drut przeciwstawia sig porzuceniu
go przez nawleczony na niego kulke.

Niech punkt materialny nieswobodny 4 ma pozostawadé stale
na krzywej € (rys. 1). Niech reakcja w pewnym potozeniu punktu 4
bedzie R. Skiadowa N reakeji, prostopadla do stycznej, nazywamy
reakejq mormalng, skiladowsy T styczng nazywamy reakejq styceng
lub tarciem.

Podobnie, jezeli punkt ma pozostawaé stale na pewnej po-
wierzehni S (rys. 2), to skladows reakeji prostopadly do powierzehni §
nazywany reakejg normalng, sktadows za$ styczng reakejq styczng
lub tarciem.
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Hekro¢ wiee zakladamy, %0 nie ma tarein, Lo pray jmujemy
tym samym, ze reakeja jest prostopadla do krzywej (powierzehni),
Gdy nie ma tarcia, mowimy tez, Ze krzy wa (powierzchnia) jest gladka,

Jezeli o punkeie A, lezgeym po pewnej stronie powierzehni,
zakladamy tylko, Ze nie moze przejdé na deagy jej strone (ehod
moze porzuciéd te¢ powierzehnie), to reakeje uwazamy za skierowany
w te strone powierzehni, z ktorej snajduje sig punkt (stre. 123, rys, 3),

Gdy np. kulka lezy na stole, wiowezas reakeja stobu skierowinn jest
ku gérzo.

Réwnania ruchu. Reakeje okreedlilidiy jako sile dodatkowsy,
ktdra sprawia, Ze punkt nieswobodny zachownje wiezy. Jozeli wiee
do sily dziatajgeej P dodamy reakeje £y to bedziemy mogli awasgnd
punkt materialny zn punkt swobodny, Oznuezijye pracz m nase,
a przez p pray$pieszenie punktiy, ofraymumy wiee

1 mpe PR,
1

W ten sposdb badanie ruehu punkin nieswobodnego sprowi-
dzamy do badania ruchu punktu swobodnego. Jezeli o reakeji A
przyjmiemy jeszeze pewne zalozenin specjalne, np. Ze nie ma tareia,
to (jak okazemy pozniej)réwnanie (I) wystareza (do wyzhaezenin ruehu,

Przyklad. Niceh punkt o masie s spada pod wply wem eig-
zaru @=mg po plaszezysnie, nachylonej do poziomu pod kytem w.

Zaldzy, e nie ma o tarein, Reakeja R
jost zatem prostopadla do planzezyzny.

Oznaezajae praes p prayipieszenio punkou,
may namocy (1) mp - @-F . Tworzge vanty
na plaszezyzne pochyly Tkladge p [, otrzy-
mamy mp == g sina, skgd’

Pe== g BN

Energia kinetyczna. Prayrost energii kinetyezanej punktu
nieswobodnego réwna si¢ sumie prac sily dzinlajgecj P i veakeji £,
Przy zalozeniu braku tarcia reakeju jost prostopadla do toru, zutem
praca reakeji réwna sig zeru. Wynika stad, #0 gdy nie ma taredn,
przyrost energii kinetyeznej réwna sig jedynic pracy wykonane
przez sile P,
. W.szcz_(agélnpéci, jedeli wie ma tarcia, o suma energil kinetyosne)
) potencyalney punltu poruszajqoego si¢ w polu potencjalnym Jest stala,
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§ 18. Ruch punktu nieswobodnego po krzywej.
Ruch po krzywej plaskiej. Zaldozmy, ze punkt 4 o ma-
siec m ma pozostawaé na krzywej plaskiej (' i ze sila P dzialajaca
na punkt lezy w plaszezyznie krzywej (. Przypudémy, ze nie ma
tarcia, t. zn. ze reakcja R jest prostopadia do krzywej.
Oznaczajgce przez P przyspieszenie punktu, ymamy wiec (por.
wzor (I), str. 124)
(1) mﬁ:f’-{—]?,{

Nadajmy stycznej ¢ zwrot zgodny ze zwrotem krzywej, a nor-
malnej » zwrot ku grodkowi krzywizny (rys. 1). Niechaj ps, puy Pry, P
bedg rzutami praydpieszenia p i sity P na styczng i normalng za$ R
rzutem reakeji B na normalng. Z réwnania (1) otrzymamy, tworzge
rzuty na styczna i normalng:

(2) mp=Py, mp,=Pn+R.

Niech » oznacza rzut predkodei na styczng, za$ o promied
krzywizny. Wowezas (str. 41):

=1, Pa="%/g,

skad na mocy (2):

(1) mo=P, mv?fo=P,+R.

Pierwsze z réwnan (I) pozwala wyznaczyé ruch, znajac sile P
lub jej rzut P, Roéwnanie
to mozemy takze napisaé
w innej jeszeze postaci,
mianowicie:

(3) s =Py,

gdzie § oznacza wspolrzed-
ng lukowg na krzywej C. ) _

Drugie z réwnait (I) pozwala obliczyé reakcje R, znajac pred-
kogé .

Ruch po krzywej przestrzennej. Zalézmy, ze tor jest
krzywa przestrzenng (' i ze nie ma tarcia.

Nadajmy styeznej ¢ zwrot zgodny ze zwrotem krzy wej, normal-
nej glownej n zwrot ku frodkowi krzy wizny, wreszcie binormalnej b
zwrol taki, by uklad (6,n,0) mial zwrot zgodny z ukladem wspdl-

rzednyveh (rys. 2).
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Utworzmy rzuty na styczng, na normalng gléwny i na binor-

malng. Poniewaz rzut przyspieszenia na binormalng (str. 42 ) irzut B

na styezna sa zerami, wigc otrzymamy z réwnania mp==P-+R:

‘l‘l'),ptZP,f, ’mpn:.Pn"'i".l\)'n, B3 % “+ I by

skad
(IT) mo=Py, mv2lo=P,+R,, Py-Rp=0.

Pierwsze z rownan (LI) pozwala wyznaczyé ruch, z dwéch zad
pozostalych réwnan (II) mozemy obliczyé skladowe R, i Ry, a wiee
reakeje R.

Ruch punktu nieswobodnego ci¢zkiego. Niech na punkt
materialny nieswobodny o masie m dziala sita ciezkodei. Zalézmy,
7e nie ma tarcia. Potencjat sily ciezkodei wynosi Ve=—mgz (0§ 2
bkierowana pionowo w g(’)re) Na mmy ms(ulv zZac lmw,mm ene rgu

(111) ,;,z + 2gza h.

Stata b mozemy wyznaczyé, znajac predkosé v, i wspolrzedna g,
w pewnej chwili ¢,. Dostaniemy
(4) h=v}--2gz,,

Z (IIT1) wynika 2¢2<<h, zatem 2<Ch/2g. Maksymalna wiee wy-
soko$é, na jaka punkt moze si¢ wzniedé, wynosi
1

(5) Lmax == E h= .)(’

skadd 0% 202 =03} 2z,

v 42,

Jezeli punkt w ciagu ruchu znajduje si¢ kilka razy na tym
samym poziomie z==g’, wéwezas na mocy (IIT) mamy v*=h —2gs'.

A wiec: na jednym 1 tym samym poziomic punkt ma jedny 4 1g
samqy predkosé.

Przyklad 1. Punkt spada po krzywej ¢ o réwnaniu zs=f (),
polozonej w plaszezyznie pionowej xe. Zaldzmy, ze w czasie =0
punkt znajduje sie w punkeie A (2g,2,) i ma predkosé By==0.

Oznaczajac przez s wspdlrzedng tukowa, dostaniemy wice na
moey (4), z uwagi na to, ze v=34,

§$24-2g2=2¢z, ezyli

iz 242y —2).

Obierzmy na krzywej €' zwrot zgodny z poezygtkowym ruchem
punktu (t.j. zwrot ku dolowi). Az do chwili, gdy punkt mate-
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rialny dojdzie do punktu B, poloZonego na tej samej w, yvsokosci eo
punkt 4 (rys.l), mamy s-..‘/ 2¢9(z,—=2), wiec ds J2 glzg—2)=dt.
Poniewaz ds=}1-+72(x)dz, wiec

lﬂ—f’n iU) o
®) f I (T o —F ()

Wzor powstzy podaje czas, w ktérym punkt materialny
osiggnie punkt D o wspélrzednych »=§&, y=7(&). Jezeli x; oznacza
odecieta punktu B, to dla x,<<E<x; calka (6) ma wartos¢ skorczons,
wiec ezas ¢ jest skoficzony. Dla &==g; funkcja podcatkowa staje sig
nieskoniczona, ho z zalozenia z,=F(z,)=F(z;). W tym przypadku
wartos$é catki moze byé wiee skoriczona lub nieskoniezona. Wynika
stad, ze punkt materialny moze doj$é do punktu B lub nie: zalezeé
to hedzie od ksztaltu krzywej (. Latwo okazaé, ze jezeli styczna
w punkcie: B nie jest pozioma (t.zn. jezeli f'(x;)F0), wéwezas war-
todé calki (6) jest skon-
czona, wiec punkt mate-
rialny osiggnie punkt B.

Przyktad 2. Z‘f’;"
Niech punkt zsuwa sig E
‘w plaszezyZnie pionowej ,57 §
po krzywej (, ktorej P P
cze$é BEDF jest kolem 1.

o $rodku O i promie-
niu r. Zalézmy, ze nie ma tarcia. Zalézmy tez, ze punkt nie musi
stale pozostawaé na krzywej C, byleby tylko nie przeszed! na druga
jej strone; reakcja bhedzie wige skierowana w te strone, po ktorej
punkt sie znajduje (rys. 2).

Zapytajmy sie, z jakiej wysokosdci 2, nalezy punkt opuscié bez
predkosei poczatkowej, azeby obiegt okrag kota BEDEF.

Obierzmy na kole punkt E dowolnie. Oznaczmy przez v pred-
ko$é punktu w E, przez 9 kat, jaki tworzy z pionem promien OE.
Zatem na mocy (I), str. 125, jest m*fr=my cos # +R, czyli

h

Ii’zl—l(‘ —grecos9).

Poniewaz R>=0 (gdvz reakeja musi hyé skierowana w strone
punktu, t. j. ku frodkowi kola), wiec

(7) 2—grceos 920
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Poniewaz punkt opuscil wysokosé z, bez predkodei poczatko-
wej, wiec o0znaczajac przez = wspolrzedng punktu ¥, bedziemy
mieli 124 2g2=2¢z,. Wyznaczajac stad o i witawiajae w (7), otrzy-
mamy 2gz,— 2ge—¢r cos 9 2= 0, skad

(8) 2o == 2 L cos .

Nieréwnosé (8) jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym,
jaki musi spelniaé wysokosé 2y, aby punkt obiegl okrag BDEL. Prawa
strona tej nieréwnosci osiaga maksymalng wartosé w najwyzszym
punkeie kola, w ktérym ez=2r i ¥=0. Wstawiajac te wartodei
w (8), dostaniemy

2y == Drf2.

Jezeli wiee spugeimy punkt materialny z wysokofei zy2:01/2,
to punkt obiegnie kolo.

Jezeli zag 2,<b7/2, to w pewnym punkeie kola nasz punkt
materialny opusei kolo, mianowicie w tym punkcie, w ktorym,
Zy=2-+%rcosd. Gdyby bowiem dalej poruszal si¢ po kole, to, jak
latwo stwierdziéd, mieliby$my R<<0, co jest niemozliwe, gdyz to by
oznaczalo, ze punkt jest przyciskany do krzywej. Po opuszezeniu
kola punkt bedzie spadal oczywidcie tylko pod wplywem swego
ciezaru.

Przyltad 3. Punkt o masie m porusza si¢ pod dzialaniem
sily ciezkodei po linii frubowe]

9 r="7 COS @, y==7 §in ¢, =kq.

Mamy
f=—rpsing, y=rpcose 1 z=ke,
wiee v?=a2+2482= (124 k?)¢?, skad na mocy (LII), str. 126, otrzy-

mujemy (124 k) @2+ 2gkp=nh, a zatem db/dp==+V 2+ (h—2gkp)
i wreszcie

1= p :
=+ L + 5 Vh‘ — g k- c.
gk

Znak po prawej stronie i stala ¢ zalezg od warunkdow poczat-
kowych. Wyrazajac ¢ przez ¢ i wstawiajac w (9), olrzymamy
réwnania ruchu.
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§ 19. Ruch punktu nieswobeodnego po powierzchni.

Niech na punkt materialny o masie m dziala sila P. Zaléimy, ze
punkt ma pozostawaé stale na powierzehni § o ré6wnaniu
(1) .F(mv Y, 2)=0
i ze nie ma tarcia. Reakcja R jest wiec prostopadla do .
Z geometrii rézniczkowej wiadomo, ze wspélezynniki kierunkowe
normalnej do powierzchni sg proporcjonalne do pochodnych czgst-
kowych dF/dx, 9F[dy, dF/9z. Poniewaz reakeja R ma kierunek
normalnej, wiec:
(2) R,=139F|ox, Ry,=212F[3y, R,=19F|3z,
gdzie 1 jest wspoélezynnikiem proporcjonalnofei zaleznym od czasu.
Zatem A=A(t).

7 réwnania mp=P R otrzymamy na mocy (2):

. oF . dF .. oF

(I) ma}:Pr—f—A%, mg/:=P,,+l?y~, mz:Pz—l—la—z.

Réwnania (1) i (I) wyznaczaja lacznie nieznane funkcje czasu
x=f(t), y=@(), s=p(t) i A=1(f). Po wyznaczeniu tych funkcyj
mozemy reakcje B obliczyé z réwnan (2).

Przyklad 1. Punkt ciezki o masie m porusza si¢ po powierz-
chni walea kolowego (o§ z skierowana pionowo w gére)

o2 +y2= r2,

Mamy tutaj F(r,y,2)=a2*+y?—1r2=0, Pr=0, Py=0
i P,=-—mg, wiec na mocy (I):
(3) mis =2, my =22y, mz=—mg.

Trzecie z réwnan (3) daje po scatkowaniu
(4) p=—1}gt" +at+b,
gdzie a i b sa stale. Przyjmijmy warunki poczatkowe dla i=0:
(3) - xe=r,  Yo=0, =0, Z=0, Yo=u, E&=W,

gdzie w i w oznaczaja pewne stale (4,=0, gdyz w chwili ¢=0
predkosé 7, jest styczna do walca, wiee prostopadia do osi z). Na
mocy (4) i (5) dostajemy b=0 i a=w, zatem
(6) z=—1gt* 4wt

Poniewaz v>+2gz=12+2gz,, wiec d24->+ 24 2gs=u*+w? skad
na mocy (6) #2+y2+(—gt+w)?—g*+2wgt=u*-+wu? a zatem

(7) 2=l
S. Banach. Mechanika. 9


pem


130 ' ROZDZIAL III. Dynamika punktu materialnego.

A wiec rzut punktu na plaszezyzng poziomg porusza sig po
kole a?-+y?=#* z predkoscia staly wu; predkosé kgtowa wynosi
wiec w=u/r. Stad =1 cos (ut/r--@,) i y=7rsin (ut/r-+p,). Poniewaz
dla t=0 jest wedlug (5) z,=r i y,=0, wiec mozemy przyjaé @,=0,
Dostaniemy zatem:

% .U
(8) v w:rcos7t, y=¢"sm7t.

Réwnania (6) i (8) okrelaja ruch punktu. Czynnik 4 otrzymamy
z réwnan (3), wstawiajac zamiast & i & wartodci z (8). Dostaniemy
A=—mu?/27% skad na mocy (2):

mu2 mu?

By=——5—, Ry=——5-9, R:=0

i wreszcie
2
I/ 2+J2.~~._._mu_.‘

=R+ R= m“

A wiee: reakcja jest stala co do w1e1koéel i zawsze prosto-
padia do osi walea.

Preyklad 2. Punkt o masie m porusza sie pod dzialaniem
sity ciezkodei po kuli (0§ 2 skierowana pionowo w gére)
9) 22y 42 —i2=0.

Na mocy wige (I), str. 129:
(10) ma =22z,

- my =21y, me =21z —myg.

Réwnania (10) nie dadzg sie rozwiazaé przy pomocy funkeyj

elementarnych. Mozemy jednak wyprowadzi¢ pewne Wmoskl, nie

rozmazu]@c tych réwnan.
Zauwazmy, ze reakcja R jest stale skierowana ku grodkowi
kuli, a wiec, ze jej rzut R’ na plaszezyzne pozioma jest stale skie-
rowany- ku poczatkowi O ukladu. Rzut B’ jest wiec silg $rodkowa.
) Poniewaz rzut sily ciezkodei na plaszezyzne pozioma jest ze-
rem, wiec oznaczajac przez P’ rzut przyspieszenia punktu na
plaszezyzne pozioms, otrzymamy mp'=R'.
Wiynika stad (str. 86), ze ruch rzutu bedzie ruchem $rodkowym,
Tor rzutu bedzie wieec albo linig prosta l, przechodzgcy przez po-

czatek 0, albo krzywa C, ktéra nigdy przez poczatek nie przejdzie
(str. 87).
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W przypadku pierwszym ruch samego punktu bedzie odbywat
sie w plaszezyZnie pionowej, ktérej sladem jest I; punkt bedzie
wiec poruszal sie po potudniku. Przypadek ten zajdzie, jezeli punktowi
nadamy predkosé poczatkows styczng do poludnika, wtedy bowiem
rzut predkosci (na plaszezyzne xy) bedzie skierowany ku poczatkowi 0, .
predkosé polowa rzutu bedzie zerem i tor rzutu hedzie linig prosta
przechodzacy przez §rodek O.

W przypadku drugim, gdy tor rzutu jest krzywa C nigdy nie
przechodzacy przez O, bedziemy mieli, oznaczajac przez 7, i 7, naj-
mniejszg i najwieksza odleglodé rzutu od 0, rP<<a?+y2<|rl

Namocy (9) jest 22=r>*—(22+42), wiee 72— H<A<<rP—12 czyli

Vr—r<d<lr—r.

Wynika stad, ze punkt bedzie krazyl po kuli miedzy dwiema
plaszezyznami poziomymi. Przypadek ten zajdzie, jezeli predkodé
poczatkowa ¥, punktu nie bedzie styczna do poludnika; wtedy bo-
wiem rzut predkosei ¥, na plaszezyzne xy nie bedzie skierowany
ku O i predko$é polowa rzutu bedzie réina od zera.

§ 20. Wahadlo matematyczne. Wahadtem matematycenym
nazywamy punkt materialny m zawieszony w polu ciezkosei na
nici niematerialnej i nierozciggliwej, utwierdzonej jednym koricem
w punkecie S.

Nié dziala na punkt materialny tylko wéwezas, gdy jest na-
pieta; reakcja E jest skierowana wzdhz nici -ku punktowi 8. Od-
leglodé punktu m od punktu S jest stale niewieksza od dlugosei
nici I. Punkt moze sie zatem poruszaé¢ wewngtrz i na powierzehni
kuli K o ¢rodku S i promieniu 1.

Jezeli przy napietej nici, tworzacej z pionem SO kgt <x/2
puscimy wolno punkt m (t. j. bez predkosei poczatkowej), to punkt
bedzie sie poruszal w plaszezyZnie pionowej, przechodzacej przez S,
po kole o $rodku O 'i promieniu I.

Przyjawszy na kole dowolny zwrot, oznaezmy polozenie pun-
ktu A (lezacego na dolnej polowie kola) przy pomocy wspdirzednej
tukowej s, liczonej od najnizszego punktu kola 0. Oznaczmy przez
¢ kat miedzy OS i OA, przyczem znak kata ¢ niechaj bedzie
zgodny ze zwrotem tuku OA. Zatem

(1) ‘ s=1gp.
. 9%
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Tworzac rzuty sily ciezkodei i reakeji R s
na styezng w punkcie 4, otrzymamy me= A
= —myg sin ¢, a poniewaz na mocy (1) jest
§=1¢p, wiec mlp=—mg sin g, a wiec
L g
() p=— sinp.

' Przyjmijmy, ze w chwili poczgtkowej
{=0 mielismy g=g,>0. W ciggu calego ruchu bedzie oczywidcie
—pp<p<g,, gdyz punkt nie moze si¢ wznie$é do polozenia wyz-
szego niz poczatkowe .

Jezeli ¢, jest do§é male, wéwezas z wielkim przyblizeniem mo-
zemy przyjaé g=sing. Zatem na mocy (L) otrzymamy y(}fv-=-|~’(ll¢)m0,
a poniewaz wedlug (1) jest p=s/l, wigc

@) 5+§J~s=0.

Por6wnujac réwnanie (2) z réwnaniem ruchu harmonicznego
(str. 112), widzimy, ze punkt bedzie poruszal si¢ ruchem harmonicz-
nym. Okres ruchu w mysl (5), str. 112, i z uwagi, zZe k::l/g/l, Wyno0si

(3) T=2x)1]g.

Wzér (3) jest wzorem przyblizonym, wyprowadzonym przy
zatozeniu, ze kat ¢, jest maty. Ciekawem jest, ze okres T mie zaledy
od kata wychylenia @,.

Odrzuémy teraz zalozenie, ze kat ¢, jest maly. Pomndézmy
obie strony réwnania (I) przez ¢ i scalkujmy. Otrzymamy:

1., ¢
Jangpet T
(4) 2r,0—l008(p-{-0.
Dla =0 jest =g, 1 §=0; zatem na mocy (1) jest p=0. Z ré6w-

nania (4) dla =0 dostaniemy 0=% cos gp+-¢  czyli c=-—§-’cosqoo,

N
& Wige §<p2=%](cos¢——cos<po) czyli
® [
p=1 TI/cosmwcos%.

_ Przypuéémy,. ze badamy ruch punktu od chwili poczatko-
wej t=0 do chwili, w ktdérej osiggnal on to samo wzniesienie po
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przeciwne]j stronie proste] 08. Zatem ¢<C0, a wiee wobee (5) hedzie

p=—

Ra y———_— - A
=g l o
COSp — COS skad —f =
/ZV 4 Po  SK3 l/leCOSqa——cos% di

Oznaczajac przez T okres wahania, otrzymamy

— %
__l/_l_ e —
2¢ o
e l’cosq:—cos% “

zatem
—Qf Fa l D_l (fu
(6) Tz‘/— f___(_qg_______g l/:_/ do .
9. Veosg—cosg, g, Veosp— cosg,
Wprowadzmy nows zmienng u, podstawiajge sinle==sinu sinig,.
Poniewaz cos g — €08 gy=2(8in%{ p,—sin*% ¢), otrzymamy

— a2
(1) T=4I/l—f _du .
9+ J1—=sin®u sin % ¢,

Obliczajac calke przy pomocy rozwiniecia w szereg!), dosta-
niemy:

L, (12, .1 1-8\2 . , (1 \, [1-8:5\2. /1
T:znl/;[l—!— (—2‘) Slllz(g 990) -+ (ﬁ) sin? (5(]70) - (m) gin® (‘j (po) -+ .. .].
Dla malych g, otrzymujemy wzor (3), pomijajac wyrazy sze-
regu poeczgwszy od drugiego.

§21. Ré6wnowaga punktu nieswobodnego. Jezeli punkt
nieswobodny jest w réwnowadze, znaczy to, ze sila dziatajaca P
rownowazy sie z reakcja R. Zatem

(I) P4 R=0.
Réwnanie powyzsze przedstawia warunek konieczny réwnowagi.

Gdy punkt ma pozostawaé na powierzchni i nie ma tarcia, to
— jak wiemy—reakeja jest prostopadia do powierzehni. W przy-
padku wiee réwnowagi sila dzialajgea P musi byé¢ réwniez prosto-
padia do powierzchni.

Na odwrét, jezeli w pewnej chwili ¢ sita P jest prostopadia
do powierzchni S, a punkt ma predkosé¢ =0, wowczas P+R=0,

1) Por. 8. Banach, Rachunek réiniczkowy 1 ealkowy, T. 11, Lwdw, str. 110.
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czyli punkt pozostanie w spoczynku. Przypudémy bowiem, ze PR 0;
punkt posuwalby si¢ wiee po pewnej krzywej €, polozonej na po-
wierzehni 8. Zauwazmy, ze w chwili ¢ przyspieszenic normalne jest
Pr="%p=0. Z réwnania mﬁ_—-—l’ —tﬁ, tworzge rzuty na styczng do (,
otrzymamy mp,=0, gdyz P i R sa prostopadle do stycznej. Po-
niewaz p,=0 i p,=0, wiec p=0. Zatem byloby P+E=mp=0 whrew
zalozeniu.

A wige: warunkiem koniecenym i wystarczajocym rOwnoOwayt
punktu nieswobodnego, majgcego pozostawad (bez tarcia) na pewnej po-
wierschni, jest to, by sila dzialajaca P byla prostopadta do powierzehni.

To samo odnosi sie do linii krzywej.

Réwnowaga stata. Réwnowage staty okredlamy dla punktu
nieswobodnego podobnie jak dla punktu swobodnego (str. 120), z 9
réznicy, ze wychylenie z polozenia réwnowagi ma byé zgodne z wig-
zami. Punkt bedzie wige w rdwnowadze stalej, jezeli przy matym
(i zgodnym z wiezami) wychylenia z polozenia réwnowagi i pray
matej energii kinetycznej poczatkowej punkt ten bedzie poruszal sie
stale w poblizu potozenia réwnowagi i stale z maly energia kinetyczng.

Réwnowaga, w polu potencjalnym. Niech w polu sit
potencjalnym punkt materialny ma pozostawaé na pewnej powierz-
chni § o réwnaniu F(x,y,2)=0. Zalézmy, ze nie ma tarcia.

. Jezeli w pewnym punkcie A(x, y, 2) powierschni S potencial V
osiqga ekstremum ze wzglodu na punkty tej powierzehni, to punkt A
jest polozeniem réwnoways.

.W punkcie 4 wystepuje bowiem ekstremum funkeji V oz wa-
I'u.llk.lEEII’l ull)ocz_ng.rm F(x,y,2)=0. Na mocy wiec twierdzenia 7z teorii
maximow 1 miniméw istnieje taka liczha 1, ze:

oV  ,oF vV R oV ,oF
sw The, =0 gyt =0, S tig=o.

oF oF )
Zatem P2 %= 0, P,+ Z;qq—/ =0, P, +/’LC£:0. Poniewaz zad
OF 3F oF ' i

% 3y B $g proporcjonalne do wspélezynnikéw kierunkowych nor-
Fna]ne} w A, wiee sita P ma kierunek normalnej, ezyli punkt 4 jest
istotnie polozeniem réwnowagi.
Jezeli w A wystepuje maximum wladeiwe potencialu ze wegyledu
na punkty powierzchni 8, to punkt A jest polozeniem réwnowagi stalej.
Dowéd przebiega podobnie jak na str. 121.
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[§21§

Uwagl powyzsze odnoszg sie réwniez do przypadku, gdy punks

materialny ma pozostawaé¢ na krzywej.

Niech np. punkt ma pozostawaé w polu sily ciezkodel na po-
wierzehni 8 o réwnaniu z=f(x,y) (0§ 2z skierowana pionowo do
goéry). Polozeniami réwnowagi sg te punkty, w ktérych sila ciez-
kodei jest prostopadia do powierzechni, t. j. w ktorych plaszezyzna

Moga to byé punkty -
najwyzsze lub mnajnizsze (ze wizgledu na oto- \\ﬂ/
czenie) lub t. zw. punkty siodlowe. Maximum />~ 3
wiadciwe potencjatu ¥V =— mgz wystepuje w tych
punktach, w ktérych funkeja z=7f(x,y) osizga minimum wiasciwe.
W punktach najnizszych wystepuje wiec réwnowaga stata. Punkty
A,B sa tedy polozeniami réwnowagi stalej; punkt zas C poloze-
niem réwnowagi niestatej (p. rysunek). .

Jezeli punkt wychylimy z polozenia A, np. do 4’, i nadamy
mu malg predkosé, to bedzie on krazyl w zagtebieniu kolo punktu A
7z malg predkoscig. Jezeli natomiast punkt wychylimy z polozenia ¢
(chodby nieznacznie nawet) do polozenia (', to oezywifcie oddali sie
on od C pod wplywem ciezaru.

Przyklad 1. Punkt materialny ciezki, zawieszony na nici
tworzacej z pionem kat a, jest w réwnowadze pod vlr'plywem sity
poziomej P (rys. 1). Na punkt dziala reakeja nici R skierowana

wzdluz nici (ku punktowi zawie-

szenia), ciezar @ i sila P. Zatem
R+4+Q+P=0.

Kladac |R|=R, |P|=P i |Q|=my,
s otrzymujemy z tféjlf@ta_utworzo-
pego przez sity B, @ 1 P

P=mgtga, R=mg/cos a.

1. 2.

Przyklad 2. Na krzywej € o réwnaniu z=j(z), lezace]
w plaszezyznie xz, znajduje sie punkt ciezki, przyciagany ku po-
czatkowi ukladu O z sila P, o wielkosei proporcjonainej do odle-
glosei punktu od 0. W jakim polozeniu punkt bedzie w réwnowadze,
przy zalozeniu, ze uie ma tarcia?

W polozeniu réwnowagi sila P, ciezar @ i reakcja R réwno-
wazg sie (rys. 2), wiec
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(1) P+Q+E=0.

Rzuty sity P na osie ukladu wynosza:
(2) -P.\':"‘lzw, Pzz——lzz,

gdzie 1 jest wspétezynnikiem proporcjonalnodei. Niechaj a oznacza
kat, jaki w polozeniu réwnowagi styezna tworzy z osia @. Rzutujac
na styczna, otrzymamy z (1) i (2) —A% cosa— A% sina —myg sina=10.
Dzielae przez cosa, dostaniemy z uwagi na to, Ze tga==z'

(3) 2y + 2222 -+ mge’ = 0.

Znajac funkeje #=f(x), mozemy z réwnania (3) wyznaczyé
wepllrzedng x polozenia réwnowagi.

Jezeli np. krzywa € jest parabola z=ua*—a, to na mocy (3)
mamy A2p+22%(2*— a)w+4-2mgr=0, skad

) 22(2a—1)—2my
=0 1 @y=-+ l/».(.w%.z.){w

Rozwigzania 2,3 istnieja przy zalozeniu, ze wyrazenie pod pier-
wiastkiem jest dodatnie.

Zapytajmy teraz: jaka to jest krzywa, na kiorej punkt jest w kas-
dym potoseniu w réwnowadze?

Dla krzywej tej rownanie (3) musi byd spelnione tozsamoseiowo.
Catkujace je, otrzymamy & A2g243 4222 4-mgz == const., skad

2
x4+ (z + Z%g) = const.

Kreywa taka jest wige dowolne koto o $rodku w punkeie (0,—my/12).
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III. Dynamika ruchu wzglednego.

§ 22. Prawa ruchu. Przypus$émy, ze badamy ruch punktu
materialnego w ukladzie (z,y,z), poruszajacym sie wzgledem ukiadun
inercjalnego. Uwazajac uklad inercjalny (p. str. 70) za staly, za
uklad (z,y,2) za ruchomy, otrzymamy (str. 61):

(1) —ﬁb =T9w +—:ﬁu +ﬁ0 jjw =ﬁb “ﬁu _?0;

gdzie B, D, D,, D, 0znaczajy przyspieszenia: bezwzgledne, wzgledne,
unoszenia i Coriolisa. Mnozgc (1) obustronnie przez mase m danego
punktu, dostaniemy

czyli

(2) ’ mp, = mp, — MP, — MP-
Poldézmy:

(1) P, =mp,, P =—mp, P,=—mp,.

Poniewaz 7, jest przyspieszeniem punktu wzgledem ukiadu
inercjalnego, wige P, jest wedle prawa Newtona sila dzialajaca na
dany punkt materialny; nazywaniy ja silq bezwzgledng. Wektor P,
nazywamy silq unoszenia lub silte od$rodkowq, a wektor P silg Corio-
lisa lub sitq odsrodkowaq zlozong.

Nalezy zwrécié uwage na to, ze wektory —mp, i —mp, nie
przedstawiaja zadnych sil, lecz nazwaliSmy je tylko ze wzgleddw
praktycznych sitami unoszenia i Coriolisa.

Na mocy (2) i (I) jest

(IT) mp,, =P,+P,+ P,.

Wedlug prawa Newtona mamy w ukladzie inercjalnym mp=P;
widzimy, ze réwnanie (IT) ma postaé¢ podobna.

A wiee: prawa ruchu w ukladzie ruchomym wspdlrzednych sq
takie, jak gdyby uktad byt uktadem inercjalnym, pod warunkiem jednak,
ze do sit dzialajqcych dodamy site unoszenia 1 site Coriolisa.

Sume sil: bezwzglednej, unoszenia i Coriolisa nazywamy silg
wzgledng 1 oznaczamy przez Py,.

Zatem B B L
(3) anz-Pb—l_Pu_l_PC-

Réwnanie (I1) mozemy wiec napisaé w postaci

(I11) mp, =P

w*
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Obserwator, bedacy w spoczynkn wzgledem ukladu ruchomego i przyjmu-
jacy go za ukiad inercjalny, bedzie sgdzil, ze sily dzialajupcq na punkt mate-
rialny jest wlaénie sita wizgledna P,. Jezeli uklad rozpoczal ruch w pewnej
chwili ¢, to obserwatorowi bedzie si¢ wydawalo, %e oprdez sily I’,, dzialajycej
poprzednio, zaczela dziataé od ehwili ¢, nowa sita P +Pp, Np. czlowiek jadacy
na karuzeli sadzi, ze oprécz sily ciezkolei dziala ma niego jeszeze nowa sila,
skierowana od érodka ruchu i starajaca sie zraucié go z karuzeli (sila odérodkowa).
Dla obserwatora za$ bedacego w spoczynku wazgledem ukladu inercjalnego sity
unoszenia i Coriolisa oczywiécie nie istnieja.

Jezeli uktad ruchomy porusza sie wzgledem pewnego ukladu
inercjalnego ruchem postepowym z p_redkoéoisy stala, to P,=0 1 p,=0
(p. str. 62); wobec tego P =0 i P,=0 i na mocy (II)

mp,=P,.

w

Do takiego ukladu ruchomego stosujg si¢ zatem prawa Newtona.

v A wiec: kaszdy uktad wspdlraednych, kidry poruscza si¢ wzgledem
ukladu inercialnego ruchem postepowym z predhodeiq stalq, jest réw-
nie: ukladem inercjalnym.

Widzimy stad, Ze prawa mechaniki nigdy nie pozwoly roz-
strzygnaé, czy dany uklad inercjalny jest w spoczynku czy nie.

Jezeli ruch punktu materialnego badamy w pewnym ukladzie
odniesienia (2,¥,2), to z réwnania (III) mozemy otrzymaé sile
wagledng P,. Jezeli znamy przytem skadinad sile bezwzgledna P,
i zauwazymy, ze P,F=P,, to wéweczas bedziemy mogli stwierdzié,
ze uklad (,y,2) nie jest ukladem inercjalnym, wiec Ze porusza sie
wzgledem kazdego ukladu inercjalnego.

§ 23. Przyklady ruchu. Ruch postepowy ukladu.

Gdy uklad porusza sie ruchem postepowym, przysépieszenie
Coriolisa jest p,=0 (str. 62), wige sila Coriolisa Pcm 0. Przyspiesze-
' nie unoszenia jest dla wszystkich punktéw gtate 1 réwna sie prazy-
ipieszeniu poczatku ukladu (wzgledem ukladu inercjalnego). Zatem
sila unoszenia jest gi_s_ﬁ_aﬂlaj’ Wynika stad, ze sila unoszenia tworzy pole
potencjalne (str. 102). Na mocy (II), str. 137, mamy wowcezas

(I) mﬁm = Pb + pu °
_ Pr:zyl.”lad 1. Plaszczyzna pochyla porusza sie ze stalym prazy-
dpieszeniem poziomym @. Na plaszezyznie pochylej znajduje sie

pupkt qiqzki 0 masie m. Tarcia nie uwzgledniamy. Jakie Pray-
Spieszenie wzgledem plaszczyzny pochylej bedzie mial punkt m?

icm

[§ 23] * IIL. Dynamika ruchu wzglednego. 139

Sitami bezwzglednymi sa: ciezar @ i reakeja R, prostopadia
do plaszezyzny pochytej. Sila unoszenia wynosi —ma. Obierzmy. za
o8 z-6w prostg przecigcia plaszezyzny pochylej z plaszezyzng pionows,
przechodzaca przez m, i nadajmy jej zwrot ku dolowi (rys. 1).
Oznaczajgc przez o kat, jaki plaszezyzna poehyla tworzy z poziomem,
1 tworzac rzuty na of x-6w, otrzymamy z (I)

(1) p =g sina—a cos q,

gdzie p=p,, , zas a =|a. Wi-
dzimy stad, ze p>0 lub p<<0,
zaleznie od tego czy a<<gtga
czy a>gtga.

Przyktad 2. TUklad
(z,y,2) porusza sie w polu
sity ciezkosci ruchem poste- 1. 2.
powym ze stalym przyspie-
szeniem poziomym @. Przyjmijmy, Ze of z skierowana jest pionowo
w gore, za$ o§ # ma kierunek przyspieszenia @, zwrot za§ przeciwny.

Sita unoszenia jest P,=——ma; kladac a=[a] otrzymamy
Py =ma, P, =0 i P, =0. Latwo zauwazy¢, Ze sila unoszenia
wytwarza pole potencjalne o potencjale V,=max; potencjal sily
ciezkodei wynosi V,==—mge. Sila wzgledna wytwarza wiec pole
0 potencjale

<L

ma

JES ]

N
-
tg I
-

(2) V = mazr — myz.

Jezeli na punkt materialny dziala tylko sila ciezkodei @, to sto-
sujac zasade zachowania energii calkowite] i kl@dqc v=|Ty|, otrzy-
mamy na mocy (2) ym?—V=const. czyli
(3) 2 — 2aic + 2¢g= = h,
gdzie I jest pewng stalg.

Przypusémy teraz, ze badamy ruch punktu nieswobodnego,
majacego pozostawaé na krzywej lezace] w plaszezy’inie xz o row-
naniu 2= (rys. 2). . _

Zatézmy, ze dla t=0 jest =0 i v=0. Jezeli nie uwzgledniamy
tarcia, to reakcja jest prostopadla do toru i nie wykonuje pracy.
Do ruchu stosuje sie wiec wzor (3). Z warunkéw poczatkowych wy-
nika, ze h=0, wiec v2—2ax—+2gr2=0 czyli

(4) 2 = 2 (a — gr).
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Poniewaz 1220, wiee 22 (e— gu)=2=0; wynika stad, Ze 0<Cwsalfy.
Ruch odbywaé sie wiee bedzie po luku zawartym miedzy odeigtymi

ds ds dw / A\ I
2,=0 a z,=alg. Poniewaz v= VAR T T ’ 1+( ) ,;;V]_| 442,
Ld?
n 12 2
wiec na mocy (4) bedzie #3(1-44%) = 2w(a— gx), skad l/"m( (]J‘)(M - dt,

a wiec

/l/ IEER I
20 (a— gm) )

Wzér powyzszy wazny jest od chwili t=0 az do chwili gdy
punkt osiagnie odeieta 2,=ajy. Dla w,==a/g na mocy (4) mamy »=0,
Nastepnie odbywaé si¢ bedzie ruch powrotny az do chwili, gdy
punkt osiggnie odcieta x=0 i t.d.

Ruch obrotowy uklau] u. Niech ukitad (, y,2) obraca si¢ okolo
osi z z predkodcia katows, & stalg. Prz yépieszenie unoszenia ma rzuty:

. pu"\,=——mw2, pm]:—ya)% i py,=0. Zatem dla
" sily unoszenia mamy:
—_— 2 — ]
Py, = mir w?, Py, = my w?, P, =0.

Latwo zauwazyé, ze sila unoszenia wytwa-
rza pole o potencjale

V={maw?(2? + y?).

Przyépieszenie Coriolisa bedzie P=2% X a(str.63). Poniewaz rzuty

predkosei wzglednej na osie , Y, 2 W'ynoswd &, 9,2, 788 w.=0, wy==0

i w=0, wiec bedzie po._vyw, pCU=~2m 1 pcz_() skad

Po, = —2mgo, Po, = 2mi o,

Pe, =0.
Réwnania ruchu beda wiee mialy postac¢ (str. 137, wzor (17)):

(6) m@=Py +mro®—2myw, mj =Py, +myo’+2miw, mé=DP,.

Prace sily w ruchu wzglednym nazywamy pracq wsgledng.

Poniewaz P, jest prostopadle do 7, wiee I’( jest prostopadie
do ¥,; zatem sita Coriolisa nie Wykonywa pracy wzglednej. Praca
wzgledna sily wzglednej sprowadza sie wice do pracy sily bez-
wzglednej i sily unoszenia. o '

icm

[§ 23] III. Dynamika ruchu wzglednego. 141

Jezeli sila bezwzgledny jest sita ciezkosei, to przyjmujae, ze of z
jest skierowana pionowo w gére, otrzymamy jako potencjal sily
ciezkosel Vy=—mge. Sila ciezkosei wraz z sily unoszenia wytwarza
pole potencjalne o potencjale

= —mgz +imw?(2® + y?).

Jezeli wiec polozymy v=|3,|, to na mocy zasady réwnowartosci
pracy i energii kinetycznej (str.106) dostaniemy

imp?—V =const., wiee ime® 4 mge — dmow?(2® -+ y?) = const.

czyli
(7) v+ 202 —? (@ 4 37) = h,
gdzie h jest stalg.

Jezeli badamy ruch punktu nieswobodnego po krzywej (lub
powierzehni) nieruchomej wzgledem uktadu (z,y,2), to przy zato-
zeniu, ze nie ma tarcia, reakecja nie wykonywa pracy wzglednej;
wzobr (7) zachodzi wige réwniez i w tym przypadku.

Przyklad 3. Krzywa ( plaska obraca sie okolo osi pionowej,
lezgcej w jej plaszezyZnie, ze stata predkoscia katows o. Wyznaczyé
ruch punktu nieswobodnego poruszajacego sie po krzywej C pod
wplywem sity ciezkodei. A

Obierzmy za 0§ obrotu of z skierowans pionowo ku goérze; za
plaszezyzne krzywej C obierzmy plaszezyzne wz. Niechaj krzywa C
ma réwnanie z= f(z). Na moey (7), wobec y=0, dostaniemy
®+2gz—oa?=h. Zakladajac, ze dla t=0 jest x=1,, z=2y=7(%,)
i v=0, otrzymamy h=~2gz,—w?}. Poniewaz ds=dz}/1+13(x), wiec
v=é=2 |1+ f%(x); zatem
(8) #(1+1%2)) + 29/(0) —0*® = .

7 réwnania powyzszego mozemy wyznaczy¢ x jako funkcje
czasu t. '

Przykitad 4. Niech w szezegélnosei ¢
(z przykladu poprzedniego) bedzie prosta ! prze-
chodzaca przez poczatek ukiadu O i nachylong
do osi z pod katem ¢.

Aby wyznaczyé ruch punktu po prostej I, moznaby zastosowaé
wzér (8), podstawiajac z=f(r)=x ctgp. Wyprowadzimy jednak réw-
nania ruchu bezposrednio.
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Sita unoszenia jest prostopadila do osi 2z 1 wynosi mzw?
Oznaczmy przez s diugo$é odeinka OA. Poniewaz sita Coriolisa
i reakeja sa prostopadie do prostej I, wiee rzut sily wzglednej na 1
wynosi — mg cos p-+mae?sing. Z uwagi na to ze x=ssin ¢, otrzy-
mamy wiec '

m§ = — My €08 g -+ Mmsw? §in?
czyli : :

(9) § —sw?sin?p = — ¢ cos .

Réwnanie jednorodne § — sw?sin?p =0 ma rozwigzanie ogélne
postaci s=ae“*"¥ { be~otsing, Poniewaz rozwigzaniem szczegdélnym

. ; . cos : ; P
rownania (9) jest s= Z;%_s—iﬂ%’ wiee rozwigzaniem ogélnym tego
réwnania bedzie
ofsi i g cos @
(10 §= aemthmrp bg-—-(n)lhlnl/l R A S
) T + w? 8in? ¢

Stale @ i b wyznaczymy z warunkéw poczatkowych. Jezeli
w szezegllnoseli ¢=m/2, czyli prosta I jest osia a-6w, to

(11) 8§ = ae” + he—ot,

§ 24. Réwnowaga wrzgledna. Jeieli punkt materialny jest
W réwnowadze (czyli spoczynku) wzgledem ukladu ruchomego, to
przyspieszenie wzgledne jest P,=0, a predko§é wzgledna B, =0.
Wynika stad, ze réwniez przySpieszenie Coriolisa jest D=0, a zatem
i sifa Coriolisa Pc=0. Z réwnania (II), str. 137, otrzymamy wiee

(I) Py+P,=0.

) A wiee: gdy punkt jest w réwnowadze wegledne;, sita bezwzgledna
rownowaedy sie 2z silq unoszenia.

Rownowaga wizgledna w uk_ladz‘ie poruszajgecym sie
ruchem pos.tgpowym. Gdy uklad porusza sie ruchem postepo-
wym, przyspieszenie unoszenia ma wartodé statg dla wszystkich

punktéw; stad i sita unoszenia musi byé jednakowa w kazdym
punkeie. .

J QZeh' W szezegoblnogei uktad ruchomy porusza sie ruchem po-
stgpom z predkodeia stals, to P,=0, skad Z—JH—-:O i réwnanie (I),
Wwyrazajgce warunek réwnowagi, sprowadza sie do postaci P,=0.
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Przyklad 1. W windzie, poruszajacej si¢ z przyspieszeniem 7,
zawieszony jest na nici nierozciagliwej punkt ciezki o masie m.
Nijechaj nié ma kierunek pionowy i niech punkt pozostaje w réwno-
wadze wzgledem windy (t.j. ukladu zwigzanego z windg). Sily
dzialajace, mianowicie cigzar @ i napiecie nici 7 znosza sie wige
z sily unoszenia (rys. 1). Poltézmy p=|p i T=|T.

, ]

- = /i
i ! ) " t
A i
m iy oy T
mg 4 i K
- 17
mplA ‘[__-Q
1. 2. 3.

Przyspieszenie unoszenia jest p. Zalézmy, zZe jest skiero-
wane w gére. Zatem sila unoszenia jest skierowana w dét i wynosi mp.
Tworzac rzuty sil na of skierowana pionowo w goére, otrzymamy
T—mg—mp=0 czyli T=mg-+mp. Napiecie nici jest wigc wigksze
niz ciezar. Gdyby$my trzymali cialo w rece, uczulibysmy pozorny
wzrost ciezaru. ‘

Na odwrét, jezeli przyspieszenie jest skierowane w ddl, to
T=mg—mp; napiecie nici jest wiec mniejsze niz ciezar i cialo
w tym przypadku wydaje sie lzejsze.

Wreszcie, jezeli p=0, to T=mg. A wiec podezas ruchu jedno-
stajnego windy napiecie nici réwne jest ciezarowi.

Przyklad 2. Wagon kolejki zebatej porusza sie z przyépie-
szeniem P po torze nachylonym do poziomu pod katem a. Punkt
materialny, zawieszony na nici nierozeiggliwej, znajduje si¢ w réwnowa-
dze wzgledem wagonu. Niech f oznacza kat odehylenia nici od pionu.

Ciezar punktu:@ i napiecie nici T réwnowazg si¢ z sila uno-

szenia P, (rys. 2), zatem
(1) T+@+P.=0.

Przyépieszenie unoszenia jest P. Zalézmy, ze jest skierowane
w goére. P, jest wigc skierowane w doét i ]Pulzm[ﬁ[. Tworzge rzuty
na of poziomg i pionowa, otrzymamy z (1)
(2) Tsinp—mpcosa=0, T cos p—mp sina —mg= 0,
gdzie T=|T| i p=|p|. Z réwnani (2) otrzymujemy:
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P eosu

tgfe=

T = m}p? 2 | Opg sin @
T =m|p*+ ¢ + 2py sina, gpsina’

Gdy w szezegblnofel a=0, t.zn. gdy tor jest poziomy, bedzie
T=ml 52:—(]_2 i tgp=plg. Mozemy wigc w wagonie kolejowym
wyznaczyé z kata wychylenia nitki ol pionu przyépieszenic wa-
gonu: mamy bowiem p=gtgp.

Przyklad 3. Po torze poziomym, zakrzywionym, porusza sie

wagon z predkoscig stala v. Mozemy wige przyjad, ze wagon obraca '

sie okolo pewnej prostej pionowej I. Niech punkt cigzki o masie m,
zawieszony na nici nierozciagliwej, bedzie w réownowadze wzgledem
wagonu (str. 143, rys. 3).

Oznaczmy przez o kat, jaki nié tworzy z pionem, przez » od-
leglo$é punktu zawieszenia nici od prostej I. Odleglosé punktu m
od osi 1 wynosi wiee r'=r4aw=r+dsina (gdzie d dlugodé nici).
Przyspieszenie unoszenia P, punktu m jest prostopadie do i jest
skierowane ku I, przyczem |p |=v?/(r--2). Sila unoszenia, ma-
jaca zwrot przeciwny, wynosi zatem |P,=m?/(r--2). Poniewaz

ciezar @ i napiecie nici 7 réwnowaza sie z sila unoszenia, wiee

z trojkata sit otrzymamy
tga =Py [|Q]=1*g(r + @).
Gdy « jest male w stosunku do 7, to tga=v¥/gr.

Przyklad £ Punkt nieswobodny ciezki' o masie m ma pozo-
stawaé na krzywej €, obracajacej sie z predkoscig katowa w okoto
stalej prostej pionowej . Tarcia nie uwzgledniamy. W jakim polo-
zeniu punkt bedzie w réwnowadze wzgledem krzywej C?

Obierzmy uklad ruchomy (xz,y,2) obracajacy sie¢ wraz z krzywa ¢
okoto osi I z predkodeig katows w, przyjmujac ! za of =z-6w skiero-
wang ku goérze. Niech krzywa C, bedgca w spoczynku wzgledem
ukladu (z,y,%2), dana bedzie parametrycznie przy pomocy funkeyij:

(3) z = f(0), Y =@(0), #=y(0).

w potozeniu réwnowagi wzglednej ciezar Q, reakeja B i sila
unoszenia P, réwnowazg si¢. Zatem suma @-+P, jest prostopadia
do krzywej C. Oznaczajac przez =,y,z wspélrzedne punktu w po-
Yozeniu réwnowagi wzglednej, otrzymamy wiec Py == — L2, Do = —yo?

1 py,=0, skad P, =mwa?, P, =mye? i P, =0. Suma P, ma
zatem rzuty: mwoﬂ mycozi ——mJ
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Wepblezynniki kierunkowe stycznej sg proporcjonalne do po-

chodnych #'=f'(0), y¥'=¢'(0), 2'=y'(0). Z warunku prostopadiodei
P,4-Q do stycznej wynika tedy (po skréceniu przez m), ze

(4) 22’0 + yy'w? — gg’ = 0.

Z réwnania powyzszego mozemy wyznaczyé warto§é para-

‘metru o, odpowiadajgca polozeniu réwno-
wagi wzgledne;j. z

Jezeli w szezegélnodei krzywa € jest
krzyway plaska o réwnaniu z==yp(x), lezaca
W plaszezyznie xz, wowezas dla polozenia ] P
réwnowagi otrzymamy z rdéwnanis (4) \"-}"" Tl
(ktadae w=0, y=0 i 2=y(s)) lub bezpo- ia/
grednio z rysunku: e :
(5) tga=1y'(z) = z0?y.

Jezeli np. krzywa ( ma réwnanie z=— [rP—a? (czyli jest
dolng czesdcig kola x?+ zz——rz), to z (5) dostaniemy x/Vﬁ—ﬁ:mmz/g,
skad =0 i ms= +l/7~2

Rozmaezama o»,3 istniejg tylko wtedy,
2 —_—
gdy 7”2—-%/0, t. zn. gdy w>=lgpr.
Zapytajmy teraz, jakie to sq krzywe, na ktorych punkt jest w kaz-
dym potoseniu w réwnowadze wzgledne].

Dla krzywyeh tych réwnanie (4) musi byé spelnione tozsamos-
ciowo, t.j. dla kazdej wartosci parametru o. Otrzymamy tedy z (4)

2 2
1 d[”djy ] gi =0. Catkujac, dostajémy (224 y?)w?/2— gz=-const.
czyli
2
(6) e=g @y +e,

gdzie ¢=const.
Réwnanie (6) przedstawia zbiér paraboloid obrotowych, po-

. 2
wstatych przez obrdét paraboli z_—-g)—gmz—{—c dokola osi z. Na mocy (6)

krzywa, lezaca na ktorejkolwiek z tych paraboloid, speinia réwna-
nie (4) tozsamosciowo. Krzywe plaskie, spelniajace réwnanie (4),
otrzymamy, tworzac przekrdj paraboloidy dowolng plaszezyzng.
Jako przekroje dostaniemy elipsy i parabole. W szezegolnoscl, prze-

kréj plaszezyzng pionowa y= 0 bedzie parabola o réwnaniu z=—:v2-|—c

S. Banach. Mechanika. 10
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§ 25. Ruch wzgledem ziemi. Sila cigzkosei. Przyjmijmy
za uklad inercjalny uklad, ktérego poczatek znajduje si¢ w slodeu,
a osie skierowane sg ku gwiazdom stalym. Ziemia nie jest w spo-
czynku wzgledem tego ukiadu. Badajgce ruch punktu w ciggu krét-
kiego czasu, mozemy si¢ ograniczy¢ do ruchu obrotowego ziemi
tylko okolo pewnej osi. )

Niech punkt zawieszony na nici w pewnym miejscu powierzehni
ziemi bedzie wzgledem ziemi w spoczynku. Sitami bezwzglednymi sg:
przycigganie ziemi 4 i napiecie nici 7 (réwne co do wielkogci i kie-
runku ciezarowi, lecz o zwrocie przeciwnym).

Przycigganie ziemi nie jest réwne ciezarowi, bo w przeciwnym
razie rownowazyloby si¢ ono z napigciem nici i punkt bylby w spo-
czynku lub w ruchu jednostajnym prostolinijnym. To jednak nie
zachodzi, gdyz punkt obraca si¢ wraz z ziemig okolo jej osi.

Stosujac warunki réwnowagi wazglednej (§ 24, str. 142) do
ukladu zwigzanego z ziemis, mozemy powiedzied, Ze przycigganie
ziemi 4 i napiecie nici T réwnowazg sie z silg unoszenia P, A wiee

A+T+P,=0.

Poniewas cigzar ciala Q=—T, wiec I—@-+P,=0, skad

(I) QZZ +? ue

A wige: cigiar jest wypadkowq sily odsrodkowej (sily unoszenia)
1 sily prayciagania ziemd. '

Wielkosé i kierunek przyeciggania ziemi. Zalézmy, ze
ziemia ma ksztatt bryly obrotowej, ktérej osig jest o§ obrotu ziemi.
Zal6zmy ponadto, ze gestodé ziemi jest rozlozona symetrycznie
wzgledem grodka masy. Mozna udowodnié w()wczas; ze gita przy-
ciagania jest skierowana stale ku grodkowi masy ziemi.

Niechaj a bedzie katem, jaki sita 4 tworzy
v A pionem, t.j. z ciezarem @). Oznaczmy przez )
\K promier réwnoleznika, na ktérym znajduje sie
¥ punkt materialny, przez ¢ szeroko$é geogra-
ficzng tego punktu (b. j. kat miedzy prze-
chodzacym przezen pionem a plaszezyzng
réwnika), wreszcie przez w predkodé katowsa

‘ obrotu ziemi.
Sila unoszenia lezy w plaszezyznie réwnoleznika i jest skiero-
wana od osi obrotu, przyczem |Py=mow?. Utwérzmy rzuty sit
4, Qi P, na of z zwrécona pionowo w gore oraz na of y poziomg (t. j.
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prostopadia do pionowej), lezgca w plaszezyznie poludnika (6. -
w plaszczyzZnie sil) i zwrécong na poludnie. Kladae A=[4]i Q=|q),
otrzymamy na mocy (I)

—@==—A cos a-}+mpw? cos g, —4 sina-+mge? sin p=0.

Zatem:

1) A cos a=Q +mpw? cos g, A sin a=mean? sin ¢.

Stad, znajage @, g, w 1 ¢, mozemy obliczyé 4 i a. Na réwniku
mamy @=90; zatem na mocy (1) dostajemy a==0. Oznaczajac przez
Ay Qo i 0o odpowiednie wartodei na réwniku, otrzymamy .

(2) A=Q+meye”
Znajae Q, i 0y, mozemy wiec obliczyé 4,. Znajac 4,, otrzymamy
(3) Mogw?|Ay=1/289=1/172.

Gdyby predkosé ziemi wynosita w,=17w, byloby wiec mow?/4 =1
czyli A=mg »}. Na mocy (2) otrzymujemy stad Q=4 —mom2=0;
gdyby wiec ziemia obracala sie 17 razy szybciej, wowezas ciala na
réwniku pozbawione byly by ciezaru. ‘

Zalézmy teraz, ze ziemia jest kuly, zlozong z warstw wspél-
grodkowych o stalej gestodei. Wowezas, jak mozna wykazaé, 4 musi
byé stale na powierzchni ziemi. Zatem A=4, Oznaczajac przez R
promien ziemi, otrzymamy
(4) o=R cos (p—n).

in mR w?
sin a=
A,

Na mocey (1) jest cos (p—a) sin ¢, a poniewaz

=R, wiec na mocy (3)

B,

sin =

539 08 (p—u)sing.

Kat o« jest bardzo maly; przyjmujac wiee
sing=a i cos (p— a)=cos ¢, dostaniemy

w przyblizeniu

1.,
a=@ SN 2 .
Widzimy stad, ze o« ma najwieksza wartosé dla @=450
Kladage a=0, dostaniemy na mocy (1) i (4)

mR o?
Q=A, —mRw*cos? p==4, (1— 1 2 cos? rp),
0 /

10%
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skad na mocy (3), wobec g=R, otrzymamy
cos® g
Q—Ao(l“%*)-

Sila Coriolisa. Badajge ruch punktu wzgledem ziemi, nalezy
do sit bezwazglednych dodadé sily unoszenia i Coriolisa. Zalézmy, ze
oprécz sity przyciggania A dziala na punkt materialny jeszeze pewna

sila P. Omaczajadc przez p przyspieszenie wzgledem ziemi, otrlvmamy ‘

mp=P+A+P,+Ps a poniewaz A--P, réwna sie ciezarowi @, wiee
(5) ' mp=P--Q+Pe.

Zatem: przy badaniu ruchu punkiu wzgledem ziemi naledy do
sity P i ciggaru Q dodaé site Coriolisa Pe.

Obierzmy w danym miejseu na ziemi 0§ 2
skierowana pionowo w gore, of @ poziomo
skierowang na wscehdd i o y poziomo skie-
rowang na potudnie. Of obrotu bedzie lezala
w plaszezyZnie yz i utworzy z osia 2 kat
90 — @ (poréwnaj rysunek na str. 146).
Poniewaz ziemia obraca si¢ z zachodu na
wschod, wiee wektor predkosei katowej w,
polozony na osi obrotu, ma zwrot od bieguna
poludniowego ku pémocnemu. Kladae |wl==w, otrzymamy na pol-
kuli pénocnej:

(N) wy=0, Wy=—  COS @, W= §in g,

a na poludniowej:

(3) wx=0, Wy=—w COS @, w=— o $in g,
Oznaczajac przez ¥ predko$é punktu wzgledem ziemi, otrzy-

mamy Pe=20Xw, zatem P,=—mp,=—2msXw czyli

(6) l_)(;v‘-—“ 2'7’)7/5X5,

skad na mocy (N), dla pétkuli pémocnej:

) Pp=— 2m (v, 8in @ + v_cos @), Pe =2mwu, sin g,
Po,=2mwv_cos ¢.

Jezeli punkt ma tylko predkosé pionows, . j. gdy we=0 i v,=0,

otrzymamy P =—2mav,cos p, ng._() i Pg=0. Przy wzno-

Szeniu sie puuktu jest vz>0, a wiee P¢ <0 1 P¢ jest skierowane
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poziomo na zachéd; przy opadaniu za§ punktu v,<0, Pc, >0
a zatem Pg jest s]nerowane poziomo na wschéd.

Wynika stad, ze ciato spadajgee zbacza na wschéd pod wplywem
sity Coriolisa.

Jezeli punkt porusza sie stale w plaszezyznie poziomej, czyli
gdy v,=0, to Pc¢= ../m,m?)ysmqo i Pe,=2mwv,sinp. Skladowa

pozioma sily Coriolisa jest wiec wtedy prostopadia do predkosei
i ma w stosunku do niej zwrot na prawo.

A zatem: punkt poruszajacy si¢ w plaszezyinie poziomej na
pothkul pdtnocnej dazy (pod wplywem sity Coriolisa) do zbaczania
w prowo od kierunku predkosei.

Z tego powodu np. prawa szyna Jest bardziej uciskana przy biegu po-
ciygéw niz lewa.

Bfekty sity Coriolisa sg mate, bo sila jest mata. Na mocy (6)
mamy bowiem |Pcl=2moltjsine, gdzie ¢ oznacza kat miedzy %
2 0sig obrotu. Poniewaz '

—1__ 2 —1 —1
T 7 ek =51.60. 60sek =0,00007sek

gdzie T oznacza czas obrotu ziemi dookola osi, wiec Pc jest male.
Utworzmy rzuty (5) na osie x,y,2. Na mocy (II) otrzymamy:

(IIT) max=P,— 2m w(ysin ¢ 4 2 cos p), my =Py+2m oz sin ¢,
mz =P,—mg-+2mwi cos p.

Zboczenie na wschéd przy spadku. Zajmiemy sie wy-
znaczeniem zboczenia od pionu dla punktu materialnego spadaja-
cego swobodnie.

Zalézmy, ze dla t=0 mamy:

(M) =0, y=0, 2=0, =0,
Na mocy (III), otrzymamy przy zalozenin, ze P=0:

(8) #=—20(ysingt+icosp), ¥=2wising, &=—g+2wicosp.
Cafkujac, dostaniemy z uwagi na warunki poczatkowe (7):

(9) #=—2w(ysingp+tzcosy), Y=2wxsing, i=—gt+2excose,
Wstawiajac w (8) wartodel y i 2, otrzymamy

2 =— 4da?e+20gt cos @,
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Réwnanie powyzsze moznaby bylo scalkowad, a nastepnie, pod.-
stawiajac w (9), moglibydmy wyznaczy¢ y i z. Rozwigzanie przy-
blizone otrzymamy, opuszczajac wyraz — 4?2, bardzo maly w po-
réwnaniu z 2wgt cos ¢. Dostaniemy z=2wgtcos ¢, skad

(10) x =} gi* cos ¢.

Opuszezajae w trzecim z réwnai (9) wyraz 2oz cos ¢, jako
maty w poréwnaniu z —gt, otrzymamy z=—gi, skad R=—1gi2
Gdy punkt spadnie do poziomu z=—h, bedzie —h=—1g2, zatem
t=)/2h]g. Na mocy wiec (10)

(11) w=3§w hcos p|/2h]y.

Wzér powyzszy przedstawia zboczenie na wschéd (gdyz >0)
ciata spadajacego z wysokogci h. ‘

W Harvard (Stany Zjednoczone) wykonano dofwiadezenia, przyjmujac
h=23m i @=42". Z okolo tysiaca do$wiadczeri otrzymano zhoczenie zawarte mie-
dzy 1,3m-a 1,7miw.Ze wzoru prayblizonego (11) wypada natomiast x=1,8 gm.
- Réznica jest wiec niewielka.

Wahadlo Foucaulta. Zbadajmy wplyw sily Coriolisa na
ruch wahadla. Umiesémy poczatek ukladu (w, y, 2) w punkcie za-
wieszenia nici nierozciggliwej, na ktérej koricu umocowany jest
punkt ciezki o masie m. Niechaj I bedzie dtugodeig wahadla (t. j. nici).
Poniewaz reakeja P ze strony nici dziata na punkt wzdluz nici,
wige, oznaczajac przez @, y, & wspélrzedne punktu m, otrzymamy:

P=Amu, Py =imy, P.=lime,

gdzie 4 jest wspélezynnikiem proporcjonalnogei, zaleznym od czasu.

Na mocy (IIT), str. 149, otrzymamy, dzielac przez m:
(12) #=Ar—2w(ysin p-+% cos ),

(13)

¥ =2y +20 &sin ¢,
& =A2—g+20 % cos ¢.

. Za,jm'iemy sig tylko przyblizonym rozwigzaniem réwnan (12)
1(13). Zaiézmy, ze kat wychylenia jest dostatecznie maty, by mozna
bylo przyjaé w przyblizeniu

(14) =1,

=0,  #=0.

Z réwnania (13) otrzymamy zatem 0=—1]— g-+20 @ cos @, skad

J=— T2 2 CO8 ¢ . L
] - Opuszezajac w liczniku drugi wyraz jako maly
W poréwnaniu z pierwszym, dostaniemy : '

(15) A=—g/l.

icm
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Wspotezynnik 4 mozemy wiec uwazaé w przyblizeniu za staly.

Roéwnania (12) przyjmg na mocy (14) i (15) postaé:

(16) :ﬁ:—if’ 2—20 gsin g, g=—§1y+2w @ sin g

Mnozgc pierwsze z réwnan (16) przez 4, a drugie przez g, i do-

- dajge, otrzymamy &z —i—ii?/r——%(m +y4), skad po scatkowaniu

(an By=—T (a9 +a,

'gdzie a jest pewny staly. Mnozgc pierwsze z réwnan (16) przez g,
a drugie przez 2 i odejmujac, dostaniemy yx — xy =— 2w(yy +2%) sin @,
skad po scalkowaniu

(18) YE— oy=— o (2*-+y*) sin. p - b.

gdzie b jest pewng stals. WprowadZmy wspélrzedne biegunowe:
T="7CO8 ¥, g/='r'sin1p.

Na mocy (17 i (18) otrzymamy:

(19) Prpi=—>_itta,

(20) 7299 =12 o 8in p—b.
WprowadZzmy nowy uklad wspéhzednych (zy,%,%), majacy
z ukladem poprzednim (z,y,z) wspélny poczatek oraz wspdlng oéf z
i obracajgcy sie dookola osi 2z z predkoscig katows wsin m‘f w kie-
runku od wschodu na poludnie, t.j. od # ku y. Dla wspéirzednych
biegunowych 7,y, otrzymamy w nowym ukladzie wzory:
(21) r=r,  y=p+otsing

Przez podstawienie (21) w (20) otrzymamy w nowych wspét-
rzednych 7y, p, réwnanie 7(,+ wsin g)=r}w sin p—b, skad
(22)

a przez podstawienie (21) w réwnanie (19) dostaniemy

y?i/’lz_by

B2+ 212, 0 8in g 10t sin? p=—Tri +-a,
skad opuszezajac wyraz r2>e?sin?g jako bardzo maly i stosujac réw-
nanie (22), otrzymamy
(23) Btrp=—Ir+a,

gdzie a;=a -} 2b o sin p=const.
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Latwo sprawdzié, ze (22) i (23) s3 réwnaniami ruchu, ktéry
we wspolrzednych zy,%,,2, ma réwnania:
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. g . i
(24) w1=—~-l‘!a71, ‘.’/1=="“’l!?/1-

Istotnie, réwnania (16) przyjmuja te wlagnie postaé dla w=0.
A wiec, wprowadzajac wspblrzedne biegunowe, otrzymamy, jak
widaé z réwnan (19)i (20) dla w=0, réwnania (22) i (23).

Réwnania (24) wyznaczaja ruch punktu pod wplywem sity P,
ktorej rzuty wynosza:

(25)  Py=—dma,  Py=—Ymy,

Jest to sita sprezysta t.j. skierowana stale ku poczgtkowi
ukladu wspélrzednych i wprost proporcjonalna do odleglodei punktu
od poczatku ukladu. Na str. 114 wykazali§my, ze ruch pod wply-
wem sity sprezystej odbywa sie po elipsie. A wige punkt materialny
bedzie odbywat ruch w ukladzie (y, 4y, 2,) po elipsie. Ze za§ ten
ukiad obraca sig okolo osi z z predkodcia katowa w sin ¢, wiec of
tej elipsy bedzie obracala sig z predkoseia katows wsin ¢ ze wschodu
na potudnie. Czas obrotu wynosi

T=2n/wsin ¢.

Poniewaz obrét ziemi trwa 24 godz, wiee 27/0=24godz, skad T'= 24 /sing godz.
Dla p=45 dostajemy 7'=34 godz. ‘

Zjawisko powyisze pierwszy stwierdzil dofwiadezalnie L. Foucault
Stanowi ono dowdd obrotn ziemi nackolo osi.
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