ROZDZIAL II
KINEMATYKA PUNKTU

I. Ruch wzgledem ukladu odniesienia

§ 1. Czas. W kinematyce oprécz pojeé znanych z geometrii
wystepuje pojecie ceasu. W rozwazaniach kinemabyki teoretycznej
wystarezy przyjaé, ze kazdej chwili przypisana jest pewna liczba &
przyczem chwili wezesniejszej przypisana jest mniejsza liczba niz
pézniejszej; ponadto przy tym prayporzadkowaniu kazdej liczhio ¢
odpowiadaé ma, na odwrét, pewna chwila: liezbie wiekszej chwila
pézniejsza.

Dla kinematyki teoretycznej jest zupelnie obojetne, w jaki spo-
s6b powyzsze przyporzadkowanie zostalo okreflone. W zagadnic-
niach konkretnych postepujemy w sposéb nastepujacy. Obicrainy
dowolng jednostke ceasu, np. sekunde, i dowolng chwile, ktiorgy nazy-
wany chwilg poczathowe. Chwili poczatkowej przypisujemy liczbe 0.
Kazdej innej chwili przyporzgdkowujemy liczbe ¢, ktdrej bezwzgledna
warto$é réwna sig liezbie sekund, jakie uplynety miedzy chwila po-
czatkows a dang; liczba ¢ jest dodatnia dla chwil pézniejszych od
poczatkowej, ujemng zas dla chwil wezedniejszych.

§ 2. Uklad odniesienia. W kinematyce przyjmujemy, ze
dany jest pewien uklad wspélrzednych zwany wukladem odniesienia.

Ciato porusza sie wzgledem ukladu odniesienia, jezeli zmie-
niajg si¢ wspélrzedne punktéw ciata. Zadaniem kinematyki jest opis
ruchu ciala wzgledem ukladu odniesienia, polegajacy na podaniu
wspolrzednych punktéw tego ciala dla kazdej ehwili czasu.

Dla kinematyki jest rzecza obojetng, jak zostal obrany ulklad
o.duiesienia,. W zagadnieniach konkretnych obieramy uklad odnie-
sienia zwigzany z pewnymi cialami jak np. z ziemiy, storicem, gwinz-
dami statymi i . p. '
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Rueh cisda zelezy od ukladu odniesienia. Wzgledem jednego
ukladu odniesienia cialo moze byé w spoezynku, wzgledem innego
zad w ruchu. Podrozny siedzacy w wagonie kolejowym jest wzgle-
dem wagonu (tj. ukladn odniesienia zwigzanego z wagonem) w spo-

ezynku, a wzgledem ziemi jest w ruchu.,

Wylania si¢ pytanie czy w zadaniach konkretnych nie mozna
badaé ruchu ciala niezaleznie od innych cial. Ruch taki bylby t. zw.
ruchem bezwzglednym (absolutnym). Okazuje si¢ jednak (z uwagi
na to, ze punkty przestrzeni sg nierozréznialne), ze przy pomocy po-
miaréw odleglodei i twierdzen geometrycznych niepodobna stwierdzié
w zaden sposdb, czy cialo badane w dwu chwilach zmienilo swoje
polozenie czy nie. Pojecie ruchu absolutnego jest wige bezuzyteczne.
Musimy sie zatem ograniczyé do badania ruchu wzglednego, t. j. ru-
chu ciala wzgledem innych cial.

$ 3. Ruch punktu. Zajmiemy si¢ na poczatku ruchem je-
dnego punktu. Opis ruchu ciala sprowadza sie bowiem do opisu
ruchu jego punktéw. Nadto w wielu przypadkach opis ruchu ciala
sprowadza si¢ praktyeznie do podania ruchu jednego jego punktu,
np. gdy wymiary ciata sa drobne w stosunku do przebywanej drogi
(ruch ziemi wkolo slorica, ruch kuli karabinowej) lub jezeli ruch
jednego punktu wyznacza ruch calego ciata (np. ruch wagonu).

Oznaczmy wspélrzedne poruszajacego sig punktu M wzgledem
pewnego ukladu odniesienia przez x, y, 2. Wspélrzedne », v, 2 zaleza
od czasu, sg wige funkcjami zmiennej i:

w={(1), y=0(t), 2=y ().

Funkecje te daja nam opis ruchu punktu M wzgledem przy-
jetego ukladu odniesienia. Znajagc je, mozemy podad wspdlrzedne
@, y,# punktu M w kazdej chwili &

O funkcjach f, ¢ i ¢ zakladamy, ze sg ciagle wraz z pierwsza
i druga pochodng w pewnym przedziale <t t,>, wktérym ruch badamy.

Ruch punktu mozna okreslié przy pomocy jednej funkeji wek-
torowej. Polézmy 7= 0OM (O poczatek ukladu). Zatem

7= F(1).
Powyzsza funkeja wektorowa opisuje ruch w zupelodci, po-
dajac dla kazdej chwili czasu wektor 7, a wiec potozenie punktu M.

Zauwazmy, ze funkcje f, ¢ i ¥ podaja skladowe wektora 7. °
S. Banach. Mechanika. -3
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Linie, jaka zakresla punkt podezas ruchu nazywamy torem lub
trajektoriq. S .

Przypudémy, ze torem punktu jest luk L. lemrny‘ I’llk(’)WI
temn pewien zwrot i obierzmy na nim dowolny jpu:n]q; (‘)‘, kmu:y
nazwiemy poczatkiem (rys. 1). PoloZenie punktu M na tuku L bedzie
wyznaczone przez podanie liczby s, ktorej bezwzgledna ‘yV:mftoéé 1.?()'wnaj
sie diugodei tuku OM, przy czym liczba s jest dodatnia Iub ujemna
zaleznie od tego, czy zwrot uku OM jest zgodny ze zwrotem obra-
nym na L ezy nie. Liczbe s nazywamy wspdtragdn tukowq punktu M

‘na tuku L. o o
Ruch punktu M po huku L bedzie wyznaczony réwnies funkeja

s=f(t),

podajacg w kazdej chwili ¢ wspdlrzedna tukows s punktu M.
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§4. Wykres ruchu. Niechaj ruch punktu po krzywej L
okreslony bedzie funkeja s=f(t). Obierzmy dwie osie prostopadle s i t.

Wykres funkeji s==f (¢) nazywamy wykresem lub diagramem rachn
(rys. 2).

Na rys. 3 mamy wykres ruchu dwéch pociagdéw, z ktérych jeden
biegnie od stacji 4 do stacji D (przez stacje B, 0), drugi za$ od
stacji D do A. Z wykresu odezytujemy np., ze w chwili 0 pociag
wyjechal ze stacji 4 i przybyl do B w chwili ¢,. Stacje B opudeit
wehwili ¢, i t. d. Wspélrzedne (t',s') punktu przecigeia obu wykresow
przedstawiaja chwile i miejsce spotkania obu pociggdw.

§ 5. Predkos$é. Zal6imy, ze punkt poruszajacy sie po krzywej L
znajdowat sie w chwili ¢ w punkeie 4, a w chwili t-+4¢ w punkeie B.

Wektor AB nazywamy przesunigeiem poruszajacego sie punkiu
w czasie At. Tloraz

1) AB|At =40
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przedstawia przesuniecie przypadajace na jednostke czasu. Iloraz
powyzszy nazywamy takie weklorem predkosci $redniej lub krétko
predkosciq $rednig w czasie At.

Zatézmy, ze istnieje granica ilo-
razu (1) gdy przyrost czasu At dazy do 0.
Oznaczmy te granice przez . Zatem

AB
1 F=1lim ==.
@D ’ ng(l] At

Wektor v nazywamy wektorem predkosci lub krétko predkoseiq
w chwili t.

Jezeli 4t—0, sieczna AB dazy do stycznej. A wiec: wekior
predkosci jest styczmy do toru.

Niechaj ruch okreglony bhedzie funkcjami x=[(t), y=9 (1), 2= ().
Oznaczmy wspélrzedne punktu 4 przez =,y,2, a punktu B przez
w+4z, y+dy, z+42. Wektor AB ma zatem rzuty 4w, dy, dz. Rzu-

.. AB o A Ay Ao |
‘ta,ml ilorazu A beda wiec ilorazy i N &

Wynika stad, Ze rzuty predkodei 7 wyrazaja sie wzorami:

. de dw __dy_', _dr__
Ux—E}S'A?—"ﬁ—f(t); D.I}—(l't_*'(p(t)’ vz*ﬂ‘-":”(”-
W mechanice pochodng wzgledem czasu przyjete jest oznaczaé
kropks u géry. Zatem

(IT) Ve =1, vy =7, P, = 2.

A wige: reuty wektora predkosci na osie ukladu réwnaje sig p.o-
chodnym (wzgledem czaswu) wspdtrzednych poruszajgcego sig punktu.
Niech teraz ruch okreslony bedzie funkcja Wektorowa F=F ().
Przyjmujac AB=A%, otrzymamy
i AT
- A0 At —Ji_)odt Tdt
A wiee
(X1I)

<l
I
=

3%
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Predkodé jako pochodna drogi. Nicch wr.o..s'meiu ruch.
punkﬁu po torze L okreslony bedzie funkejy g==f(t), gdzie ¢ ()zuu.(:,zzm
wspolrzedng lukowa. Poniewaz predkodé jest styezna do 1,;01'1,%, wu(:(:
dla wyznaczenia predkodel w punkeie 4 wystarezy podad wiclkodd
i zwrot predkogei. Z okredlenia predkosci wynika, ze

.. |AB| .. |AB] |4s
o= i | = i | [
gdzie |As| oznacza dlugosé tuku AB. PoniewaZ /}3211] /]s == 1, wige
3= lim [ = %] 141
a0 AL |dE

Wykredlmy w punkcie 4 styczng i nadajmy jej zwrot zgodny
ze zwrotem obranym na krzywej L. Jezeli §>0, wowezas dla ma-
tych 4t>0 jest 4s>0; zatem punkt porusza si¢ po torze w kierunku
dodatnim, wiee ¥ ma zwrot zgodny ze zwroliem stycznej. Podobnie,
jezeli §<0, to © ma zwrot praeciwny do zwrotu stycznej. Jezeli
wiee przez v oznaczymy wspdélrzedng wektora predkodei wzgledem
styeznej, ktérej nadalidmy zwrot zgodny ze zwrotem toru, to

- ds

(IV) v=m=4

§ 6. PrzysSpieszenie. Zalézmy, ze w chwili ¢ punkt byt w 4
i miat predkosé 7, zas w chwili 14t byl w B i mial predkodé i,
Potoimy Av=7 —7. ’
Granice 1im-4:5 =7 nazywamy wekto-
A0 4t :

rem preysépieszenia lub  krétko preydpie-
szeniem w chwili i.

Niech ruch okreslony bedzie funkejami
LT
w={(t), y=p(t), =p(t). Mamy p,=lim Wy,

>0 Af

Poniewaz ov.=f'(t) i vi=f(t--4t), wice
Aoy =, — vy [ (1+48) — F'(1). Zatem p,\:}imw—"'i%?f!ﬁ?w-“(c);
. at->0
podobnie p,=¢"(t) i p.=vy"(t).

de dy de ) L
WE aE T oznaczamy przez &, 4y, & Shgd:

Pochodne

(T) D=2, Py=1Y, Pr=z.
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Zatem: rzuty prayspieszenia na osie ukladu réwnaja sig drugim
pochodnym wspdlrzednych poruszajacego sie punktu.

Jezeli ruch okredlony jest funkeja wektorows

F=F(t),
to — jak wynika z definicji drugiej pochodnej — mamy:
. dv 4a¥F =
(1) PG = ar ="

Przyklad 1. Punkt porusza sie w plaszezyznie w ten sposéb,
Ze jego wspolrzedne w chwili ¢ wyrazaja sie wzorami:

(1) r=q cos kt, y=bsinkt («>0,b>0,k>0).

Wyznaczyé predkosé i przyspieszenie, oraz tor.
Mamy tutaj

%= — ak sin kt, y=>bk cos kt,

1= — ak? cos ki, i =— bk? sin kt,

a wiec wartosé bezwzgledna predkosei bedzie [3j=Fk |/a®sin?ki-+b%cos?k,
za$ wartodé bezwzgledna przyspieszenia |B|=k*)a®cos?kibEsin®kt.

Aby ofrzymaé tor punktu, nalezy znaleZé zwigzek miedzy
wspolrzednymi z,y, t. zn. wyrugowad czas {. Dzielgc réwnania (1) od-
powiednio przez a i b, podnoszae do kwadratu i dodajae, otrzymujemy

L2a% - 2P =1,

A wige tor jest elipsa o osiach 2a,2b. Wektor predkosdei jest
oczywidcie styczny do elipsy. Wspoblrzedne wektora przyspieszenia
mozna, z uwagi na réwnania (1), napisaé w postaci:

b=—MWa  j=—"y, skad [F=RPHE jli=yl.

Wektor przy$pieszenia jest zatem proporcjonalny do odleglosei
od poczatku ukladu i zawsze skierowany ku poezatkowi ukladu.

Przyhlad 2. Wyznaczyé predkosé, przy$pieszenie i tor punktu,
ktorego ruch okreslony jest réwnaniami
o L a .
(2) v=g(1+cost),  y=

. .t
sin ¢, F=aq 8l 5 (6>0).
ad

PSR
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Roézniczkujac, otrzymujemy

) & . L AP 5ee @ oo L
g=—gsint,  g=g cost, F== iy 08 5
. a . a . by d 3y b
G=—pcost, f=—gsint,  F=-—psin,,
al/s T . 1.t
skad |@|=§‘/1+ co®s i [pl=75 /1+ISI'[12§'

Aby wyznaczyé tor punktu, nalezy z réwnan (2) wyrugowad
czas, co da nam dwa zwigzki miedzy @,y,# okreslajace krzywg prze-
strzenng, po ktdérej si¢ punkt porusza. Rugowanie to w ogdlnodei
przedstawia duze trudnogei rachunkowe, w tym przykladzie jednak
latwo daje sie przeprowadzié. Podnoszge réwnania (2) do kwadratu
i dodajac, otrzymujemy

2R AP - g
Podobnie, z pilerwszych dwu réwnan (2) wynika, ze
(@ — a/2)2412=(a/2)*

7 réwnan otrzymanych widzimy, ze tor punktu jest krzywsy

przekroju kuli i walea kolowego.

Preyllad 3. Ruch jednostajny prostolinijny. Punkt
porusza sig w ten sposéb, ze przysépieszenie jest stale zerem. Zukla-
damy wiee, ze P=0. Zatem

=0, =0, 2= 0.

Wynika stad po scatkowaniu, Ze
(3) &=¢y, Y=o, &==0yy
gdzie ¢, ¢,, ¢z 0znaczaja pewne state. Catkujac jeszeze raz, otrzymamy

(4) w=¢t+dy, Y=yt +dy, =Gyt +ds.

Tutaj d;, d,, d; oznaczajay réwniez pewne gtale. Réwnania (4)
przedstawiajg parametrycznie réwnanie linii prostej. Z réwnan (3)
wynika, ze wektor predkogei jest staly. Ruch wiee odbywa si¢ po
linii proste] z predkodcia stats. Ruch taki nazywamy ruchem jedno-
stajnym prostolinijnym.

Zauwazmy, ze zalozenie p=10 réwnowazine jest z zalozeniem,
ze wektor predkodci jest staly. Mamy bowiem jp=%. Jezeli wige
?=const., to P=01 na odwrdt, jezeli =0, to ?“3:-.;(), zatem P==const,
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Hodograf. Niechaj punkt porusza sie po krzywej L (rys.1).
Obierzmy dowolny punkt O. Dla kazdej chwili ¢ wykreslmy
z punktu O wektor predkosci, jaka punkt ruchomy ma w danej
chwili (rys.2). Korice tych predkosci utworza krzywa H zwang
hodografem.

Na hodografie oznaczyliémy przez 4’, B, (' kotice predkosci,
jakie punkt poruszajacy si¢ po krzywej L ma w A, B, C. Jezeli
wiec punkt porusza sie po torze L, to koniec odpowiedniej pred-
kofei porusza si¢ po hodografie.

Oznaczmy przez Ty predkosé punktu na hodografiew A'. Z okres-

!

lenia predkosei mamy ﬁqz}imw[%. Lecz A'B'=A4%, wiec
>0

Zatem: przyspieszenie poruszajacego sie punktu réwna sig pred-
koéei odpowiedniego punkiu na hodografie.

Przyktad 4. Jezeli punkt porusza sie po linii prostej, to kie-
runek predkofei jest stalty. Zatem hodograf jest tez linia prosta.

Przyktad 5. Zalbzmy, ze punkt porusza si¢ po kole K z pred-
kodcig stata co do wartosei bezwszglednej (rys. 3).

Hodograf bedzie kolem (rys. 4). Punkt po hodografie bedzie po-
ruszal sie réwniez z predkodcig stata co do wartosel bezwzglednej.

Poniewaz predkosé punktu Aj, na hodografie jest styczna do
hodografu, zatem jest prostopadia do 7. Wynika stad, ze przyspie-
szenie punktu poruszajacego sie po kole K jest skierowane ku drod-
kowi kola i jest state co do wartosei bezwzglednej.
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§ 7. Rozklad przyS$pieszenia na styezne I normalne.

Ruch po torze plaskim. Niech ruch punktu 4 po torze L
okreglony bedzie funkejg s=f(t), gdzie s oznacza wspolrzedng lukowy,.
Wykredlmy w punkeie 4 styezng ¢ i normalng »n. Nadajmy stycznej
zwrot zgodny ze zwrotem krzywej L, za
normalnej zwrot ku Srodkowi krzywizny.

Rzut przydpies szenia P na stycezng na-
zywamy prayspieszeniem stycenym Ji,. Rzub
przy$pieszenia na normalng nazywany
prayspieszeniem normalnym p,. Jest ocny-
wideie
M B=Dt 1,

Majac wiee dane przy$pieszenie styczne i normalne, mozemy
wyznaczyé przy$pieszenie p. Pray$pieszenie styczne bedzie okreslone
przez podanie wspdlrzednej p, wagledem styeznej. Podobnie, wspol-

-

rzedna p, wzgledem mormalnej okredla przyépieszenic normalne.
Oznaczmy 7przez A kat ostry /a,w(m'ty miedzy sLywnynu
w punkcie 4 o wspélrzednej tukowej s'w bliskim od 4 punkeie B
o wspélrzednej tukowej s+ ds. Zaldézmy, ze ds>0. Mamy wowezas
. de 1
im—=—,
A0 ds 0

4%
= lim —-—; zatem

gdzie ¢ oznacza promien krzywizny. Jak wiemy, }j= 17
At

amso A

gdzie Rzut, 47 oznacza wspélrzedng 4% wzgledem stycznej t. Leez
Rzut, 4d5=Razut,(v+4%)—Rzut 0. Awige Rzut, Av=(v-+4v) cos da—u.
Stad

Av)ycos da—up cosda— 4y
(1 = 1m<u+ = li cosba—1 2V
) P= 30 At v H}:}) At - ,1\}2(1] a4t cos da.
Lecz '
. Ade—1 ., cosda—1 Aa As
(2 lim 084¢—1 4. cosde—1-da As
) A0 4t }\Ez(l) A ds At

Ze znanej reguly na obliczanie symbolow 111@0/11&0/,011\7(‘11
otrzymujemy

cos da—1 108 d e —

lim =1l cosda—1

—sinda
Ta = 1 = =z (),
A0 1 Aa~»0 Ac Aee=30) 1
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cosda—1 1

Zatem na mocy (2) -lim T =0- ?u__() skad na mocy (1):

At=20
p,=dv/dt=35,
Przejdzmy teraz do obliczenia p,. Mamy

. .hm RZutn A 3_)_
Pn S0 At )

Lecz Rzut,d? = Rzut,(7+47)— Rzut, 5= (v-+4v) sin da. Wiee

da . .. Sindea sinde da Ads 1
—1 Av °m P 3 — deds . 1
p,=lim(v-+4v) onlewaz {im ==l = = T 4l
wiee :
P, =1%o

Zatem przyspieszenia: styezne p, i normalne p, wyrazaja sie
wzorami

(1) , p,=dv[di=35,

gdzie ¢ jest promieniem krzywizny.

Poniewaz przydpieszenie styczne jest prostopadie do przyspie-
szenia normalnego, wiec

(111) A=t

Ze wzoru (1) wynika, ze p, 0. Zatem przyspieszenie normalne

ma zawsze zwrot ku srodkowi krzywizny.

Zauwazmy, ze przy$pieszenie styczne zalezy tylko od zmiany
wartodci bezwzglednej predkosei, a nie zalezy od zmiany jej kie-
runku. Przy$pieszenie styczne jest wtedy i tylko wtedy stale zerem,
gdy v = const.

Przy$pieszenie normalne zalezy od promienia krzywizny o,
zatem od zmiany kierunku predkosci. Przyspieszenie normalne jest
stale zerem, jezeli stale v=0 lub 1/o=0. W pierwszym przypadkn
punkt jest w spoczynku, w drugim ruch odbywa sie po linii proste;j.

Przykltad. Punkt porusza sie po kole o promieniu r z predkodeia
stala co do wartoiel bezwzglednej. Zatem na meey (I) '

p=de/di=0, p,=v*r=const..

A wiece przyépieszenie jest wowezas stale skierowane ku Srodkowi i stale
co do wartodei hezwzglednej (por. str. 39, przyktad 5).
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Ruch po torze przestrzennym. Niech punkt porusza sig
po torze przestrzennym L. Oznaczmy przez 7 predkodé punktu w A,
przez 5+47 predkodé jego w B.

Przeprowadsmy przez styczng w punkeie A plaszezyzne T
réwnolegly do stycznej w punkecie B. Na te] plagzezyZnie lezg wek-
tory 7 i 5+47 wykreslone z punktu 4. Zatem w plaszezyinie 11 l(ﬁzy
wektor Aw/At. Gdy punkt B dgizy do punktu A, plaszezyzna [T
zmierza do t. zw. plaszceyeny Scisle stycenej w punkeie 4. Wynika
Av

stad, ze prays$pieszenie p=lim — lezy w plaszezy’nie Scidle sty cznej.

s>y 4
A wiec: wektor prayspieseenia ledy w plassceyénic Scisle stycane;.

Na plaszezyznie fcigle stycznej lezy styczna. Prosta prosto-
padia do stycznej i lezaca w plaszezyZnie Scifle stycznej nazywamy
normolng gléwng. Na normalnej glownej lezy $rodek krzywizny.
Tworzae rzuty przyspieszenia na styezng i normalng, otrzymamy
analogicznie do wzoru (I), otrzymanego przy ruchu plaskim:

ij: th+pu'

Nadajac stycznej zwrot zgodny ze zwrotem krzywej, zad nor-
malnej zwrot ku $rodkowi krzywizny, otrzymamy postepujac jak
poprzednio

py=dv/db=7§ i P, =g,
gdzie ¢ oznacza promien krzywizny.

Wzory powyzsze sg identyczne ze wzorami (IL) w przypadku
toru plaskiego.

Prayklad 1. Ruch jednostajny. Niech punkt A porusza sie
po krzywej I, na ktérej obrany jest zwrot i poczatek O. Zaldzmy
ze predkosé punktu 4 jest stala co do wielkodci (6. j. co do war-

todel bezwzglednej). Ruch taki nazywamy ruchem jednostajnym
po krzywej L.

Zakladamy tedy, ze v=§=oconst. Calkujac, otrzymamy
(3) C§=0t+ 8.

Podstawiajac t=0, dostajemy s=sg, A wiee stala s, oznacza
wspélrzedna lukows punktu 4 w chwili {==0.

icm

[§7] I. Ruch wzgledem ukladu odniesienia. 43

Ruch jednostajny jest okreslony funkeja pierwszego stopnia
wzgledem i. Na odwrét, dowolna funkeja pierwszego stopnia s=at+b
okresla ruch jednostajny z predkoscia v=§=a. Ponadto s,=b.

Na mocy (3) mamy

Poniewaz przyépieszenie styczne jest zerem, wiec przyspieszenie
ma stale kierunek ku Srodkowi krzywizny. Wielko$é przyspieszenia
wynosi p,. Zatem przyspieszenie jest co do wielkogei odwrotnie
proporcjonalne do promienia krzywizny ¢ (czyli wprost proporejo-
nalne do krzywizny K=1/p).

Jezeli w szcezegblnosei punkt porusza sie ruchem jednostajnym
po kole o promieniu r, wéwezas g=r, a wiec

2/
p,=0r.
Zatem: jegeli punkt porusza sie po kole ruchem jednostajnym,
to prayspieszenie jest state co do wielkosei i skierowane ku $rodkowi kola.

Przyklad 2. Ruch jednostajnie przyépieszony. Punkt
poruszajacy sie po krzywej L ma stale przyépieszenie styczne. Ruch
taki nazywamy ruchem fjednostajnie przys$pieszonym po krzywej L.

Zakladajac, Ze p,=p= const., §=p,=p, wiec

(4) §=1v=1ptte,

dostajemy
s =L pt*+-ct-+co.

Ruch jednostajnie przys$pieszony jest okreslony funkcja s=j(?)
drugiego stopnia wzgledem t. Na odwrdt, dowolna funkeja drugiego
stopnia s= at>+-bt ¢ okresla ruch jednostajnie przyépieszony. Mamy
bowiem, rézmniczkujac:

p,=§=2a = const.

Przyjmijmy, ze w ruchu jednostajnie przys$pieszonym okreslo-
nym funkejg (4) punkt w chwili t=0 mial predkosé v=v, i wspél-
rzedng lukowy s=s,.

Kladge t=0, otrzymujemy z {4) vo==¢, S,=0,. Wstawiajac
w réwnania (4), otrzymamy

v=pt+ v, Cs=Lpt® 4 vyl -+ 8.

W szezegolnodel, jezeli vg=0 i $,=0, dostaniemy

2

pi=.

i
O

pv=pt 1 §=
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Preyhlad 3. Rueh po cykloidzice. Niech kolo o pro-
mieniu # toczy sig po prostej. Zbadad ruch dowolnego  punktu
na obwodzie kola. ‘

Zaloimy, ze dany punkt P obwodu kola jest poezatkowo
punktem stycznosei kola i prostej. Obierzmy ten punkt za poczatek
ukladu, za$ prosta za of x-6w. Jezeli kolo obrdci si¢ o kat ¢, punkt

zajmie nowe polozenic P’ (a,y).

7 ' Aby wyrazié wspolrzedne x,y
@@ m jako funkeje kata ¢, zauwaz-
Pt ' my, zenowe polozenie punktu
meozemy otrzymad, najpierw obracajac koto dokola grodka o kat o wkie-
runku wekazéwki zegara, & nastepnie przesuwajac je wzdluz osi w-Ow
o odcinek PQ réowny kowi P'Q nalezgcemu do kata ¢, ktorego
dtugosé wynosi re. Zatem @=—rsing-bre, ye=r—rconp, cayli

o =1(p—sin @), 3 == (L — cos ).

Po wykonaniu przez kolo pelnego obrotu, ti.j. dla @==27, punkt P
znmowu jest punktem stycznosei, poczem ruch powbarza sie. 'Wyko-
nujac wykres, otrzymujemy krzywa zlozong z przystajacych lukow,
zwang cykloida.

Zatbzmy, ze kolo obraca si¢ jednostajnie, 6. j. Ze kat ¢ jest pro-
porcjonalny do czasu: g=wt (gdzie m stale). Réwnania ruchu punktu
P 53 wéwezas

e=r(wt—sin wl), y=1(1—-cos wt).

Rézniezkujac je dwukrotnie wzgledem czasu, otrzymujemy

skladowe predkosci i przy$pieszenia
E=rw(l — cos wt),
&= ro?sin o,

¥ =1 sin ot
i =102 o8 .
Stad

«(5) 3 = Vr2w2(2 = 2 cos wt) = 2re

.t Y
3111—5', [p] = rw2.

Ze wzgledu na to, ze po wykonaniu pelnego obrotu ruch Po-
wtarza sie, mozemy si¢ ograniczyé do przedzialu czasu 01t << 27/o.
Ze wzoréw powyzszych widzimy, ze wielkogé prayspieszenia punktu P
Jest stala, natomiast wielkodé predkosei zmienia sie. Mianowicie
w chwili t=0 oraz t=2n/w, t.j. gdy punks znajduje gie na prostej,
predkosé rowna sig zeru, zad w ehwili t=n/w t. j. gdy punkt ogiggs
polozenie najwyzsze, predkodd jest najwieksza i wynosi 2ro. 4

Nadajmy eykloidzie zwrot zgodny z ruchem punktn, W ezagie
0<i<<27/w mamy » =7, zatem na mocy (H)

.
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. . ol
v=2rwsin—-.
.
Przydpieszenie styczne bedzie wiec
. o0 OF
pt: V=7Fw QOS‘B—.

Aby wyznaczyé przyspieszenie normalne, obliczamy krzywizne
wedlug znanego wzoru

1 ey —yi|  r0%(1—coswt) 1
¢ (#2+2) 873w3 sind wi/2 47 sin wif2
Zatem

wi
=02/ — 2 @i .
p,=r}o=r0w sin -

Droga przebyta przez punkt do chwili ¢ réwna sie, z uwagi
na to, ze ds=odt,
: d J ot ' ot
82./ ds =./ vdt =‘/ 2rw sin?dt = 4r (l—GOS ~2—)
0 0 0
W szezegolnosel dla t=2n/o otrzymujemy diugodé toru cykloidy
przy pelnym obrocie kola. Diugodé ta wymnosi 8r.

§ 8. Predkos$é i przysSpieszenie katowe. Niech punkt A
porusza sie po kole o promieniu » i §rodku M. Obierzmy zwrot na
kole i punkt poczatkowy O (rys.1l). Oznaczmy przez ¢ kat miedzy
promieniami M4 i MO liczony zgodnie z obranym zwrotem. Mamy
s=rp, zatem
(1) §=rep 1 §S=rg.

Pochodng ¢ nazywamy predkosciq kqtowq i oznaczamy zazwy-
czaj przez o.

Pochodng ¢ nazywamy przy-
$pieszeniem  katowym 1 oznaczamy
przez &.

Mamy oczywidcie =0 i o=-
Na mocy (1) jest wiec

(I) v=r0 1 pP,=1¢,

a poniewaz p, =v¥r, wige

(II) p,=rw?.
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Wektor predkosei katowej. Niech punkt obraca si¢ okolo
pewnej osi I, t. zn. porusza si¢ po kole lezgeym w plaszezyZnie pro-
stopadtej do I, ktérego srodkiem jest punkt przebicia tej plaszezyzny
osig 1 (str. 45, rys. 2).

Niechaj punkt w pewnej chwili ¢ ma predkosé katows .
Oznaczmy przez o wektor polozony na osi 1 o dlugodei \w'. Zwrot
wektora o obierzmy tak, aby czlowiek, majacy glowe w koieu,
a stopy w poczgtku wektora, widzial ruch od reki prawej ku lewej.

Wektor o nazywamy wektorem predkosci katowe.

Yatwo sprawdzié, ze predkosdé v punktu 4 réwna sie momen-
towi w wzgledem A: ; -

(2) 7= Momy .

Jezeli przez 7 oznaczymy wektor OA, gdsie O jest dowolnym
punktem na prostej I, to 7= wx40, wige

(I11) D=FXo.

Oznaczajac przez w,, w;, o, rzuty wektora @ na osie ukladu,
przez z,y,z wspOlrzedne punktu 4 i przez m,,v,,2, wspolrzedne
punktu O, otrzymujemy

(IV) V= (Y — o) —wy (2 —2), Oy = Wy (2— ) — 0 (X —xy),

Ve= wy(2% — %o) — W (Y — Yp)-

.JeZeli W szezegblnosei 1 przechodzi przez poezatek ukladu, to
Przyjmujac #y=y,=2,=0, otrzymamy

(V) Vy= WY — Wy 2, Vy= 0,8 — W, &, Dy == Wyl — Wy Y.

§ 9. Ruch plaski w ukladzie biegunowym. Jezeli punkt
porusza sie w plaszezyinie xy, to polozenie punktu wyznaczone
jest w zupelmodei przez dlugosé odeinka OA=r, ZWanego pro-
mieniem wodzqeym, oraz kat ¢, jaki
odcinek 04 tworzy z osia 2-6w. Ruch
punktu okreslony wige bedzie dwiecma
funkcjami

r=P(t), ¢=).
Poniewaz w=rcosp, y=rsin¢, wiee
tworzae pochodne wzgledem czasu I, do-
staniemy :
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(1) t=+¢cosp —rgsing, y=rsing+recosg,
&=7 cosp — 27psin ¢ — rp?cos ¢ — rpsing,
y="1 sin ¢ + 2¢p cos ¢ — re?sin @ 4 r@ COs .

~Z réwnan (1) i (2) mozemy wyznaczyé &,3%,y, ¥, znajac
#, 7, @, @ 1 na odwrét. Z réwnania (1) otrzymamy
(3) 2= g2y =24 rip2,
_ a2tyy XY — Yz
‘/’wz_}_yz’ B2y ’
Czesto wygodnem jest rozkladaé predkosé i przyspieszenie nie
w kierunkach osi wspélrzednych, lecz w kierunku promienia wo-
dzacego i kierunku do niego prostopadlym, przyeczem zwrot do-
datni w tych kierunkach obieramy jak na rysunku. Skladowe te
nazywamy odpowiednio skladowa radialng i transwersalng.
Jezeli a,, a, sa wspélrzednymi dowolnego wektora @ wycho-
dzacego z punktu A(r,¢), to rautujac ten wektor na o§ AR oraz AL,
otrzymujemy jako skladowg radialng e, i transwersalng ay:

Gy = — G SID. 1@, COS .

(4)

@r = G COS @+ ay sin @,

Stosujac te wzory do wektoréw predkosci i przydpieszenia,
otrzymujemy na mocy réwnan (1) i (2):

(I) U=,

(IT) pr=F—1g?,

V=1,

.. . 1
Py =ro+27p = —

7

| sy

(r2 ).

x

12

"Przyktad. Punkt porusza sie po linii spiralnej r=a-+-bp w ten sposdb,
ze kat ¢ jest proporcjonalny do czasu t. Jest wiec gp=wi, gdzie o jest wspdl-
ezynnikiem proporcjonalnosci. Wowezas ¢=u, §=0, 7=bp=>bw i ¥ =0, skad

p,=— (a+bot)w?, ﬂqa:(a—}—bwt)w, p¢=2bw3.

v,=bo,
§ 10. PredkosS¢ polowa. Niechaj ruch odbywa sie w plasz-

czyZnie xy. Oznaczmy przez AS pole zakreflone przez promien
wodzacy r w czasie od t do t+4t. Zewzoru na obliczenie pola wukla-
dzie biegunowym wspdlrzednyeh otrzymamy
p-+dyp
48=1 f 2q
=3 e ap,
b4
skad, na podstawie twierdzenia o wartodci $redniej,

) A8=112Ag,
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gdzie 7, oznacza wartodé podredniy miedzy maximum a minimnm
promienia 7 w czasie od ¢ do 1At

J

A
lim -
Granice il L

nazywamy predkoseiq polowa 1 oznaczamy ja

przez A. Zatem na mocy (1) jest

ey A=}r2.

Ze wzorow (4) str. 47 otrzymujemy (p_l (g — ). Zatens ng
mocy (I)
(1) A= (g —yi).

Py

Przyklad. Wyzmaezyé
predkodé 1 prayépieszenie punlk-
tu 1»01"1147;1.1&00;;‘0 sig po kole
ar 2~ P== 0 ze whaly prod-
kodcig polowy h.

Rownanie danego kola we
wspOlrzedny ch biegunowych jest
r=2qcos p. Warunek statodei
predkosei polowej wyraza sie
rownaniem

czyli

yro=h,

@=2h/[r"

Rézniezkujge réwnanie kola, otrwmujemy

. o ah
f=— 200 8l p=— T—~ sineg.
Zatem
dah |, 2h
Vp=— ? s @, Vp=—

Z uwagl na to, ze predkosé polowa jest stala, wzor (IL), str. 47,

== Eli(ﬂ(p), pociaga p,=0. Zatem przysépieszenie ma zawsze kie-

runek promienia wodzacego.

R(’)Zniczkuj ac pierwsze z réwnan (2), otrzymujemy 2r 7 @--r2p =0,

2rp 16ah?
wige qp————~r—(p = a sin @; rézniczkujac zad 7, dostajemy
F=—2apsing —2a¢®cos p=— 2a sin ¢ -1—9-(11]L sin @ —2a cos ¢ 4'
32 aﬁ h? 413 16a®h?

— sin2

— 4.0? cos? P 5= —(L--gin2 ).

(§11]
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16a2h*

47 24:h- . A2
—— COs2 @,

Poniewaz rp?=r —a=" =40 co p — ="
/ T

wiee

)..)
Ze Wzoru p,=7% —rp? otrzymujemy
p,=—32a2h2p".

§ 11. Wymiary wielkosSci kinematyeznyeh. Miara pred-
kodei, przyépieszenia it. p. zalezy od jednostek dlugoseii czasu. Zaj-
miemy sie pytaniem, jak zmieniajg sie te miary, gdy jednostki diu-
godei i czasu beda ulegaly zmianom.

Obierzmy dowolnie jednostke dlugodei L i jednostke czasu T.
Przypudémy, ze punkt w ruchu jednostajnym przebyl droge dlugo-
gci sL w czasie t7T (jezeli np. L oznaeza cm, zas T sek, to sL=scm,
tT=t sek). Miara predkosci v przy jednostkach Li T wynosi

v=g/t.

Obierzmy teraz nowe jednostki diugosci i czasu L', 1". Zatézmy,
7ze miedzy nowymi jednostkami a poprzednimi zachodza zwigzki
1) L=1T/, T=1T",
gdzie 2 i 7 wskazujg, ile jednostek nowych mieszczg jednostki stare.
Oznaczajac przez s',t',v’ miary dilugosei, eczasu i predkosei w no-
wych jednostkach, otrzymamy

v'=s"[t'.
Poniewaz sL=siL', za$ tT=ttT’, wiec s'=si, =iz,
, sA s 2 '
skad » =5=i 08 wiec
-v’=7:% (lub  o'=vdr ).

Jednostke predkosei (f. j. predkosé, ktérej miara wynosi 1) przy
jednostkach L i T oznaczamy przez

= lub LT

T

Predkosé, ktérej miara wynosi », oznaczamy przez

L —1
v = lub oL T
T
Np. 5em-sek™ oznacza predkosé, ktérej miara wynosi 5, jezeli za jed-
nostke dlugoéci przyjmiemy cm a za jednostke czasu sek.
S. Banach. Mechanika. . 4
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Zalozmy teraz, ze obralifmy nowe jednostki dlugosei i czasu,
L' i 1, zwiazane z dawnymi przez ‘réwnania (1). Podstawmy
W wyrazeniu LT zamiast L i T odpowiednio AL’ i 7", a nastepnie
przeksztalémy otrzymane wyrazenie tak, jak gdyby litery L' i 1"
oznaczaly liczby. Otrzymamy:

LT =oAL T T = wde L

Podstawmy o'=vls . Zatem
WLl =0 LT
Zauwazmy, ze v’ jest wedlug definicji miargy predkosei prazy
. . . ’ e | ’ o nd .

jednostkach L' i T’; zatem wyrazenie »'L'L"" przedstawia pred-
ko$é przy jednostkach dlugodei i czasu I, 1".

Widzimy stad, ze symbol LT pozwala wyznaczyé rachunkiem
formalnym miare predkosei przy zmianie jednostki.

Przykiad. Wyznaczyé miare predkofei 12em. sek ' pray jednosts

kach m i min.
Mamy cm=001m, sek=1/60 min. Rachujac formalnie, otrzymamy

12em. sek™'=12.0:01 m - (1/60min)~ =12+ 0:01 - 60 m. min"'==7-2 m, min"".
A wige 7,2 jest miara danej predkodci przy jednostkach m i min.
Wyrazenie LT“I, w ktérym L i T nie ozhaczaja szezegdluych

jednostek, lecz sg symbolami dowolnych jednostek dlugodei i czasu,
nazywamy wymiarem predkodei.

Ogélne okreslenie wymiaru. Pojecie wymiaru podane wy-
zej dla predkosei mozna uogélnié na inne wielkodei, jak np. przy-
Spieszenie, predkodé i przyépieszenie katowe, ete.

- Wymiarem jakiejkolwiek wielkosci A nazywaé bedziemy wy-
razenie
ch 3
?
gdzie wykiadniki «, 8 s3 liczbami spelniajacymi warunek: jezeli o jest
miary wielkosei 4 przy jednostkach dlugoei i czasu I, T, zas o jej
miarg przy jednostkach L', T’ zwigzanych z L i 7 réwnaniami (1), to
2) o' =al"d,
Wymiar wielkogci A oznaczamy przez [A'.].‘Zm;mn

[.A.]=L“,T[’ﬁ

icm
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Jednostke wielkosci 4 przy jednostkach dlugosei i ezasu L, T
oznaczamy przez LT°. Jezeli wiec a jest miara wielkosei A PrZY
jednostece L“T®, to wielkodé te oznaczamy przez

aL” T’ |

Zat6zmy teraz, ze wprowadziliSmy nowe jednostki dlugosei
iczasuL’,T' zwigzane z poprzednimi przez réwnania (1), str. 49. Rachu-
jac formalnie, otrzymujemy aL“T°=a(AL)*(zT')’=al“L'“d T,
wige aL“T’=(ad”")L'“T. Stad, oznaczajgc przez o' miare danej
wielkosei przy jednostkach L’,T, dostajemy na mocy (2)

(3) al’ TP=a'L'“ 7"

A wiee rachunek formalny pozwala wyznaczyé miare

przy zmianie jednostek.

Przyklad. Wymiar przyépieszenia jest LT2 (co mozna stwierdzié po-
dobnie jak przy predkoéei). Przedstawi¢ przyépieszenie 5cm. sek™> przy jednost-
kach m i min,

Poniewaz em=0,01 m, sek=1/60 min., wiee 2=0,01, =1/60, a=1, p=—2,
skad na mocy (3) 5 em-sek>=5(0,01 m) (1/60 min) ~2=5-0,01- 602 m-min ", ezyli
5 cm -sek 2=180 m+min"2,

A zatem 180 jest miara danego przy$pieszenia w jednostkach m i min.

Wyznaczanie wymiaru. Do wyznaczania wymiaréw po-
moenym jest nastepujace

Twierdzenie. Niech dane bedg wielkosei A, B, dla ktérych
(4) [A]=L“T? [Bl=L'T°,
oraz trzecia wielko$é C wuzaletniona od A ¢ B w taki sposdh, e ozna-

czajac preez a, b,c miary wielkosci A, B, ¢ wyraione w dowolnych
jednostkach L i T, mamy zawsze

(5) e=ga’b?,

gdzie liczby ¢, p, ¢ nie zalezq od jednostek L i T.
Przy tyeh zaloieniach jest ‘

(1) [Cl=LF«te pritad,

Wzor ten mozna napisaé jeszcze inaczej. Wymiar [(] mozemy
otrzymaé, rachujac formalnie jak nastepuje:

[C]:(Lu T_ﬂ)p (L;I Tﬁ)qupu T;;{J'Lq;' Tqr)'szq-i-q;'Tp(?+q'<3§
wzorowi (I) mozemy wiec réwniez nadaé postac
[C1=[4)[BY".

4%
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Dowé6d. Obierzmy nowe jednostki L' 1 1" zwigzane z po-
przednimi przez réwnania (1), str. 49. Oznaczmy przez o, b, ¢f
miary wielkodei 4, B, C pray nowych ]udnmﬂuuuh Mamy wedloe
zalozenia (5) ¢ —{/m”’b’{’ Na mocy (4) jest a'=2" a1 b =A0p,
zatem ¢'= g (A4l a) (X' Tp) = AT PP 0 stgd womy$l definieji

wymmru wynika wzér (I), c.b.d. d.
7 twierdzenia powyzszego wyplywaja nastepujace wnioski:

Wndosek 1. Jeseli wedr (B) ma postad

= ab, to ] [( ] . [A_] LJ}'] Tu‘-k.;n,l,{)»} -6
—afb, . [C1=[A)[B)=L" 71"
0=dl” ”" [()J:[.A]I)J 1“” 111/1-

1. Predkosé wyraza sig wzorem v=sfl.” Zatem
[w]=s)[t]=L/T=LT "

. 2. Przyépieszenie p w ruchu jednostajnie przyspieszonym wy-

raza sie wzorem p=v,1. Zatem ‘

[pl=[v)/[]=L1 " /T=L1"*

Podobny wynik otrzymamy, opierajac si¢ na wzorze s==]pt
Obhcza,my z niego p=2s/t2. Zatem

[p1=[s)/ =L/ 1"=L1"*
3. Predkosé katowa jest w=dp/dl. Wymiar kata ¢ jest 1079,
gdya miara ukowa ¢ nie zalezy od jednostek diugodei. Zatem
[wl=1/T=1".
4. Przydpieszenie katowe jest e=d?p/di?, wicc
[e]=1/T*=1T""2
Wniosel 2. Pewne state moga zalezeé od wyboru jednostek
dlugosel i czasu. Mozemy wtedy mowié o wymiarze tych statych.

Pirzyklady:

Przyklad. Np. w pewnym ruchu prayépieszenie jest co do wartodei
proporcjonalne do kwadratu predkodei. Oznacszajae wsplezynnik proporejonal-
noéci przez %, mamy

p=kv2,

Przy jednostkach cm,sek jest k=2. ()l)lluy( I pray ,wduo%ka(h m i inin,

Mamy k=pj?, zatem [kl=[pl/[vR=L1 "2/ (L1T Y% wiece [k]|=I !, wled
2em™1=2(1/100 m)™' =200 m"',

W uktadzie jednostek w i min jest wige k==200.
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II. Zmiana ukladu odniesienia

§ 12. Zwiagzek miedzy wspélrzednymi. Predkodé i przy-
$pieszenie punktu zaleig od ukladu odniesienia, wzgledem ktoérego
badamy ruch punktu. Ruch tego samego punktu bedzie wige opi-
sany odmiennie przez dwoéch obserwatoréw, ktérzy poruszaja sie
wzgledem siebie.

Jezeli np. jedziemy pociggiem, wéwezas podrézni jadacy
7z nami sg wzgledem nas w spoczynku. Dla obserwatora stojacego
przy torze podrézni poruszaja sie z predkoseiy pociggu. Mozemy to
wypowiedzieé w ten sposéb: wzgledem ukladu odniesienia zwigza-
nego z pociggiem podrdzni sg w spoezynku, a wzgledem ukladu od-
niesienia zwigzanego z ziemig podrézni poruszaja sie z predkodeiy
pociagu. : .
Ruchy planet i slorica Wzglgdem ukladu odniesienia zZwigzanego
z ziemig sa bardzo skomplikowane. Kopernik zrobil odkrycie, ze
ruchy planet przedstawiajs sie o wiele prosciej, jezeli jako uklad
odniesienia obierzemy uklad zwigzany ze stoicein. :

Niech dany bedzie uklad odniesienia O(x,¥,2) i drugi jeszcze
uklad M (& n, §) poruszajacy sie wzgledem poprzedniego (rys. 1)..
Dla odréznienia uklad (z,y,2) nazywaé bedziemy ukladem stalym,
a uklad (§ %,{) ruchomym. Ruch tego samego punktu bedzie przed-
stawial sie rozmaicie w obu ukiadach.. ‘

Zajmiemy sie zadaniem wyznaczenia ruchu punktu 4 Wzglgdem"
jednego ukladu, gdy znany jest ten ruch wzgledem innego uktadu.

Zadanie powyzsze jest bardzo wazne i spotykamy sie z nirh:
w wielu przypadkach. :

Oznacznyy Przez Ly, Yo, 2y Wspolrzedne poczgtku M w ukladzie
O(»,y,2), a preez £y, Ny, b, Wspolrzedne poczatku O w ukladzie
M, n,¢). Niechaj a,a,,..,75 bedg katami miedzy osiami obu
ukladdw, jak wskazuje tabelka: ‘

g&‘n_}ﬁ'
® allaz‘%l
y | BB ﬁ;i
L2 lminn ! .
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Jezeli ,y,2 i &1, sa wspélrzednymi punktu 4 odpowiednio

w ukladzie pierwszym i drugim, wiéwezas, jak wiadomo z goometru
analityeme, #=2y+& o8 ;1 Cos ey cos g
) y="yo+E cos By -+ cos P+ cos iy
2=12y -+ & €08 ¥y -1 CO8 y5 & €08 V3
f=&, @ CO8 ay Y €08 12 COs ¥y
) ="+ COS ay~FY COS f5-4-2 COS ¥y
b=y @ cO8 gy cos B5--2 COS 5.

Ruch ukladu M(&9,¢) wzgledem Of(w,y,2) bedzie znany,
jezeli dla kazdej chwili ¢ podane beda wspélrzedne @, ¥, 2, 1 katy
al’ a21 seey 7’3' Za'tem Wspé]:rzqdne wo’ ?/07 zO? i k@ty al? a?«’ L 'y:l Hq{
funkecjami czasu t¢. Jezeli ruch punktu A wazgledem ukladu M(E, n, §)
okreflony jest funkcjami &=f(t), n==@(t), {==w(t), woéweczas ruch
wzgledem ukladu O(w,y,2) otrzymamy ze wzoréw (L)

B=wy-f(t) cos e, @(t) cos a,--p(t) cos ay
i podobnie dla v, 2

Jezeli ruch punktu 4 odbywa sie w plaszezyZnie II, to obie-
rajac osie @,y 1 &, 7 w tej plaszezyZnie i oznaczajac przez ¢ kab
miedzy osiami x a £ (str. B3, rys. 2), otrzymamy:

(I)  a=wm,+Ecosp —nsing, y=yo+E8in g+ cos
(Ir’) §=&, +xcos ¢+ ¥ sin g, N=1)y~—& $i0 P-4 COs @.
~ Jezeli kierunki osi ukladu ruchomego M (&, 7, () nie zmieniajg
si¢, powiadamy, ze uklad ten porusza sie ruchem postepowym.

W tym przypadku katy oy, @y...,7; sa stale.

Méwimy, ze uklad ruchomy obraca sie okolo osi I z predkodeig
kagtows o, jezeli punkty polozone na osiach &7, obracaja sie
okoto osi I z predkodcig katowy w.

Niech uklad M (&, 7, L) obraca si¢ okolo osi { z predkoseia kato-
wg o, Przyjmijmy, ze w chwili {= 0 uklad staty O(z,y,2) pokrywat sie
z ukladem ruchomym M(§, 7, (). Mamy zatem zg= 1= 2y=Ey=1,=,=0.
Oznaczmy przez ¢ kgt miedzy osiami x, £, Oczywicie gp=wt. Po-
niewaz osie @,y i § 7 lezg stale w jednej plaszczyznie, wiee na
moey (IT i (II');

(III)  2=§cos wt—msin wi, y=E£sin w41 cos wt, ==l
(IIX')  é=m cos wi+y sin wi, n=— 2 sin w4y cos wl, L=z,

icm
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Przyklad 1. Ruch punktu wzgledem ukladu stalego okreslony
jest réwnaniami

(1) T=0 008 i, y=>bsin wi,
@ wiec tor punktu jest elipsa o réwnaniu x%/a? - y2/b2=1

Jak przedstawia sie ruch tego punktu w ukladzie ruchomyn{
0 tym samym poczatku, jezeli uklad ten obraca sie w kierunku
dodatnim z predkoscig katowyg w?

Zakladamy przytem, ze w chwili poczatkowej t=0 oba uklady
sie pokrywaja.
Ot6z oznaczajac przez &7 wspélrzedne dowolnego punktu
wzgledem ukladu ruchomego, mamy
= cos wt+y sin wt, n=— 8in wt+ y cos wi,

gdyz na mocy zatozenia kgt ¢ zawarty miedzy osiami x, & wynosi
tu wt. Podstawiajac po prawej stronie tych wzoréw wyrazenia (1),
otrzymujemy réwnania krzywej opisanej przez punkt w ukladzie
ruchomym '

E=a cos? wt-b sin? wf, n=(b— a) sin &t cos wt,

. . s 1-fcos2wt . —Cco8 2 ol
czyli, z uwagi na zwiagzki cos? wt:—_'_%, smawt=£——2——w
i sin wtcos wi=4sin 2wi:

b—a .
ﬁé"l‘u cos 2 wi, n=-5" sin 2 i,

skad , -
a,_
= =5
A wiee: ze wzgledu na uklad ruchomy punkt opisuje kolo,
gdy a-£b, za§ znajduje sie w spoezynku, gdy a=bd.

Przyktad 2. Ruch po linii frubowej. Wainym przykla-
dem ruchu punktu po krzywej przestrzennej jest ruch Srubowy,
ktéry powstaje w sposéb nastepujacy. Ukiad ruchomy (&, %, {) obraca
sie z predkoscia katows staly o okolo osi ¢, za$ punkt porusza sie
wzgledem ukladu ruchomego ruchem jednostajnym z predkoseia ¢
po prostej &=r, n=0 (t. j. po prostej réwnoleglej do osi { i prze-
cinajgeej o8 & w punkcie £=r).
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Ruch taki powstaje np. gdy walee obraca si¢ okolo S.W(A'] 08l
z predkoscia katowg w, zas punkt porusza si¢ po tworzacej walca
ruchem jednostajnym.

Niech w chwili ¢=0 uklad staly (x,y,z) pokrywa si¢ z ukladem
ruchomym (&,7,¢), za§ punkt ruchomy ma wspdlrzedne r, 0, 0. Na
mocy (III) :

(2) x=rcoswi, y=rsinwi, z=cl

Réwnania powyzsze mozemy rownics
odezytad wprost z rysunku. Przedstawiajg
one parametrycznie rownania linii  dea-
bowej. Ruch punktu odbywa si¢ wiee po
linii drubowej. RozZniczkujae (2) otrzy-

mamy
E==-—rwsinmt, J==1roncosnl, Fum g
. B=—rw2c08 ml, Ye=—rotsinml, =0,

Zatem

5=Vt o, [pl=ron

A wiee: w ruchu Srubowym predkosé i prays$piessenic sq state
oo do wartosei bezwzgledne;.

§ 13. Zwiazek miedzy predkosciami. Predkodé punktu A
wzgledem ukladu statego (z,y,2) nazywamy predkoscia beswzgledna
i oznaczamy przez Tp.

Predko$é punktu wzgledem ukladu ruchomego nazywamy
predkosciq wegledng 1 oznaczamy przez b.

Wyobrazmy sobie, ze punkt 4, ktérego ruch badanyy, zwig-
zany jest z ukladem ruchomym (§,7,¢) setywnie, t. z1. ze jego wspol-
rzgdne ¢, 7, nie zmieniaja sie. Przy tym zalozeniu punkt A, zlyezony
z ukladem ruchomym, posiadalby pewna predkosé wzgledem ukladu
statego. Predkodé te nazywamy predkoseiq wnoseenia i OZNACZANLY
przez b,

Mozemy takze powiedzied, ze predkodcia unoszenia punktu A
w-chwili danej nazywamy predkodé punktu zlgezonego z ukiadem,
ruchomym i pokrywajacego sie w chwili tej z punktem 4.

icm
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Przypuiémy np., ze po korytarzu pociggu hiegnie podrdiny. Za uklad
staly obierzmy uklad zwiazany z ziemia, za ukliad ruchomy — uktad zwigzany
Z pociagiem. ‘

zlowiek stojacy przy torze bedzie obserwowal ruch podréinego wzgledem
ukladu statego, a czlowiek siedzacy w wagonie — wzgledem ukladu ruchomego.

Predkosdé podréznego, jaka zaobserwuje eztowiek stojacy przy torze, be-
dzie predkoscia bezwzgledng. Predkosé, jaka zaobserwuje czlowiek siedzacy w po-
ciagu, bedzie predkoiein wegledng. Predkodcia wnoszenia bedzie predkosé tego
punktu podiogi korytarza, ktérego dotyka w danej chwili podrézny biegnacy
przez korytarz.

Predko$é unoszenia hedzie wice w tym przypadku predkoseia pociagu.
Predkoéé bezwzgledna bedzie wieksza lub muniejsza od predkosci unoszenia za-
leznie od tego, czy podrézny hiegnie w kierunku ruchu pociagu, ezy przeciwnie.

Zajmiemy sig teraz zwigzkami zachodzgcymi miedszy predkoscig
bezwzgledna, wzgledng 1 unoszenia. )

Punkt 4 ma wzgledem ukiadu stalego wspélrzedne z,y, 2.
Zatem rzuty predkosci bezwzglednej na osie ukladu stalego beda:

(1) v, =i,

b Yy =,

X y z
Podobnie, rzuty predkosci wzglednej na osie ukladu rucho-
mego beda »

7 £

(2) Vw e ‘E_: Dy = 75 Oy, =¢.

Aby poréwnadé predkosé bezwzgledna ze wzgledna, utwérzmy
rzuty predkosci wzglednej na osie ukladu statego. Otrzymamy
(3) vy = £ 08 a7 08 ay+L COS ay it.d.

Na mocy (I), str. 54, wspilrzedne =z, ¥,z wzgledem ukladu
stalego wynoszg '

2 =g+ 5 eos @y + 17 €08 @y cos ey it.d.
Rozniczkujae powyzszy wzér, dostaniemy wiee na mocy (1)

1 £c0s a1 cosa,+-Ceosay,

dcosa deosa, | .deosa,
£ di o e

(4) Y "_::i:—;i:u—{— dt dt

X

Predkosé unoszenia otrzymamy, zakladajac, ze punkt 4 jest
zwigzany z ukladem ruchomym sztywnie, t. zn., ze wspélrzedne &,4,&
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83 stale, czyli ze E=0, n=0, _C':O.‘ Na mocy wige (4) rzuty pred-
kodci unoszenia na osie ukladu (x,y,2) wyniosa

dcose,

d cos, o,  deosa,
+7 :
dat

7 it. d.

=4

(5) =dy+§

Na mocy (3) i (5) otrzymujemy z (4) va::vux+vw"_ 1 podobnie

—i—'uv R wbzzvuz—}—wwz, czyli
(I) 'D—h= 5u + Ww-

Udowodnili$my wiec, ze predkosé bezwzgledna réwna si¢ sumie
predkosei wunoszenia i predkosei waglednej.

Gdy uklad ruchomy porusza si¢ ruchem postepowym, kaby

deosa, deosa, dcosy,
@y, Qs ..., Y3 54 Stale, zatem pochodne i A 2y ey i
83 zerami. Ze wzoru (5) otrzymujemy przeto
'Uu_‘,z @, ”uy: Yos ’U'u,zz -

Jezeli wiec 7, jest predkoscig poczatku ukladu ruchomego, to
Uy = Vg ‘

Zatem: jeseli uktad porusza si¢ ruchem postepowym, to predkodé
unoszenia jest dla wszystkich punktow ta sama i réwne si¢ predkoset
poczatku wktadu.

Uwaga. O punkcie 4 méwimy, ze wykonywa dwa ruchy
réwnoczesnie: jeden z predkodcia wzgledng, a drugi z predkodcia
unoszenia. Ruch wzgledem ukladu stalego nazywamy ruchem ztodo-
nym z obu ruchéw skladowych albo ich ruchem wypadkowym.

Predko$é ruchu wypadkowego jest wige sumg predkoéci ru-
chéw skladowych. Aby predkosé ruchu wypadkowego byla okre-
§lona, wystarczy podaé predkosé ruchéw skladowych; nie potrzeba
przy tym podawad, ktéra z predkosei jest wzgledna, a ktéra jest
predkoscig unoszenia.

Przyklad 1. Pociag porusza sie z predkodeiy #; po podlodze
wagonu toczy si¢ punkt A z predkosdeia 7 wzgledem podlogi. Jaka
jest predkodé punktu A wzgledem ziemi?

icm
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Przyjmijmy, ze osie ukladu (z, y, ) zwigzane s 7z ziemig, zas osie
§, 1, { z wagonem (rys.1).
Predkoscia unoszenia pun- )
ktu 4 jest wiee . Taka o —
bowiem predko§é miatby : )
punkt 4 wzgledem ziemi, s—g
gdyby byl w spoczynku
wzgledem wagonu. Pred-
kodé wzgledna punktu 4 1.
niechaj wynosi 7. Zatem
jego predkosé bezwzgledna o, (b. j. predkoié wzgledem ziemi) wyniesie

Up =U+ V.

Przyklad 2. Walec obraca sie okolo osi z predkoscig katowa w.’
Punkt A porusza si¢ po tworzacej walca z predkoscia 7 (wzgledem
tworzgcej). Jaka jest predkodé bezwzgledna punktu A2

Predkos$é wzgledna wynosi . Aby wyznaczyé predkosé uno-
szenia, zauwazmy, ze gdyby punkt 4 byl z walcem zwigzany, wow-
czas poruszalby sie po kole K z predkoscia katowa o (rys. 2). Jezeli
wiec 7 oznacza promien podstawy walea, to predkosé unoszenia %
jest styczna do kola K i |#|=7w. Predkosé bezwzgledna 7, wynosi
zatem 7,=70-+%, a poniewaz | %W, wige

|5 | = Vo = ot 2

(w=Pl, wu=ul).

§14. Zwiazki miedzy przysSpieszeniami. Zajmiemy sie
teraz zwigzkami zachodzgeymi miedzy przyspieszeniami punktu
wzgledem r6znych ukladéw. Przyjmijmy, ze mamy dwa uklady:
staly (@, 9, 2) i ruchomy (&,%,{).

Przyspieszenie punktu 4 wzgledem ukladu stalego nazywamy
pray$pieszeniem bezwzglednym Dp.

Przyépieszenie punktu wzgledem ukladu ruchomego nazywamy
prays$pieszeniem waglednym Peo.

Przyspieszenie, jakie by punkt A posiadal (wzgledem ukiadu
stalego), gdyby z ukladem ruchomym byl zwigzany sztywnie, na-
ZyWwaImy przys$pieszeniem unoszenta Pu.

Mozemy réwniez powiedzieé, ze przy$pieszeniem unoszenia na-
zywamy przyspieszenie takiego punktu zwigzanego z ukladem ru-
chomym, ktéry w danej chwili pokrywa sie z punktem A.
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Jezeli np. po kovytarzu wagonu hieguie podrediny i za uklad staly obie-
rzemy uklad zwigzany z zemia, za ruchomy zad — Z\Vii.[Z?Lll.Y'Z ‘\.vzhg{mmm, 103
przyspieszeniem hezwglednym podréznego hedzie prayspieszenie, .]u«llim zzmllmt.n'-
wuje czlowiek stojacy pray torze, prazyspieszeniem wzgl@(hlyn‘l 1»131%1,«5 }‘n'zysyu»
szenie, jakie zauwaziy podrézni jadacy tym wagonem, wreszeie prayspieszeniein
unoszenia bedzie prayépieszenie wigledem ziemi tego punktn podlogi, kidrego
w danej chwili dotyka hiegnyey podrdzny.

Oznaczmy przes x,%y,z wspolrzedne punkbu 4 wzgledem ukladun
stalego, za$ przez &1, wzgledem ukladu ruchomego.

Rzuty przyspieszenia bezwzglednego p, na osle @y, 2 s

1) p[,_:d}: D, =/,

4

Rzuty przyspieszenia wzglednego p. na osie &5, sy

(2) p“,&:‘:’ : p,,,”: iy ‘])""L‘ s £
Utwérzmy rzuby wektora p, na osie ukladu stalego. Otrzymanmy
(3) o op, = £ cogay + 1 Cos ay -+ {eos oy it. d.
Wy
Na moey (I), str. 54, mamy
(4) &=ty -+ £COs a; + 1 Cos &y + L eoyag it.d.

- Przys$pieszenie unoszenia otrzymamy, zakladajae, 2o punkt 4
jest sztywnie zwiazany z ukladem ruchomym, eczyli ze & n,( 5
stale, a wiec Ze pochodne & 7,&, &, £ sa rowne zeru.

' Rzuty wektora P, na osie x,y,#z otrzymamy, rézniczkujac
dwukrotnie réwnanie (4) przy zalozeniu, ze &, 7,§ EE! gliatyri: '

. d*cosa; | dPcosay | ,.d%cOSay
(5) pu.v“");ﬂ —I— 5 a2 + n (th 'l—; (uz

it.d.

Jezeli ay, ay, ... 53 state, to puvziico.

A wiec: jeteli uktad porusza sig¢ ruchem postgpowym, to pray-
$pieszenie unoszenia jest dla wszysthich punkiow riwne prayspieszeniu
poczatkw ukladu.

Zrézniczkujmy dwukrotnie réwnanie (4). Otrzymamy

.. . d%cosa d2cose, | . d?cosa,
- £ 1 kbt DI 3 .
F=o+¢ a g : an
(6) ’ - Ecosa, -+ Heosa, -+ Ceose, -

L [:dcosa .deoga - Aeos
9 1 2 3
+ (5 dt i dt 6 dt >

it d
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Wedle (3) i (5) wyrazenia w pierwszym i w drugim wierszu
oznaczajg rzuty p, i 7, na osie x,y,z.

Oznaczmy przez P, wektor, ktérego rzuty na osie x,y,z wy-
razaja sie wzorami

1

a @

i deosa, | (lCOSag)

+ b it. d.

(1) - 22<é(1005a1

Wektor 7, nazywamy przyspieszeniem Coriolisa.

Wzér (6) na moey (1), (3), (5) i (V) mozemy napisaé w po-
staci Py = Pvu_\,‘l‘Pu-_\_‘FPc_\- Podobnie otrzymamy pb;,= -puy—f—p"‘g—l—pay
i py =9, +0p +p,- Mozemy wiec napisaé

z b4 z 4

(I) ﬁh = ﬁu + T)w + Z-)C‘

A wiec: przy$pieszenie bezwzgledne réwna sie sumie przyspieszen:
unoszenia, weglednego i Coriolisa.

Przyspieszenie Coriolisa. Aby uzmyslowié sobie znaczenie
przyspieszenia Coriolisa, wykred§lmy z poczatku M ukladu ruchomego
wektor predkosei wzglednej M B=7,. Wspblrzedne punktu B wzgle-
dem ukladu (& 7,8) Wynosza vy, % ,v,. czyli & 7,5, Wyobrazmy

£ 3 I

sobie, ze punkt B jest sztywnie zwigzany z uktadem (&, 1,§). Pred-
ko$é @ punktu B wzgledem ukladu stalego (x,y,2) réwna sie zatem
jego predkosci unoszenia (bo jego predkodé wzgledna jest zerem).

Piszae & 7,0 zamiast &, 7, [, otrzymamy wiee na mocy (5), str. 58:

~dco

. .deosa, | . deosa
Ue=To+¢

N @ TP a

i Ja 1-
T it. ¢

Poréwnujac ze wzorem (T7), otrzymamy:

s L J—, L =2 1
’M.\,—— Zy + 2 prﬂ %y— ¥ =+ 2 p(,‘y’ ’ll_, 0 + 3 pcz'

Jezeli wiec przez 7, oznaczymy predkosé poezatku ukitada ru-
chomego, to ¥=7,-+ }p,, zatem

(II) Be=2(T—7,).

Roznica T—7, jest to predkosé punktu B wzgledem poczatku M
ukladu ruchomego (&,7,5) (por. § 14, str. 65, (I)).
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A wiee: aby otrzymadé pray$pieszenie Coriolisa, wykreslamy = po-
crqthu whtadu ruchomego wektor predkosei wagledne] By 4 wyobrasamy
sobie, 2e wektor ten jest zwiqrany sztywnic =z wktadem ruchomym.

Pray$pieszenie Coriolisa réwna sig podwojonej pmdkoéci kotica
wekiora T, wegledem jego poczathu.

Wrynika stad, ze preyspieszenie Coriolise jest zerem, )(m('l@ p¢€d~
kosé wegledna jest zerem lub jeieli wllad ruchomy porusza si¢ ruchem
postepowym.

W tych bowiem przypadkach poczatek i koniec wektora 7,
ma te samg predkodé. Mozna to réwniez latwo odezytad ze wzoru (7),
ktadge =0, =0, {=0 lub @=const., ay=const., a,=congt. i t.d.

Niech uklad (&4, 8) obraca sig okolo pew-
t nej osi ! z predkodcia katowy w. Zachowujae

poprzednie znakowanie i obicrajac dowolny
¥, punkt O na osi I, otrzymamy
Toy=OM X .

Zatem P,=2(% — )= . 2(0B —
Lecz OB—OM = 7, A wige

%=0B X v,

OM) X o,

(I1I)

Pe=20, X o.

Widzimy wiec, ze prayspieszenie Coriolisa réwna sig podwojonemu
iloczy ynowi wektorowemu wektora predkosei wagledned i predkosei katowes.

Przyépwszeme Coriolisa jest tedy prostopadle do osi obrotu
i predkodei wzglednej i wynosi

Bl = 2[w| |5,| sin o,

gdzie a jest katem miedzy osia obrotu a predkoseia wzgledna. Wynika
stad, ze przyspieszenie Coriolisa jest zerem (poza tym, gdy ¥.==0),
woéwezas gdy a=0, t. j. gdy wektor 7, jest réwnoleglty do .

Wykazemy pézniej (w rozdziale VII), ze w kazdej chwili
predkodei punktéw zwigzanych sztywnie z ukladem ruchomym
(§,1,0) sa takie, jak gdyby uklad wykonywal dwa ruchy réwno-
czesnie: jeden ruch postepowy z predkodein poczatku ukladu,
a drugi obrotowy okolo pewnej osi, przechodzace] przez poezgliek
ukladu, z predkoscia katows o.

Te o8 obrotu nazywamy osiq chwilowego obrotu; w nazywany
chwilowq predkoseia katowd.
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W kazdym momencie czasu moze byé inna of chwilowego
obrotu i inne w. A wiee, oznaczajac przez 3,
predkosé poczatku ukladu M, otrzymamy na
predkodé unoszenia 7, punktu 4 wzér

Bu=Ty + MA X .

Jezeli wiec przez B oznaczymy koniec
wektora predkosci wzglednej wykreslonej z po-
czatku ukladu, za$ przez % (jak poprzednio)
predkosé unoszenia punktu B, to, Z=7% + MB X o = by + 0w X o,
skad na mocy (IT), str. 61
(Iv) Po=

Wzér (IV) przedstawia przyspieszenie Coriolisa w przypadku
ogdblnym.

Przyspieszenie Coriolisa jest wige zerem: 19 gdy w=0, (t. j. gdy
ukiad porusza sig¢ ruchem postepowym), 20 gdy 7,=0, 3° gdy @|7y.

= 'Uw X w.

Przyktad 1. Pociagg porusza po torze prostolinijnym z przy-
$pieszeniem P. Po podlodze wagonu porusza sie punkt z przyspie-
szeniem @ wazgledem wagonu. Wyznaczyé przyspieszenie punktu
wzgledem ziemi.

Przyspieszenie wzgledne jest P, =a, przy$pieszenie unoszenia
Pp,=D. Poniewaz ukiad odniesienia zwigzany z wagonem porusza
si¢ ruchem postepowym, wiee przyspieszenie Coriolisa Po=0. Zatem
przyspieszenie hbezwzgledne (t. j. przyspieszenie wzgledem ziemi)
wynosi

pb =a +p.

FPrzyktad 2. Walec o promieniu » obraca sig okolo osi z pred-
kosm@ katowa . Po tworzacej walca porusza sie punkt 4 z pred-
Loéemy statg 7 wzgledem tworzacej. Wyznaczyé przyspieszenie pun-
ktu 4 wzgledem ukladu stalego.

Obierzmy ukiad ruchomy zwigzany z walcem, przyjmujac of,
walca za of {. Gdyby punkt 4 byl sztywnie zwigzany z ukladem
(&, m,¢), woéwezas posuwalby sie po kole K z predkoscia katows .
Przyspieszenie unoszenia p_ jest wiee skierowane ku srodkowi kola K
Przyspieszenie wzgledne p,=0, wedle zalozenia. Po-
niewaz predkosé wzgledna 7,=7 jest réwnolegla do osi obrotu, wigc
przyspieszenie Coriolisa p,=0. Zatem

pb = Tﬁn‘
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Prayllad 8, Plaszezyzna pozioma obraca si¢ z predkofeiy
katowa o okolo osi pionowej. Po plaszezyZnic porusza sie punkt 4,
majacy w pewnej chwili wzgledem. plaszezyzny predkosé @, i pray-
§pieszenie . Wyznaczyé przydépieszenic wzgledem ukladu stalego
W owej chwﬂl.

Oznaczmy przez O punkt przebicia osi obrotu z plaszezyzng

ruchomay. (1(1VI)V punkt 4 byl z plasz-
b ' czyzng ruchomsy zwigzany, wowcezay

N\,
/,;}’ 8 posuwalby si¢ po kole o drodkn O
Xw i promieniu  Od==r z predkodciy
T katows . Zatem praydpieszenio
unoszenia  p,  skierowane jest do

punktu 0 i |p,|= ra?

Aby wyznaczyé praydpieszenie Coriolisw 9, obierzmy punkt O
za poczatek ukladu ruchomego, zwigzanego z plaszezyzng ruchomy
i wykreslmy z punktu O wektor OB = 75,. Poniew:ns predlkodé punktn O
jest zerem, wiee D, réwna sie predkodel punktu B. Zatem p, [ 7,
i [pyl=20B w=2[7,] .

To samo oczywiscie otrzymalibysémy, opierajac si¢ na wzorze
P,~=27 X ina tym, ze wektor predkosci katowej @ ma kierunek
osi obrotu, jest wiec do plaszezyzny ruchomej prostopadty.

Przy$pieszenie Dbezwzgledne otrzymamy, dodajae do
Wektory Dy D, 1 Pee

siebie

Pirzyklad 4. Kula o promieniu » obraca si¢ dokola stalej osi
ze stala predkodeia katowa w. Po wielkim kole, przechodzyeym
przez of obrotu, porusza sie punkt P ze stala predkodcia ¢ Wy-
znaczyé predkodé i przyspieszenie tego punktu wzgledem ukladu
statego (z,v, 2).

Niech §&,#,{ oznacza uklad ru-
chomy, ktérego o$ { jest ta sama co
dla ukladu stalego, za§ plaszezyzna &¢
jest plaszczyzna poludnika, po ktérym
porusza sie punkt P. Uklad ten obraca
sie wraz z kulg dokola osi z ze gtaly
predkodeia katows o (ktorg na rysunku
przedstawia wektor narysowany na osi z).
Predkosé punktu P wzgledem ukladu ruchomego, t.j. predkosé
wzgledna ¥y, jest wektorem o dlugodei ¢, stycznym do poludnika (po
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-ktérym porusza sie P). Predkodé unoszenia ¥, réwna sie predkosei

punktu réwnoleznika przechodzacego przez P. Poniewaz punkt ten
porusza sig po kole o promieniu p=rcos ¢, gdzie ¢ oznacza sze-
rokosé geograficzng tego réwnoleinika (t. j. kat zawarty miedzy
promieniem OP a plaszezyzng réwnika), wiec predkosé 7, jest styczna
do réwnoleznika i wynosi gw=rw cos ¢. Predkosci 7, i ., sa do sie-
bie prostopadie, zatem |5y|=|/>Fr2w? cos? ¢. Predkosé bezwzgledna Tp

tworzy z potudnikami kat & okreflony wzorem tgd= lli]’lli ="2¢os ®.

Poniewaz punkt P porusza sie po poludmku ze staly pr@dkoécwy e,
wige przyspieszenie wzgledne 7P, jest skierowane ku drodkowi
kuli i [p,|=¢*/r. Podobnie, przyspieszenie unoszenia 7, jest skie-
rowane ku $rodkowi réwnoleznika (przechodzacego przez P) i
|, |=0w*= rw?cos p. Przyspieszenie Coriolisa 7,=2% X jest pro-
stopadle do wi ¥, zatem jest prostopadle do plaszezyzny poludnika
ima ten sam zwrot co ¥,. Poniewaz, jak fatwo widzieé, kat zawarty
miedzy @ a 7, wynosi m—g, wiee [P, = 27, ||o|sin ¢ =2¢w sin ¢.
Dodajac wektory 7,7, 1 Pg otrzymamy przyspieszenie bez-

wzgledne 7,.

§ 15. Wyznaczanie ruchu wzglednego. Dotychezas zaj-
mowali$my sie wyznaczaniem ruchu wzgledem ukladu statego, majac
dany ruch wzgledem ukladu ruchomego. Czesto spotykamy sie
z zagadnieniem odwrotnym, t. zn. mamy znalezé ruch wzgledem
ukitadu ruchomego, znajac ten ruch wzgledem ukladu stalego.

Ze wzoréw (I), str.58 i 61, otrzvmugemy na predkosé wzgledna
i przyspieszenie wzgledne:

(I) aw = 55 - Euﬁ ﬁw = ﬁb _ﬁu_—’ﬁ()-

A wige: predkodé wegledna otrzymamy, dodajac do predkosoi bez-
weglednej predkosé unoszenia ze zwrotem preeciwnym. Prayspieszenie
wzgledne otrzymamy, dodajac do przys$pieszenia bezweglednego pray-
Spieszenie wnoszenia 1 Coriolisa ze zwrotami praeciwnymi.

Ruch wzgledem punktu. Niech punkty 4, i 4, poruszaja
sie wzgledem pewnego ukladu stalego (w,¥,#) z predkosciami 7, 1 ?,.
Umiesémy w 4, poczatek ukladu ruchomego (§,1,{) i za,I(')Zmy,
ze uklad ten porusza sie ruchem postepowymni. .

Ruch punktu A4, wzgledem ukladu (&, 5,{) nazywadé bgdmemy
ruchem wzglednym wzgledem punkiv A, ‘

S. Banach. Mechanika ) "5
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Taki ruch zauwazylbhy obserwator poruszajaey sie ruchem po-
az z punktem A,.
StQPOV(SBZTII:;c\;V;y prz];z Do prgd]ioéé punktu 4, wzgledem purulk‘nu Ay,
t. zn. wzgledem ukladu (&, 7,(). Poniewasz predkosdé unoszenia ré.WEa,
sie predkogei 7, punktu A4, zas predkodé bezwzgledna wynosi 7y,
‘wiee @=Di2-+Ty skad D12=0;—7p lub
(Im) ’171,5‘-—'@1']‘("‘ Ty).

Oihaoza.jac przez D, przys$pieszenie punktu 4, wzgledem A4,,
t. j. wezgledem ukladu (§,7,(), otrzymamy z uwagi na to, ze pray-
$pieszenie Coriolisa jest zerem, P, ,=p,—p, lub
(III) ﬁ1,2:ﬁ1 + (—" ﬁg)

A wiec: predlosé (preydpieseenie) punliu A, wagledem A, otrzy-
‘mamy, dodajac do predkosei (pray$piessenia ) puniiv Ay predkodd (pray-
$pieszenie) punktu A, ze zwrotem praecionym.

Przyktad 1. Punkty 4, i 4, poruszajgy si¢ odpowicdnio po
osiach x i y ruchem jednostajnym z predkogciami ¢, i ¢,. Wyzna-
czyé predkodé punktu A; wzgledem A,

Szukana predkodé 7o, jest rézmicy predkodei punktu 4,
i punktu A4, A wiec T=0—7, Razuty predkosei i, na osie w iy
wynosza ¢ 1 —e¢,. Zatem

Przyktad 2. Punkt A4, porusza sie po kole o promieniu »
ruchem jednostajnym, za$ punkt A4, porusza sie w ten sposdb, Ze
znajduje sie zawsze na drugim koicu drednicy przechodzacej przes A.,.
Wyznaczyé predkosé i przyspieszenie punktu 4, wzgledem 4,

Oczywidcie predkodei i przydpieszenia obu punktéw sg réwne
co do wartodei i maja zwroty przeciwne. Oznaczajac przez o i P
predkoéé i przydpieszenie punktu A,, otrzymamy

, i B ,=P—(—P)=25.

Poniewas |7y | =const., wiec przyspieszenie styczne ruchu wzgled-
nego jest zerem; zatem P, jest przy$pieszeniem normalnym. Stad
[Bral =12, 5"/ e=41[5%e, & poniewaz [B,,|=2|5|=2[5%/r, wigo

4[0?2/o=2D/r czyli o=2r.

A wige ruch punktu 4, wzgledem 4, odbywa sie po kole

o frodku 4, o promieniu 27, z predkodeia dwa razy wicksza od
predkosci punktu A4,. .

B, ,=F— (—7T)=27
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Przyklad 3. Po osi x porusza sie cialo 4 z predkogeiy staty u,
wyrzucajae co T sekund drobne ciatka, biegnace po osi @ ruchem
jednostajnym z predkodcia c. Niechaj » oznacza czestodé emisji
(t. . ilos¢ ciatek wyrzucanych na sekunde,), zaé 1 odlegtogé dwéch
Po sobie wyrzuconych cialek. Mamy oczywiscie y=1/T.

Poniewaz predkosé wzgledna cialka wyrzuconego jest wzgledem 4
¢—u, Wiee po czasie T' odleglosé ciatka od A wynosi A=(c— u)T. Zatem

(1) v=(c—u)/A.

Przypusémy teraz, ze po osi # porusza sie obserwator B z pred-
koscig staty v. Oznaczmy przez »' czestodé wagledns emisji (t. j. ilodé
ciatek na sekunde, napotykanych przez obserwatora), a przez T’ czas
miedzy spotkaniami dwu kolejnych ciatek. Poniewaz predkodé ciatek
wzgledem B wynosi ¢—v, wige A= (c—v)T". Zatem

(2) v'=(e— v)/A.

Na mocy (1) i (2) otrzymujemy
(3) ¥'=1p(c—)/(c— u)=v(1—v/c) [ (L—u/c).

Zadézmy, ze predkosé ¢ jest wielka w poréwnaniu z predko-
defami % 1 o, ‘ .

Poniewaz dla matych ¢ mamy 1/(1— z)=1-+2, wige na mocy (3)

jest v =v(1—v/e)(1 +ujc)=r[1— (v— n)je—vujc®]. Opuszezajac
ostatni wyraz w nawiasie jako bardzo maty w poréwnaniu z pozosta-

. lymi, otrzymujemy w koncu

(4) 9’ = y[1— (v— u)/c].
‘W szezegélnosel, jezeli =0, dostaniemy
(5) v'=y(1—2/c).

Przyktad £, W przestrzeni porusza sie réj drobnych cialek
z predkoscig staty 7. Poprzez réj porusza sie ciato A z predkosciag 7.
Predkodé wzgledna ciatek wzgledem A wynosi wiee W=v—17a.
Oznaczmy przez w, v i u bezwzgledne wartodei tych predkosci,
przez ¢ kat miedzy W i 9, a przez o kat miedzy w i #. Z tréojkata
o bokach 7, —%, W ofrzymujemy

. U .
(6) sin q::—v—sma.

5%
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Podamy zastosowanie powyzszego Wzord.

Jako uklad staty obierzmy ulklad zwigzany ze
G storicem i gwiazdami statymi. Pewna gwiazda ¢
AN wysyla ku ziemi promienic fwiatla biegnaco
7! 2 predkoscia T (v=300.000 km/sek). Ziemia
N porusza sie z predkoseia % (w=30km/sek). Pro-
4 mienie $wiatta maja wiee wzgledem ziemi pred-
ko$é wzgledng . Obserwator na ziemi, cheae
zobaczyé gwiazde @, musi ustawié lunete w kie-
= > runku predkodei wzglednej w. Bedzie wiee wi-
dziat G pozornie w miejscu G'. Kat ¢, wska-
zujacy odchylenie od prawdziwego kierunku, mozemy wyliezyé z (6).
Poniewaz v jest wielkie w poréwnaniu z u, wige kat ¢ jost

bardzo maly. Ze wzoru (6) otrzymamy

gin o

S ¢ =10.000"

Dla a=n/2 (t.j. sina=1) otrzymujemy dla kata ¢ jako wartodé
maksymalng ¢=22".

Przylklad 5. Po okregu kola o §rodku O poruszajg si¢ punkty
A, i A, z predkodeiami katowymi w, i w, wzgledem pewnego ukladu
statego. Obierzmy osie &, n ukladu ruchomego w plaszezy#nie kola,
przyjmujac O za poczatek, za$ prosta 04, za of &

Predkodé katows punktu 4, wzgledem obranego ukladu ru-
chomego nazywamy predkodciq katowq (wzgledna) punkitu A, wegle-
dem punkitu A,; oznaczamy ja przez wip.

datwo mozna okazadé, ze

(7) : W1,2== Wy~ Wo.

Przypudémy, ze punkty 4, i A4, poruszajs sie z predkosciami
katowymi statymi. Oznaczajac przez T4, T, odpowiednio czasy obie-
géw punktéw 4, 4, w ukladzie stalym, zag przez T)» czas obiegn
punktu A4, wzgledem A4, (t.j. czas obiegu punktu A, w ukladzie ru-
chomym), otrzymamy: T,=2n/w, T,=2n]w, Tiy=2n/w.,.
Zatem na moey (7)

(8) 1Tyo=1/T,—1/T,.
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Ozas obiegu duzej wskazéwki na zegarku wynosi T,=1godz,

‘malej Ty=12godz. Ze wzoru (8) dostajemy: 1/Tys=1—, skad

Tip= %1% godz=1 godz 5 min 27 sek. Zatem wskazéwki pokrywajs
sie co 1 godz 5 min 27 sek.

Podréznikowi odbywajacemu podréz naokoto ziemi w kierunku
z zachodu na wschéd wydaje sie, ze podrdéz jego trwala n déb, po-
niewaz w ciggu podrézy mial » dni i » nocy. Wréciwszy jednak
do miejsea, z ktérego podréz rozpoczal, stwierdza, ze podrdz trwata
nie n, lecz »’ d6b. Jaki jest zwiazek miedzy # a »n'?

Oznaczmy przez T, okres podrdzy, a przez T, czas pozornego
obiegu slolica naokolo ziemi. Zatem 7T =n" i1 T,=—1 (gdyz storice
obraca sie pozornie dokola ziemi ze wschodu na zachdd 6. j. w kie-
runku przeciwnym do kierunku podrézy). Podréinik przyjmowat
za dobe pozorng okres czasu miedzy jednym a drugim przejiciem
slorica przez poludnik zmienny, na ktérym sie znajdowal. Poniewaz
w ciggu % dni pozornych bylo ' dni prawdziwych, wiee doba po-
zorna wynosi »'/n prawdziwych. Stgd Ti.=n'/n. Na moey wige (8)

n/n'=1/n'+1 czyli n'=n—1.

Zatem prawdziwych dni uplyneto o 1 mniej niz pozornych.
Gdyby podréznik szedl ze wschodu na zachéd, to (jak latwo
widzied) prawdziwych dni uplyneloby o 1 wiecej niz pozornych.
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