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ROZDZIAL 1

TEORIA WEKTOROW

I. Dzialania na wektorach

§ 1. Okreslenia wstepne. Wielkoci, ktére mozemy okreglié
przy pomocy jednej liczby rzeczywiste], nazywamy skalarami. Ska-
larem jest wige masa, praca, energia kinetyeczna i t. p.

Wektorem nazywamy odcinek, w ktérym wyrézniony jest po-
czatek i koniec. Do wektoréw zaliczamy punkty i nazywamy je
wektorami zerowyms.

Wielkosci takie jak np. predkosé, przyspieszenie, sita, mozemy
przedstawié przy pomocy wektoréw. Wektor oznaczamy badZ jedng
litera z kreska u géry np. @, badZz symbolem 4B, gdzie A oznacza
poczatek, za§ B koniec (rys. 1). Na rysunku koniec wektora zazna-
czamy strzatkq. Poczatek wektora nazywamy takze punkiem za-
czepienia.

Dlugosciq lub wartosciq bezwegledng wektora AB nazywamy
diugosé odcinka AB i oznaczamy ja przez |AB|.

Dwa wektory majace ten sam kierunek (t. zn. réwnolegte) mogg
mieé zwroty zgodne lub przeciwne (rys. 2).
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Wektory @ i b majace réwne diugodei, kierunki i zwroty nazy-
wamy réwnymi (rys. 3), piszac

Dwa wektory majace réowne diugosci i kierunki, lecz zwroty
przeciwne, nazywamy przeciwnymi. Wektor przeciwny do @ ozna-
czamy przez —a (p. str. 4, rys. 3).
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2 ROZDZIAL I. Teoria wektordw.

Polozewiem wektora nazywamy prosta, na ktérej wektor lezy.

Wektory @i b réwne i majace to samo polozenie (1. zn. lezgee
na jednej prostej) nazywamy wektorami réwnowainymi (str. 1, rys. 4):

G=b.

Dwa wektory zerowe uwazamy za réwne i réwnowasne.

Wektory réwne oznacza¢ bedziemy czesto jedng i tg samg
litera (gdy nie bedzie obawy pomylki).

Rzutem wektora @ na prostg (lub plaszezyzne) nazywamy wek-
tor, ktérego poczatkiem jest rzut poczatku wektora @, zad korcem
rzut jego konca.

Przypusémy, ze mamy dany w przestrzeni uklad wspohrzednych
O(w, y,2) prostokatny lub skoénokatny. Obréémy of a okolo O

w plaszezyZnie ay o kat <z tak,
by dodatnia czedé osi @ padla
na dodatnig czedé osi y. Jozeli
dla widza znajdujacego si¢ po
tej stronie plaszezyzny wy, po
ktorej lezy dodatnia czedéd osi 2,
.ruch ten odbywa sie zgodnie
z ruchem wskazéwek zegara,
wowezas ukiad O (w,y,2) nazywamy lewoskretnym, w przeciwnym razie
prawoskreinym. ,

W ksiagoe tej wiywaé bedziemy stale wkladw prostokqtnego

lewoskretnego (t.j. jak na rys. 1, a nie 2).
_ Powiadamy, ze wklad wektoréw (a,b,€) nie réwnoleglych do
Jednej plaszezyzny ma awrot lewy (wzgl. .prawy), jezeli prowadzge
przez dowolny punkt O osie », y, # réwnolegle do wektoréw @, b, ¢
i zgodnie z nimi skierowane, otrzymamy uklad leWOSqutny (wzgl.
prawoskretny).: : '

§ 2. Wspélrzedne wektora. Niechaj @ hedzie dowolnym
wektorem, za$ @' rzutem jego na dang of .

Wspdlrzedna wektora @ wegledem osi nazywamy liczbe, ktory,
oznaczamy Przez a., okreslong jak nastepuje: a.=[a’|, jezeli @' ma
zgodny kierunek z osig @, zaé a.=—|a’| w przypadku przeciwnym.

Mamy oezywidcie

(1) . a,=|al cos a,

gdzie e oznacza kgt miedzy wektorem @ a osig @ (str. 3, rys. 2).
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1§ 3] I. Dziatania na wektorach. 3

Przypudémy, ze mamy dany prostokatny uklad wspdlrzednych
(#,9,2). Oznaczajac wspélrzedne wektora @ wzgledem osi ukladu
przez  ax, ay, @, zad kaby, jakie @ tworzy z osiami przez e, g, Y
(rys. 1), otrzymamy na mocy (1): ‘

(1) a.= G| cos a, ay==d| cos B, a,=|d| cos y.

A wiee: wektory réwne majg réwne wspdlrzedne wrgledem osi

ukladu.

Poniewaz wedlug znanego wzoru z geometrii analifycznej
jest cos?a-cos?f+4cos?y=1, wiee na mocy (I)

(am @ =Va+a+a,

(IIT) co8 a=a,/|a, cos f=ua,/|dl, €08 ¥ = d. [ |d].

Z rownan (IT) i (TIT) wynika, ze wspblrzedne wektora okreglaja
jego dlugodé, kierunek i zwrot.

A wiee dwa wektory @ i b, majace odpowiednio réwne wspol-
rzedne wzgledem osi ukladu prostokatnego (t. zn. dla ktérych a,= b,
ay=by, a,=Dh,), sq réwne. .

Jezeli wektor @ lezy w plaszezyznie zy (rys. 2), to

(Iv) ay==|d| cos e, ~ ay=|alsine,
(v) |&’|=l’a§+a§, cos @ = a.[|al, sin ¢ =ay /|dl.
Ozesto (gdy pomytka jest

wykluczona) rzutami wektora
@ na osie ukladu nazywamy
takze wspélrzedne a., ay, ®..

Latwo mozna okazad,
ze jezeli punkty 4 i A’ ma-

3 X
ja wspéhrzedne odpowiednio 1, 2.

%, y,2 i @',y 2, to wektor _ ‘
a=AA' ma wspbhrzedne: a.=a'—wm, ay=y —y i a,=2 —-=z.

§ 8. Suma i réznica wektoréw. Sumg wektoréw @i b na-
zywamy kazdy wektor, ktéry daje sie otrzymad w sposéb nastepujacy:
Z dowolnego punktu O kreflimy wektor réwny wektorowi @,

z kofica tego wektora drugi wektor réwny wektorowi b; wektor,
ktérego poczatkiem jest O, kolcem zad koniec drugiego wektora,
nazywamy swmg wektoréw @ ¢ b (str. 4, rys. 1) i oznaczamy przez

@-+b.
1*


pem


4 ROZDZIAL 1. Teoria wekborow.

Dla wektoréw przeciwnych (rys. 8) otraymamy wiee w gzezo-

gélnodei B
@ (—7) = 0.

Sume kilku wektoréw np. @ --b~-¢ otrzymujemy, tworzge sume
b4¢, a nastepnie dodajac otrzymang sume do wekbora @ (rys. 2).

Do sumy wektorow sto-
suje si¢ prawa przemiennodei
i Igeznodei. A wige:

i +b =i,

(@--B) - F =+ (5 -1-7).

7 praw tych wynika, ze suma ilukolwiek wektorow nie zmieni
sig, jezeli zmienimy porzgdek skladnikow lub jezeli kilka z nich
zastapimy ich sumg. Np.:

a+b+o+d+e=a+o+a4+b+d==(G8)+e--(h-1-d).

Résnice o—1Db okre- P 0
flamy jako sume @-(—b).
Zatem wedle definicji -3 a
a—Db=a+}(—D). 3. 4.

Rys. 4 i b przedstawiajg, jak wyznacza si¢ roimice,
Poniewaz _ o
(@—B)+b=a+(—Db) +b=7,

wige résmica dodana_do odjemmika daje w wyniku odjemnd.

§ 4. Hloczyn wektora przez liczbe. Iloceynem wekiora @
prezez liczbe m nazywamy wektor, ktéry ma ten sam kierunek co i,
dlugosé |m| razy wieksza, a zwrot-zgodny z @ lub przeciwny, zaleznie
od tego czy m>0, czy m<0. Yloczyn @ przez m 0zNACZANLY DPrZeZ

' ma.
Jezeli m=0 lub @=0, to ma=0.
Mamy oczywidcie (p. str. 5, rys. 1 dla m = 2):
(—m) & = —m.
Wynika stad, ze

(—1) G=—a.
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Dla iloczynu latwo dowiedé prawa rozdzielnosci sumy wzgle-
dem iloezynu i prawa lgcznodei:

m(@—+b)=ma--mb, (n—+p) &= ma-+pa, m(pa)=(mp)a,

gdzie m i p oznaczaja liczby (rys. 2 i 3). Z powyzszych praw
wynikaja zwykle reguly algebraiczne dodawania i mnozenia.

] ma pé
4 é
Ja m(pa/»(mpja
1. 2. 3.

Dziclenie wektora przez licebe (réing od zera) okreslamy jako
mnozenie przez odwrotnosé tej liczby. A wiee:
a 1 _

—=—0

m- m

§ 5. Wspélrzedne sumy i iloczynu. Latwo mozna okazad,
ze rzut (na prosta Iub plaszezyzne) sumy wektoréw réwna sie
sumie rzutdw tych wektoréw (rys. 4). A wiec:

Rzut (@+42) = Rzut @ + Rzut 5.

Podobnie rzut iloceynu wektora przez liczbe réwna sie iloczy-
nowti rzutu wektora przez te liczbe (rys. 5). A wiec:

Rzut (ma@)=m Rzut a.
Jezeli wektor @ ma wspol-
rzedne a., a,, a., & wektor b ma

wspéhrzedne by, by, b,, woéwczas
wektor = +b ma wspolrzedne

Se=ly by sy=ay+b,, S:=a,1D,.

S —

Q
g
=3
&

Wynika to z twierdzenia
0 rzucie sumy.

Podobnie z twierdzenia o rzucie iloczynu wektora przez liczhe wy-
nika, ze wektor ¢=ma@ ma wspélrzedne ¢,=ma,, Cy=Mly, Co=MA;.

Jezeli np. d=>5a— 30— 2¢, to:

dy==bay— 3y

2ey, dy=5ay— 3by— 2y, de="50;— 3bs— 26z,

®
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6 ROZDZIAL 1. Teoria welktordw.

§ 6. Rozklad wektora. Sume wektoréw @ i b o wspolnym
poezatku, lecz réznym polozeniu (tj. nie lezgeych na jodnej prostej),
przedstawia przekatna réwnolegloboku zbudowanego na tych wok-
torach. Podobnie sume trzech wektoréw @, b, ¢, o wspolnym po-
czatku, lecz nie lezgcych na jednej plaszezy’mie, przedstawia prze-
katna réwnoleglodcianu zbudowanego na tych wektorach.

Na powyzszyeh twierdzeniach opiera si¢ rozklad danego woek-
tora na sume dwoéch lub trzech wektordw o danych kierunkach.

Przypusiémy, ze mamy dany wektor § i dwie proste I i m nie
réwnolegle, lezace w pewnej plaszezyZnie réwnoleglej do 3. Jozeli
cheemy przedstawié wektor 5§ jako sume dwéch wektorow @ i b
réwnolegltych do I i m, to tworzymy réwnoleglobok o bokach réwno-
legtych do 1 i m, ktérego przekatng jest 5. W tym coelu kredlimy
z poczgtku i konca wektora § proste réwnolegle do I i m. Boki
_otrzymanego réwnolegloboku wyznaczg wektory @ i 6 (rys. 1).

Latwo zauwazyé, ze taki rozklad jest mozliwy w joden tylko
sposéb.

Podobnie, jezeli dany jest wektor § i trzy proste I, m, n nie
réwnolegte do jednej plaszezyzny i cheemy przedstawié wektor 3
jako sume trzech wektoréw @, b, ¢ r6wnolegtych do I, m, n, to bu-
dajemy rownoleglodcian o krawedziach réwnolegtych do 1, m, n,
ktérego przekatng
jest 5. Kredlimy za-
tem z poczatku O
wektora § proste
U, m', n' réwnolegle
do 1, m,n; nastepnie
z kohca wektora 3
prosta réwnolegly do
n az do punktu@
Przeciecia tej prostej z plaszezyzna prostych I’y m'; wreszeie z pun-
ktu & kredlimy proste réwnolegte do I i m. Punkty przecigeia tych
prostych z prostymi I’ i m’ sg korcami wektoréw ¢ i b, ktérych
poczatkiem jest O. Wektor ¢ jest réwny wektorowi lgczgeemu
punkt G z koticem wektora 3 (rys. 2).

Jeden tylko taki rozklad jest mozliwy, poniewaz istnieje
jeden tylko réwnolegloseian o krawedziach réwnoleglych do 1, m, n
i o przekatnej s.

.
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Szezegblnym przypadkiem takiego rozkladu jest przedsta-
wienie wektora przy pomocy wektoréw jednostkowyech.
Oznaczamy rzuty wektora & na osie ukladu (z, Y,%) przez @',a'", """,
Mamy oczywidcie (str. 6, rys. 3):

d=a’+a”+d”,.

Obierzmy na osiach ukladu wektory %, j, £ o dtugosei 1, skie-
rowane zgodnie z odpowiednimi osiami. Z okreglenis wspolrzednych
Gy 0y 0: (§2, str. 2) wynika, ze

@' = i, a'=a,j,  @"=ak.

Zatem . ‘
(X) : T=ayi+ayj+a. k.
Wektory 4, j, k nazywamy wektorami jednostkowymi. Wzér (I)

wyraza wektor @ przy pomocy wspélrzednych i wektoréw jedno-
stkowych.

_§7. Noczyn skalarowy. Iloczynem skalarowym wektoréw
@i b tworzacych kat ¢ (p. rys. obok), nazywamy liczbe | (8| cos p.

Tloczyn skalarowy oznaczamy przez &-b
lub @b. Zatem

I
- - b '
1) ab==|al|b| cos ¢. !
Y !
Tloczyn skalarowy jest zerem nie tylko T 3
w przypadku gdy @=0 lub b=0, lecz takze Rzuéb ,

gdy @b, wtedy bowiem p=r/2, wiec cosp=0.
Jezeli za§ a34=0 i b0, to iloczyn skalarowy moze byé dodatni lub
ujemny zaleznie od tego, czy @ jest katem ostrym eczy rozwartym.

Iloczyn mie zaledy od porzadku ceynnikéw. Mamy bowiem
ba = b||a| cos ¢ =|a| |B| cos p=ab.
Wyrazenie |b] cos ¢ przedstawia rzut wektora & na of wy-

znaczong przez wektor @ i zgodnie z nim gkierowans. Rzut ten na-
zywamy rzutem b na kierunek @ i oznaczamy przez Rzut;b. Zatem:
Rzutzb = |b]cos p, Rzutja = |al cos g.
Na mocy wiec (I):
1) @b=|a| Rzut ; b=|b| Rzutj a.
- Zatem iloczyn skalarowy réwne sie iloczynowi dlugodci jednego
wektora przez reut drugiego na kierunek pierwszego.
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8 ROZDZIAL I. Teoria wektoriw.

Prawo rozdzielnosei. Na mocy okredlenia iloczynu mamy
(@+b)E=|e| Rzt (G-b).
Poniewaz Rzuty(@-+b)=Rzut,a-Raut, b, wiee
(@+Db)e=le| Rzuty a--e| Raut, b,
Lecz [¢| Rzutza=ac i [¢|Raut,b=>b¢; zatem
(II) (D) e=ac-be.
Podobnie postepujac, otrzymamy |
(I1T) (@—Db)e=ac — bé.

A wige dla sumy i réznicy zachodzi prawo rozdzielnosei wzgle-
dem iloczynu. Wynikaja stad AWYCzajie Prawa mnozenia sumy
przez sume.

Np. (@+b) @4d)=(G4-b) G-+ (i+D) d=ad-|-be-b-ad-+-bel.

Prawo lgczno$ei. Niechaj m oznacza jakakolwick liczbe,
Zatem

(m@)o=|b] Rzut; (ma)=mb Rout;a@, - skad (ma)b=m(ab).
Nl.echag tieraz_‘ My N 0ZNACZA]Y liezby. Na mocy poprzedniego
wzoru jest (md) (nb):wz,{ﬁ-(nb)}=m{n((71))}, wige
(IV) (m@) (nb)=(mn) (@h).
. Wymka}q stad zwykle prawa mnozenia wielomiann PrZes
wielomian.

Np. (28— 38)) 56=104¢— 150z, (48—2D) (36+d) =128 - 6Dhi- 41l 2000
. Kvira._dr at wektora. Kwadrat skalarowy @ okredlamy jako
lloczyn @-a. Zatem @*=a-a=[g|[a' cos 0, wiec, R=72, stad |al=)7,
Otrzymujemy stad:

(V) (@+4-0)=(a+b) (@+b)=a2+2ab+ b2,
(@—b)*=(a—0) (a—b)=a>—2ab+5?,

Dwa pierwsze wzory mozemy napisaé w postaci:
(VI) la-+b*=[a*+2[a] 1B cos p+ |52,
|a—b|*=aj*—2al |b| cos p-+|BJ2.

Wzory te wyrazaja t.zw. twierd

. zenie Carnota ZNANEe 7 Trveono-
metrii. y ZNnane z trygono
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Przedstawienie analityezne iloezynu skalarowego.
Niech 4, j, k& oznaczaja wektory jednostkowe (str. 7). Z okres-
lenia iloczynu skalarowego ofrzymujemy:

(2) it=j2=l2=1, 1j=1k=7k=0.

Przedstawiajac wektory @ i b w postaci G=ayi+a,]+ak,
by=>b,i-+byj+b.k (p. str.7), mozemy iloczyn @b napisaé w postaci
ab=(axi+a,]+a. k) (bsi+byj+b.k).

Wymnazajae w my¢l regul mnozenia i opierajac sie¢ na wzo-
rach (2), dostajemy
(VII) ab=a,by+a,b,+ a:b..

Wzér powyzszy pozwala obliczyé iloczyn skalarowy dwdch
wektoréw, gdy znane sa ich wspodlrzedne.

Jezeli wektory @ i b sa do siebie prostopadle, to ab=0, zatem
(VIII) @by~ ayby+-a.b.=0.

Naodwrét, jezeli @-b=0, to wektory @ i b sa do siebie prosto-
padle, o ile sg rézne od zera. Zatem wzér (VIII) przedstawia warunck
prostopadtosei wektoréw @ i b (réznych od zera).

§8. Mloczyn wektorowy. Iloczynem weklorowym wektoréw
@ i b nazywamy wektor ¢ spelniajacy warunki nastepujace:

1) Diugo$é. Jezeli ¢ oznacza kat, jaki tworzg wektory @ i b, to
(I) le|=lai [B} sin ¢.

2) Kierunek. Wektor ¢ jest prostopadly do wektordw @ i b.

Jezeli wiee np. wektory @ i b wychodza z jednego punktu, to wektor ¢ jest
prostopadly do plaszezyzny, w ktérej leza wektory @ i b (p- rysunek).

3) Zwrot. Zwrot ukladu wektoréw (@, b, ¢) jest zgodny z przy-
jetym ukladem wspolrzednyeh, t. zn. lewy. )

Tloczyn wektorowy oznaczamy przez c=axh

axb.

Ze wzoru (I) wynika, ze |6 jest ze-
rem wtedy i tylko wtedy, gdy @=0 lub =0
lub =0 lub ¢=nm.

Zatem: iloczyn weltorowy jest zerem wiedy i tylko wtedy, gdy je-
den z czynnikdw jest zerem, lub gdy czynniki sq do siebie réwnolegle.
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10 ROZDZIAL 1. Teoria wektoréw.
Jezeli iloczyn jest zerem, to odpadaja oczywifeie warunki 2)

i 8). W szezegélnodei mamy

(II) axa=0.

Uwaga. Wartosé bezwzgledna iloczynu wektorowego wynosi
[@|b] sin @ (p. wzér (I)). Wyrazenie to przedstawia pole réwnolegto-
boku zbudowanego na wektorach odpowiednio réwnych wekforom
@ib i wychodzacych z jednego punktu (p. rys. na str. 9).

Zmiana porzadku ezynnikéw. Jezeli zmienimy porzadek
czynnikéw, to otrzymamy iloezyn

bxa.
Tloczyn @x b ma (na moecy okredlenia iloczynu) dlugodé i kierunek
te same, co iloczyn bx @, leez zwrot przeciwny. Zatein
(III) bXd=— (a@xD).

A wige: wraz ze amiang porzadiu orynnikow emicenia sig wnak
iloczynu wektorowego.

Prawo tacznogeci. Opierajac sie na okreleniu iloezynu wekto-
rowego, fatwo mozna wykazaé nastepujace zwigzki (gdzie m i n
oznaczaja liczby):

Iv) m(@xb)=(ma@) x b=a x (mb),
(V) (m@) X (nb)=(mm) (@xb)
Np. 83axb=8(ax5); 2a% 3b="6(ixD)

Prawo rozdzielnodei wzgledem sumy. Dla iloezynu wok-
torowego zachodzg wzory:
(VI) X (@+b) = ex @+ xb; (B+B)XE=aXo-+bXE.

‘Wyprowadiizimy najpierw wzér pierwszy. Mozemy oczywidcie
brzyjac, ze @, b i ¢ maja wspélny poczatek 0.

Zatbzmy na razie, ze [o|=1. Poprowadzmy przez 0 plaszezyzne
II| & Potézmy
1)

S=a+b

~

i oznaczmy przez @', b, §' rzuty wektoréw @, b, § na plaszezyzng 11
(p. rys. na str. 11). Mamy oczywiscie
(2

) §=a b,

icm
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Niechaj ¢ bedzie katem zawartym miedzy ¢ i @. Zatem
{@'|=|a| sin ¢ = |a] |¢] sin @, gdyz zalozyliémy, ze [5|=1.. A wiec
(3) [@'|=exa| 6’| =[ex 8,
Obréémy teraz wektory @', b', 3 0 90° w plaszezyznie I okolo O
od reki lewej ku prawej, wzgledem czlowieka majacego stopy W po-
czatku, zas gtowe w koticu wektora ¢. Otrzymamy wektory @’’, 5", 5.
Bedzie na mocy (2)

i podobnie 5| = g% 5.

(4:) —8-11 — L_V/II+E’/,
(5) @|=lal,  BUl=1&l, 5=

Wektor a' jest prostopadly do @ i ¢; zwrot ukitadu wektoréw
(2, @, @"") jest lewy. Poniewaz nadto na mocy (3) i (5) mamy

|a”|=|cx @], wiec @'=¢x@ i podobnie
b" =txb, §'=¢x35 Na mocy wiec
{4) i (1) otrzymujemy

eX (B+4+b) =exa-+exb.

Wzér powyzszy udowodnilismy
przy zatozeniu, ze |¢|=1. Udowodnimy
go teraz w przypadku ogélnym. Nie-
chaj % bedzie wektorem o dlugofei 1,
zgodnie skierowanym z wektorem ¢.
Zatem

(6) |A|=1
skad na mocy prawa lacznodcei
{7) ex (a+B) = || hx(@-+b) = [¢| {hx (G-+D)).
Ale na mocy wzoru udowodnionego dla przypadku |¢|]=1 i na
mocy prawa lgeznosei jest kolejno: ‘
[e{hxa+hxDb} = g (hx @) +[¢| (Ax b) = (|g| k) x@ + ([¢|B) x5,
skad na mocy (6) i (7) otrzymujemy juz w caltej ogdlnosei:
oX (@+b)=oxa-+exb.
Drugi ze wzoréw (VI) mozemy otrzymaé z pierwszego, stosujac
wzor (I1T):
(@+B) X =—{EX (G+b)} =—{EX G+ EX By =—(6X @) —(EX B)=TX E-+bX
Ze wzoru (VI) wynika latwo wzér
(@+B)X (C+d) = axc+axd+bxe+bx

c.

(VID) d.
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Np. (26— 30)%(B5d-+2d) = 10G K e-+-4i K d— 15 g Ghd,
@D) % (B —Db) =G X G & X DD Kl lims o R
(8F+2D)X (Ba— 2b)= — 16d@xh.
Wspébirzedne iloczynu wektorowego. Oznaczajyac przez
i, j, &k wektory jednostkowe (str. 7), mamy:

(8) iXi=]xX]=lkxk=0,
(9) ixj=—(x0) =k  jXk=—(Fkxj)=1, EXi=—(ixk)=]

Kladae

4= a1+ a,j+a,k, b= byoi--byft-bok,
otrzymamy
axb = (@ei+ayj+a: k)< (Dei-+b,7-Fb. k).
Wykonujae mnozenie, dostajemy na mocy (8) i (4):
axbh = (tyb: — a:by) i+ (@b — a,y) j-+(aehy, — a,by) k.

Dla t=axb jest wiec

(VIII)  ev=a,b.—a,b,, Oy= Gz by — 0, b, Ce== by — by

§9. Hoczyn kilku wektoréw. 1° Wezmy najpierw pod
uwage iloczyn @(bxe). Kladge 7=bxE, otrzymamy

@(bXE) = aF = @+ T
Poniewaz r.==bye¢, —b.e, 1i.t.d., wiee
@(bX%) = a.(byc, — b26y)+ay (bete— bets) +az (Decy — e, b,).
Wzor powyzszy mozemy napisaé w postaci

Gy Gy, Az

(1) @(DXE) = by, by, b, |.
Cry Cyy Cz
Ze znanych wlasnosci wyznacznikéw wynika latwo wzor
(IT) @(bxt)=b(cxa)=&(axh).

7 DIL G 7 oYy @, D, £ maia hoc ]
Przypusémy, e we].{t()ly @, 0,2 maja poezgbtek w Dpoczgblu
ukiadu. Z geometrii analityeznej wiadomo,

p ! Ze objetodé Vo ezworo-
lanu o krm_vegzmch @ b,¢ wynosi & wartogei wyznacznika (1),
A wige V=13a(bxe).

[§10] I. Dzialania na wektorach. 13

Zatem: warunkicm Loniccznym 1 wystarczajgcym na to, aby
welttory @, b, ¢ (o w&po’lnglm poceatku ) leialy w jednej plaszezyénie,
jest, by V=0, ceyli by a(bxc)=0.

Jezeli zag nie zakladamy, ze @,5,¢ maja wspélny poczatek, to
— jak latwo widzieé — warunek @(DXE)=0 jest warunkiem ko-
niecenym 4 wystarceajacym na to, by wekiory @, b, ¢ byly réwnolegle
do jednej plaszezyzny.

20 Wezmy teraz pod uwage iloczyn @x (bx¢). Oznaczmy ten
iloczyn przez % i polézmy F=0bx ¢. Zatem

U= Gy ¥ Fy=y (b €y—by €} — A= (b6 — b 04).
Dodajgc i odejmujac skladnik a.b.c., otrzymamy
Up=D, (avce+ Uy Cy + b)) — e b+ ag/bgl + azbz)y

skad .= by(@C)— c.(@b) i podobnie u,= by(GC)— ¢, (@h), w;= b(@c)— c.(@b).

Zatem
(I11) ax (bxc)=>b(ac)—¢c(ab).

3% Ze wzor6éw (I), (II) i (III) wynikajas wzory nastepujace:

(@xD)

(

(Iv) (exd) = (ac) (bd) — (ad) (bc),

(V)
§ 10. Funkcje wektorowe. Jezeli kazdej liczbie ¢ przedziatu

(t', 1) przypisany jest wektor W, wéwezas powiadamy, ze w prze-
dziale (1',t") okreslong mamy funkcje wekiorowq i piszemy

(1 @ = F(1),

Wspoélrzedne w., wy, w. sa réwniez funkejami (juz w zwyklym
sensie czyli liczbowymi) zmiennej ¢. Zatem:

(2) we={(t), we= ().

Powyzsze trzy funkeje okres’,laj‘ad dokladnie funkcje wektorowa(1).

wy = ¢ (t),

Granica. Powiadamy, ze funkeja wektorowa (1) ma granice W,
dle t daiqeego do t,, co piszemy

lim F(t) = ,,
i+,
gdy -
Lim f(1) = wo,y, lLm @(E)=wo, i lLm v ()=1w,:.
>t >, =t
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Cigglogé. Funkeja wektorowa (1) jest ciqgla dla t,, jeseli
“lim F(t) =%,, gdzie Wy=F(t,).

=1, . .
Oczywiscie zachodzg wowezas zwigzki:

Lim f(?) = f(t), lim ¢ (£) = o (to), Tim 4 (8) = o (t).
>t =>4y t=rty
Funkeje f, ¢, ¥ 85 wiec wtedy ciggle dla t==1,. Na odwrét, jezeli
7, ¢, ¥ 83 ciagle dla ¢, to funkeja wektorowa B=1I(t) jest réwnies

ciggla dla ¥,.

Pochodna. Oznaczamy przez A4l przyrost zmiennej t, & praez
4w odpowiedni przyrost wektora w. Wige W--4w == F(t--At), zatem
Aw = F(t++4t) —F(t), skad

A% lf(H_At)-——l«’( 1) .

at At

Granice hmA nazywamy pochodng tunkeji F(t) w punkeio t.

a0 At

Pochodng oznaczamy przez o, W lub F(2).

AW .
dat’
Poniewaz wektor 4w ma wspélrzedne

by =f(t+41)—f(t),  Awy=@E+4)—p(t), Aw.=p{-+-4t) — (1),

wiee
) we=[)  wy=9'0),  w=v'0).

Pochodne Wyzszych rzeddéw okreflamy w zwykly wsposob: a
wiee drugg pochodng jako pochodny pierwszej pochodnej, trzocig
‘pochodng jako pochodna drugiej pochodnej i t.d. Wyzsze pochod-
Ne 0znaczaIy przez

a2 BPw

d—tz, -(—ZEE’ . lub @”, 17&'”, wes it.d.

Latwo wykazadé, ze

wy=f"(t), wy=@""(t),  wy=w"{t) it.d

Jezeli funkeje w=F(t) i ==®(1) maja pochodne, to zachodzy wzory :

icm
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d(w+?) dw dz
(o) @ @ ta
d (m@ dw
(II) -%;—“’) —m % (gdzie m jest liczba),
d(wv ) clw __
(IID) dt v+ dt’
A(BX7) __dw dv
(V) it T g
Wyprowadzimy wzér (II1). Mamy 4(wb) = (B-+4%) (5+45)—ww,
wiec .
A(ww) Aw
T ”"H”At +AwAt’

skad, przechodzae do granicy, otrzymujemy (ILI).

Funkeje wektorowe wielu zmiennyeh. Mozemy réwniez
rozpatrywaé funkecje wektorowe wielu zmiennych. Np. funkeja wek-
torowa _

w=F (5, My %)
jest funkejg trzech zmiennych £, #, L. Rzuty wektora % sg wowezas

; okrelone pewnemi funkejami

we=f(§, 1, {), wy =9 (& 7, L), we=(§, n, L).

Granice, ciaglo$é i pochodne czastkowe funkeyj wektorowych
kilku zmiennych tatwo juz podaé, wzorujge sie na przypadku jednej
zmienne;j.

§ 11. Moment wektora. Moment wektora wzgledem
punktu. Przypuiémy, ze mamy dany wektor AB i punkt O. Mo-
mentem wektora. AB wezglgdem punkiu O nazywamy wektor M, spel-

niajacy warunki nastepujace: _
jacy epuja vom B

) |M| réwna si¢ podwéjnemu polu tréj- 0
kata OAB ezyli

= 1B, Y

— 0=
gdzie h oznacza odleglo$é punktu O od AB. \\\

(2) Kierunek wektora M jest prostopadty do plaszezyzny prze-
chodzgcej przez O i AB.

(8) Uktad wektoréw (AB, (574, M )' ma zwrot zgodny z ukladem
wapblrzednych, 6. j. zwrot lewy.
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Moment wektora AB wzgledem punktu () oznaezad bedziemy
symbolem
MomgAD.

Moment jest zerem tylko w praypadkach, gdy AL -0 lub gdy
przediuzenie wektora AB przechodzi pracz 0. Jezeli moment jest
zerem, wOwezas warunki (2) i (3) odpadaja.

Dla wektoréw réwnowaznych (str. 2) zachodzi nastepujyee

Twierdzenie 1, Weltory réwnowaine majo wsyledem lego sa-
mego punktu momenty réwne.

Dowéd. Przyjmijmy, #e AB=A'B'. Zatem wektory AB
i A’B’ s3 réwne i lezg na tej samej prostej. Latwo stiwiordzid, 26 mo-
menty obu wektoréw wzgledem ) majy ton sam kierunek i zwrot.
Maja réwniez te samg dlugodé, gdyz trojkaty OAB 1 OA'B" majy
réwne powierzchnie (réwne podstawy i wspolng wysokodd). A wiee

Momo AB =Momo A'B’, "¢. b. d. .

Moment jako iloczyn wektorowy. Wezmy pod. uwage
iloczyn wektorowy ABXOA. Zauwaimy, ze iloczyn DOWYZSzy ma
ten sam kierunek i zwrot, co Momo AB. Mamy réwnies 4B XOA==
=[MomoAB|. Bezwzgledna bowiem wartodé iloczynu réwna si¢ polu

réwnolegloboku OABC (p. rys. na str. 15), zatem podwdjnemu
polu tréjkata OAB. A wiec

hlomoﬁ=li§x(ﬁ.

Gdybyémy zamiast wektora AB wzieli wektor rtownowainy A'B’,
wowezas mieliby$my

MomoAd'B'=A'B'x04’.
Na mocy wiee poprzedniego twierdzenia
Momo AB=A"B'x04" = ABx04’.

A wige: jezeli A’ jest dowolnym punklem ma prostej, na ktdrej
lezy wekior AB, wéwczas

Momo AB = ABx0A’,

icm

Dziatania na wektorach. 17

[§11] L

Twierdzenie 2. Jeieli dwa wektory rowne maje wegledem
pewnego punkiu rowne momenty, to sq réwnowadne.

Dowdd. Zakladamy, ze
AB=A'B i Momop AB =Momo A'B’.
Zatem ABXOA=A'B x0A', skad ABxO0A= ABxOA,
ABX(0A—OA')=0. Poniewaz za§ O0A—0A = A"A, wiec

ABxA™A =0.

Lecz ABxA'A =Momu AB, wiee

wiee

Momy AB = 0.

Wynika stad, ze punkt A’ lezy na przedluzeniu wektora AB.
Poniewas nadto AB jest réwnolegly do A'B’, wiee AB i A'B leia
na tej samej prostej.

Moment sumy wektoréw o wspélnym poczatku. Za-
16zmy, ze dane s3 wektory AB i AC (t. j. oba o poczatku
w punkcie 4). Niechaj AD bedzie ich sumg.

Mamy MomAB °
Momo AD = ADx0A = (AB+AC)x04, <
zatem MomoAD=ABx0A+ACx04, wiec
MomAD

Momo AD = Momo AB+Momp AC.

Podobny wzér otrzymamy dla sumy kilku wektoréw. A wige:
suma momentdw kilkw wektordw o wspdlnym poczatku réwna sie mo-
mentowi ich sumy o tym samym pocztku.

Wspélrzedne momentu. Polozenie wektora @ jest okreslone,
jesli dane sa jego rzuty i wspblrzedne z,y,2 dowolnego punktu 4
prostej I, na ktérej wektor @ lezy. Niechaj x, y,, 2, beda wspoirzed-
nymi punktu 0. Mamy

Momy @ = ax0A.

"~ Rzuty wektora OA WYNOSZY B—Fg, Y—1Ygy &7y Zatem, ozna-

czajae przez M moment wzgledem O, otrzymamy:

M= ay(z—20)—a:(Y—Yo), M= (0 —2y)—(2—2),

(1)

S. Banach.

M= @y —1p) — ty(—2)-
BU : 2
W

Machanika.
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Jezeli w szezegolnodei punkt O jest poezatkiem ukladu, to
Zy==0, yg=0, 2,=0, a wige
(1)

M= a,2— 0z, M=, 0~ %, M ety ety ire,
Y ? by

Przypusémy, ze @=a'. Zatem, oznaczajae przez M i M’ momenty

My=Myy My=M,, MM,

’ -
O == Uy Q== Gz== Uz,

Na odwrét, jezeli zachodzy powyzsze réwnodei, to  fi==a’
i M=M', zatem na mocy twierdzenia 2, str. 17, wektory @ i @’ sy,
réwnowazne.

A wiec: reuty wektora @ i reuty momentu M wzgledem dowolnego
punktu wyznaceaje dugosd, kierunck, zwrol ¢ polosenie weklora w.

; Moment wektora wzgledem prostej. Niech dane bedg
wektor @ i prosta l. Poprowadzmy przez dowolny punkt O prostej 1
plaszezyzne II prostopadiy do I Utwoérzmy rzut @ woektora @ na
plaszezyzne 1.
Moment wektora @’ wzgledem O nazywarny momentem wektora i
wegledem prostej 1 1 oznaczamy symbolem Mom, .
Mom, @ nie zalezy oczywiscie od obioru punktu 0.
Mom;@ jest zerem tylko w nastepujacych
przypadkach:
1° gdy a=0,
20 gdy all, gdyz wtedy @'==0,
3% gdy przedluzenie @ przecina I, gdyz wtedy
przediuzenie @' przechodzi przez O.
Jezeli d oznacza odleglogé @ od I, za§ ¢ kat miedzy @ i I,
to latwo mozna okazad, ze

(I1I)

[Mom,@| = d | sin .

Obierzmy prosta 1 23 08 2, plaszezyzne IT za plaszezyzne @y.
P}oléZmy M=Momoa@ i L=Mom,;d. Poniewas @’ ma rauty gz c;_\-,
=y, @>=0, Wieec Ly=0, L,=0 i I =0 y—ayx, gdzie w,y, 2 59
wspblrzednymi poczatku wektora a. Widzimy wige, ze M= L,.

A zatem: Mom,@ jest reutem na prosta L momentu wellora i
wzgledem dowolnego punkiu tej prostej.

icm
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ILl. Uklady wektorow

§ 12. Moment ogélny ukladu wektoréw. Niech dany
bedzie uklad wektordw:
Ty, Gy en y G
Oznaczmy przez 3 sumg¢ uklodw (t.j. sume wektoréw ukladu).

A wige
5=y -+ Byt oo .

Obierzmy dowolny punkt O.

Momentem ogdlnym lub krétko momentem ukladu wegledem O
nazywamy sume momentéw poszezegélnych wektoréw wagledem O.
Oznaczamy go przez '

' J’i_f—().

Mamy wiec _
M o =Momy @, +Monig Gy + ... - Momp @,.
Moment ogélny czasem oznaczamy tez przeZ
Mom (@1, @2y «o. Gn).
Obierzmy inny punkt O'. Mamy ,
Mo = Mome @ +Mome: @s+... Momor . f’/v
Poniewaz Mom oG, =@, X 0"4,, gdzie A, jest
poczatkiem wektora @, i t.d., wiec
My =i, xéﬁl 4+ @y x 04, +...
Lecz O0'A,=0'04+04, it. d., zatem
Mo =10 X(0'04+04,) + Gx(0'0+04,) + ...
Po wymnozeniu otrzymujemy:
(1) o= (@x00 + @x00 + .)+([@GX0A4, + Gx0A, + ...).

Lecz @y X 00 + @yX 00 + ..=(G + Gy +...) x0'0=5x00.
Suma zawarta w drugim nawiasie réwnosei (1) przedstawia moment
uktadu wzgledem O. Zatem
(I) jf@/:gx W-l—ﬂo

Iloczyn §x 0’0 jest momentem wzgledem O’ sumy ukladu

wektorow o poczatku O.
2*
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A wige: jegeli emieniamy punkt, wagledem kldrego WYZN A amYy
ogdiny moment ukladu, wéwezas moment ten emienia si¢ o moment sumy
uktadu eaczepione] w dewnym punkeic, weiglef wayledem nowego pundin.

Z twierdzenia powyzszego wynikajy nastepujace wnioski:

1. Jezeli suma ukladw jest zerem, to moment ogilny jest staby
(t. j. nie zalezy od punktu, wzgledem kidrego sie 20 wyznacza).

Jezeli bowiem §=0, wowezas §X0'0=0, wiee My §,.

2. Jeseli momenty ogdlne wagledem tracch punltdw nic Ledaeyeh
na Jednej prostej sq réwne, to suma ukladu jest zepem.

Zalézmy bowiem, Ze momenty ogdlne wzgledem  punktow
0,0, 0" nie lezgeych na jednej proste] sy rowne. Zatem

Jezell wige 740, to 5|00’ i 5070, co niemozliwe, gdy 0, 0, 0"
nie lezg na jednej prostej.

3. Jesli punkt, weyledem ktdrego wyRnacRamy  moment  ogélny,
preesuwe si¢ wedbuz prostej réwnolegtej do sumy whladw, whwezas
moment nie ulega smianie.

Jedli bowiem 500, to 5x0°0 = 0, wige My == M.

4. Iloczyn skalarowy momentu ogblnego praez sume wkladu jest
wielkosciq statq (t. j. nie zalezy od punktu, wzgledem kidrego mo-
ment jest wyznaczony).

Pomnézmy bowiem obustronnie réwnosé (I) skalarowo pravy &
Otrzymamy sMy =355 X0'0)+3Mo, lecz &§x 0'013% zatem
8(sx0'0) =0, skad

SMy=35M,.

Iloczyn skalarowy momentu ogélnego przez sume nazy wi sio

parametrem ukladu.

5. Reut momentu na kierunek sumy jest wielko$eiy staly (pray-
czem zaklada sie, ze suma jest rézma od ze ).

Mamy bowiem na mocy wniosku 4 i okreglenia iloczynu sk
larowego [5| Rauty i o = |5| Rzut, 5T 0, skad

Razutiy M oy = Rauty 47 .

icm
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§ 13. Parametr. Wyznaczymy obecnie parametr (t. J. iloczyn
skalarowy momentu ogélnego przez sumg) dla pewnych ukladéw
wystepujgeych ezesto w mechanice.

Ukladem srodkowym Iub centralnym nazywamy uklad, w kt6-
rym przedluzenia poszezegéluyeh wektoréw przechodzy przez pe-
wien staly punkt O, zwany $rodkiem (vys. 1).

Moment ukladu wzgledem srodka jest zerem, gdyz moment
kazdego wektora jest zerem. Zatem i parametr jest zerem.

A wiee: parametr ukladu srodkowego jest zerem.

o | by
| s A
gl AN

1. 2, 3. 4.

Uktadem plaskim nazywamy uklad, w ktérym wszystkie wek-
tory leza w jednej plaszezyznie I (rys. 2).

Moment ogélny ukladu wzgledem dowolnego punktu O plasz-
ozyzny II jest prostopadly do II, gdyz momenty poszezegdlnych
wektoréw wzgledem O sg prostopadle do IZ. Poniewaz suma lezy
W plaszezyznie I7, wige suma jest prostopadia do momentu 0g6lnego.
Wynika stad, ze parametr jest zerem.

A wige: parametr ukladu plaskiego jest zerem.

Ukladem rdwnoleglym nazywamy uklad, w ktérym wazystkie
wektory sg réwnolegle (rys. 3).

Jezeli suma 3 jest zerem, to parametr jest oczywiscie réwny zeru,
Zalézmy wige, ze 5=0. Obierzmy dowolny punkt 0. Momenty
poszezegolnych wektoréw wzgledem O leza w plaszezyznie 17 prosto-
padiej do wektoréw ukladu i przechodzacej przez O. Zatem moment
ogélny lezy réwniez w plaszezyznie II. Poniewaz 3| /7, wiec § jest
prostopadle do momentu ogélnego, wobec czego parametr jest
zZerem.

A wiee: parametr ukladu réwnoleglego jest zerem.

Zalézmy teraz, ze wektory @ i b sa skosne (5. j. nie lezace w je-
dnej plaszezyznie). Niechaj O bedzie poczatkiem wektora b (rys. 4).

Moment M ukladu (@, 5) wzgledem O réwny jest oczywi-
$cie Momo@. Parametr K wynosi K = Ms= M(a-+b)= Ma-+ Mb.
Lecz M = Momoa jest prostopadty do plaszezyzny II przechodzacej
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przez O i wektor @ Poniewaz w plaszcezyznie I lezy wekbor @, zuf
nie lezy wektor b, wige moment M jest prostopadly do @, nie jest
natomiast prostopmdly do b, skad na mocy ostatniej rdéwnofei
K= Mb0.

A wiec: parametr wkiadu slogonego @ dwdch weltordw skodnych
jest réiny od zera.

§ 14. Uklady réwnowazne. Dwa uklady wektorow (é,, iy, ...)
i (@, @ ...) nazywamy réwnowagnymi, jezeli maja réwne sumy i réwne
momenty ogélne wzgledem kazdego punkiu,

Jezeli mamy uklad (7) zlozony z jednego tylko wektora @
i uklad (') zlozony z jednego tylko wekbora @', tio — jak wyunika
z twierdzenia 2, str. 17 — warunkiem koniccznym i wystareza-
jacym na to, by uklady (@) i (@) byly réwnowazne, jost Geai’,
A wige w tym przypadkn pojecie réwnowaznodei ukladdow pokrywsn
sie z pojecierm réwnowaznosel wektordw.

W przypadku ogbélnym mamy nastepujace twierdzenia:

1. Jezeli dwa uklady majg réwne sumy i réwne momenly ogdlne
wzgledem pewnego punkiu, to wklady te sq réwnowaine.

‘ Wynika to ze wzoru (I), str. 19. Jezeli bowiem momenty wzgle-
dem punktu O s3 réwne i sumy sa réwne, to momenty wzg‘l@dmn
kazdego punktu O’ beds réwne, gdyz przy zastgpieniu punktu O
przez O’ ulegng one réwnym zmianom w obu ukladach.

- 2. J ezeli dwa uklady majq wegledem trzech punkiéw nie ledqeyoh
na jednej prostej réwne momenty, to wklady te sq réwnowaine.

Jezeli bowiem oznaczymy przez Oy, 0,, 0, punkty, wzgledem
ktérych momenty ogélne obu ukiadéw sad réwne, zaé praez Fi& sumy

i §%0,0, =5 x070,, skad

(5—35)%0,0,=0 i (5—5")% 0,04 = 0.

Gdyby bylo §—3& =0, to mielibyémy 5—&)0,0, i §—3& 10,04,
co memozhwe, bo 01, 0, O3 nie lezg na jednej prostej. Jest zatom.

§—§ =0, czyli 5=7, skad na mocy poprzedmego twierdzenia wy-
nika réwnowaznoéé ukla.déw

Z okreslenia parametru wnosimy mtychmm% %6 wlktady réwno-
waine majq réwne parametry.

Twierdzenie odwrotne jest oczywidcie falszywe.

icm

1§15] II. Uklady wektoréw. 23
Uklady réwnowazne zeru. Jezeli suma ukladu jest zerem,
to — jak wieny — moment ogélny jest staty. Ot6z jezeli suma ukladu
jest zerem i moment ogélny jest zerem, uklad nazywamy wukladem
POWNOWAENYM BOTU.

Uklad réwnowazny zeru jest rownowazny wektorowi zerowemau.

Aby przekonad sie, czy uklad jest réwnowazny zeru, wystarczy
zbadad, czy jego suma i moment wzgledem jakiego§ dowolnego
punktu sg réwne zeru. '

Z twierdzenia 2, str. 20 Wymka latwo, ze ukiad jest réwno-,
wagny zeru, jeseli moment ogdlny wlkladu wegledem trzech punkidw
wie lezqeych ma jednej prostej jest rowny zeru.

Uklad trzech wektoréw réwnowaznych zeru. Jezeli
wklad =tozony = trzech welct(wow, jest réwnowainy zeru, to preediusenic
tych wektordw preechodza praez jeden punkt (Tub wektory sq réwnolegle ).

Przyjmijmy, ze uklad wektoréw a, b, ¢ jest réwnowazny zeru.
Moment ogélny wzgledem A (poczatku wektora @) jest wige zerem,
skad Momyb +Mom4¢=0, a wiec Momyb=—Mom,&. Wynika
stad, ze wektory b i ¢ leza w plaszezyZnie I przechodzgcej przez A.
Poniewaz G+b-+-6=0, wigc a=—b—¢, zatem @ takze lezy w plasz-
czy#nie IT. Oznaczmy przez O punkt, w ktorym przecinaja sie wek-
tory @ i 5. Poniewaz moment ogélny ukiadu wzgledem O redukuje
sie do momentu wektora ¢ wzgledem O, wiec Mompc=0, zatem ¢
przechodzi réwniez przez 0. Wreszcie, jezell @|b, to réwniez @/,
bo ¢=—a—>b (p. str.21, rys.1).

§ 15. Para wektoréw. Parq wektordw nazywamy uklad. zlo-
zony z dwu wektoréw @ i —a@ réwnoleglych, lecz przeciwnie skiero-
wanych i réwnych co do diugosei.

Poniewaz suma pary wektoréw jest réwna zeru,
ment pary jest staty. Obliczajac go wzgle-
dem poczatku wektora @, widzimy, ze mo-
ment wektora @ jest zerem, moment zas
wektora —a@, jest prostopadly do plaszczyzny
pary i réwny polu réwnolegloboku zbudowa-

nego na wektorach wehodzacyeh w sklad pary.

wiec mo-

A wiec: moment pary wektordw jest rowny polu mwnoleglobolm
ebudowanego na wektorach pary i jest prostopadly do plaszezyzny pary.

Jezeli wektory pary leza na tej samej prostej, to oczywiscie

moment jest zerem.
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(1) || ==l h.

Do danego wektora I mozna zawsze znalesé pare o momencie
réwnym M. Wystarezy na plaszezyznie prostopadlej do M obrad
dowolny réwnoleglobok o polu réwnym |M|. Pracciwlegle boki, od-
powiednio skierowane, utworzg szukang pare wektorow. Oczy wikeio,
zadanie t0 mozemy rozwigzad na nieskornezenie wiele sposobiw.

Dwie pary o réwnych momentach tworzg uklady réwnowazne,
Jezeli wiec pare wektorow dowolnie przesuniemy lub skrecimy
w plaszezyZnie pary, to otrzymamy pare réwnowazng,

§ 16. Redukcja ukladu wektoréw. Niech dany hedzie
uklad § zlozony z wektordw Gy, @y, ..., dn. Zajmicmy si¢ wyzba-
czeniem najprostszego ukladu réwnowaznego ukladowi N,

Obierzmy dowolny punkt 0. Oznaczmy przez § sume ukladu S,
przez M moment ogélny wagledem O, Wedmy pod uwage uklad R
zlozony z pary (@,—a) o momencie réwnym M i z wektora & o Po-
e?aétku 0. Uklady R i 8 sa oczywidcie rdwnowazne, ho majg mlmy
réwne 5 i momenty wzgledem O réwne M.

A wiee: kaidy uklad wektoréw réwnowainy jest wktadowi =lodo-
nfzmu ze sumy o poczgiku w dowolnym punkeie () & pary o momencie
rownym momentowi ukladw wegledem O.

Jest to t. zw. twierdzenie o redukeji. Punkt 0 nazy wamy
Srodkiem redukcii.

Parg (@,—a) mozemy tak dobrad, by punkt O byt poczatkiem wok-
tora —a. Zastapmy wektory §i —a ich suma b o poczgtku O (rys. 1).
Uklad zlozony z wektoréw @ib jest oczywidcie rownowazny ukladowi 8.

Zatem: kazdy uklad wektordw réwnowainy jest ultadowi dwu wek-
tordw, = ktdrych jeden ma poczqtel w punkeie dowolnie obranym.

Wszelki uklad wektoréw jest wiee réwnowazny pewnemu
ukladowi zlozonemu z wektorsy
i pary, lub z dwdch wektorow,
Zajmiemy si¢ teraz  wyzna-
czeniem warunkdw, przy ktd-
rych dany uklad jest rowno-
wazny jednemu tylko woekto-
rowi lub jednej parze.
. ]lipzpatrzmy kolejno przypadki, w ktdryech parametr ukladu
Jest rézny od zera i réwny zeru.
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10 Parametr rézny od zera. Uklad zlozony z jednego
wektora lub jednej pary jest ukladem plagkim, ma zatem parametr
K =0. Jezeli wige parametr uktadu S jest rézny od zera, to uklad §
nie moze byé rownowazny jednemu wektorowi ani parze wektordw,
poniewaz uklady réwnowazne majg réwne parametry.

Zatosmy teraz, ze uklad 8 o parametrze K ==0 réwnowazny
jest ukladowi R zlozonemu z dwu wektoréw @ i b. Parametr ukladu B
jest zatem takze rézny od zera. Wynika stad, ze wektory @ i b nie
mogy lezeé w jednej plaszezyinie, sa wiee skosne (p. § 13, str. 21122).

Zatem: jeseli parametr ukladu jest réény od zera, to uklad jest
réwnowainy wktadowi dww wektordw skosnych.

20 Parametr réwny zeru, suma rdézna od zera. Przy-
pusémy, ze parametr K ukladu § jest zerem, za$ suma $=0. Obierzmy
dowolny punkt O i oznaczmy przez M moment ukladu S wzgledem O.
Poniewasz K =M5=0, wiec M | 3. Przeprowadsmy przez O plasz-
czyzne II progstopadly do M (str. 24, rys. 2). Na IT mozemy obraé
wektor 7 rowny wektorowi §, tak, by Momo F=M. Odleglo$é h
wektora 7 od O dostaniemy z réwnosei |M|=h/7. Ratwo zauwazy¢,
ze uklad § réwnowaziny jest wektorowi 7.

A wiec: jeseli parametr wkladu jest réwny zeru, za$ suma roZna
od zera, to wklad réwnowasny jest jednemu wektorowr.

Wektor 7, ktéremu réwnowainy jest ecaly uklad §, nazywa sie
wektorem wypadkowym lub krétko wypadkowq ukladu S.

Nie nalezy mieszaé sumy z wypadkowa. Suma ma tylko okre-
¢lona dlugosé, kierunek i zwrot; wypadkowa ma ponadto okreflone
polozenie, t.j. prosta, na ktérej lezy. :

30 Parametr i suma réwne zeru. Zalézmy wreszcie, Ze
zar6wno parametr jak suma ukladu sg réwne zeru. Na moey twierdze-
nia o redukcji wynika stad, ze uklad jest rownowazny parze wekto-
réw. Poniewaz suma jest zerem, wige moment ogélny M jest staty.

Jezeli M == 0, wéwezas para wektoréw jest najprostszym ukla-
dem réwnowaznym danemu. Jezeli zas M=0, to poniewaz z zalo-
zenia suma réwna sie zeru, wiec uklad jest réwnowazny zeru, czyli
wektorowi zerowemu.

A wiee: uklad o parametrze i sumie réwnych zeru jest réwno-
wazny parze wektordw lub wektorowi zerowemu, zaleénie od tego czy mo-
ment ogolny jest roiny od zera czy réwny zeru.
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Powyzsze wyniki zebrane sg w nastepujacej tabelee:

Parametr| Suma | Moment | Najprostszy uklad réwnowasny
wektior i para lub
K30 — — ‘ '
+ dwa wektory skogne
30 — wektor wypadkowy
K=0 =0 M40 para wektoréw
§=0 M=0 wektor zorowy

Wynikajg z nich latwo twierdzenia nastepujgee:

1. Jezeli moment wktadu jest zerem wzyledem pewnego punlitu (),
o uklad ma wypadkowa o poceathu w 0.

2. Uklad S$rodkowy ma wypadkowq zaczepionq w $rodio.
o Twierdzenia te wynikaja z twierdzenia o redukeji (str. 24), jo-
zell za srodek redukeji wziaé punkt O (wzgl. Srodek ulelalu)

.

3. Ukltad plaski ma wypadkowa albo jest POWROWAZRY Pare.
4. Uklad réwnolegly ma wypadkowq albo jest rdwnowainy parse.

Twierdzenia 3 i 4 otrzymujemy od razu z tabelki, gdyz w obu
przypadkach parametr K jest zerem.

§.17.'0§ srodkowa. Skretnik. Niech dany bedzie uklad 8
0 sumie I‘(.‘)ZIIP?] od zera. Wyznaczmy miejsce geometryczne punktGw,
wzgledem ktérych moment ogblny jest réwnolegly do 7 (lub ==0),
Obierzmy w tym celu dowolny punkt 0. Niechaj o= 04

bedzie momentem ogélnym ukladu wzglede wad OB
rzutem M, na 3. gledem punktu 0, za§ OB

| Wyznaczmy teraz punkt 2'_, wzgledem ktdrego moment sumy &
glcf)éz(i}z?ztl?dwo 0, réwna sie AB. Punkt taki znajdziemy w odlo-

na prostej prostopadlej w punkeie 0 do AR i 5
gdzie d spelmia warmek: padie] w punkcie 0 do AB i §,

d-[3=|4B.
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zatem  Momy 5= AB czyli
e —— A
§x 0'0 = 4B, ﬂf:; S
0
wiee na mocy (I), str. 19 0 o roshoms

N F1r
M()/m&)(O'O—}—M(), MOb,S:/%)
MG

Mamy

skad _ .
My=AB-+0A4=0B,

A wiee My jest réwnolegly do 5 (lub =0, gdy Mol 3).
Przeprowadzmy przez O’ prostg ! réwnolegly do sumy 5. Dla do-

wolnego punktu 0" prostej ! zachodzi zwiazek 30'0”, wige 5 0'0"'=0,
skad Mo = My (p. str. 20, wniosek 3). :

A wiec: moment ogélny wzgledem dowolnego punktu prostéj A
jest réwnolegly do § (lub =0). ‘

Punkty poza prosta I nie posiadaja powyzszej wiasnosei. Jezeli
bowiem dla jakiego§ punktu O, moment M, jest réwnolegly do 3
lub réwny =zeru, to na mocy twierdzenia 5, str. 20, mamy
Rzut; Mo, = Rzut; Mo. Zatem Mo = My. Wynika stagd na mocy
wzoru (I), str. 19, ze §x0°0;=0, czyli ze 3|0°0,. Punkt O, lezy
wiec na prostej . _

Udowodnili$my zatem, ze szukanym miejscem geometrycznym
jest prosta réwnolegla do 5. Prosta te nazywamy osiq $rodkowq ukladu.

0§ drodkowa ukladu jest to wiec prosta o tej wilasnosei, Ze
moment ogdlny wzgledem dowolnego jej punktu jest réwnolegly do

sumy lub réwny zeru.

A wiec: uklad, kidrego suma jest rééna od zera, postada jednag
(i tylko jedng) of $rodkowq.

Uktad zlozony z wektora i pary o momencie réwnolegtym do
wektora nazywamy skretnikiem.

W szezegblnosel skretnikiem nazywamy jeden wektor lub pare.

Obierajac punkt na osi §rodkowej, widzimy, ze na mocy tw.
o redukeji, str.24, uklad redukuje sie do skretnika. Jesli suma
ukladu jest zerem, to ukiad redukuje sie do pary wektordéw, a wige
réwniez do skretnika.

Zatem: wszelki uklad jest réwnowazny pewnemu skretnikows.
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§ 18. Srodek wektoréw réwnoleglych. Nicch dany bedzie
uklad wektoréw réwnoleglych (@, g, ..., @) 0 sumi» réznej od zera,
Oznaczmy przez W wektor o dlugodei 1, rdwnolegly do wektordw
ukdadu. Wektory @, a,,..., %, mozemy przedstawié w postaci

= ay W, Uy == by W, vy {hy == thy W

gdzie liczby ay, @y, ..., a0 83 co do wartodei bezwzglednej réwne dlugo-
Sciom wektoréw @, @, ..., . Zatem 5= (a,-tayb...-a,) . Ponie-
waz §40, wiee a,-+ay+...+a, | 0.

Obierzmy dowolny punkt 0" i oznaczmy
DrZeZ iy oy oy Ty Wektory O7Ay, 0 dy, ..., 0°A,,
4 g gdzie Ay, Aoy ..., A, 85 poczgtlkami wektordw
@iy @2y ..oy G A WiGE

Moy = a3 X Ty ~F g T X Fy | aus |-ty 0 34 Ty

czyli
(1) ﬂ?()rmwx Z(I/,”—f/.
Obierzmy punkt O tak, by
. vy _.\ja, Ty
(2) F=0'0= ,_\J(CT .
Na moey wzoru (I), str. 19, jest
(3) . Mo=3x00"+ M.
Poniewaz

§X00'= (Ya; W)X (—F) == — BXF Yoy,
wiee wedlug (2) jest §><'0~(7=—@7><_§]af i Stad na mocy (1) i (3)
wynika, ze Mo=9,
Zatem wypadkowa ukladu przechodsi Przez O (str.26, tw. 1)
Zauwazmy, ze wedle (2) polozenie punktu O nie zalezy od kie-
runku @ wektoréw @ Jezeli wiec skrecimy welttory @ okolo ich punk-
t0w zaczepienia, to wypadkowa znowu przejdzie przez 0.

Punkt O nazywa si¢ $rodkiem whltadu welktordw Tty W2y von y fiys

Jezeli wspélrzedne poczatkow 4, oznaczymy przes Ly Yy By
wspolrzedne zas §rodka przez %oy Yoy 2o, HO obierajac punkt 0’ w po-
czgtku ukladu, otrzymamy na mocy (2)

X bY o
(4) @, = =% Y= =%Y; a3

N » o= "5 , T et

28 ‘.}4“1 0 }_,"a,
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§ 19. Przeksztalcenia elementarne ukiadu. N astepujace
przeksztaleenia ukladu weltorow nazywamy elementarnymi:

a) dodanie do ukladu (lub usunigcie z niego) dwéch wektoréw
lezgeyeh na jednej prostej, rownych co do dlugodei, lecz przeciwnie
skierowanych,

b) dodanie do ukladu (lub usuniecie z niego) kilku wektoréw
o wspéluym poczatku i o sumie réwnej. zeru.

Przeksztalcenia elementarne nie zmieniaja oczywidcie sumy ani
momentu ukladu. Stosujac zatem do ukladu przeksztaleenia elemen-
tarne, otrzymamy zawsze uklady z nim réwnowazne. Przeksztatcenia
elementarne grajg wazng role w teorii ciata sztywnego.

Latwo wykazaé, ze prazy pomocy przeksztaleen elementarnych
mozemy:

1) punkt zaczepienia wektora przesunad do dowolnie obranego
punkiu na prostej, na kidrej wektor lezy,

2) kilka wektoréw o wspdlnym poczathu zastqpié ich sumg
o tym samym poczatku, h

3) jeden wektor zastqpid kilkoma wektorami o tym samym
poczathu  co wektor dany i o sumie réwnej wektorowi danemu.

wystepuje wektor @ o poczatku 4.

Obierzmy na prostej I, na ktérej @ lezy, dowolny punkt B. Do-
dajmy do ukladu dwa wektory @ i — @ o poczatku B. Wykona-
lismy wiee przeksztaleenie ele-
mentarne (a). Usuimy teraz
z ukladu wektory: @ (o po-
czgtku 4) i Bedzie
to przeksztalcenie elemen- L. 2.
tarne (b). Operacje, jakie wy-
konali$my na ukladzie, sprowadzaja si¢ do przesuniecia punktu za-
czepienia wektora @ z 4 do B (p. rys. 1).

2) Przypudémy, ze punkt A jest poczatkiem wektoréw
@y, @yy..., Gy Dodajmy do ukladu dwa wektory o poczgtku A: wektor
= 0ty + Gy ...+a, i wektor § (przeksztalcenie elementarne (a)).
Usunimy teraz wektory @i, ...,%, — 3§ (przeksztalcenie elemen-
tarne (b)). Operacje, jakie wykonalismy, sprowadzaja si¢ do zasta-
pienia wektoréw @, @, ..., @, ich sumg § (p. rys. 2).

3) dowodzi si¢ podobnie.

Dowéd: 1) Przypudbmy, ze wsréd wektoréw danego ukladu

—a.
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Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenia:

Twierdzewie 1. Wszelki wlklad wektordw moéna sprowadzié
pray pomocy precksztatcer elementarnych do wkladw & nim POWNOWAS-
nego, zlodonego # trzech weltordw.

Dowéd. Praypusémy, ze mamy uklad wekbordw (i, @y, ..., )
zaczepionych odpowiednio w punktach Ai, Ay, ... , Ay Obicrzemy tray
dowolne punkty L, M, N nie leigce na jednej prostej i fiakie, by
w plaszezyznie przechodzacej przez L, M, N nie lezal zaden z punktidw
Ay Aoy oy A ' .

Poniewaz proste A,L, A, M i A, N nie lezg w jednej plaszezyznie,
wiec wektor @, mozemy zastapié trzema wektorami iy, ¥, w; 0 po-
czatku 4,, lezgcymi na prostych A,L, A, M, AN, prayczem oezy wiéui(,a
Ty = U, + 7, + @, (rys. 1). Wektory 7y, &, W, mozemy przesunyé
wzdtuz prostych, na ktérych leza, odpowiednie do punktéw L, M, N.
W ten sposéb zastapilismy wektor @, wektorami i, ¥, W, zaczepio-
nymi w punktach L, M,N. Podobnie zastgpimy kazly z welbo-
T6W @, ..., G, trzema wektorami zaczepionymi w L, M, N,

Wektory o poczatku L zastapmy teraz ich sumg %, zaczepiony
réwniez w L. Podobnie wektory o poczatkach M i N zastgpmy

sumami 7 i @ zaczepionymi odpowiednio w M i N.

W ten sposéb przy pomocy przeksztaleen eclementarnych
sprowadzilismy dany uklad do ukladu zlozonego z frzech wektordw,
¢ b. d. o.

’U/L W
- . v
Uy .- ,—"'/ L P N - M
7 3 i M I s REE fomr
1 i o ]1/
~ W‘ *'”% Ny ’,,'ﬁ,...._
\V . -
1. 2. 3.

Twierdzenie 2. Uklad réwnowainy zeru moina DTy pomosy

preeksztatoent elementarnych sprowadzié do wektora zerowego.

Dowéd. Zalézmy, ze uklad (G, @...,a,) jest rOwnowazny
zeru. Na mocy tw. 1 mozemy go zastapié Przy pomoey przeksztal-
ceni elementarnych ukladem zlozonym z trzech wektordw ity b, W,
zaczepionych odpowiednio w punktach L, M, N. Uklad (@, %, i)
jest réwnowazny zeru, bo jest réwnowazny ukladowi danemu (przo-
ksztalcenia elementarne nie zmieniajg bowiem sumy ani momentiu)
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Na mocy twierdzenia ze str. 23, wektory %, D, W 83 albo réwno-
legle albo ich przediuzenia przecinaja sie w jednym punkeie O (str. 30,
rys. 2). W drugim przypadku mozemy punkty zaczepienia wekto-
r6w %, ¥, W przeniesé do O, a nastepnie wektory te usunaé, gdyz
suma ich jest zerem.

Zakbzmy wige, ze wektory @, 7,w sg réwnolegle (str. 30, rys. 3).
Gdyby #-+7=0, byloby oczywifcie w=0. Uklad sprowadzalby sie
zatem do pary %, v. Poniewas moment jest zerem, wige wektory w i
lezalyby na tej samej prostej; poniewaz nadto %-+7=0, wiec mogli-
bysmy wektory % i 7 usungé. Niech wige @-+5==0. Dodajmy dwa
wektory 7 i —F7 lezgee na prostej LM i zaczepione odpowiednio
w Li M. Wektory @i 7 o poczatku L mozemy zastapié ich sumg %’
zaczepiong réwniez w L. Podobnie wektory % i —7 mozemy za-
stapié ich suma 7' zaczepions w M. Wektory %’ i 7 nie sa réwno- .
legle, zatem wektory #’,%',% mozemy jak poprzednio usunaé. A wiec
uklad réwnowazny zeru sprowadziliémy przy pomocy przeksztal-
cent elementarnych do wektora zerowego, ¢. b. d. o.

Twierdrenie 3. Jezeli dwa uklady wektordw sq réwnowaine,
to przy pomocy preeksetaleer elememtarnych moina jeden wklad prze-

prowadezié w drugi.

Dowéd. Zalézmy, ze uklad wektoréw (@i, @, ...,%,) zaczepio-
nych w punktach A4y, d,,...,4, jest réwnowazny ukladowi wekto-
6w (b1, by, ..., b,) zaczepionyeh w punktach By, Bo,..., B,

Dodajmy do pierwszego ukladu wektory b,,—b, o poezatku B,
wektory by, —b, o poczatku B, itd. Poniewaz wektory @i, @, ... , Gn,
—bi, —bsy ... ,—b, tworza uklad réwnowazny zeru, wiec na mocy
tw. 2 mozemy uklad ten przy pomocy przeksztalceri elementarnych
usungé, t. j. zastapié wektorem zerowym. Po usunieciu zostanie
uklad (51, Z-_g, ey E,) -
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