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VORWORT.

Die Theorie der Orthogonalreihen ist noch immer kein klassi-
sches Kapitel der Analysis. Ihre geschichtlichen Quellen sind
zweierlei. Die besser bekannte besteht aus den einzelnen Theorien

der Fourier’schen, Legendre’schen, Bessel’schen und vieler anderen

spezieilen Reihen, an welchen dzs Gemeinsame zn erblicken es David
Hilbert in den Anfangsjahren dieses Jahrhunderts vorbehalten
blieb; die andere ist in den nun mehr als fiinfzig Jahre zoriick-
liegenden Unfersuchungen skandinavischer Aktuare J. P. Gram,
T. N. Thiele und ihrer Schiiler zu finden. Sie haben sich das Ziel
gesteckt, die in der Staiistik auftretenden willkiirlichen Funktionen
vermittels geeigneter Orthogonalpolynome zu beherrschen. Die noch
dlteren Wronski'schen Versuche, das allgemeine Problem anzu-
greifen, blieben unverstanden und die Sturm-Liounville’sche
Verallgemeinerung war an eine Klasse von Differehtialgleichungen
gebunden. Es darfalso die skandinavischgSchule als diejenige gelten,
die als erste das Gemeinsame an allen Orthogonalreihen klar hervor-
treten lieB. L. Fredholm ist aus dieser Schule hervorgegangen nnd
seine Theorie der Integralgleichungen, von Hilbert ausgebildet, gab
Erhardt Schmidt die Anregung zu seiner grundlegenden Arbeit
iiber Orthogonalentwicklungen. Auf diese Weise haben am heutigen
Wissen beide Quellen ihren Anteil.

Gegenwirtig sind die Orthogonalreihen, von allen physikalischen
und statistischen Anwendungen abgesehen, ein wichtiges Werkzeug
der reinen Mathematik. Sie sind ja nichis weniger als die analy-
tische Geometrie des Funktionenraumes bei Zugrondelegung des
rechtwinkligen (= orthogonalen) Achsensystems. Nur ist der Funk-
tionenraum unendlich komplizierter und reichhaltiger als der eukli-
dische Raum und es bieten sich in jenem Probleme, denen kein
Analogon in diesem enispricht. Eine reclle Funktion ist ein ,Punkt”;
die ,,Distanz” zweier Punkte im Funkiionenraum gibt quadriert bereits
ein Integral. Nun hat man die Wahl zwischen verschiedenen Inte-
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gralbegriffenund es emptiehltsich der Lebesgu e’sche aus folgenfien
Griinden: zundchst ist er allgemein genug, um alle bekannten (nicht
,zu groBen”) Funktiopen zu fassen, des ferneren verleiht er — bei
der Befinitien der Distanz als Integral—dem Raum die Eigenschaft
der Komplettheit (den fiblichen Ausdrack ,Vollsiindigkeit” muBten
wir uns fiir einen anderen Begriff vorbehalten); dies ermdglichte
F. Riesz und E. Fischer den Hauptsatz der Theorie der
Orthogonalreihen aufzustellen. '

Diese Monographie behandelt die allgemene Theorie der
Orthogonalreihen einer Verinderlichen. Die Verfasser waren sich
mit d;r Redaktion der Sammlung dariiber einig, daBl das Ringehen
auf spezielle Orthogonalsysteme wohl den Umfang des Buches, nicht
aber dsn Wert ‘desselben in gleichem MaBe vergrifern Wﬁrd&. So
ist z.B. die Theorie der Bessel’schen Funktionen sowie der meisten
aus der mathematischen Physik bekannten Systeme, als nicht in den
Rahmen dieses Werkes passend, fibergangen worden. Spezielle Ortho-
gonalsysteme kommen wohl in diesem Buche vor, aber blof als
Beispiele. Unter den vielen schdnen und wichtigen Dingep, die der
Leser in diesem Buche nicht finden wird, mdchten wir noch die
Anwendungen auf die Theorie der Integralgleichungen erwéhoen,
sowie die von G. Szegi und anderen (Bochner, Bergmann,
Zarankiewicz) ansgebildete Theorie der komplexen Orthogonal-

systeme. Auf enzyklopddische Vollstindigkeit hat also diese-Mono-"

graphie keinen Anspruch. : o
- Der allgemeine Standpunkt kommt auch in der Wahl der
Hilfsmittel zur Geltung. Selbstverstandlich wird der Lebesgue’sche
Integralbegriff als bekannt vorausgesetzt; wir durften das umsomebr
tun, als das in dieser Sammlung erschienene griindliche Buch von
S. Saks allen diesbeziiglichen Wiinschen npachkommen diirfte.
Diejenigen S#tze der Integrationstheorie, die wir nicht als mathe-
_matisches Gemeingut betrachten kennten, haben wir im ersten Kapitel
zusammengestellt. In demselben Kapitel haben wir alles Notige aus
der Theorie der Operationen — mit oder ohne Beweise —gebracht.
Es handelt sich bloB um wenige S#tze, die wir besonders in den
drei letzten Kapiteln unseres Buches anwenden: hier findet der Leser
den Saks'schen Satz iiber Folgen von Operationen, sowie die
Prinzipien, die einer von uns das ,Resonanzprinzip” und das ,Prinzip
der Kondensation der Singularititen” genannt hat; sie geben einen
Oberblick der méglichen singuléren Funktionen und ihrer Ver-
teilong im Funktionenraum. Niheres iiber die Theorie der line-
aren Operationen findet der Leser im Banach’schen Buche dieser
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Sammlung. Wir haben es versucht, die Beweise der Operations-
theorie moglichst kurz zu gestalien, wobei uns (besonders beim
§ 8 des ersten Kapitels) Herr S. Mazur wesentlich geholfen hat.
Verbiiltnismiiflig wenig haben wir iiber Fourierreihen gebracht,
well in derselben Sammlung das newe Buch von A. Zygmund
iiber diesen Gegenstand vorliegt.

An dieser Stelle méchten wir die Frage nach der Urhe-
berschaft der in diesem Buche behandelten einzelnen Ergebnisse
und Theorien erwihnem: es war nicht vnsere Absicht jedesmal
nach ijhrem Ursprung zo forschen, und wir haben uns damit
begniigt, nur gelegentlich Sitze uond Beweise mit Namen zu
versehen. Die uns zugiinglichen Werke und Abhandlungen haben
wir in der Bibliographie genannt, vm dem Leser niihere Orientie-
rang iiber spezielle Fragen zu ermoglichen; es ist aber nicht
der Zweck dieser Bibliographie, Prioritéitsfragen zu entscheiden.
Infolgedessen kémnen manche eigenen Resultate, die wir friiber
nicht publiziert hatten, hier nur an der Abwesenheit von Zitaten
als solehe erkannt werden. Es wiire aber verfehlt, alle zitatenlosen
Ergebnisse den Verfassern zuzuschreiben, da viele allgemein be-
kannte S#tze der Amnalysis und der Funktionentheorie ehenfalls
ohne Literaturnachweis gelassen wurden.

Das Buch besteht im Ganzen aus acht Kapiteln. Jedes Kapitel
zerféllt in einige Paragraphen. Die eckig eingeklammerten drei-
stelligen Nummern am Rande geben durch ihre erste Ziffer das
Kapitel, durch die zweite den Paragraphen an. So ist z. B. [394]
ein Satz des Ill-ten Kapitels und des 9-ten § Es wird aber
manchmal mit jenen Nummern eine Definition, eine Bemerkung
oder bloB eine Formel bezeichnet. Findet der Leser eine Angabe
wie II, 5, (25), so bedeutet die rOmische Zahl das EKapitel, die

arabische den § und die rund eingeklammerte die Nummer der
Formel im Kapitel.

Die Bibliographie besteht aus zwei Verzeichnissen. Das erste
gibt eine Zusammenstellung der Abbandlungen in alphabetischer
Ordnung; die zitierten Arbeiten sind durchgehend numeriert und
die dem Titel folgenden eingeklammerten Nummern weisen auf
die betreffende Stelle des Buches hin. Das zweite ist ein Gegen-
schliissel zam ersten: es ist nach den Klammernummern geordnet
und gibt die zugehdrigen Ordnungsnummern des ersten Verzeich-
nisses an. Einige Bilchertitel gehen den Verzeichnissen voran.
Auf diese Weise haben wir FuBnoten entbehren kénnen.
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Eine Zusammenstellung der Abkiirzungen, Bezeichnungen und
Symbole dient dazu, dem Leser tiber eventuelle terminologische
Schwierigkeiten hinwegzuhelfen; es ist kein Verzeichnis der Defini-
tionen, sondern bloB eine alphabetische Liste mit Bezugnahme
auf die Stellen, wo die Auskunft im Buche zu suchen ist; mangels
einer solchen wird eine kurze Erklirung gegeben.

Bei dem Korrekturlesen gewihrten uns die Herren H. Auer-
bach, S. Mazur, L. Sternbach und A. Zygmund freund-
liche Hilfe; ihnen allen und besonders Herrn Zygmund verdan-
ken wir auch manchen wertvollen inhaltlichen Ratschlag. Allen
diesen Herren sprechen wir unseren aufrichtigen Dank aus.

Viele Rechnungen und Formeln im IV-ten Kapitel haben wir
dem ansgezeichneten Hobson’schen Werke ,Spherical and Elli-
psoidal Harmonies® entnommen.

Im nachstehenden Fehlerverzeichnis sind einige von uns
nachtriiglich bemerkten Korrigenda angebracht.

: Die Vetfasser.
Lwéw, im Oktober 1985.

FEHLERVERZEICHNIS.
Seite und Zeile o
von {3111,1::1: statt: : ) lies:
% o p<2 p>2
150 h - [181] R —
167 : — : ‘ i o [131]
251 vom MaBe w—e vom MaBe zw—¢
. 328 ’ Zahlaystem Zaklensystem
708 " Kinser Einsen
80y - {fi} A
93, Subsiraktion Subtraktion
9912 zwel ersten zwei
10712 | I [ s l h I <’1/3
S 128t (0,1 ein) (0,1) ein
162, 1f23 (#) T3(%)
198, 7(8,,(2) ndS,(8)
196 | IF1E<= () Ifll<= (N
274, 7 ‘ Cn+i ] Cpla
- 275y, ' >2 . =1,
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I. KAPITEL.

Vorkenntnisse.

Dieses Kapitel bringt gewisse Definitionen und Sitze, die wir
im ganzen Buche brauchen werden. Von diesen S#tzen sollen einige
bewiesen werden.

§ 1. Konvergenz und Summierbarkeit.
Es seien {a,; und {#,} zwei unendliche Folgen und
Sp=a,+a,+ ..+ a,;

dann ist folgende, nach Abel benannte Umformung oft niitzlich:

4P n=p
£ «}T 1[1-}3 by, = S Se(be — bir-‘i—:) — Snbugr -+ Spep l’n+p+1 . {111}
=1 E=mi1 y ’
Die Abel'sche Umformung kann auch so geschrieben werden:
ntg np—1
X oanbi= X sulbe— baps) — Subari + Sutpbars. [112]

A=n-1 Fzmgpe—1

In beiden Formeln darf s; durch §; = s; + ¢ ersetzt werden,
wo ¢ von k frei ist,

Es sei ¢>>1 und es bezeichne Y die Menge aller Folgen
{x:} mit

(=]

Moxe ! <o,

_—

k=1
und ¢' die darch 1/ -+ 1/¢ =1 erklirte Zahl.
Dann gilt der Landaw’sche Satz: fst fir jede Folge {x;} in I’ [118]
E p Xp
k=1
konvergent, so gehdrt {ax) zu 17, d. h. es ist
XMl T <so.
k=1 .

S. Kaczmarz ond H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 1
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286 VIII. Kapitel. Biorthogonale SBysteme und Orthogonalpolynome,
Die Ungleichungen
b
g - f{t 2
ity <o [w (t)('f%——fgiﬂl) i < o
a R

(mit n-freiem o) bedingen
lim 5.(t,) = f(£,),

denn der Ausdruck \ o ,
J W () ]i%:»éit") w0 (1) dit
konvergiert gegen Null fiic #- oo, als #-ter Koeffizient der Entwick-
lung von in?;{ﬁi nach {g,}. Dieser Satz ist z B. auf das Le-
— to

gendre’sche System in jedem inneren Punkte von (—1,-4-1) anwendbar.
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ABKURZUNGEN, BEZEICHNUNGEN, SYMBOLE

(mhy bedeutet: m-te Seite, j-te Zeile von

A [844] 79,

Abel’sehes Verfahren 5°

abgeschlossen [241] 49, [872] 2807

absolnt konvergent [167] B0*

additiv 18,

o4 la Fourier® §i'

antisymmetrisch inbezug anf a
Flatt)=—fla=1t (0

asymptotisch [162] 27,

B 1811] 261,

Banach’sche Aquivalenzen 250
Ressel'sche Ungleichung [264] 59
biorthogonal [811] 261,
Biorthogonalentwicklung 2067,
B-limitierbar 5,

BN [811] 261

BNV: vgl. BN, V

BNVV 2727

Boralacher Satz 129,

B-Raum [138] 14!

C [516] 152;

C 160

¢ [516] 152,

Cantelli’seher Salz 12910

Canchy’sches Postulat 14,

Caunchy’scher Satz 87,

CE 9,

Cesiro’sche Mittel 4,,

charakleristisel: notwendig uad hin-
reichend

Christoffei-Darbonx'sche Mdentitit
[662] 278,

C, [672] 232,

e, |672] 2821

(C, M-summierbar 4,

oben
unten/ -

D [518] 152,

d [516] 152,

Derivierte 1V
dicht-abgeschiossen [247] 53¢
dicht-vollstindig (247|537
Distanz 14,
Divergenzfaktoren [663] 2411

e 202"

Entwicklung [258]55,,, 223,4, [811] 261,,
[881] 284'*

erste Kategorie (von der) [138] 17,

erstes arithmetisches Mittel 47

F-Raum 17,

fast stherall 6%

fast uberall konvergent 26,
Fourier'sche Transformierte 281,
Franklin’sches System [443)122,
froi von A: unabhiingig von &
Fubini’scher Satz 12,

Funktional 18,

£.iu: fast fdberall, s.d.

geschlossen [132] 17
Gram’sche Determinante 62;
Gram’sches Kriterinm [312] 62,
Grenze 14,

LGrenze® [116] 412

Haar'sches System [226] 444
Faufungspunkt 177
Hermite'sche Polynome 143, 45
homogen 18,

H, 1671] 281,

h, [671] 231y,
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in der Ebene d. Systems gelegen 249%
insichdiefst [132]17'

Koeffizient [252] 554, 223,
komplett 14,

konjugierte Bntwicklung 267,
konjugierter Exponent 108
konfugierter Raum 1951
konsistent 5%

konuergent 14,, [148] 18;
konvex 382

K, [682] 238!

I, [682] 288t
wlranichschwirme"” 38,
Kugel 1321174
L 14,

L1178

1°° 254,

Laguerre'sche Polynome 141,
lakundr [712] 243,
“Legendre’sche Polynome [317] 66,
Lerclvscher Satz [457] 85,
Lim 27°

lim: lim inf

lim: lim sup
lim ag 1302
limitierbar 4!
linear [144]19*
Lp [681] 237,
lﬁJ [681] 237,
Lp 108

lp 1s

M 187

Majorante [691] 240,,

max: Maximum

metrischer Raum 14

min: Minimum

minimal {817] 263!+
minimal-abgeschlossen [248) 530
minimal-vollsigndig [248] 53
Minkoweki'sehes Funklional 38,
Minkowski'sche Ungleichung [128) 10,
Mittelpunkt einer Kugel [182] 171
Moment 31,

multiplikativ [454]127,
Multiplikator 2231

N 58
nirgendsdicht [132) 1718
Norm [187) 18%,

siner Operation [146] 194
normiert [187]18% 53, [811] 261,,
Normierung 543
Nullmenge: Menge vom MaBe Null

Q [218] 39,

0 6%

o 6LI

offen [182] 174

o. (}.: obere (irenze -

ON: vgl, O, N

ONA: vgl. O, N, A

ONV; vgl. O,N,V

ONS,,: vgl. O.N, 8,

Operation [141] 18,

orthogonal 87,

Orthogonalmenge [214] 407

Orthogonalreifie [251] 54,

Orthogonalsystem {213]39,

Qszillation: Differenz zwischen der
oberen und unteren Grenze

perinanent 4'®
Potgronsehes Verlahren:
Abelsches Verfahven, s. d.
positive Menge:
Menge von positivem Mall _
prebabilistiseh: wahrscheinlichkeits-
theoretisch

vquasi-ergodisch” 136,

Rademacher’sches System [225] 42°
Radins einer Kugel [132] 171
sRefhensumme” 4,
relativ-orthogonale Polynone |852) 2768,
relativ-orthogonale Systeme [851] 27619
RO: relaliv-orthogonale Systeme, 8. d.
ROP: relaiiv-orthogonale Polynome,s.d.
ROPV: vgl. ROP, V

R, vl fakunar

R, [712] 243,

Abkiirzungen, Bezeichungen, Symbole. 289

Schaunder’sches System [242] 507
Schmidt'seche Methode {3181 635

schwache Carleman’sche Singularitit:

vgl. e,
schwache Grenze:
vgl. schwach korvergent

schwache Hardy-Littlewood' sche Singu-

laritat: vgl by,

schwach konvergent [163] 28°

Schwankupng: Oszillation, & d.

separabel [139] 18,;

sign 434

skalares Produkt 37,

starke Carleman’sche Singularitiit:
vgl. C, '

starke Hardy-Littlewood'sche Singula-
ritit: vgl. Hp

Sy vgl. lakundr

starke Konvergenz [161] 27%

stirker 5!

stetig [142] 18,4

stilisterte Sinusfolge 43,

summierbar 4

Symmetriezentrum von X: eina,s0daf
(a4 x)eR stets (@ — x)e R impliziert

S, [712] 243, o

ae A a gehirt zn der Menge A (ist
ein Element von A)

a2 A: a gehdrt nicht zu 4

D 202¢

ALCB: A ist Teilmenge von B
A1

{an}: dy, sy Gy e

{{a;}}: Matrix mit Elementen ay
< g, b > Strecke a <t b

(2, b): Strecke a<{t<b

(4, B) 222

la|< e a ist endlich

¢ 73;

& 18

Treppenfunktion 14*
trigonometrisches System [223] 411
T-summierbar: vgl. summierbar
Typus B (vom); vgl. B-Raum
Tvpus F {ovom): vgl. F-Raum

unbedingte Konvergenz [167] 30,4
uberalldicht [13%]172

V 714, [814] 26210

V 19

wvektorieller Raum [1835] 17,
vollstandig 451, [814] 26210, [871] 280°

wesentlich beschrinkt 167

wegentliche obere Grenze: daslileinsts
v woflir F(t) {7y LiL

wesentliche untere Grenze: das gréfite
v wollir f{#) = £ 1.

w.0.G.: wesentliche obere Grenze, s. d.

w.u.G.: wesentliche untere Grenze,s.d.

zeilenfinit By,

zeilenwelse normiert 6714

zeilenwelse orthogonal 6743
zeilenweise vollstiindig 71,
zuginglich 2631

zweite Kategorie (von der) [183] 17, -

| E] &

Fp das profite ganze v woflir v <{p
o4 Fpg}: Folge {Fp ) mit g als Index
(&) fir alle 2 einer k-Menge

PN 16,

(x,3) 14y
x-—y 18

[| x{l: vgl. Norm
I lg 48

b

/‘} dg |; Schwankung von g()

a fiber < a, b=

< a,ﬁ.} T, B> 21

~ 2021

8, Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreilien. 19
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