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VIIL KAPITEL.

Biorthogonale Systeme und Orthogonalpolynome.

Dieses Kapitel hat einige oft gebrauchten Erweiterungen des
Begriffes Orthogonalsystem zum Gegenstand.

§ 1. Biorthogonale Systeme.

Die Orthogonalitiit ist ein mit dem Raume L? verkniipfter
Begriff; es ist natiirlich, von den Funktionen ¢.(f) die Zugehorig-
‘keit zu L? zu verlangen, wenn man das Produktintegral bilden
will. Eine Verallgemeinerung anf andere Réume ist naheliegend:

Man betrachte einen Raum R, ein System {x,} von Elemen-
ten dieses Raumes und ein mit {x,} gleichmichtiges System {U,}
von in R erkldrten linearen Funktionalen. Wir nennen das System
{x,, Uy} biorthogonal und normiert (kurz BN), wenn

(B) Uy(xg) =0 0o B
bzw. ‘
(N) U(/.(xa.) =1 (U)

gilt. (Man beachte, dafl obige Normierung nichts iiber die Nor-
men von U, und x, aussagt).

Entwicklung eines xe¢R mach dem BN {x,, U,} heiB3t die Reihe
(1) X~ lea, Uy(x).
o=

Diese Schreibweise hat als stillschweigende Voraussetzung, daB die
Indizes « natiirliche Zahlen sind, d.h. daB {x,} abzihlbar oder
endlich ist. Wir zeigen nun:

Ist R separabel, so ist ein BN hochstens abzihlbar.

[811]

[812]


pem


(813]

[814]

(815]

[816]

262 VIIL Kapitel. - Biorthogonale Systeme und Orthogonalpolynome.

Es sei {x, U,} ein BN, Die Annahme | U,|| =1 schrinkt die
Allgemeinbeit nicht ein. Dann ist aber

1= U, (%, — )Cg) < Hxa "—xBH
und man fithrt den Beweis genau so zu Ende, wie denjenigen von [341],

Es ist auch die lineare Unabhdngigkeit der x, untereinander und

n
der U, untereinander leicht beweisbar. Hat man néimlich > v, x; =0,
. {=1
so ist

U(®) = Uy (2_71 f x,) =14 (k=1,2,..,n),

also v, =0 fiir alle 2 < #. Ahnlich beweist man den zweiten Teil.

Ein BN heiBt vollstdndig (kurz V), wenn {U,} vollstiindig ist,
m.a. W., wenn es in R kein x mit | x>0, Uu(x)=0 (n) gibt.

Wenn die Entwicklung eines x nach einem BNV stark in R
konvergiert, so ist x ihre starke Summe. Es ist nimlich dann

u4p1§mmuﬁ=o (),
also

x= 2 x; U(x).
I==1

Die Vollstindigkeit eines BN ist weder von derselben Eigen-
schaft des {x,} bedingt, noch ist das Umgekehrte der Fall. Es sei
z.B. {9.(?)} ein ON, V inbezug auf L% setzt man

88) = 0u(8) + Cuis(®);  nld) = Onpa(?) (),
fiir nstm

so kommt

b 0
/%mxanﬂ={1

tir n=m;
nun ist aber {¢.(f)} vollstindig, denn aus

b
J7@® syt =o
folgt ¢

b b
[fO eyt =~ [F@) oty at,

b
was mit Riicksicht auf lim [f(#) gu(t) df = 0
n—yoo 5
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b
Jf @ eutydt =0 (1),

also f(f) =0 f.ii. ergibt. Andererseits ist {y.(f)} unvollstindig,
denn ¢,(¢) ist zu allen %.(f) orthogonal. W#hlt man einmal $4(f)
. /

als x, und ‘/‘xn(t)x(t) dt als U,(x), das andere Mal v,(f) als x» und

b

/'«pn(t)x(t) dt als Uu(x), so ist das BN {x, U,} im ersten Fall un-

%ollsléindig, im zweiten vollstindig, {x,} im ersten Fall vollstindig,
im zweiten nicht.

Minimale Systeme. Es sei {x,} eine aus Elementen von R
bestehende Folge und X (R die Menge derjenigen x, welche sich
durch Linearformen der x, approximieren lassen; es ist also x,e X
dann und nur dann, wenn zu jedem £>>0 ein # und 7,7,,..., 7, mit

[l — ¥y X — Yy X — oo — T X |l <6

vorhanden sind; wir sagen dann, x, sei fiir die x, zugdnglich.

Das System {x,} heiBt nun minimal, wenn die Beseitigung
eines x; stets eine Verminderung von X verursacht. Diese Definition
ist eine Verallgemeinerung von [248]. Es ist darnach jedes ON
minimal, dagegen z.B. {#*} nicht, wie aus dem Miintz’schen Satze
[361] ersichtlich. Ein endliches System von linear unabhéngigen
Funktionen ist stets minimal.

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fir die Minimalitat
von {x,} ist das Nichtvorkommen von x; in Xp; dabei bezeichnet X
das dem System {x.} (n5%=k) entsprechende X und die Bedingung

hat fir alle % erfiillt zu sein. (M.a. W. soll kein x; fiir die tibrigen

X, zuginglich sein).

Die Notwendigkeit ist klar, denn aus xreX, folgt die Zuging-
lichkeit von x; fiir {Xs=}, also aller x € X, und X, =X, Die Hin-
langlichkeit liegt auf der Hand, denn x; ¢ X, also a8t x> X, die
Verminderung erkennen.

Kehren wir nun zu den biorthogonalen Systemen zuriick.
Setzen wir bis auf weiteres voraus, die Glieder der Folge {x,} seien
in I’ (1 < p <oo) enthalten. Dann ist {Us} von der Gestalt
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b
Un() = [ yult) 5 (t) dt

mit y.e .’ (bzw. ¥, € M) und man sieht, wie man die Rollen von
X und y, gegebenenfalls vertauschen kann.

Wir werden—der Kiirze halber-—solche Biorthdgonalsysteme
mit {X,, ¥} bezeichnen. Es bedeutet also die Definition [811] nichts
anderes als

(2)

b

0 fir iskk
xi(t htdf=J !
z,[ @)t l1  firi=4k

und die Entwicklung (1) nimmt die Gestalt

=3 b
x(@) ~ 3 coxa()  wit cp=[x(t) yi(t) dt
an. k=1 @

Die Minimalitit won {x,} ist notwendig und hinreichend, damit

man im konjugierten Raum Elemente y, finden kann, die mit den

gegebenen x, ein BN {x,, Yn} bilden.

Obiger Satz ist allgemein, d.h. fiir Systeme [811] giiltig; wir
beschrinken uns auf R=1" (1 <p <o), d.h. auf den Wortlaut
[819]. Wir fiihren den Beweis fiir p=1, der Fall p>1 erfordert
keine wesentliche Erginzung.

Notwendigkeit: Wiare z.B. x;, zuginglich, so hitte man

n
(3) Lim Cn = Xy mit Zn =12 ‘{g,) X
. =

n—yoo

und geeigneten v, Dann wire aber, nach (2),

b b
lim [3,(6) zu(t) dt = [ 5,8) y,(t) dt = 1

und

b n

h b
J9.®) 2ty dt = 30 [5,0) 5ty at = 0

a =2 a

(fz);

I-'Iinlﬁnglichkeit: Man hat die Existenz eines {yx(#)} mit
den Eigenschaften (2) zu zeigen. Es sei zuniichst £=1. Wir haben
also das Momentenproblem

b
[ty yy(ty dt =,
mit p; =1, ;=0 (i=2,38,..) zu l6sen. Nach [171]

Ungleichung genligt es, die
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I)‘ n

Zn'w iil < Yf > Ex(t) ’ dt

PR i u i=1

mit einem #n-freien 1 fiir alle endlichen Zahlensysteme &,&,, ... &, als
n

giiltig nachzuweisen. Setzt man z, fiir — > & x;, so ist

=9

=32

b
) v 16 %) — zlt)| dt > &,
[4]
die zu beweisende Ungleichung. Nun sollte aber {x,} minimal
gein, also gibt es ein e >0, welches der Approximation von x;
durch Linearformen der tiibrigen x eine untere Schranke setzt
(vgl. [818]); v==1/e; ist daher in (4) eine passende Konstante.
Damit ist die Existenz von y,(f) und (iihnlich) aller yu(f) bewiesen.

Wenn die Funktionen x,(f) zu L? gehdren, dann ist— nach
[883] — die Bedingung
lim G (%, %y, Xy, ooy Xn)

=0
n-yoo G ()CI, Koy euey xn)

fiir x ¢ X notwendig und hinreichend. Dies fithrt zu dem Ergebnis:
Bezeichnet 4, die Gram’sche Determinante (vgl. [312]) des
Systems (%, Xg,..., %), d.h. die Determinante mit den Elementen

0

Qi = /xi(t) xn(t)dt, und AY die zu ay gehirende Unterdeterminante
a

von A4, so ist die Existenz von 7n-freien v mit

AP

) L < (1)

fiir die Minimalitit von {x,} charakteristisch.

§ 2. Biorthogonalisierung.

Ist {p,(£)} ein System aus L” (p >» 1) und sind die 9, unter-
einander linear unabhiingig, so lassen sie sich in ein minimales
System linear transformieren, so dafl — nach [817] —die Bildung
eines BN mdiglich wird. Die Transformation kann nach einem dem
Schmidt'schen #hnlichen Verfahren bestimmt werden. Es dient
dazu folgendes
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Lemma: {g:} sei ein endliches System (k=1.2,...,n), sonst wie
n [821]; es gibt dann ein y(t) mit
0 firk=1,2,..,n—1

b
,,fy(t-)%(t)dt:{ 1 fir k=n.

Dieses Lemma kann aus [171] gefolgert werden, wenn es
uns gelingt, die Unzuginglichkeit von ¢,(¢) fiir die librigen ¢ zn
zeigen. Nun aber fiihrt die gegenteilige Annahme zu

lim / ) — 780D — 100 — .10 D] =0

roee 4

mit geelgueten 1%; dividiert man durch den absolut gréBten Koef-
fizienten 75, und bezelchnet die neuen Koeffizienten ebenfalls mit

1) (B=1,2,..,n), so werden alle |y| beschrinkt (< 1). Eine
Folge A1) enth'eilt unendlich viele Einsen; das Héufungspunktver-

fahren liefert also
/ 1057 on(®) — 18 0y(8) — oo — 152 pua(t) | dE = O

mit l’k., —‘1 was der linearen Unabhé#ngigkeit widerspricht; smd
die ITk | von vornherein beschrinkt, so ist die Division tiberfliissig.

Jetzt gehen wir an die Konstruktion des BN. Wir setzen
Xy(f) = o,(¢), wihlen y,(f) der Bedingung

b
[y et =1

gem#B, sonst beliebig; setzen ferner

b
Bt) = a0 (8) T o 0t) mit oy +ay [ou8) v, dE =0,

und bestimmen y,(¢) aus

b b
[u®ye®dt=0, [yt xy(ty at =1,

wobei vom Lemma [822] Gebrauch gemacht wird. Allgemein: es sei

xn=B1‘P1+pz‘?2+---+BnﬂPn

mit

[822] Biorthogonalentwicklungen. 2687
n 1]
) P ﬁkhf 9ut) yilt) dt = 0 (=1,2. n-—1)
und b
[yat) eatt) dt = 0 (k=1,2,..,n—1),
) X
J@) entt) dt = 116 ().

(Hier ist die Annahme B, =40 zuldssig, denn die #—1 Gleichungen
(6) mit # Unbekannten B sind homogen).

Es bietet sich die Frage, ob zu einem minimalen System {x,(¢)}
mehr als ein System {y.(f)} gehirt, dag mit ihm ein BN bildet.

Es ist nun klar, daB {x,} minimal sein kann, ohne vollstindig
zu sein (jedes unvollstindige ON ist ein Beispiel dafiir); ist dann
g (@) 0 und zu allen x,(¢) orthogonal, so ist gleichzeitig mit
{x,,,yn} auch {xﬂ, Yn - g} ein BN.

Andererseits ist diese Erscheinung bei einem vollstindigen {x,}
unmdglich, denn sind {xu, yn}, {%n, 2} zwei BN, so ist yr — 2 zu
allen x.(#) orthogonal, also- Null. Nichtdestoweniger braucht das
BN selbst nicht vollstindig zu sein, wie aus § 1 erhellt.

Es gibt selbstverstindlich auch vollstindige BN: ein solches
ist z. B. {Xg, X}, wenn {x,} ein ONV ist.

§ 8. Biorthogonalentwicklungen.

Es sei {Xu yu} ein BN, xpel”, ynel” (1 <p<co, L™ = M)
einer Funktion f({)el’ wird die Entwicklung

oo b
(®) O~ Jen(t) mit Ef=/f(t) yi(t) dt 0

zugeordnet und, analog, einer Funktion g(t) el” (bzw g eM)
die Entwicklung

) HOEDY Syt mit = / g (8) x(t) dt (0).

Die Entwicklung (8) ist—nach [811], (1) u. (2)—eine Biortho-
gonalentwicklung, ebenso wie (9), nur wird einmal nach {x,, y»} das
andere Mal nach {y, Xx,) entwickelt. Gehort f(¢) gleichzeitig zu L’
und ", so hat es zwei Entwicklungen. Die Entwicklungen (8)
und (9) heilen konjugiert zueinander; wir nennen auch die Systeme
{%ny ¥a} und {yn, x,} zueinander konjugiert.
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Ist die Entwicklung einer Funktion f(t)eL’ nach dem BN {x.,y,)
schwach honvergent, so ist die Reihe

2k
i=1
fiir jedes g()el” (bzw. g(t) e M) konvergent,

Es sei nimlich f(t) die schwache Summe von (8); man hat
tir gel” (bzw. geM)

b n b
lim [¢(6) St x(t)dt =] g () F () at,

woraus nach (8) und (9)

o b
Stm=[eg t)at
folgt. ’ '

Ist die Entwicklung eines jeden f(tyel” (p>1) schwach konver-
gent, so ist die konjugierte Entwicklung fiir jedes g (t)ecl” stark
konvergent.

Beweis: Wir setzen
S”(g) 2./ ’h (t)7

nach [831] und laut Voraussetzung ist die Folge {s.(g)} schwach
konvergent, da

b n
[fOsigat = St

Es hat also nach [164] [su(g) [ eine n-freie obere Schranke; dies
ist fir alle g(¢)el” der Fall, also kann [151] auf die Folge der
linearen Operationen {s.(g)} angewendet werden, mit dem Ergebnis,
daBB die Operationsnormen eine beschrinkte Folge {p,} bilden.
Ist p. grofer als alle p,, so kommt

10y . 1sa(&) o < 1]l g (n, &).
Schreibt man g(zf) fiir die schwache Grenze von s,(g), so wird
su(g) = sx(g), da ja

b 3
= / g () xdt)ydt = lim [ s,(t) 5t) dt = 7.
2 R
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WiiBte man nun, daB g fiir die s.g) zuginglich ist, und
wire {o,) die entsprechende Folge von Linearformen

n
On == Z'Tnk Sky lim| g —~ o, | =0,
k=1 Yo

so konnte man in (10) fiir g die Differenz g—— 5, einsetzen und

bekdme ‘ , '
Isn(g — sl <plg—oal also  [sa(g)— ol < p] g —oal,

und schlieBlich .

lim || $.(g) — oul| = 0, ,l,lfn | sn(g) — §” = 0,

nyoo
was der Behauptung gleichkommt.

Die Zugiinglichkeit von g(f) ergibt sich aber aus folgender
Uberlegung: Die schwache Konvergenz bewirkt die Grenzwert-

beziehung { ,
)

hm/mnmnﬂ /amwww (@

und diese zeigt ihrerseits die Unlgsbarkeit des Momentenproblems

0 IZ.__
[s®ewydt=0 ),  [ed®ye®rdt=1

(mit @(¢) als der Unbekannten). Es kann daher das Kriterium
I, § 7, (25) fiir alle Zahlensysteme {&} nicht erfiillt sein, es muB
also — wie grof§ auch 7 sei— die Ungleichung

8.1+ 65.0 oo+ £,.0] <

n
11|16 & —I—k,;; & 5Se

fiir gewisse &;,&,, ..., & durch ibr Gegenteil

n
— 1
&1g+];;5k5k <”_‘j"|&1l
ersetzt werden, was nach Division mit §; die behauptete Zuginglich-
keit erweist.

Aus [832] folgt unmittelbar, daf unter denselben Annahmen
die Entwicklung eines jeden f(f) e L’ (p>1) stark konvergiert:
man braucht blof zu beachten, daB die konjugierte Entwicklung
a fortiori schwach konvergiert, und [832] auf das konjugierte BN
anzuwenden.
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Der Grenzfall p =1 von [832] lautet:

Ist die Entwicklung (8) eines jeden f(t)eL schwach konver-
gent, so ist die Entwicklung (9) eines jeden g(tye M f.il. beschrinkt,

Denn {s.(g)} ist schwach konvergent, also [ 8aflar << & (n-frei)
und w.o.G.|s;| <« Und umgekehrt:

Ist die Entwicklung (9) eines jeden g(t)eM f.i. beschrinkt
und {x,(t)} vollstindig inbezug auf M, so ist die Entwicklung (8)
eines f(t) e L stets gegen f(t) stark konvergent.

Beweis: RHs ist

Zunn)|a

<JIf®).

‘ pXTR
=1

also, nach Voraussetzung, der linksseitige Ausdruck unter einer
n-freien Schranke gelegen. Nun ist aber

s

1

i

b
G = raf) g (8) dt,

wenn r,(f) die n-te Partialsumme von (8) bezeichnet, also nach [154]
auch || 7.(f)|. unterhalb einer n-freien Schranke p(f). {r.(f)} ist
aber eine Folge von linearen Operationen; wir kénnen hier [151]
(mit F=FE =1L) anwenden und erhalten die Beschrinktheit der
Operationsnormen: || 7,|| <p; p ist 7~ und f-frei. Es gilt daher

AiralH e < el fll (1, f).
Die Vollstdndigkeit von {x.} inbezug auf M bewirkt die Ab-

geschlossenheit inbezug auf L; es sei also

(11) Li)m pr=F mit p, =[Z: Brre Xy
=Yoo o ] .
d.b. lim [|f~pnjlc=0; es kommt wegen ||7a(f— pu) [l < pufl = pu iz
lim [ 7(f) = 7(pn) ||z = 0,

und wegen 7.(p.) = p

lim || #a(f) = pullz = 0,

H—yoa
was mit (11) Lim r,l(f)‘::f ergibt.

n—yca

Aus beiden letzten Sitzen folgt fiir BN {x,, y,} mit inbezug
auf M vollstindigen {x,}, daB die schwache Konvergenz von (8)
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fiir simtliche fe L bereits die starke Konvergenz fiir diese Funk-
tionenklasse sichert.

Es bleibe nicht unerwiihat, da einige Sitze des VI-en Ka-
pitels liber Multiplikatoren sich sinngem#B auf Biorthogonalsysteme
iibertragen lassen.

§ 4. Biorthogonalentwicklungen in L2

Es sei xi(t) € L%, y(f) € L* fiir alle i und {x;, y,} sei ein BN.
Dann hat jedes f(f) € L* zwei Entwicklungen: (8) und (9), denn
man darf g(¢) = f(f) wihlen. Man wiirde aber fehlgehen, wenn

£y

. \ co
man etwa die Konvergenz von rZ i (oder ZEE) vermutete; diese
] -

ist nicht einmal dann notwendig, wenn die Quadratintegrale von
xi(t) eine I-freie obere Schranke besitzen. Wir konnen vielmehr
zeigen, daf} das [B16] als Beispiel begleitende BN fiir ein gewisses fe L
allen «; den Wert 1 erteilt. s sei nimlich {p;} ein ONV inbezug
auf L% X;= ¢ + giy1; nach [171] geniigt es die Ungleichung

b 2 1
dt) :

J
tiir alle 7,8;,Cs, ... ,Cs nachzuweisen. Nun ist aber in der Tat

n

1;: L xi()

n

-l
PN
fams |

s
i,.:j ”/]ICiI: ~\<<

b b

~ n 2 4 n n .
/ }1 Gty | dt = {cpl(z)lzl‘c,- + )::ﬁ;cpiﬂ(t) dt
a b= a freey [m=

noNEon g
m(,LC:)—FEt;;;-, pN?
=l i

fe==l, fizz]

und die Quadratintegrale der x;(¢) haben alle den Wert 2.

Aus [832] ersieht man, daB die schwache (und a fortiori die
starke) Konvergenz aller Entwicklungen (8) die starke Konvergenz
aller konjugierten, also beider Entwicklungen zeitigt.

Bezeichnet man in diesem Falle wieder mit 7,(f) und s,(¢) die
Partialsummen der beiden Entwicklungen (8) und (9), mit f(£)
bzw. g(f) ibre starken Summen, so kommt

{{ . _
lim [ (F(8) = ) (& () — su(®)) dt =0,
also ’

(12)

[Fgwadt= l;‘j: 3

b
u

[841]
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Ist das BN und das zu ihm konjugierte System vollstiindig,
so kann man [815] anwenden und (12) zu

b
(1) [royg@yat= e
verstirken (im Falle f(f) = g (¢) erhilt man
b oo
[t = S,

ein Seitenstiick zu der Parseval’schen Beziehung).

Wir werden die eben gemachte Annahme mit BNVV andeu-
ten und fiir solche Systeme die drei Grenzwertbeziehungen

£ lim f (f(t) = rat))rdt =
20 lim f(g(t)~s,,(t))2dt—0
8 lim [0 =) € - sipde =0

ndher erortern.
Zuniichst werde bemerkt, dafl jede von den Beziehungen 1°, 2°
bereits 8° zur Folge hat, denn

b
[(F@&) = r®)) (g (&) — su(®)) it

b b
= [(F(t) — ra(®)) g (B dt — [(F(t) — ru(t)) su(t) dt;

das erste Integral rechts strebt gegen Null wegen 1°, wiihrend
das zweite gleich

n

b ) b n
Jftysutydt — [ra(tysutty dt = 3 & — e,
a a i=1 =

also gleich Null ist; ebenso wird 8° aus 2° abgeleitet.

Ferner werde an [832] erinnert, demzufolge die Erfiillung
von 1° (bzw. 2°) fiir alle f (bzw. g) die Richtigkeit von 2% (bzw. 1°)
fiir alle g (bzw. f) zur Folge hat.
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Wir kinnen aber auch aus 3" auf 1’ (und ebenso anf 20)
schlieBen. Genauer: ist 8° fiir alle f und alle £ erfiillt, so ist 1°

fiir alle f und 2° fiir alle g giiltig. In der Tat, die Voraussetzung

e

impliziert die Konvergenz von 51 51; und umsomehr die Beschrinkt-

heit der Partialsummen.jener Relhe, dieselben lassen sich- als
b
Jrufity g @ at

schreiben; diese Schreibweise deutet die Abhingigkeit des r, von
f an. Vermdge [152] ist also ||7.(f; £)||;» unter einer n-freien Schranke
gelegen, woraus, genau wie beim Beweise von [834],

| ra(f5 t)”],n Sl Hf”/l

folgt, nur ist jetzt L? der betrachtete Raum.
Beweis auch weiter wie jener zu fiihren und ergibt 1°
Gesagten folgt unmittelbar:

Aus dem
Sind }iL Eini| fiir alle f und g unter einer n-freien Schranke
gelegen, so hat das betreffende BNVV die Eigenschaften 1°,2° und 8°

Konstruieren wir jetzt folgendes BNVV: Es sei {¢(f)} ein
ONV; es werde

Xi(2) = @u(t) — prp(d), yi) :ngl ¢(t)
gesetzt. DaB dem System {x;,y;} beide V zukommen, ist ohne

weiteres sichtbar, denn

4
7@ xtydt =0 o)
fiihrt zu ‘
I{ Ig
JF@) sty dt = | £(8) gty it ),
also wegen [265] zu /
(14) [F@) ety dt = @),

]
d.b. zu f(£) =0 f.ii; ist aber [f(£)yit)dt=0 tiir alle /, so kommt
a

18

8. Kaczmarz und I. Steinbaus. Theorie der Orthogonalreiben.

Sonst ist aber der.

[842]
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b b
[remat=0, [ et — vty dt =0,

also noch einmal (14) und f(¢) =0 £ i

Fiir dieses BNVV existieren vier Funktionen fi(£), fs(t), fy(£), f,(t)
mit

a) 1° richtig,  2° richtig (f

B) 10 rlChtlg, 20 falSC/Z (f2)7

1) 1° falsch, 20 richtig (/s),

8) 1° falsch, 2°  falsch ().

Es sei nimlich f(¢) ¢ L% die Koeffizienten §,7; lassen sich
durch die

b
eo= [FOyed) at

als &=c¢,+c¢y+...+ ¢, Mi=ci— ciys ausdriicken, was den Be-
ziehungen 1° und 2° die Gestalt

b n n 2
ay  lim [ [f(t) — Zeed) + oup®) 3 ch dt =0,
n—ree o I== =1
b n n 12
@ i [ |70~ Sentt + e S| d=o
verleiht. Wegen [378] ergeben sich daraus, als charakteristische

Bedingungen fiir 1° bzw. 2°

1, E =0, : 2 Hm nejppq = 0.

n—reo

Nun kénnen wir aber {¢;} beliebig vorschreiben, wenn nur auf die

9 . . - . s
Konvergenz von .Z:Ci geachtet wird. Wir wihlen also viererlei {c;):
=

Ecn =0,

n=1

(U') | C”'l‘l I < | Cn |a
es gilt 1, und 2,.

® =0 fur 210541, P32 (k ganzzahlig),
=1, fur i =108 41, 6 =— N
fu

1, gilt, 2, nicht, denn es ist nchiy = 104k fiir 1 = 10*,
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(1) er=1/ilog (i41);
1, gilt nicht, 2, ja.
@) ci=1/i fiir i5£10%41,

ci=1/p fiir i=10k41;

hier gilt- weder 1, noch 2,

In allen vier Beispielen ist {c;} € /4 so daB die in [843] ange-
sagten Funktionen tatséchlich existieren.

Im Falle d) (und nur in diesem) kann man noch die Unterfille

. q
8) [(F—r) (f—s)dt-0,

uaterscheiden. Unser Beispiel (0) entspricht nun dem Unterfall 3,),
denn

8,) ,6,) falsch

b b

(45) [Pl ra®) (70 = sutyat = [Fi@y dt = Dt

¢ b n n
=[Ot = Xet+ e Yo,
a [ (&3

also ist fiir die Folge (3), wegen

Null als Grenzwert von (15) ausgeschlossen. Um den Unterfall 3,)
zu erhalten, geniigt es in (8) c¢;=1/k* (anstatt =1/p) fiir {=10441
zu setzen.

Die Konvergenz von 2, & ist— wie wir bereits bemerkt
P}

haben — fiir 1°, wie auch fiir 2° notwendig; hier geben wir noch
eine andere Bedingung:

Die Konwvergenz der Folge

n n Q
PPN mit oy = / xi(t) xi(t) dt
i=] R==1 n
bzw. der Folge

noon b

S 10 B mit By = /:Vi(t))/k(t) dt

Fuz] Rl ;l

ist fiir die starke Konvergenz der Entwickiung (8) bzw. (9) nach dem
BN {x.,y.} notwendig.

[844]
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Wir haben nimlich
[ h

DS o= 3 & / i) [5u(t) — Sw(B)] dlt == / [$0E) — Su(O)]? dt.
i=mi1 k=m- =l
n m b 1‘ ”1
Z 2 Eibp o= /[Sn(t) — Sm(l),] S/n(t) dt = \ S“ Gk o s
i=mA1 k=1 s

woraus der Satz fiir die erste Lesart folgt; ihnlich beweist man
die zweite Lesart.

§ 5. Relativ-orthogonale Systeme.

Ein Funktionensystem {¢,(f)} mit einer Funktion w(f).=0, die
ihm die Eigenschaft
b (0 flie nsm
£) 9u(t) pm(t) dt = H,m
(16 a/w()%(nn() ll fir n=m (1, m)

verleiht, gibt zu einem BN AnlaB, und zwar ist dann {p.(¢), w (£) ¢.(¢))}
ein BN, Man kinnte auch ¢.() = y'w () pu(¢) einfiihren und {d,(£)},
also ein ON, betrachten; indessen bilden die Systeme {9,} in anbe-
tracht einer ihnen angepafiten Definition der Abgeschlossenheit
und Vollstdndigkeit (vgl. [871], [872]) eine Klasse fiir sich; wir
wollen sie als die relativ zu w(t) orthogonalen Systeme (kurz RO)
bezeichnen. (Fiihrt man die Variable s vermittels

s=[w(tydt = (t)

ein, so bilden die Funktionen @,(s)= ¢, [v=1(s)] in
gewdhnliches ON).

< 0,v(b) = ein

Unter den RO verdienen die relativ-orthogonalen Polynome
besondere Beachtung; damit werden Polynome g,() gemeint, deren
Grad stets dem Index gleicht und die relativ zu einem w(f) (im
endlichen oder unendlichen Intervall) orthogonale Systeme dar-
stellen (kurz ROP); n nimmt die Werte 0, 1,2, .

Zu einem jeden in <a,b= integrierbaren fw(t) =0 glbt es stets
ein bis auf die Faktoren +1 emdeatzg bestimmtes ROP-System.

Beweis: (16) (2= m) ist jetzt gleichbedeutend mit
b
an Jwityout) tdt = 0 (k<im n=1,2,..).

Setzt man ¢u(t) = a,(t" + a i1 + ...+ a,), so gibt (17)
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(18) n Mg Ay Ny o - Ay Mt et F N =0 (k=0,1, vy i—1)

mit k1=‘/w (Bt dt (i) als das zur Bestimmung der a; (k=1,2,..,n)
a

dienende Gleichungssystem (im Falle eines unendlichen Intervalls
mufB die Existenz der X; einzeln vorausgesetzt werden). Die Determi-
nante von (18) ist die Diskriminante der quadratischen Form in %

n—1 n—1 o

g . 71_11 :
,\o/ Mgy i by = / \/I,t‘]w(Z)dt

iz

und als solche positiv. Damit ist die eindeutige Bestimmbarkeit
der ap (k=1,2,..,n) dargetan und die Bedingung der Normiert-
heit gibt a,.

Beispiele.

L w(t)=1, ~ab.=-—1,1- liefert die Legendre’schen
Polynome [411] und
2, wl)=(@1—)"h “ @b =-—1,1= fiihrt zu Tscheby-

scheff’'schen Polynomen [421].
8. Allgemeiner: w(f) = (1 + % '(1 — HF, a>0, >0,
<@, b =<—1,1> liefert

(qn .
Pllt) = (L4750 7 [0 (1 - gyt

also die Jacobi'schen Polynome, die u.a. 1. und 2. als Sonderfille
umfassen.

4. w(t)=1t*""leM o>0, h>0,
Laguerre’schen Polynome [481] und

. w(l)y=e", £>0, (a,b)=(—co, +0co) die Hermite'schen
Polynome [484].

6. Fiir ein gegebenes w (f) konnen noch andere RO erhal-
ten werden: 1° indem man nach Schmidt [318] das System

(w@ s

w @b =<0,00) gibt die

(>0 fest, n=0,1,...)
orthogonalisiert, so daf

{ v’Mﬁ Lk dy(2)}

mit Polynomen ¢,(¢) n-ten Grades entsteht (ist % nicht ganzzahlig,
so ist das entsprechende RO kein ROP relativ zu @); 2° indem
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man {yw(f) £} mit k, >0, 3{' 1/ky = ~ orthogonalisiert, wobei die
n
letzte Bedingung die Vollstindigkeit sichert.

§ 6. Eigenschaften der relativ-orthogonalen Polynome.
Wir machen den Ansatz

(19) s Pgalt) = (¢ 4 Buyn) Pupa(t) -+ P(t) ()

mit einem Polynom P(#) von héchstens n-tem Grade. Da nach (17)
b

(20) Jw® ety Gty dt =0

a

tir jedes Polynom G(f) vom Grade <Ck stalthat, so folgt aus (19)
]

./nP () G(t) w(t) dt =0

aQ

fiir alle Polynome G (f), deren Grad #—1 nicht tibertrifft. Daraus
ergibt sich, da (17) eindeutig 15sbar ist, P(£)=xg,(¢); (19) multipli-
ziert mit w(¢) ¢,(f) und integriert ergibt

b
Jw @)t Qua®) gulty de -+ 7 = 0,
also ‘

b
n=— [w(t) t uit) oult) dt.

Andererseits liefert die Multiplikation mit W(£)Pna(?) und Integration

b
w1 =W (0) 1 Qupalt) puya(t) dt,

- d.h. %= —0, Wir gewinnen damit die rekurrente Beziehung

[861]

[862]

%t “P'H-Z(t) = (t + Bf1+2) (P/z-l-l(t) — Uy (Pn(t) (fl == "“1,051’-“)

(Wwo ¢_y(f) die identische Null bezeichnel) und die Christoffel-
Darboux’sche Identitit

Ki(t, u) = _ﬁzpi(t) oi(u) = —Lr_ ut10) ou(t) — u(t) pua(t)
k=0 Pt t—u

mit p, als Koeffizienten von # in en(t) (pn > 0).
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Beweis von [862]: Die Beziehung [861] multipliziert mit
#"w () und integriert liefert

1] b
0 =/ (E) pua(t) Ut dt — o, [w () 0ult) "
a a

da nun 1 [
Jwty oulty putrat = [w (@) 2(t) dt = 1,
44 a
so ist
b
" 1 Oy 1 Pn .
A o, ot ==y 1 ey [y == e
_a/w(r) Qull) £t = also = ey o=

multipliziert man also [861] mit @,..1(#), so kommt
@1) P @)+ P 0l @uri() = (o Burs) Bua(E) ()
Puie Puia

und die Vertauschung von # und  liefert eine analoge Beziehung,
die von (21) subtrahiert

(22) Qi1 (1) Puta(8) (2 — u)

= ’;—i (Pusa(8) Do (88) — () an+1(t))—-pp—'; @nt 1) 9ult) = 1(8) 0u(2)

i
n--1

ergibt. Jetzt braucht man blofi (22) {iber n=~1,0,1,...,m—1 zu
summieren, um [862] (mit # =m) zu erhalten.

Die Nullstellen des Polynoms o@.(t) sind sdmtlich reell, einfach
und in (a, by enthalten.

Es sei némlich m die Anzahl der Zeichenwechsel von ¢,(f) in
(a,b) und ¢, ¢, ..., ¢, die betreffenden Stellen. Wir setzen

Gy =[E— B E=t). C~tw)  fir m>0,
\ 1 fiir m=0;
dann ist

b
(28) J@ @t Gty dt =0,

denn der Integrand erleidet keinen Zeichenwechs‘el; (20) und (23)
zeigen, dafl der Grad m von G(f) wenigstens 7 betriigt, w.z. b.w.

[863]
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[872]

1873]

[874]
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§ 7. Vollstindigkeit und Abgeschlossenheit.
Ein System {¢(f)} von Polynomen heilst vollstandig inbezug
auf I/ (p > 1), wenn

[w@fW@UMhﬂ> @)

und die Integrierbarkeit von |f(#)|"w(f) das Verschwinden von
f(#) f.i. bewirkt; es heiBt abgeschlossen (inbezug auf L), wenn es
zu jeder Funktion f(£) mit integrierbarem |/ (£)|"w (£) eine Folge
von Linearformen

Ln(2) = anopo(t) + Ay o)+ .
gibt mit b

lim /w OV — LD dl -

......

=y pall)

Eine mehrmals benutzte Schlullweise erlaubt uns aus der
Vollstindigkeit inbezug auf L" die Abgeschlossenheit inbezug auf
L (I/p +1/p =1) zu folgern. Ks geniigt daher Kriterien fiir die
Vollstindigkeit aufzustellen. Es sei bemerkt, daff die Bedingung
w(f)7=0 f.1. unumginglich ist, denn sonst ist die charakteristische
Funktion der durch w(f)=0 erkliirten #-Menge von Null verschieden
und zu allen ¢ relativ-orthogonal.

Das Intervall (a,b) sei endlich und w(@)>0 f.il. in (a,b); dann

ist das System {¢.(t)} der relativ-orthogonalen Polynome wollstindig
inbezug auf L.

b
Es geniigt aus [w(t) /()" dt =0 (k=0,1,2,..) f(£) =0 f.i.

abzuleiten. Nun ist aber w(f) f(f) ¢ L und folglich, nach [358],
w@fE) =0 f.i wad f()=0 £, w.z.b.w.

Daraus folgt die Abgeschlossenheit der ROP inbezug auf L’
(p > 1). Das unendliche Intervall bietet insofern Schwierigkeiten,
als hier der Miintz’sche Satz versagt.  Wir kénnen hier bloB eine

hinreichende Bedingung angeben, die z.B. fiir Laguerre’sche und
Hermite’sche Polynome erfiillt ist:

Es sel v(E) =fw(t)-|t15dt, Yp' 4+ 1/p = 1; die Beziehungen

+::~,x
/ w (£) di < oo

sind fiir die Vollstandigkeit won {p.(t)} inbezug auf ' (p>1) hin-
reichend,

lim % v (np')" = 0

n—-o0

und
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A
Beweis: s sel w(t)|f(t)'eL und [w(t)|f@)di=2d
Dann ist e

o} e o p g e o
(24) , _v/w(t)f(t) t* dt ’( ./w(t)lf(t)i"dt) ( /w(t)lt!”"dt)
= a0 (p'k).
Bs werde o
(25) | /'w 0 F) 1 dt = (k=0,1,..)
Die l*‘unkllon

vorausgesetzt.
: o

/wm w (8) f () dt

e 1/
( [wty n’z‘)

F () = (i=y—1)

existiort wegen /(u A& dt < Wir wollen die

Relhendurste]lung,

(26) f(zz) - ‘\*1 (111)

e / w(i) tf () dt
begriinden. Dazu geniigt es

@) i | u|

[w(z‘)lii" f)] dt < oo

zu zeigen. Nun hat aber der Koeffizient ¢, von |z|" in (27) nach
[114] die Eigenschaft

1/’

e o L !
O =ey < pr o (np')

also, nach der Voraussetzung [874], die Eigenschaft llm 1/|cn| =0,

welche die bestindige Konvergenz von (26) sichert. (25) und (26)
geben jetzt F(u)=:0. Gelingt es uns daraus w(®) f($)=0 fi.
abzuleiten, so wird der Beweis erbracht sein.

Es sei also ¢ (£) € L in (— oo, 4 o0); es ist dann, wie wir ge-
sehen haben,

e

(28) - [eteg t) dt

fir simtliche & vorhanden und wir nennen diese Funktion die
Fourier'sche Transformierte von ¢ (£), Wir haben also zu zeigen, daf
F(u)« 0 das Verschwinden wvon o (t) f.il. bewirkt.

Fu) = ‘/;

[875]
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Beweis von [875]: 1° Es sei
5 = 20— |t—b| tir |[t—0b| <2
ge.sll) = { 0 fiir [£—b] = 2a

es sei ferner f(t) in jedem endlichen Intervall integrierbar und

o=
(29) J7© guatty at =0

fiir alle a, b; dann ist f(f) = 0 f.ii. Denn fiihrt man
1 fir || <a

ho(t) = )

%) lo  fir |4
ein, so wird

I)/E:[«-u
gan®)= [ halt —b/2 — 1) du,
b a
und (29) geht in
Foo bf24a bp2da Of2fu-ta b2-a b2 |-

(80) 0=[f(t) [ ho(t—b2~wydudt=[du [f@tydt=] [ f(uttduat

—oa  bji—a bja—a bj2d-t—a bjga bfya

iiber. f(f,)%=0 impliziert f(¢-+u)==0 auf der Geraden E4u=t;
wire also f(f)=~0 auf einer positiven ¢-Menge, so wiire S +u)y=£0

auf einer ebenen Menge von positivem MaBe, was gegen die Tat-
sache verstdB3t, daB das letzte Doppelintegral (30), iiber ein belie-
biges Quadrat erstreckt, verschwindet,

2° Fiihren wir nun die in (— oo, 4 ov) integrierbare Funktion

Y 9
G (u\ = -»—AL.— ZS]I] CZII e—ibn
’ 2m u

ein. Wir werden zeigen, daB g, ,(f) die Fourier’sche Transformierte
von G(u) ist. In der Tat haben wir

1 teoy \
_‘/_%_E_ ‘ / G (u) e dy = .2! / (2%‘5‘1!‘) el (t--0) gy
—oa T lon

T i g .
— L [ sinte = €= D) i+ sin(a + (= Hja) u — 2 sin? (¢ —

o

,Fes .
2i / sin® au sin (£ — b) u
+ =) R

du,

Das zweite Integral rechterhand verschwindet wegen sin(—2)==-—gin f;
unter Anwendung der Formel
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N, . 2
* n au
/ (”g%w) du ==« l Q 1
) L

erhilt man also

t—b|

t—b ﬁ#zﬁ’:ga,b(t)-

t—b B
a— =7 |+ latk oo -2

e
~‘,i:‘ /G (Ll) et gy =
Y2r e

30 Um [875] zu zeigen, geniigt es nach 1° zu
>+?g

foo
[ st ¢ty dt = [ G () Fw) du

)

zu gelangen (vgl. (28)). Es ist aber

. Jroo e
[guut) o () dt = V; [o(t).dt [ Gy et du
g T o s
PR e o
— L [Gw.dufp@yemat= [G)F@)du.
Y27 =

Damit sind [875] und [874] endgiiltig bewiesen.

Die Vollstiindigkeit der Orthogonalpolynome in (0,c0) gewinnt
man wie die eben bewiesenen Sitze, denn man hat bloB w(t)=0
fiir £ <0 zu setzen. In diesem Falle ist aber ein einfacherer Be-

weis moglich. Es sei ndmlich

(31) Fw(t)f(i:) tdt=0 (k=0,1,.; w@|fOF cLp>1),

(82) Fa) = e w () f(£) dt.
0
Das Integral (82) existiert: es ist ja vermdge e 1 fiiru>0

| F(u)| < (jo wt) |f @) dt)mj ( f w @® dzf)m’:

Setzt man oo
(33) e = [w (t) n dt
0
und ist 1 1
(34) n (C‘,m')”!" = o(1),
so wird e‘m( uty"
mi‘/ A w (£) f(¢)
also

S (0" [y £ d.
Fluy=3-"", :.[ w6 (0
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Die Voraussetzung (31) liefert F(u) =0 fiir séimtliche u - 0; an-
dererseits gibt die Substitution ¢~/ =« in (82)
1]

(0 =) F(a) = [+ w (logs) f (log ©) dﬂ
1

also ist nach [358] w(log«s)f(loge)=0 fii, d.h. f(H=0 g
Damit ist aber gezeigt:

Ist w(t) in (0, o) integrierbar und haben die in (38) erkigrten
¢, die Eigenscha)t (84), so ist das relativ zu w(t) orthogonale Poly-
nomsystem inbezug auf I’ (p > 1) wollstindig.

Obige Annahmen iiber w(Z) sind fiir die Vollstindigkeit keineg-
wegs notwendig. Andererseits fithrt nicht jede in ((),ec) integrierbare
Funktion w(Z) zu einem vollstindigen ROP; wir wissen ja ([392)),
daB {f*} in (0, o) inbezug auf L unvollstindig ist.

§ 8. Entwicklungen nach relativ-orthogonalen Polynomen.
Entwicklung wvon f(¢) nach einem ROP {p,(£)} heiBt die Reihe
14

) Nu‘ga” en(t), wo ay =‘/"w & F@)tndr ().

b =)
Jw @y futy dt < oo impliziert ¥ a? < co,
a

=)

Es ist ndmlich auf Grund der Definition von {p,} als ROP:
b b n

9 n 12 :
o</ [0~ Sano| v a-fooroun—Sa

Unter allen Polynomen G,(t) n-ten Grades erteilt das Polynom

:54; a;9i(t) dem Integral

b

f [f(®) — Gut)? w (¢) dt
den kleinsten Wert, ’

n
ES‘lSt némlich G,(?) =£§71<pi(t) fiir jedes # und man hat das
Minimum von -

b n 19
af [f (% ,,g T tpz(t)] w (£) dt

durch geeignete Wahl der v; zu realisieren, was — ebenso wie in
[262] — ;=& (fiir alle i) ergibt,
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Auf Grund der in § 7 befindlichen Betrachtung iiber Vollstéin-

digkeit und Abgeschlossenheit folgt aus [883] fir ROPV

f@® ——;: a; pi(t) w (¢) dt = 0,

b

lim / ‘

n-yes g

wenn die Voraussetzung wvon [882] erfiillt ist.

Unter denselben Voraussetzungen wie [884] gilt
b oo
[w @) £ty at = 3 ai.
o i=0

Konvergenz Die Partialsummen der Entwicklung [881]

gestatten die Darstellung

n

Su(t) =,,;:: ay cPI"(Z()

h n

b
= [w () f (u)/y,}_] on(t) pu(u) du = / w (u) f (1) K2, u) du.

] =0 a

Bemerken wir, daB

2]
Jw) Kt wydu=1 f.1.

a
b

ist; in der Tat, fiir f(£)==1, ist a,=0 (#>0) und q, c‘/w(zz)cpo(u)du,
b ' ¢
also a,9,(¢) :/w(u.) wo(nydu =1, denn @,(t) = const. Demnach

a

[)
£y =[w(w) F&) Kull, ) du,
also ‘

Ij
(35) i) —F(t)y = [w () [f () — £ (B)) Kut, ) du.

@

Die Formel [862] fiir den Kern Ku(f, u) bringt (35) auf die Gestalt
4
‘ Pnt1() (1) — Gn(t) Pni1(1)
i~ =" Joo ) ) — (o OB O
il oy

+15

Ist p,=O(pyia), 80 kann man dholiche Konvergenzkriterien wie
in der Theorie der Fourierreihen aufstellen, z B.:

[884]

[885]
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[886]  Die Ungleichungen
oty <o w(t)(»f—gmi—(f@) ) 4t < o

(mit n-freiem o) bedingen

lim Su(t ) f(f(,),

fi—yoo

denn der Ausdruck

_/‘ZU )f(u) f(t()) CP (Ll) dll

konvergiert gegen Null fiir 7 co, als n-ter Koeffizient der Entwick-

SO —ft)
t—t,
gendre’sche System in jedem inneren Punkte von (—1,-1) anwendbar,

lung von nach {9,}. Dieser Satz ist z. B. auf das Le-
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