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VII. KAPITEL.

Lakunire Reihen.

§ 1. Lakuniire Systeme.
Das Rademacher’sche System {r.(¢)} [225] besitzt unter an-
deren merkwiirdigen Eigenschaften auch die folgende:

Wenn 2 ay < oo und wenn f(t) die Summe der Reihe vcz,z rolt)

n=1 n=1
bezeichnet (die sicher f.#. konvergiert), so ist f(¢)e L’ fiir alle p
1 <p <o)

Dies ist eine Folgerung aus der Ungleichung [456]

Pl \P
/‘ Vakrk(t) dt<(9+1)2<2a,”;)2

k=1

unter Benutzung von [125]. Das Rademacher’sche System ver-
dankt jene Eigenschaft seiner Unvollstiindigkeit, die aber (selbst-
verstindlich) allein dazu nicht ausreicht. In diesem Kapitel kom-
men ON-Systeme zur Sprache, welche eben diese Eigenschaft
besitzen.

Fiihren wir allgemeinere Deflnltlonen ein:
Ein ON-System {¢.} heiBt lakundr von der Ordnung p (p>2)
und wird mit S, bezeichnet, wenn ¢,¢.” und wenn fiir {a,}ec/? die

Reihe }‘ an 9a(t) (die dann mit R, bezeichnet wird) stets eine Funk-

n=1

tion f(¢)eL” im Sinne der starken Konvergenzin L2 darstellt. Die Reihe
heift dann auch lakundr von der Ordnung p. Mit S.. und R.. werden
Systeme bzw. Reihen bezeichnet, die fiir alle p, 2<<p<co, S, bzw.
R, sind.
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Eine notwendige und hinreichende Bedingung, damit {.(t)} ein
S, sei, besteht in der Existenz eines n- und a- freze/z Wy it

Z @i (%) 1 dt)}; < I;; alﬂe .

0 12

Die Hinldnglichkeit ist leicht zu sehen, denn aus (1) folgt

1 Y e
(/b! Sn(t) - S”l(t) lp dt)p \< (J,/,// oz

also ist fiir 2, a2 < co die Folge {s«(f)} in " stark konvergent ge-

n=1

gen eine Funktion f(f) € L

Fiir die Notwendigkeit bemerken wir, daBl jedes ONS,
eine additive Operation y= U(x) definiert, wenn man {ax} mit
x (x €/ und f(¥) mit y (y ¢ L") bezeichnet. Es bezeichnet also y
dasjenige der Folge {a.} nach [712] entsprechende f®, dessen
Koeffizienten nach dem System {0}, welches mit {¢,} zusammen
ein ONV bildet, simtlich Null sind. (Ein derartiges {¢.} existiert
nach [353)).

Um die Stetigkeit von U(x) zu zeigen, betrachten wir eine
Folge {xx} mit xp= {an)} and Lim x; = Xeo. Es sei U(xp) =

fe-yoo

und Lim y» = y.. Nach [145] haben wir y.. = U(x..) zu beweisen.
koo

Nun ist aber

b b
Lim [0 oa(t) dt = [ylt) en(t) dt (),

d.h. lim o = a;, wenn {a,} die Koeffizientenfolge von y..(f) nach
{o,} bezeichnet. Andererseits ist wegen Lim x; = X..

koo

(%) (=2)

lim a;,’ = a,

koo

(m),
WO Xoo = {a(“’)} Es ist also @, =af™, d.h. die Koeffizienten von
Yo und U(x.) nach {g,} stimmen iiberein. Bezeichnet man mit &
(mit entsprechenden Indizes) die Koeffizienten nach {d}, so ist
b® = 0 (fiir alle endlichen n,k) also b, =0 (n); 5 ist aber Null
als Koeffizient von U(x..), wie oben bemerkt wurde. Wir haben
also iibereinstimmende Koeffizienten inbezug auf ein ONV; daher
ist Yoo = U(x.o). U(x) ist demnach linear, also
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a5, 0,0, ...,
Korollar. Eine lakundre Reihe ist stets stark konvergent.
Es sei {o,} ein ONS,,; dann gilt

]/ .”_2f\’ éakr.pk(t)ldt,
k-:.l k=1 l

wo y, dieselbe Konstante wie in [113] bezeichnet.

was fiir x=(a,,a,,..., 0,...) als (1) geschrieben werden kann.

Es sei nidmlich ¢ =p —1>1; es kommt

=2

L a

also, nach [127] und [713],

S’ak (f} sa(t) | a’t) (/]sn(t) » dt)

< (h[l sa(t) ] dt) (‘Lp l/ Zaky;’
( il' ai)l—f‘q <

Py ( [1saty dz,‘)

woraus der Satz, wegen 1—p/2q = 1/2¢’, unmittelbar hervorgeht.
Setzt man

1

9 b 1
S+ —=+1
rf»k(t)) dt=[{st)[7 " at,

M;

&

Il

d.h.

”a-al'm

n . b n
Sai=[F®) 3 aronta,
E=1 A E=1

n b 1 4B 1
Sar<(firor af ([isoral,
A=t 2 2
und (1) liefert den
Satz: Es sei {on) ein ONS,; dann gilt fiir jedes f(t) e I”

}/ ,:.;5:;< up( /b Fer dt)% (>+5=1)-

(Hier ist f(f) irgend eine Funktion mit f(%) ~k2akq:k(t) und p,
=1
die Konstante aus [713]).

so kommt

[714]
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Es zeigt sich, daB die Entwicklung einer beliebigen Funk-
tion f(t) e IV (p' < 2) einer Funktion f(#) e L* entspricht, welche,
nach [712], zu [” gehért; daraus geht aber die Unvollstdndigkeit
der Systeme S, inbezug auf L” hervor,

In der Tat, die Vollstindigkeit wiirde die Abgeschlossenheit
inbezug auf L” bewirken ([625]) und man hitte eine Folge {w,(f)}
von Linearformen in ¢ (8 =1,2,...,n) mit f(f) als starker Grenze.
Nun ist aber nach [715]

b ) b E
.ﬁmhwwww<MUVw~mwww%

also Lim w,() = f(¢) in L%, was mit Lim w,(f)=/(t) in L” in Wider-

n—yoceo I-yoo
spruch steht, wenn f(¢) auBerhalb L* gewihlt wurde.
[715] 148t sich folgendermaBen umkehren:
Hat ein ON {e,} fiir ein gewisses q (1 <g <2) und jedes

F(t) e L7 die Eigenschaft > ay < oo, wo {as} die Koeffizientenfolge
n=1
von f(t) bedeutet, so ist es lakundr von der Ordnung q'.

Es ist zu zeigen, daB} es zu S'bk< oo stets ein g (¢) € LY mit

gty ~ 5’ brox(t) gibt. Auf Grund von [646] geniigt es die Kon-

vergenz von /gﬁakbk fiir simtliche {a:} ¢ L7 (d.h. siimtliche Koeffi-

zientenfolgen von Funktionen aus L?) zu beweisen. Diese findet

aber statt, denn ) aj ist nach Voraussetzung konvergent.

n=1

§ 2. Vorhandensein von lakuniiren Systemen.

Wir haben die einfachsten Eigenschaften der lakun#ren Sy-
steme kennen gelernt, deren Vertreter das System [225] ist, wel-

ches sich sogar als S.. herausgestellt hat. Gibt es aber sonst
lakunire Systeme?

Hiér ist folgendes Ergebnis von Wichtigkeit:

Es sei 2<p<co, {9.(t)} ein ON und {||o.||,} beschrankt. Dann

&ibt es eine Indizesfolge {ny} so beschaffen, daB {n, (D)} lakuﬂdr von
der Ordnung p ist.
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Dem Beweise schicken wir folgendes' Lemma voraus: Es gibt
Konstanten «(p), B(p) so, daB fiir alle fF(H)eL”, gt)el’, p>2
die Ungleichung

b b
/vm+gmpﬂ<mﬂnWHmNﬂm“fmgMﬂ
b

Ep ’,
/omWﬁ+fi/Lﬂn¢ﬁngw

gilt. Diese Ungleichung ist eine unmittelbare Konsequenz der
arithmetischen Ungleichung

Epr‘p L
lut+vf < ]u{”—]—p}v}”"zzw—}-a';fv}"%—ﬁ(.)iul"’_’jv\“,

i=a \L

die man folgendermafen ableiten kann: Man setzt

Ep p
}1—!—zi”—(1 +pz 4> (.)zi)
i—a \L /
0 (2)= ) - ;

1 P
2}

© (2) bleibt fiir [z]|—co beschrinkt; flir z-0 strebt m(z) gegen
Null, wie man aus der binomischen Formel fir \1+z abliest.
Demnach gibt es eine Konstante 2 mit |w(2)| <o fiir alle 2, also
umsomehr mit )

Eﬂp
O T

=2

1+zf<

setzt man ®/q fiir z ein, so erhilt man die verlangte Ungleichung.

Jetzt konnen wir an den Beweis von [721] gehen. Es seien .

..,7r reelle Zahlen: Man setze

[FTNEINE
1p—2

by 2 r
(@) ﬂmmanﬁ#}gndm SRPCRACY”

-
.
-

r

und nehme > 7; < 1 an; dann strebt f, mit 1/» gegen Null und zwar

i=1
gleichmdBig fiir alle Zahlensysteme (1, 7s, ..., ¥r), Welche obige Annah-
me erfiillen. Sonst hiitte man nimlich ein & >0, eine Indexfolge
{5} und eine Folge {(+{*,%,..,v™)} mit fr,(:1%, A0 Py > e
Wegen |1:| <1 ghbe es eine Teilfolge (die keine neue Bezel(,hnung
erhilt) {(ﬂk), P v} mit dem Grenzpunkt (5, 45, )

In diesem Punkte wire lim f,=0, also hm fnk =0, ein Widerspruch.

n—ye<
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Es sei also |f,|<<1/r fiir n>s(r). Es sei ferner r =1,
ny1 = max (1 +7a, s(rn)) (also rp > n); wir behaupten, {p, ()} sei

n
lakunér von der Ordnung p. Es werde Zaiqo,«l.(t) mit s,(¢) bezeich-
i=1

net und Z;a? <« 1 angenommen. Nach [722] ist

[=
I-)

b b '
®) Jnps= sns(®)F @t < [Isn @ At +pangs [15n(OF 2 500) 01, () dt

a
b

b Ep o2
ol [ OF 483 Jan! |

4]

su®) 1" | or, () .

2

b
Nun ist ra>n, [|ou®) " dt <pr, | anpl <] anpa P fir 2.<j<p,
also, nach‘Anweandung von [127] auf das letzte Glied von (3),
Juts < L+ 802 @) + @R + Bpp) 4+ p 2 = 11 4 ) 6,
(die Unterscheidung J,>1, J,<1 liefert zwei Glieder mit B). Es folgt

J”"H <A+ Bn) 1+ Br—t) ... (1 + Bl) (J1 +]§”1 C/-/,,)

und die Konvergenz von 3 |a,|, 3|B,| liefert eine n-freie und
{an}-freie Zahl » mit J, < );L=l = '

Damit ist aber fiir alle {a,} die Bedingung (1) des Satzes
[718] erwiesen, also ist {9r,(t)} Sp, wie behauptet.

Eine Konsequenz von [721] ist der Satz:
Aus einem beschrinktern. ON it sich stets ein S.. herausgreifen.

Beweis: Es sel {g»} das belrachtete ON, {o, (¥} das auf
Grund von [721] vorhandene lakunire System von der Ordnung 3.
Man schreibe cpﬁ,l) fiir ¢,, und bezeichne das in {cp,(})} enthaltene S,

mi(g)'{q:gf)}; fihrt man so fort, so entstehen unendlichviele Folgen
{@?k)}- (k=1,2,..); dabei ist {o{’(t)} ein ONS.ys. Die Diagonalfolge
{gz°(f)} ist (abgesehen von endlichvielen Gliedern) in jeder von
jenen Folgen enthalten; schreibt man ¢, fiir o, so ist .{q),,(t)} ein

ONSgyo fiir £=1,2, ..., also das gesuchte ONS...

‘ [723.’] gilt auch fiir solche ON, die, ohne beschrinkt zu sein,
die Bedmg‘}mg‘ leal®) [, <w.(p) (mit einem n-freien p) fiir alle n
oder nur fiir eine unendliche Teilfolge {m} erfiillen.
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Weitere Eigenschaften der lakuniiren Systeme.

§ 3. Weitere Eigenschaften der lakuniren Systeme.

In § 1 und § 2 haben wir uns mit der Existenz und mit den
charakteristischen Eigenschaften der lakunfiren Systeme beschif-
tigt. Jetzt gehen wir zu dem Problem iiber, wie die Koeffizien-
ten einer Funktion nach einem lakun#iren System beschaffen sind.
Wir wissen bereits auf Grund von [715], daB die Koeffizienten

eines f(¢) € I” nach einem ONS,-System eine konvergente Quadrat-
summe haben; daraus folgt: :

Ist {zn(t)) ein Se, q>1, f@) €L, f) ~ X arou(t), so ist
: k=1

>ad < co.
n=1
Dieser Satz 148t sich nicht auf g=1 erweitern, wie wir spéter

([748]) sehen werden. Aus [712] und [731] folgt fiir Systeme ONS..,
daB jede Funktion f(f)el? (¢>1), die ,in der Ebene des Sy-
stems liegt”, d.h. deren Koeffizienten nach den zur Vervollsiéndi-
gung des Systems ndtigen Funktionen simtlich verschwinden, mit
jedem p >0 integrierbar ist. Dieser Satz bleibt ([741]) auch fiir
g =1 unter gewissen Einschréinkungen richtig.

[781] 14Bt sich auch so ausdriicken: Ist das aus einem ON
{z.} herausgegriffene Teilsystem {z,,} ein S.., so ist fiir f(z)e L’

(g >1) stets k‘§1 ay, < oo

Bei den lakun#iren Systemen spielt die Reihenfolge keine Rolle;
ein lakundres System bleibt lakunir won derselben Ordnung, wenn
man die Reihenfolge seiner Glieder beliebig dndert.

Beweis: Sei > a,o.(t) ein Ry nach [713] ist die Teilfolge
n==1

eines S, ebenfalls ein S, also ist Zank oq,(f) ein R, und, nach dem
k=1

Korollar zu [713], stark konvergent in [”. Damit erweisen sich
alle herausgegriffenen Reihen als stark konvergent, also muf nach
[168] die urspriingliche Reihe unbedingt konvergieren. Es ist also

os

die umgeordnete Reihe Ea;@:(t) in [’ stark konvergent, wenn

n=1
3 a2 < oo war. Daher ist auch Y, b, o5(f) fiir 3 by < co stets stark
n=1 n=1 n=1
konvergent (denn es gibt dann zu {b.} ein {a.; mit ap = by,

und Y a? < oo). Dies beweist eben, daB {v,} ein S, ist.

n=1

[781]

[732]
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Banach’sche Aguivalenzen Lakundire Systeme
weisen u.a. gewisse Eigenschaften auf, die untereinander und mit
der Eigenschaft lakunéir zu sein #quivalent sind; wir kdnnen so-
gar zwei solche Gruppen dquivalenter Eigenschaften angeben; sie
zeigen die. einschl‘égigen Probleme in einem neuen Lichte und
erbffnen einen Weg zu den Singularitéiten.

I.Gruppe. Essei {2.)} ein ON mit folgenden Einschrin-
kungen: 1° alle ¢,(£) sind beschréinkt, 2° das System ist abgeschlossen
inbezug auf L, 8° die laut 2° vorhandenen Linearformen w,(f), welche
eine gegebene Funktion f(f)el in L stark approximieren, kénnen
so gewhhlt werden, daB sie diejenigen 9.(f), zu welchen f(£) ortho-
gonal ist, nicht enthalten (2° und 8 bewirken bereits die Vollstiindig-
keit inbezug auf L}; {{x(?)} sei eine Teilfolge von {p,(?)}, d.h. es sei
De(t) = 5?”;\-,“)-

Unter diesen Annahmen sind die drei folgenden Aussagen paar-
weise dquivalent:

o) Die Koeffizienten einer jeden integrierbaren Funktion nach
{%} haben eine endliche Quadratsumme, wenn die Funktion in der
¢-Ebene liegt.
£) Zu jeder Folge {ax} mit 3, aj<co gibt es eine stetige Funk-
k=1
tion, deren Koeffizienten nach {{z} die a; sind. '

1) Es gibt ein von m unabhéingiges ., so daB die Ungleichung

@ /5 Sd< !LL %(t) dt (m)
1 =)

tir alle ¢y, ¢, ..., e gilt.

Beweis: (4) sei erfiillt.

9-Ebene gelegen”, d.h. die Entwicklung von f(#) nach {¢,} sei

"_§1 ax Y(); nach Voraussetzung 2° und 3° gibt es Linearformen
(5) Wn(t) = F’c"’” ()

o |
mit lim J17 ()~ wnlt) | dt = 0. Nach (4) und (5) ist

f(@) sei integrierbar und ,in der
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Y . b
] S < v [lwat)| at

und — da wegen [627] lim ¢/ = a, ist —

Moo

T b

] au <w» / (D) g‘dfv:

es folgt also 2) aus 7).
Jetzt sei «) erfiillt. Es sei @ (f) irgend eine Form von der
Gestalt (b) mit der Nebenbedingung

b

(6) [lwt)|dt = 1;

a
wir wollen y) oder die damit #quivalente Ungleichung
b

ety dt <

ableiten. Wire sie falsch, so kénnte man aus {®} eine Folge {w;} mit

mip

(7 Hwip1]ly > 2, w; =2 cn $u(2) @)
miiy

herausgreifen derart, daB @y, = 2, ¢, 9a(f) wire. (Im Gegenfalle
;41

7o b; 7 1
wire ein [ = £ vorhanden, mit ]/ Den <R / >, Q)H(t)idt fiir
n=m a im .
p>m>my da aber, nach 2° |[d,|<{a (n=1,2,..,m), so ist

fiir jedes @ (f) = Vcn ba(t), lwlle=1,

/
V.

also‘ die Aussage v) erfiillt). Dann wire, wegen (6), die Orthogonal-

en < oy + A1+ amy) = p,

,ll [.‘4 ~

oo

reihe E%w,-(zf) gegen ein g(HeL stark in L konvergent; man hétte
i=1 .

oo b
aber () ~ 3 but(f) mit by = [wi(t) balt) dt it mu_<n<m,
n= a

also, wegen (7),
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Zbﬂ"‘;q 4“wil| ig;zwa

was gegen o) verstoBt. Damitist die Aquivalenz von o) und 7) bewiesen.

Um die Aquivalenz von B) und v) zu zeigen, definieren wir eine
Operation y = U(x) —wo xeC (= der Raum stetiger Funktionen),
yel?— durch

b
(8) y={y, Y= f x(t) $: (f) at (@).

Diese Operation ist linear. Nach [183] ist fiir die Auflos-
barkeit von y = U(x) bei jedem ye/* die Existenz einer positi-
ven Konstanten p mit

©) YU E) | =Y (v

notwendig und hinreichend; dabei ist ¥ das Symbol eines beliebi-
gen linearen Funktionals in /% links ist die Norm des zusammen-
gesetzten Funktionals YU, rechts diejenige von Y gemeint. Da

o

nun ein lineares Funktional in /2 die Gestalt > ¢;y; = Y(y) mit
. =1

o < 1
2 ci<co hat, so ist | V]| = (Zc?)z Ferner ist wegen (8)
i==1 ’ i=1

o oo b b oo
YU@)=Zey=2a [x@® ety at =[x @) S at,

also nach [147]

b oo
[ Y| u/gcwﬂ
Es kann also (9) als ‘
Il m Ifl
(10) / p) -g,(t)‘dt >% / 2

geschrieben werden fiir alle Folgen {c¢;} mit endlichvielen von Null
verschiedenen Gliedern. Somit folgt 1) aus ). Umgekehrt folgt
8) aus 1), denn (10) impliziert den Fall m = oo, also (9), und die
Auflésbarkeit von y = U(x).

Nach [714] gilt 7) fiir jedes ONS,{¢.}. Wenn also {p,} die
Voraussetzungen 1° 2° 3° von [734] erfiillt und {},} eine Teil-
folge von {v.} ist, so gelten auch o) und B) fiir {¢,}. Daraus konnen
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wir schlieflen, dal jedes ON {z,}, welches ein lakunires System,
d.h. ein S, enthilt, die Singularitiit C,, ja sogar eine stérkere
aufweist:

Es gibt positive e, mit lime, =0 und eine stetige Funktion

-y
1O ~ 3 aualt) mit
Efan = oo,
n=1
Beweis: Wir wihlen eine Folge positiver Zahlen {B:} mit
}eLE Br = oo derart, da3 die Reihe k;jl%sk fiir alle ¥ ¢(0,1) divergiert.

Setzt man dann 7 = 2 ;7 80 ist lim 7z =0 und es gibt eine

Pr koo

Folge {cx} mit

oo oo

2 _- 22—
EC,@<N, ch lp = co,
k=1 k=1

Ist nun {o,,(f) = 4x(¢)} das lakuniire Teilsystem von {v.}, so gibt
es nach [734] eine stetige Funktion f(Z) mit

b
= [£ &) w®) e

ist also f(f) ~ Za,l ,(¢), so hat man fiir eine Folge {¢,} mit ,>0,

lime, =0,
n-yoo

Enp = ks

Sarn> 3 an =

n=1 k——l

Selbstverstindlich ist der Beweis fiir die Singularitit C, und C..
noch einfacher, denn es tritt e > 0 an Stelle von e,.

II.Gruppe. Es sei {z4(f)} ein ON und: 1° alle ¢,(f) gemein-
sam beschrinkt, 2° jede beschriinkte Funktion als gewOhnlicher
Grenzwert einer f,ii. konvergenten Folge von Linearformen der o
darstellbar, 8° die laut 2° vorhandenen Linearformen w,(f), die
gegen eine gegebene Funktion f(f) e M {f. 1. konvergieren, so be-
stimmbar, daB sie gemeinsam beschréinkt sind und die zu f(f)
orthogonalen ¢,(f) nicht enthalten; {¢x(f)} sei eine Teilfolge von

{en(B)}.

[735]
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Unter -diesen. Annahmen sind die drei folgenden Aussagen paar-
weise dquivalent:

o) Die Koeffizienten jeder beschriinkien Funktion nach {¢,}
bilden eine absolut konvergente Reihe, wenn die Funktion in der
¢-Ebene liegt.

B) Zu jeder Folge {ax} mit lim ax =0 gibt es eine integrier-

koo

bare Funktion, deren Koeffizienten nach {¢.} die a; sind.
1) Es gibt ein von m unabhéngiges 11, so daf} die Ungleichung

, € gilt.

Beweis: (11) sei erfiillt, f(f) sei beschrinkt und ,in der
¢-Ebene gelegen®; die Eatwicklung von f(f) nach {p,} sei also

(11)

<. w. 0. G. %(f)l

[./

(m)

fiir alle c;,c, ...

AZ ar $x(f). Nach Voraussetzung gibt es eine Folge {w.(f)} mit den
e=1

Eigenschaften 2° und 8°- Ist
(12) Walt) = 2 e u(t),

so kommt wegen (11) und 3°

Z|C"”’ <o w0 G [ wn(t)| < pn
und, da nach [627] lim c{™ = a, ist,

Mmoo
‘ ==]
2| an] < pen.
n=1

So folgt ) aus y). Die Umkehrung ist ebenfalls in Anlehnung an
den Beweis von [734] unter sinngem#Ber Anderung der Normen
zu beweisen.

Jetzt haben wir noch die Aquivalenz von B) und Y) zu zei-
gen. Wir definieren eine Operation y= U(x), mit L als Raum der
unabhéingigen Variablen x und mit [ (= der Raum aller Folgen
{y:} mit y;-0) als Gegenraum, durch

y={n}, y=[x@)utydt - (0).
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Damit diese lineare Operation y = U(x) fiir jedes y €™ eine
Losung x e L zulasse, ist wieder — nach [183] — eine Bedingung
der Gestalt (9) notwendig und hinreichend. Ihr Sinn ist aber ein

hat die Form Y(y)= Zczyz

=1

anderer: ein lineares Funktional in [~

o0
mit 2.0,[ < oo, also ist || V] =_E§Czl; es ist zwar wieder

Y (U (x) = jx(t) 2 cidut) dt,
aber nach [147] ‘ ‘
| YU @E) | =w.o.G b;ﬂcnq)n(t)i,
a<t<h n=1 i
denn Y (U (x)) ist jetzt eine in L erklirte Operation. Die Unglei-
chung (9) ergibt also als Analogon zu (10)

m

(t)| e

und der Beweis wird #hnlich wie der;emge von [734] abgeschlossen.

woGIYC,

(1> 0)
et | i=1

Man kann auch daran Zhnliche Bemerkungen wie dort kniipfen,
doch ist es fiber y) nicht bekannt, ob es jedem ONS, zukommt.
Die Aquivalenz von ?) und v) zeigt, daB in diesem Falle eine Er-
weiterung von [731] auf g=1 unstatthaft wire, ja es ist sogar fiir
jedes System {7.}, welches den Annahwmen der II-ten Gruppe geniigt
und ein Teilsystem {bz} von der Eigenschaft y) besitzt, folgende
Singularitdt vorhanden:

Es gibt ein {\,} mit lim h,=-+co und eine mtegrlerbare Funktion

n—oe
F(t) ~ >’ A ©a(t) mit -
"= Sl = co.

n==1

Beweis: Wir wihlen positive Zahlen P mit 1im Pr =+ 0

derart, dal die Reihe 28“ fiir alle ¥ € (0, 1) divergiert. Es gibt

=
dann eine Folge {cz} mit

lim Cp = 0, _): ' Cr lek = o0,
k=yeo k=1

Ist f(¢#) die nach der Aquivalenz B)=7) aus [736] vorhandene
integrierbare Funktion mit

[737]
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. b oo
Cr =/f(t) bu(?) dt, F @ N’;_:E_zz an 'Pn(t),_ Ch == Quyy

so gilt fiir eine Folge {M} mit A >0, lim A, =+ 00, &y, =

R-yoo

8

v = 0N,

2"1/1!1 j Elck

n=1 k=

-

Die Bestimmung von {pe} als {loglog(k+42)} ist ausreichend;
{cz} kann dann als {1/log(k-+-1)} gewidhlt werden; diese Wahl ge-
niigt auch fiir die schwichere Singularitit mit A, = x> 0.

§ 4. Anwendungen.

Das Rademacher’sche System {r,(f)} ist lakunir; es ist S..,
wie wir am Anfang dieses Kapitels gesehen haben. Infolgedessen
erfiillt dieses System die Ungleichung der Behauptung [714], wie
wir es bereits in [457] bestitigt finden. Nun ist aber das Rade-

macher’sche System ein Teilsystem des in [461] erklirten Walsh- -

schen Systems; nach [463] haben die dort erklirten Teilsummen
pon(t), die wir mit w,(?) bezeichnen kdnnen, diejenigen Eigenschaf-
ten, die wir als ,Annahmen® dem Satz [734] vorausschickten. Es
ist also jener Satz anwendbar und ergibt flir jede integrierbare,

in der r-Ebene gelegene Funktion f(£) ~ S’ an74(t) die Konvergenz
n=1

von 2 2. Ebenso sind die fiir die Aquivalenzen [736] ausreichenden

=
Annahmen der II-ten Gruppe erfiillt (mit denselben w,(f)), also bilden
die Koeffizienten a, eines f(f) € M (f aus der r-Ebene) stets eine
absolut konvergente Reihe.

Eine trigonometrische Reihe

21(ak cos it + by sin ny £)
k=

ist fiir gentigend stark wachsende Folgen {fl;} (z.B. fiir mqq/n, > 1> 1) |

ebenfalls lakunidr, woriiber man néheres im Zygmund’schen Buche
dieser Sammlung lesen kann. Das interessante System [471] besitzt
auch diese Eigenschaft.

Das System {r.(f)} ((225]) mag uns jetzt dazu dienen, zu stiir-
keren Ergebnissen als [563] zu gelangen. Und zwar:
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L741] Anwendungen. 257

b
Es sel [|gu@) [ du<q fir alle n, p>2, 3 a}< oo; dann ist [741]
a n==1
fiir fast alle t die Reihe

(13) glan &n(u) ru(2)
f.i. in <a,b> gegen eine Funktion Gfu) e L’ konvergent.

Beweis: Es ist nach Voraussetzung f[ gi() [’ du, also auch

b
/ gn(1)du beschriinkt, daher Z a; g(1) und Va,,l gn()" nach [124]

fur fast alle u des Intervalls <a, b konvergent. Ist also #, ein
derartiges #, so konvergiert nach [452]

(14) ”Z'ﬂarz &n(tty) 7a(?)

f.1. in <0,1>. Bezeichnet man mit s.(z,{) die n-te Partialsumme
von (13), so liefert die Khintchin’sche Ungleichung [456]

b n i
] | Sn(t, 2) FF dt < % ( > ap g,%(u)) 2
2 R=1
wo % nur von p abhiingt; die Holder’sche Ungleichung [114] gibt aber
n L
(glaﬁgi)“ < (’va}c) Za/»]g/el ,

also ist

9

]4 oo —1 °:
(15) [ suuy 8y dt~<x(2 ;) }2] ai | gala) .
0 k=1 (=

Bezeichnet man mit s..(#,?) die Summe von (14), so ist nach
[125] und (15)

1 o NPy =
[lstin )7 at < o )™ 3 g
h fosezz | for=: 1

Schreibt man hier # statt #, und integriert beiderseits nach u,
so kommt

ot = \P
[ du || seie, ) " dt < g (l}j cz,) ¥ < oo,
o 0 Y

S. Kaezmarz und II, Steinhaus, Theorie der Orthogonalreihen. 17
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also auch (nach Vertauschung der Integrationsfolge)

1 b
[#]

was die behauptete Endlichkeit von /Ism(u,t) " du tiir fast alle £ ergibt.

5.ty 2) [P d < o0,

a
Dasselbe Resultat 138t sich folgendermaBen probabilistisch
deuten (vgl [455]): unter den Voraussetzungen von [741] hat die

Reihe > = a, gn(#) mit der Wahrscheinlichkeit 1 eine Summe, die
n=1

zu [P gehort.
Der Saiz [741] bleibt richtig, wenn die Zahlen a, und die
Funktionen g.(z) komplexe Werte annehmen. So ist z.B. fiir

oo

Slaf<o, lzl=1  G@O=Jazn®, i=y/=1
n=1 ==
[1Guem) P du < oo (p>2)

0
f[ir fast alle t. In diesem Satze ist die Konvergenz der Reihe
S’anz ra(t) fiir |z|=1 £.i. in <0,1> mitgemeint. Wir tiberlassen dem
£eser die probabilistische Deutung dieser, sowie die Formuherung
analoger Sitze mit den Funktionen des Satzes [471] an Stelle von
{rif)}. Weitere Anwendungen auf die analytischen Funktionen
findet man in einer gemeinsamen Arbeit von Paley und Zygmund.

Die Funktionen #,(f) dienen u.a. dazu, die Wahrscheinlich-
keit fiir die Konvergenz (oder Divergenz) von Reihen zu bestim-
men, deren Glieder mit zufallsartigen Vorzeichen * versehen wer-
den. Wenn wir nun eine Reihe haben und es dem Zufall {iber-
lassen (mit gleicher Wahrscheinlichkeit fiir beide Fille), ob wir
ein Glied streichen oder stehen lassen, so sind an Stelle von 7,(%)
die Funktionen vn(f) =1/2+1/2 r,(t) (n=1,2,...) zu benutzen.

Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf die
Reihe

(16 S .ot

in einer posztwen t-Menge (C,1)-summlerbar sei, besteht m der Kon-

. vergenz von Z a, und der (C,1)-Summierbarkeit von 5‘ an.

n=1 n= 1

icm
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Die Hinlédnglichkeit ergibt sich aus der Darstellung

n=1

2 Qap 'vn(t) 1 Z;an + ‘% Zla,l I’n(f)
n= n=

und [452]. Diese Darstellung zeigt auch, daB die Notwendig-

keit von Zan < oo bereits die Notwendigkeit der ganzen Bedin-

n=1

gung impliziert. Es sei also Za,l_.m Bezeichnen wir mit {s,}, {<,}
==l

die Folgen der arithmetischen Mittelwerte der Reihen Ea,z bzw.
n=1

Z anti(t). {n} und {ni} seien Indizesfolgen und zwar durch die

Unglemhung o, > 0, bzw. 0,/ <0 definiert. Da unendlichviele
a, von Null verschieden gind, ist wenigstens eine der beiden Folgen
unendlich; es sei z.B. {7} unendlich. Aus [564] (vgl. auch die
Bemerkungen nach [576]) folgt

lim sup |, (f) | = o0
f—yoa

in einer /-Menge E mit |E|=1. Es ist E = E, + E, mit

lim sup tn,(f) = + oo fiir tc £, lim inf ©;,(f) = —co fiir £ E,.
k-yoo

koo

Ist nun T diejenige #-Menge, fiir welche (16) (C,1)-summier-
bar ist, so ist wenigstens eine der beiden Mengen TE;, TE, positiv;
sie heile F. F hat in einem gewissen Intervall (¢/os P-1/90) eine

relative Dichte > 1/9; ist F das Spiegelbild von F inbezug auf
den Mittelpunkt des erwéhnten Intervalls, so ist FF positiv.
In jedem ¢ e FF gilt nun

lim sup 7, (f) = + oo, lim inf 5, (f) = — oo,
oo k—yoo
(denn die r(f) sind von einem » an ungerade inbezug auf den
besagten Mittelpunkt). Es ist also in einem positiven Teil von T
1i1§1»sup (%, + Omp) = + 09,
iy O3
ein Widerspruch.

Bemerkung. Derselbe Satz und Beweis gilt fiir alle
Toeplitz’schen Summationsmethoden.
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[744] Satz. Es sei ) (an+0p) = co, Streicht man in der trigono-
n=}1

metrischen Reihe
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2, (@ cos nd + by, sin nd) = gAn(ﬁ-)

n=1
zufallsartig die Glieder, so erhdlt man mit der Wahrscheinlichkeit 1
eine nichtfourier’sche Reihe.
Beweis: Es ist ZA%(&):& fiir fast alle ¥, also ist—fiir
n==1

solche ¥ — die Reibe
(17) ‘ ElAtz(’D') 'Un(t)
n==

f.i. in 0 <2< 1 nicht (C,1)-summierbar, wie [743] lehrt. Infol-
gedessen ist fiir fast alle ¢ die Reihe (17) nicht (C,1)~summierbar
f.d. in 0 < ¥ 2r, also— fiir fast alle #— keine Fourierreihe in-
bezug auf ¥, w.z.b.w.
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