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'VI. KAPITEL.

Orthogonalreihen in anderen Riumen.

Im IlI-ten Kapitel haben wir die Orthogonalentwicklungen von
Funktionen aus L? besprochen; jetzt wollen wir andere Riume
untersuchen, insbesondere die Réume L” (p>>1), M und C (vgl. die
Definitionen in I, § 8). Die Buchstaben Q, R, u.s. w. sollen hier
stets einen dieser Rdume bezeichnen. Viele Sitze dieses Kapitels
gelten auch fiir die Rdume L, des 5-ten Beispiels S.16 (I, § 8),

doch gehen wir darauf nicht naher ein. Damit die Koeffizienten
b

a, =‘/ F(t)pa(t) dt existieren, muBl von dem ON {g,} vorausgesetzt

werden, dal3 seine Funktionen ¢, zu dem konjugierten Raum gehéren;
zu [’ (p>1) ist L” (1/p+1/p=1), zu L aber M konjugiert. Gehort
f zu M, C oder L” mit p>2, so geniigt es ¢,eL? vorauszusetzen;
letztere Annahme wird stets stillschweigend gemacht, sobald von
einem ON die Rede ist.

§ 1. Veollstindigkeit.

Wir wissen bereits ([315]), daB das aus einem inbezug auf
R vollstindigen System {f,} erhaltene Orthogonalsystem auch
selbst inbezug auf R vollslédndig ist.

Ist die Menge {f} wvollstindig inbezug auf R, so enthdlt sie
eine abzdhlbare Teilmenge, die ebenfalls inbezug auf R vollstindig ist.

Der Beweis von [347] ist nicht mehr geniigend, denn im Falle
R =L gehbren die {f} zu M und dieser Raum ist nicht separabel.
Wir geben hier einen anderen Beweis, giiltig fiic separable R; im
Falle R = M bleibt aber der Beweis [347] anwendbar.
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Es sei {g,) iiberalldicht in R, 2; ein Punkt des k-dimensio-
nalen Raumes mit

] b
W [foe®d, [f6emd

als Koordinaten und Z die Menge aller 2, mit fe{f}. Es gibt
dann ein abzihlbares Q: C {f} so, daB fiir fe & der Bildpunkt
(1) eine iiberalldichte Teilmenge von Z, durchlduft, denn Z ist
als Teilmenge des k-dimensionalen kartesischen Raumes separabel.

JF® eyt

Die Menge 2 = Zok ist abzihlbar. Nun aber gibt es jetzt zu jedem

fe{f} eine Folge {f®} mit

; b )
e C e, Mﬂ%gmmaﬁmgmﬂ<% (i=1,2,..k).

Es ist also, wenn ||f]|<=*(f) angenommen wird (was die
Allgemeinheit nicht schmilert), {/(®} gegen f schwach konvergent.

Gilt also . /go(t) F(&)dt=0 fir alle f® ¢, so ist

b

ety ftydt=

a
fiir alle f e {f}, also ist @ vollstéindig inbezug auf R, w.z.b.w.

Wir koénnen daher stets voraussetzen, daB ein inbezug auf
einen Raum vollstindiges System abzihlbar ist.

Es bietet sich die Frage, ob die Vollstdndigkeit inbezug auf
einen Raum etwa die Vollstindigkeit inbezug auf einen anderen
impliziert. Hier ist es leicht zu zeigen:

Ist {w,} inbezug auf R wvollsténdig und Q (R, so ist {v,}
vollstindig inbezug auf Q.

Denn fe Q impliziert fe R; ist also f nicht Null, f¢ Q und

zu allen 9, orthogonal, so entsteht ein Widerspruch gegen die

Vordussetzung. Dagegen gilt fiir alle R== L der Satz:
Es gibt inbezug auf R wollstdndige ON-Systeme, die inbezug
auf jeden Raum Q DR, Q# R unvollstindig sind.

Wir wollen [613] fiir den Fall R = C beweisen. Es sei {,(Z)}
ONV inbezug auf L; das trigonometrische System hat z.B. diese
Eigenschaften.
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Es sei 0=f(t)e M, f(t)>C; f(f) gehdrt somit zu jedem Q, das
C umfaBt, ohne gleich C zu sein (vgl.1,3). Da {un} inbezug auf L voll-

stindig ist, muB (wenigstens) ein Koeffizient ‘/f(t)vp,-(t) at (i=1,2,...)

a
von Null verschieden sein; wir kénnen {¢,} so umgeordnet annehmen,

dafl es der erste ist. Ist also {%.} jene Koeffizientenfolge und
setzt man '

(2) &alt) = oy §(F) — o, 0a(2) (n=12,3,..),

so ist {ga(f)} inbezug auf Q unvollstindig, wenn Q) C, Q= G,

denn es gilt
b

| &) f(tydt = ap oy — o0, = 0.

a

{gx(f)} ist aber vollstindig inbezug auf C. Es sei namlich %(£)e C und
b

®) [h® gutydt=0 (n=1,2,3,..).
b a

Ist dann [ A (£)9,(f)df =0, so folgt aus o, % 0 mit (2) und (3)

[ @) 4ty dt =0 tiir n=1,2,.., also, wegen der V-Eigenschatt
“ b
von {b.}, A(t)=0; ist aber / R(E)Y,(f)dt =3, 540, so ist wegen

(2) und (3) f R (t) ba(t) dz—‘ian fir n>>2, also fiir 73> 1, und
l

daher /() =—‘-f(t), was wegen B,/0, 550, h{t) e C, f(£)2 C einen
%y

Widerspruch liefert. Es hat also (8) £ (f)=0 zur Folge und wenn
man {g.} orthogonalisiert, so erhilt man das System der Behauptung
[613] tiir den Fall R = C und #hnlich fiir andere R. Gleichzeitig
sehen wir, daB das erhaltene System nach Adjunktion von f(f)
vollstindig inbezug auf L wird, denn 7f(¢) (v konstant) sind die
einzigen Funktionen in L, die zu allen g.(f) orthogonal sind.

Hier werde bemerkt, da ON-Systeme, die inbezug auf C, nicht
aber auf L2 vollsiéindig sind, nach Angabe entsprechender Koeffi-
zienten bereits eine stetige Fanktion der Entwicklung eindeutig zu-
ordnen, ohne aber die Existenz einer anderen (unstetigen) Funktion
aus L? auszuschlieBen, welche dieselbe Entwicklung liefern wiirde.
Aus diesem Grunde ist die paradoxe Erscheinung durchaus md-
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glich, daB die Entwicklung einer stetigen Funktion wohl konver-
gieren, als Summe aber jene andere (unstetige) Funktion haben
kann., Denn ein System der hier bezeichneten Art wird erst nach
Adjunktion wenigstens einer geeigneten Funktion 7(f) aus L*inbezug
auf L? vollstindig; nur die zu der adjungierten Funktion orthogonalen
stetigen Funktionen k&nnen eine Srichtige® Entwicklung beanspru-
chien; ist aber {f:} (C C und ein V inbezug auf L% so ist nach
[373] wenigstens eine der Funktionen fu(¢) zu 7 (¢) nicht orthogo-
nal; diese kann (im Konvergenzfalle) nur eine ,falsche Summe
liefern.

Analog zu [3563] gilt:

Ein ON (C R ldBt sich stets inbezug auf R in R wvervollstin-
digen. Selbstverstiindlich wird R (C L? vorausgesetzt. Andererseits,
lapt sich ein ON (C R(C Q nicht immer in R so wvervollstindigen,
daf die Vollstindighkeit auch in Q bestehe. Z.B. 1aBt sich das System
des Satzes [613] nicht durch stetige Funktionen inbezug auf M
vervolistdndigen.

§ 2. Abgeschlossenheit.

Wir wollen hier die Annahme der Abgeschlossenheit von {f,}
inbezug auf R so verstehen, daB f, € R; nur fiir R = C reicht die
Voraussetzung |o,(¢)| < M, £.4. (n) hin, um der Annahme von A
einen nichttrivialen Sinn zu sichern.

Wie ist ein ONA inbezug auf R beschaffen? Der Satz [316]
gilt selbstverstdndlich. Der Satz [346] hat ein Analogon (im In-
halt und Beweis): : ‘

Jedes System A inbezug auf R (R=1", p > 1, R= C) enthalt
einen abzahlbaren Teil won derselben Eigenschaft. Diesem stellt
sich entgegen: :

Kein abzdhlbares System ist inbezug auf M abgeschlossen.

"Beweis: Es sei {¢.(f)} A inbezug auf M. Zu f(¢)e M gibt
es ein

Wa(t) = é cioit) mit w.0.G. |f(£) — wa(t) | < 1/a.

Es sel nun fi(f) =1 fiir a <t <8 fi(h) =0 fir §<t <Y
(a <& <b); es gibt ein w,(t, &) mit

L= walt,8) | <Ys (¢ <E), |walt,8)] <14 (> ¢)
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f.1. in <a,b>, wir kbnnen also sagen, w,(¢,£) habe fiir £=£ einen
Sprung von der Hoéhe 2> 1/2.

Es ist also zu jedem £ ein 7 und ein System o, ¢, ..., 9, (mit

n
entsprechenden ¢, ¢y, ..., ¢,), vorhanden, so daB @, = 2 ;o) an
i=1

der Stelle £=2£ einen Sprung von der HS6he > 1/2 aufweist. Da
die Systeme (¢, ...,%,) eine abzihlbare Menge bilden, gibt es unter
ihnen wenigstens ein System, welches zu allen & einer positiven
Menge E gehtrt. Die Funktionen

w(4,8) = c;9,(8) 4 ... +cppp(F)

abh#ingen) haben alle fiir £ ¢ & einen Sprung von

&

(wo die ¢; von &

1
der Hohe > 1/2. Infolgedessen hat [w (¢,£) dt keine Ableitung fiir

l
t=£% Es muf3 also eine der Funktionen ‘/'(?i(t) i (i=12,..,p)
a

fiir £ =¢& ableitungslos sein. Nun aber haben diese Funktionen
alle f. 1. eine Ableitung, was gegen |2!> 0 verst5Bt.
Wir bemerken daf [622] die Separabilitit von M ausschlieft.

Die Beziehungen verschiedener R#ume zueinander sind hin-
sichtlich der Abgeschlossenheit nicht die gleichen wie hinsichtlich
der Vollstindigkeit:

Ist {w.} A inbezug auf R und Q DR, Q== M, so ist {v,} A
inbezug auf Q. '

Beweis: Es sei Q=L (> 1), f(!)e Q. Nach [129] gibt
es eine stetige Funklion g(f) mit ||f— gll; <e (¢>0); die Voraus-

setzung ergibt die Existenz eines wa(f)=) ¢i ¢:it) mit || g —w, [, <e,
i=1

also auch mit || g — wally <e, was ||f— @,ll; <2¢ zur Folge hat.

Bevor wir ein Gegenstiick zu [613] suchen, miissen wir das
Verhiltnis der Eigenschaften A und V zueinander aufkliren.

Vollstdndigkeit und Abgeschlossenheit. In L?
waren diese beiden Eigenschaften #quivalent, wie die Parseval-
sche Formel [371] folgern lieB. Diese Aquivalenz hért auf in
umfassenderen Rdumen, denn auf Grund von [613] gibt es Ortho-
gonalsysteme, die vollstindig inbezug auf L% jedoch unvollstindig
inbezug auf alle erweiterien Riume sind; solche Systeme sind inbe-
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zug auf I? abgeschlossen, also auch inbezug auf alle erweiterlen
Riume abgeschlossen und unvollstindig. Es gilt aber der

Satz Jedes inbezug auf R=L" (1 < p <o) oder R= C ab-

- geschlossene System {pn} ist inbezug auf den konjugierten Raum

R =[" (L™ = M) bzw. L volistdndig. [
Tst nmlich g () € L7 bzw. g (f) € L und [g(®) oa(t)dt =0 (n),
. a
f(#) eine trigonometrische Funktion, {w.(f)} eine in R gegen f(?)
stark konvergente Folge von ¢,-Polynomen, so ist

: |
[ g®1f (&) — wa(t) dt <IF—wale - lle e

also b b
im [ g watat= [ g0/ @) at
da a a

b b
[ewywtyat=0, soist [gt)f(#)dt=0o,

also, nach [234], g(®) =0 f i, w.z.b.w.

Obiger Satz ist eine Verallgemeinerung von [354]; eine ana-
loge Verallgemeinerung von [355] bietet der

Satz: Jedes inbezug auf I (1 <p < o) vollstandige System
ist inbezug auf den konjugierten Raum L* abgeschlosserz

Ware némlich {g.} inbezug aut I (
sen, so wire ein f(£) € L” und ein >0 m1t
b

@ /

a

>> 1) nicht abgeschlos-

n 117’
F @) "kgld-k '{’k(f)l dt >«

fiir alle 7 und {d;} vorhanden.
(k=0,1,2,..)

Wir bilden jetzt das System {fz}

fO =f: fl
b
und wenden [171] an: soll es ein g(f) ¢ I” mit ffk(l.‘)g(t) dt = c;,

(k=0,1,2,..) geben,
die der Ungleichung

(6) E e Ck L

=%y f? = @y,

so mull eine Konstante y vorhanden sein,

o

icm

[624] [626] Abgeschlossenheit. 201
fiir alle {{g, 41y s Py (und alle 7)) geniigt, und diese Bedingung ist
auch hinreichend. W#hlt man ¢, =1, C;J:O (>1), so liuft diese
Bedingung auf

b ”

o »ﬁ‘(”'p/ 2 P/fk(f)
d.h. auf . “
1
<[+ V—m(t) dt (b 7 0)
hinaus. Sie ist aber wegen (4) fiir 1= (/) erfiillt, also ist (5)

fiir p, == 0 und (ohne weiteres) fiir p, = 0 erfiillt, somit ein von
Null verschiedenes, zu allen ¢, orthogonales g(¢) € L’ vorhanden.

Das trigonometrische System ist vollstdadig inbezug auf L
und nicht abgeschlossen inbezug auf C, denn alle seine Funktio-
pnen haben 2= als Periode und somit kénnen die trigonometrischen
Polynome keine stetige Funktion, die in 0 und 2z verschiedene
Werte annimmt, gleichmiBig annéhern.

Die Vermutung, jedes inbezug auf C vollstindige System sei
inbezug auf L abgeschlossen, wire irrig; nach [624] geniigt es
nimlich ein ON-System, vollstindig inbezug auf C und unvoll-
stindig inbezug auf M, als Gegenbeispiel zu nehmen; solche Sy-
steme gibt es nach [613].

Jetzt sind wir in der Lage zu beweisen:

Zu jedem R (=L, 1 L p <o) gibt es ein Orthogonalsystem,
welches wohl inbezug auf R doch inbezug auf kein Q(C R abge-
schlossen ist.

Sei néimlich ein System inbezug auf R' (den zu R konjugierten
Raum) vollstiindig, und unvollstindig inbezug auf jeden R’ umfas-
senden Raum; solche Systeme gibt es nach [613]. Dieses System
ist nach [625] abgeschlossen inbezug auf R, doch kann es nicht
inbezug auf Q abgeschlossen sein, denn sonst wire es nach [624]
inbezug auf Q' ) R' vollstindig.

Aus dem in diesem Abschnitt Gesagten ergibt sich folgendes
Schema:

e[AL", ~ VL7, My 1<p<2),

AP DV DV DALY (p>2),
VI? DAL DAL 1<p<2),
e[VI?, ~ AL’: AL” ~ AL" DVL’ (p>92),

[626]
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(wo ,e“ als ,es gibt, , )¢ als ,impliziert’, ,~% als ,nicht* zu
lesen ist). So heiBt z.B. die erste Zeile, daB} es inbezug auf L7
abgeschlossene unvollstdndige Systeme gibt (die aus beschriinkten
Funktionen bestehen), wenn 1 < p <2.

Wenn man zusitzliche Annahmen ifiber das O-System ein-
fiihrt, so sichert u.U. die Abgeschlossenheit inbezug auf L die
Vollstindigkeit inbezug auf denselben Raum. Es geniigt z. B. an-
zunehmen, jede Funkticn in 17 lasse sich in L” durch die Partial-
summen ihrer Entwicklung approximieren. Denn in diesem Falle gilt

(3

b
Iim [[g(t)— si(D)]F df =

b n b
fiir g(t) e L7, su(t)= [ g(u) X oud) ou(w) du. Ist also / g(t) oi(t) dt=0 (k)

S0 fo]gtfig(t)]ﬁ dt=0, g¢)=0 f.ii. Dieser Satz kann als eine

Verallgemelnerung der in L? bestehenden Bemehungen angesehen
werden, die dort in der Parseval’schen Formel [371] zusammengefaf3t
wurden,

~ Wir bemerken, daB die Abgeschlossenheit eines Systems mit
der Approximierbarkeit aller Polynome &quivalent ist und ferner, daf3
b

b n
lim cop= ] f(®) ou(t) dt aus lim || f—wi o =0 mit wy(t) = 3 coion(t)
n-yoo z n—yoa fe===1

resultiert.

§ 3. Verallgemeinerung des Riesz-Fischer’schen Satzes.

Im § 2 haben wir gesehen ([624][625]), daB die Aquivalenz
der Abgeschlossenheit und Vollstdndigkeit in allgemeinen Riumen
bestehen bleibt, wenn man zwei zueinander konjugierte Riume
betrachtet (nur im Falle L? sind beide Riume identisch).

Ein anderer grundlegender Satz ist der Riesz Fischer’sche.
Ein rein #uBerliches Analogon dieses Satzes, das etwa aus der

oo

Konvergenz von n%m,;]” auf die Existenz von f(f)e L' mit {a,}

als Koeffizienten schlieBen lieBe, ist sofort zu widerlegen, denn

fiir p > 2 wire f(t) e L C LY also \_’|a,,] < oo und dies ist kei-

n=]
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neswegs eine Konsequenz von Y |a,[P < co. Es zeigt sich, daBl der
n=1

Riesz-Fischer’sche Satz in zwei Teile zu trennen ist, deren jeder
einen anderen Raum betrifft. Dies haben fiir das trigonometrische
System W.H. Young und F. Hausdorff, fiir Orthogonalsysteme im
allgemeinen F. Riesz geleistet.

Ist (9u(8)| << M f.ii. und M n-frei, so gilt bei 1jp +1/p1 = 1:
P fBell 1<p<

2) impliziert

1

( cz/elp>ﬂ <M2;p(/ ]f(t)ﬂdt)

20 {apy el (1 <p < 2) impliziert

: b 1 2P/ e
(./ [Fo dt)? m’ ( 2 lﬂ)

Dabei ist {¢,} das ON-System, nach welchem die Koeffizien-
ten ar von f(¢f) in 1° berechnet werden, und f(¢) in 2° ist eine
entsprechend gewihlte Funktion mit {az} als Koeffizienten. Der
Sinn von 1° ist also, daB die Endlichkeit von | f}, bereits die
Endlichkeit von [[{a:}||y zur Folge hat; 29 bedeutet, daff die End-
lichkeit von |{ax}ll, diejenige von | fllr impliziert; es wird eben
die Existenz eines f ¢ L” mit {as} als Koeffizienten behauptet; in
beiden Fillen sind die im L” bzw. in # geltenden Normen gemeint.
Man sieht, daB der in der Primisse auftretende Exponent p den
konjugierten Exponenten p' nicht tibertrifft. Beide Teile von [631]
gelten in den Grenzfillen p =1, d.h. p'=co, wenn [f[ als
w.0.G. von |f(¢)| und ||{as}|l. als das gr6Ble |ax| gedeutet wird.

Beweis von 1% Wir betrachten zuniichst ein natiirliches
r und alle f(¢) e L?, deren Koeffizienten die Bedingung

r
(6) /:Zl lapl" =1
erfiilllen. Wir suchen das Minimum von

(7) [17 @ at

unter der Bedingung (6). Es sei } die untere Grenze von (7) unter
dieser Bedingung und

[631]
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b r
lim [ | fu(®) P dt =2, Slapp =1,

n—yzay

dh. {f,) die minimisierende Folge, x{a{”} die Koeffizientenfolge

von f,. Der Einfachheit halber bezeichnen wir mit {f,} eine in L”
schwach konvergente Teilfolge der urspriinglichen { f»}; nach [166] ist
eine solche vorhanden; es sei f die schwache Grenze von {f,} und
{ax} die Koeffizientenfolge von f(f). Wir haben dann (nach einem
bereits in I, §7, S.33 verwendeten Schluf)

; b b
JIF@Ora < und lim [ futyoutydt = [ fyoutyat (o

(die letztere Beziehung gehort zur Definition der schwachen Kon-
vergenz fiir beliebige ¢x(f) € L”; schreibt man sign f(£).|f ()™
anstatt o©u(f), so resultiert die Ungleichung). Wir haben also

r
lim af” = a;, daher 3 |a; [ =1, und infolgedessen
k=1

® [y at =

Damit ist auch 2>0 bewiesen; wir wollen aber dariiber hin-
aus zeigen, daB ) =\(7) einem positiven Grenzwert fiir » - oo
zustrebt. Zu diesem Zwecke bemerken wir, daf die Ungleichung

b /l r , _p7 13 _ .
©) [irora|| Sar ) > [y a,

a

die wir unter der Nebenbedingung (6) soeben bewiesen haben, auch

ohne diese giiltig- bleibt, denn fiir f(f) € I erfiillt die Funktion
r 1

f {/(}gl[ ax’ )"'= ¢(f) die Nebenbedingung (6); schreibt man ¢

anstatt f in (7), so wird die Ungleichung, welche die Integrale (7)
und (8) verband, mit (9) gleichbedeutend. Nun sehen wir aber, da3
das linksstehende Glied von (9) fiir f(¢)=f(f) sein Minimum
erreicht, denn dann gilt das Gleichheitszeichen, weil der Nenner
den Wert 1 annimmt. Setzt man also

) F& =F®) + nht)

so ist =0 eine Minimumstelle, es muf also die Ableitung nach

(h (%) e L%,
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n fiir m = 0 verschwinden. Sind {} die Koeffizienten von £ (Z),
s0 ist @ = ax + M und die Ableitung betrdgt fiir 7= 0

b b r
[ 1=t sign F@). A dt— [ |Ftypar. 3 @ husign (= 0).

Bezeichnet man |f(#) |o—1 signf(t) mituF(t) und setzt £ (f) sukzes-
sive gleich @,(t), @,(£), ..., ¢:(f), so kommt
b

b )
(10) cr= f Ftyestydt= [ |F(®)Pdt. @yl sign ap (k=1,2,...,7);

aQ

setzt man aber @4(¢) fiir 2(f) mit £>r, so wird

b
o= FO)out)dt =0 (k=r+1,r42,..).

Dies fiihrt, wenn man fiir % (f) alle event. zu {v,} orthogonalen
Funktionen setzt, zu

F(#) =k§ cr oa(?)

mit den Werten (10) fiir {c;}. Die Parseval'sche Beziehung gibt

b b r
_a/ F(t) dt = f FlyPrat = 3k,

also
b

(11) / Lf(t) 2 dt = )\z'k%‘: | g 272,

a
Jetzt fiilhren wir die Exponenten p,=2/(8—p) und pi=p,/(p,—1)
=2/(p—1) ein; es wird
pr=p+1—")2p—2)
Die Holder’sche Ungleichung liefert

fiir © = 2(2—p)/(8—p).

b b _ B
[1F@rae= [ Fey .17 e
a e i -

< ( / Fap dt) (/b Fyp dt)

und, mit Riicksicht auf (8) und (11),
b

J1F0pdt e 220 (Z‘ a _) !

a

1—t
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also
f e / ) L
[ 17 et |(S1a | o
2=pf, t=2(2—p)/(8—p), so daB wir zu

Nun war aber 2p
] 1’1//):
P,> < W

r
17 g / @
(12) / 7@ (§ @
Bezeichnen wir allgemein mit A(p) das Minimum von
plp’ )
) fir fel’,

gelangen.

[irova|(ap

so folgt aus (12) ohne weiteres
[A(p)]r < Ap).

Ap) < [A(p)} oder |
Definiert man also {p;} durch p,=p, piy1=2/(3—p;), so kommt
sukzessive

[A(plr: < Alpy),  [Ap)|rr<Z Alp), ..o,

A(p) = [A(pj)liera- (=1,2,.).

(13)
(%),

Jetzt schitzen wir A(p) ab: es war

b
@ = [ f) ety dt
b 1ip
([ |f (|7 a’t) (b— a)r'= MA(p)r (b— ), da aber

also |a| <
Slaxl =1, so folgt rM?[A(p)F"7 (b —a) >1 und
1

1
e — )t
we Pj

(14) A(p)>rp/p,(b_ YT
Andererseits ist aber (2 — p;)/(2 — pj41) = 1/pjr1, also 1/p, p,

(2 ~p)/(2 —pj) und dies mit (13) und (14) ergibt
)(2~1’)(ﬂj*1)/(2“‘/’j).

(2— p)(p ~1)/(2 —p;) M(2 P)ﬂj/(2-/’j) (b .

A(p) = 1r

Jetzt ist noch hm pj zufinden. Es war p/1=2/(p;—1)=2(p}—1),

also pj=27(p' —1), also lim pj=co, lim p; =1, so daB schlieBlich
it
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1
A(p) > =

Die letztere uatere Schranke fiir A(p) hdngt von r

resultiert.
nicht ab und infolgedessen gilt
b r ol o
/J f@)pdt> (k_ | ar [p’) M2—p

fiir alle r, womit der Beweis von 1° beendet ist
Beweis von 2% Jetzt sei {ak} mit ylakﬁ<m gegeben

Wir belrachten
folty = X arent)

und eine willkiirliche Funktion g (¢) € " mit {6;} als Koeffizienten.

o<l Gror ) gr]

|

Es ist dann
!

fg(t)f,,m it J

n
N as
‘:‘

li n 1/p
/ a(t)fﬂdt._}j]ak]ﬂ] ,
k=1

< M@=n)ip [ I g
a
Wihlen wir nun fiir g(¢) die Funktion

wobei 1° benutzt wurde.
| fa(£) P—1 sign f,(¢), so erhalten wir
1/p

b 1—1/p
(/ |Fu) dt) < Me= (k)j'l 0 P )
=1

(15)
Wir kénnen demnach aus {f,} eine in Z” gegen eine Funktion
ft) e L” schwach konvergente Folge herausgreifen, fiir welche
die Ungleichung
b Lp!
(/ F @) dt) < Me—pVp (k)j]ak l”)
=1

als Konsequenz von (15) und die Beziehungen
b

JFOwtydt =lim [ £t eu(t) dt =

a
als Eigenschaft der schwachen Konvergenz gelten

(%)
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Es ist also die Existenz der in 2° behaupteten I’Punktion
f(t) e L” bewiesen; wenn das System {.} inbezug auf L ur_xv.oll-
st‘eihdig ist, so gibt es andere Funktionen mit {a;} als Koeffizien-
ten, doch brauchen sie nicht mehr die Ungleichung 2° zu eri?ﬁ]len.

Die Vertauschung von p und p'in 1° oder 2° wiirde zu fal-
schen Aussagen fiihren. Auf die Frage nach entsprechenden Gegen-
beispielen kommen wir in § 6 zuriick. Hier gehort auch die
Frage nach der Rolle der Voraussetzung |¢.(f)| <C M in [631].
Man kann zeigen, daB es beim Hausdorff-Riesz’schen Satze nicht
geniigt, die Funktionen ¢.(f) einzeln als beschréinkt vorauszu-
setzen. Das Haar’sche System [226] ist hier ein Gegenbeispiel. Be-
trachten wir namlich die Gruppe {‘/_”,2} ({=1,2,..,2"%, die aus 2~
Funktionen besteht, und setzen ap= (1/9%)'2~" fiir kb = 27+1 —1,
sonst ar =0, Dann ist fiir p <2

ca r«: 1 1—P[2
ké;{aklp= ‘_)_J(—??) < co.

n=1
m
Andererseits sei 8,(f) =k;: apon(t), ee=7P fir k=2"4+1 es ist

1 N\ 2= 0
fasm<t)1ﬂ'dt=2/|(§n) 2"
0 Lo,

pl

dat,

wenn N die Anzahl der Funktionen derjenigen Gruppe bezeichnet,

zu welcher 9,(¢) geh6rt und J, das vorletzte Teilintervall von der
JV

Linge 1/2%. Die Summe betrigt Zé-?’ = N und daher ist
1 9n ’
1
lim | |sa(t) 7 dt = <.
m—yoo
Unsere Reihe ist demnach keine Entwicklung einer Funktion aus
[¥, wie wir dem spater zu beweisenden Salz [641] entnehmen.
Somit ist 2° (mit einem endlichen M) nicht erfiilit. Wenn wir aber
den Beweis von 2° priifen;, so sehen wir, daB er bloB die Eigen-
schaft 1° und 2,¢L” (1) benutzt. In unserem Beispiel ist also auch
1° hinfallig.
Es ist auch leicht festzustellen, daB 2° fiir vollstindige Systeme

mit im w.0.G.|¢.(f)| = co mit keinem endlichen M fiir alle
n-—-»o0

P A<pg?2) giiltig sein kann. Setzt man ndmlich a, =0 fiir

icm
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k==ny, an,=1, so ist .(f) das einzige f(£)el” mit {ax} als Koeffi-
zientenfolge. Nun ist lim p'= + oo fiir lim p =1, also der Grenz-

oo n—co
1p'

b ,
wert von (/ [ f(@) a’zf) gleich w.0.G.{9,(f)]|. Rechts steht aber

in 2° MC-nF mit M als Grenzwert. Schreibt man # anstatt "y
und ldBt es wachsen (n=1,2,..), so ergibt die eben bewiesene
Ungleichung w.o0.G.|2,(£)| < M () einen Widerspruch mit der
anfinglichen Annahme,

Der Satz von Paley. Wir haben bereits erwihnt, daB
ein zu [631] analoger SchluB ,vom groBen Exponenten (g>2)
auf den kleinen Exponenten (¢'; 1/g'+1/g = 1)* versagt. M.,a.W.

leistet Zlian " <oo noch keine Gewdhr fiir die Existenz eines
n=

f() e LY mit {a.} als Koeffizientenfolge. Es bietet sich die Frage
nach stiirkeren Bedingungen, etwa von der Gestalt

oo

(16) Zlanl"n“<co

n=1

(o> 0).

Ist ¢>2 und a>¢—2, so impliziert (16) die Konvergenz von
lea,z I’ also, nach [631], die Existenz eines f@® e’ CLY mit {a,}

als Koeffizientenfolge. (Fiir gewisse o< g —2 kénnte (16) mit

@ ~ 21 anon(t), F(E)> L7 ertiillt sein). Jetzt untersuchen wir 0=q—2.

Es zeigt sich, da3 dann f(f) sogar zu L? gehért. Hier ist aber die
Bemerkung einzuschalten, dal eine Umordnung des Orthogonal-
systems {¢,} mit einer entsprechenden Umordnung von {a,} die
Existenz von f () nicht beeintrichtigen kann, wohl aber die Kon-
vergenz von (16). Es ist nun leicht zu sehen, daB eine Summe

2 4z B mit o, > 0, B, > 0 am groBten wird, wenn beide Folgen
n=1

{9}, {Bn} nichtfallend oder beide nichtwachsend angeordnet werden;
sie wird am kleinsten, wenn eine Folge nichtwachsend, die andere
nichtfallend angeordnet wird. Ist nun lim|a.| =0, so 148t sich
{lan|} nichtwachsend anordnen; die Folge {n®} ist stets monoton.
Dies erleichtert das Verstindnis des Satzes:

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 14
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Es sei {o,} ein ON mit [ou| <M fu ’
10 f) el (1 <p<2) impliziert Z|ak\"k” 2 A,,[[f(t)lf’d,f

mit f-freiem A, wo {|a|} die Folge der nichtwachsend geordneten
Betrige der Koeffizienten won f bezeichnet;

20 Z[a R <eo (7>

k=1

2) impliziert die Existenz von f(t)e L’

mit ay, als Koeffizienten und mit f lF @& dt < A,,kg,; lae |7k 2, wo A,

von {ax} nicht abhdngt und letztere Folge in der Voraussetzung und
Behauptung den Betrdgen nach nichtwachsend angeordnet wurde,

Es ist die Ungleichung 1° a fortiori erfiillt, wenn die |a:| ihre
urspriingliche Reihenfolge behalten, und man darf auch in 2° in der
Voraussetzung und Behauptung den Vorbehalt der Monotonie fal-
len lassen, wie aus den dem Satze [632] vorgeschickten Bemer-
kungen folgt.

Beweis: Wir beginnen mit 2° fiir ¢=4,5,6,... Es ist fiir ¢>2
i, i NYe ) o1\
(17) Zak<(2}akiqkq"“) (;‘};) ]

also ), ap < oo, was die Existenz von fe L2 mit
1

b
av= | f () oult) dt -

impliziert. Um fe L? zu zeigen, gentigt es nach [125], wenn man
z.B. fiir m,=2" —1

b oo
[1sm(O1dt < Ay el k"
a =] .

beweist. Zu diesem Zwecke werde

2Y 1 oY1
D)= D anou(t), C,= 2 |aplk?
k=¥l gyl

gesetzt; dann ist
b

b
ho=[1sm®)7dt = [

a a

n |9
2o )| dt
=1 i

|2, (#) D,). ..

N

g
M=
b\'&

L@, (B dt.
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Jetzt brauchen wir die Ungleichung
b

18 [ D) B0 P dt < M ClCl o]

fiir ¢ > 4. Links steht hier hochstens

b
max | D,(8) (72 .| Dt) "2, /qu(z) dt

by vy U2y _,
\<Mq"2(21ak!) (ZEakl) 2 ai;
2p.—1 Zv—l 2\/—1
aus (17) folgt
o 2 9/ 1
7

a e ——

2%‘1 &< CV (21/—1)1—2/‘],

und die Holder’sche Ungleichung [114] liefert

. , 1 —~1lg
2la < (X kq_2)1,4<2 = ) ;

ka—1

da aber
k1 g—2

h—1
2 1/ke= 1<2'*1'2q~1(’ D = ggmi

—1

(>0 ganzzahlig),

so iibertrifft die linke Seite in (18) nicht

Mq—2 . C:LIE Cl/‘?—z/q L9122 o(v—1) (12-2/g) | Cf"/q Lo—0-1) (1—2/4!)7

was fiir v p der rechten Seite gleichkommt. (Die Ungleichung
(18) bleibt fiir 2 << g <4 richtig, wenn man 1/2|v—p| im Expo-
nenten duarch 1/2|v—p|.[9/2 — 1| ersetzt; wir brauchen diese Er-
weiterung nicht). Wir wollen (18) auf J, anwenden; es kommt dann

(19) [Py, Py, e ,(qu‘ =D, D) (D, D) ... ((_Z'qu_1 ¢yq) VgD,

wo rechts Q :Jz—q(q—l) Produkte &, Py auftreten. Die Hélder-
sche Ungleichung erlaubt nun die Verallgemeinerung

’ 1, b Jl'lr
RAECY R fr(f)ldt<(/]f1(t)7dt) (b/ | f,(t)|7~,d,f)
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mit 15 4+ 1/ + ..+ 15 =1, was mit (19) und A =1/Q (i) zu
H g (b . 10
[12,0 .., 0)|dt < | ]1{ J1o,0 2,0 dt}
P 1 ij=1l7 ‘
“ 23

und — wegen (18)—zu

: oy i angg-bryiie
[19,0.. 0, @la <m0 Co2

q q.
_ a2 1/g Z—I‘If—vjl/acz]
=m"]] o) :/];Il f

==

fithrt. Wenn wir dies in der Ungleichung fiir J, substituieren
und eine Verallgemeinerung der Hélder’schen Ungleichung fiir Sum-
men mit A, =), =.. =%, =g anwenden, so kommt

5.3
=1 vy=1 V=
Die g-fache Summe fiberschreitet nicht

n y=+too __ - q—1 n
ZCi.( BE [v1/c2g 2)) _BSc,
v=1

i=1

g vy, _n)l/e
c, [To il ”}.

1 fe=L

Yr=—oo

also

Wir haben also den Satz fiir ¢ =4,5,... bewiesen und fiir
g =2 ist er evident. Es sei jetzt 4> 2, sonst beliebig. Ist

oo n
f~ 5?1 %,  fa =,§ ai p.(t),

n b
SUN=Zlal ¥ af) =[],

Proy Sp(fn) 900N Jq(fn)
)‘P(n) =0, G. Jp(f) ? P‘Q(ﬂ) = 0. G' Sq(fn) (P<2<Q).

so gibt dieselbe Uberlegung, welche in [681] beim Beweise
von (10) benutzt wurde, folgendes: ist f, diejenige Funktion, wel-
che pi(n) liefert, so ist

b
J&) 7 sign fuld).ou(t) dE=pl(n) . | a4 17" sign @y . k7~ (k=1,2, ..., n).

icm
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Es sei
g O =/ut) """ sign fu(t),
nach der Definition von X,(z) haben wir

br=pi(n).|ax " sign a,. A7

n b
20T <igm [1e @ a,

oder

n b
}qu(n) ké—’; | ax ](Q-—I)P E(a—1)p—2 < )xf;(ﬂ) /-tfn(t) IPUI—I)dt.

Ist nun p(g — 1) > 2, so erhalten wir
b7 (r) < () g3 ().
Es ist aber leicht A(n) < pp(n) festzustellen, denn fiir fel?,

n

f Nk.;; ar 9r(t), /Z,z(t)=k2 lax |P~1 kP=2sign a; . pu(f)

=1
gilt
/4

b b 1p; b 1
[f@) hat) at <( Jirer dt) ( ol dt) (). S (). (),

b n
JF@ b0 dt = S| aaf 70 = S,(f2) = Sy(h),
also ‘ -

Sp(fa) < p(n). Sy (Fa) . TP (),

was die fragliche Ungleichung impliziert. Wir diirfen demnach
schreiben:

po(r) < pa(n) . pps— ().

Es sei nun ¢>82> 2. Setzen wir p' =a, p{g—1)=8, so
ist g=1+80@—1/, also p<g<a Ist p(n)<K, pa(n) <K,
so gibt es ein ¢ mit p,(n) < K. Andererseits ist fiir q:>2, gi~>q
po(n) < lim pg (n), denn

Jo(fr) ; Ia{Jn)

{

LI Jim —— L im pJi(n).
St "B S,y < p el
Es folgt, da die Gesamtheit der ¢ zwischen c und ¢+2, fiir welche
pa(1) < max (A, Acqs) gilt, iiberalldicht und abgeschlossen ist, also
alle ¢ umfaBt. Damit ist 2° bewiesen. Die Ungleichung 2 ,(n) < pp(n)
ist aber gleichbedeutend mit 1°, so daB [632] vollstindig begriin-
det wurde.
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Bemerkungen. 1° Wenn {a,} beide Bedingungenngl |anl” <oo,

E{a,, Pr—2<eo erfiillt (p<2), so braucht es noch nicht die Koef-
n=1

fizientenfolge einer Funktion aus L” zu sein. So ist z.B. die lakn-

o o cos 27
ndre trigonometrische Reihe )’ n
n=1

keine Entwicklung, nicht

einmal die Entwicklung einer Funktion aus L (vgl. VII, § 4).

2° Das Beispiel, welches die Behauptungen [631] fiir das
Haar'sche System als ungiiltig erkennen lieB, ist zugleich ein
Gegenbeispiel fiir die Behauptungen [632] fiir jenes System. Es folgt
ndmlich eine schwichere Abart von [631] aus [682] (vgl. das Zyg-
mund’sche Buch). .

3° In [632]ist p—2 durch keinen absolut kleineren Exponenten
ersetzbar. Es habe nimlich f(¢) ax =&"7~% zu Koeffizienten,

20>1—2/p. Es gehort nimlich f(£) ~ > n®cos nt zu I’ ftir alle

n=1
1/p <B<1/2, es gilt jedoch hier k§:|ak‘|'” Bt = o fiir e=1—p(1—p).
Ebensowenig kann @, =1/y/k die Koeffizientenfolge eines f e L
mit ¢ > 2 vorstellen, obwoh! E af B < oo fiir > 9/2— 1 er-
fﬁilt ist. Nichtdestowenigef ig? nach [114] und [631] die Reihe

2 ar9x(t) die Entwicklung einer zu allen L’ mit 1<p < oo ge-
k=1

hérenden Funktion, wenn die Reihe ) |a;|*£* fiir ein o> 1
F=1

konvergiert.

§ 4. Bedingungen dafiir, daB eine Reihe eine Entwick-
lung sei. )

Wir gehen jetzt dazu tiiber, notwendige und hinreichende
Bedingungen aufzustellen, damit eine Orthogonalreihe eine Ortho-
gonalentwicklung sei. Die bis jetzt angegebenen Bedingungen
waren fiir [-Riume (p<2) notwendig, fiir [‘-Riume, qg>2,
hinreichend. Jetzt wollen wir die Reihen selbst, nicht blof ibre
Koeffizienten, betrachten und zwar unter gewissen zusitzlichen

Annahmen. Es bezeichne 7 eine Summationsmethode mit der
zeilenfiniten Matrix :

icm
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by by ... bm,
bg] b22 ..... b2n,
bkl bkz ......... bknk

Wir betrachten die 7-Transformierten der Kerne des Systems,
g k
Kis, t)y =2 bz‘k( 2 9i(s) CPi(t))-
k=1 j=1
Die T-Transformierten der Partialsummen der Reihe ) 2x(f) sind
k=1
fll-

G;(t) =k§ bix Sk(lf).

Die zusdtzlichen Annahmen seien:

) b
1° oty <M, f.i, 20 [|Ki(s,8)|ds<A fi.

oo

Eine notwendige und hinreichende Bedingung, damit 3, a, 2.(¢)
n=1

die Entwicklung eines fel” (1 <p<co) sei, ist — unter obigen
Annahmen—die Existenz einer Konstanten v+ mit

- (20) [5u@)[lp <.

Hinldnglichkeit: Nach [165] existiert wegen (20) eine
gegen ein f(f)eL” schwach konvergente Teilfolge {on,()}, d.h. esist

b :
lim [ o (£) ea(t) df = [ £ () ou(t) dt (k=1,2,.)

beriicksichtigt man die Toeplitz’schen Beziehungen

lim (g1 ~+ bpa + ..o + i) = 1, lim by, = 0,

h—yoa [-yoo

b
so folgt a, ==_/f(t) oi(l) dt, w.z.b.w.
Notwendigkeit: Es sei f(¢)~ Y a,9.(t), f(¢)eL”. Dann
n=1

b .
ist a,(%) -z‘/f(s) Ku(s, t) ds. Die Holder’sche Ungleichung liefert .

a

[641]
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iy

H

b S Yeor Ig
o] <1 6 11179 vas| | f1Kits, ) ds

b b b .
Jlenol e <[at |1 s, 01176 ds| . 47
a a a
und die Vertauschung der Integrationsfolge gibt
b b
Jlant)|pdt < Ao [|F@) | dt, dh. | o) ]| < =

Ein analoger Satz gilt in Raume M:
Bei denselben Annahmen ist die Bedingung w.o.G.|o,(f)]<Cx

2%

(d.h. || on(®) lu < %) notwendig und hinreichend dafiir, daf > a,q.(t)

Nzl

die Entwicklung einer beschrinkten Funktion sel, ‘
Die.Hinldnglichkeit 146t sich wie beim letzten Satz be-

weisen; der Notwendigkeitsheweis verliuft, wie folgt es

sei [f(#)] <p; dann ist

loa(t)| =

b

[ ) Kut, 1) du

a

<A.B,

w.Z.b. W,

Hier werde bemerkt, da die Annahme 2° notwendig ist,
wenn die Ungleichung ||6,|lx <= fiir alle beschrinkten Funktio-
nen erfiillt sein soll. Denn die Verneinung von 2° fiihrt nach [155]
zu einer stetigen Funktion g(f) mit

b
lim sup W.o.G./K,,(t, u) g (1) du = + oo,
H—yoa a

was mit || 64|y <% (fe M) unvereinbar ist.

Es bleiben noch die Réume der stetigen Funktionen und der
integrierbaren Funktionen (C und L) zu besprechen. In keinem
von beiden sind die Bedingungen | o.(f)|| <% hinreichend; dies
ist leicht an dem trigonometrischen System zu sehen, wo die er-
sten arithmetischen Mittel eine 7-Methode mit 2° liefern und wo

1 -~ . .

7. B. —5--{— 2, cosnt die Bedingung | on(f) |l <= erfiillt, ohne eine
n=1

Entwick.lung zu sein (8. 57). Fiir C ist die Begriindung noch einfacher,

denn die Bedingung | o,| <= ist hier fiir M und C die gleiche;
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da sie fiir M notwendig ist, kann sie nicht fiir die engere Klasse
C hinreichend sein. ’

Bemerkungen. Fiir das Haar’sche und das Franklin’sche
System ([226] und [448]) sind die Annahmen 1° und 2°, die dem
Satz [641] vorangehen, mit der Matrix der identischen Substitution

n

k:zl'?k(s) ¢r(?) | dt <<, wie wir aus [526] erken-

1
als 7 erfiillt; es ist /
[

nen. Fiir das trigonometrische System ist 6,(£)=1/n(5,(¢) + ... + s.(%)),
wie bereits erwiihnt. Begniigt man sich mit einem Raume I, so
kann die Annahme 1° durch ¢, ¢ I” ersetzt werden und die An-
nahme, dal 7 zeilenfinit ist, dadurch, daB K,(s,¢) als Funktion
von ¢ zu L gehort.

Jetzt geben wir eine Bedingung an, die fiir alle L (ein-
schlieBlich p=1) gilt, aber in M versagt, weil es in diesem Rau-
me keine abgeschlossenen Systeme gibt:

Unter den Annahmen 1° und 2° ist
(21) lim [fon(t) — ou(®) [, =0
m_zn—yeo
notwendig und hinreichend dafiir, daB eine Orthogonalreihe die
Entwicklung einer Funktion aus [7 (1< p<oo) sei.

Die Hinlédnglichkeit resultiert aus der Existenz einer
starken Grenze f, d. h. einer Funktion in Z” mit lim || sx(¢) — f () | =0,
n—rec

b
woraus unmittelbar a, = ./f(t) ox(t) dt folgt.

Um die Notwendigkeit darzutun, bemerken wir zunéchst,
daB der Beweis von [641] die Ungleichung ||o.[f]]| < v||f|l (auch
fiir p = 1) impliziert, also auch

(22) | alf1—culglll <%l f— g1

Es sei jetzt {gx(f)} eine gegen f(f) stark konvergente Folge
von beschrinkten Funktionen, wie z.B. die in [129] konstruierten.
Gelingt es lim ||on[g]— o4[g]||=0 fiir diese g« zu zeigen, so folgt (21)

mzzn-yes

tiir £(£), denn es ist || om[f]1—oulf]|| <|lonlf1—omlgrl||+||omlge] —oal gel |
+ |loulge] — oalf]]| und (22) erlaubt das erste und dritte Glied
rechts abzuschiitzen. Es sei gi(f) =2 (); h(f) ist beschrinkt, also
hel? und

[643]
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b
lim [ |onlf] — ou[h] P dt =0,
mzn-yeo y
was aus der Bessel'schen Ungleichung und den charakteristischen
Eigenschaften der T-Methoden sofort folgt. Es kommt (&> 0)

b

[(@n— onyat <&

a
fiir .geniigend groBe m und 7, es ist also |om(f) — ou(f) | >3 bloB
auf einer Z-Menge E vom Mafle < ¢”. Daraus folgt

p

b . '
llom =5 s ~—~(A/ | sn—oalf dr) = (,/ + [ ) < @@ AP |E|+5 (6—a))h,
a . \E' CE

wenn |[2(f)| < B. Es ergibt sich schlieBlich
15— 5l < (2BAB) + (b — a) ) = B(2BAY + (b— @))'7.

Ebenso wie frither fiir M, kdnnen wir zeigen, dal die An-
nahme 2° fiir L wesentlich ist. Wire sie n#mlich nicht erfiillt,
so wire ([155]) eine beschrinkte Funktion %2(f) vorhanden mit
lir’?_)iup {ou(f)|=0c% in einer positiven Menge; dann wire aber ([153])

y

li£n>sup / su[M) f(t)dt = + oo fiir ein geeignetes fe L und, wegén
7-¥00 e

b

h b »
23) Joulf) £ty dt = [ ol f10(2) at,

a

b b
Iirrrllﬁiupfc,1Lf]h(t)dt=+N, was ([127]) lim sup [[ou[f]]dt = oo

n—yea
ergibt. undm1>i;r_1)l|cm[f]— ou[f]ll. = 0 ausschlieBt. Dagegen ist 2° fiir

[’-Riume mit p>1 nicht mehr notwendig, denn es hat z.B. das
trigonometrische System die Eigenschaft

27

m\llT f]S/n(t) — 5,(8) |p At = 0,
obwohl Sl ,
i

0

du>\logn |

n
298 o)

mit f- und n-freiem, positivem X gilt.
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Ohne 29 aber mit 1° kénnen wir zeigen:

Die Eigenschaften

@) lim salfl—alfllb=0  firallefel’
@) lim [onlfl—sdfllly=0  fir alle fel”

sind dquivalent (1 <p < oo),
b
Beweis: (24) hat die Konvergenz von {/ a,l[f]g(t)dt} fiir
fel?, gel” zur Folge, also—wegen (23) — die Konvergenz von

b .
{‘/ s g] f(z,‘)dzf}. Es ist demnach die Folge {s,(¢]} im Raume L”

a
schwach konvergent, also ist nach [152] || sa[g]|l»r < #' (mit n-freiem
') und (nach [151]) ||s.lg]lly < %]l g|l»; die letzte Ungleichung setat
uns in die Lage weiter wie beim Beweise von [643] zu verfahren,
um (25) zu erhalten. Ebenso folgt (24) aus (25). .
Im Falle des Raumes C ist die Bedingung der gleichm#Bigen
Konvergenz von {(s:f)} wie leicht ersichtlich, hinreichend, jedoch
nicht notwendig. So ist z. B. {s,(¢)} fiir das trigonometrische System
[228] nicht gleichm#éBig konvergent, wenn die stetige Funktion,
die man entwickelt, an den Stellen 0 und 2= verschiedene Werte
annimmt,

Das allgemeine Riesz-Fischersche Problem. Die
Bedingungen dafiir, daB eine Folge {a,} im Falle eines allgemei-

nen Orthogonalsystems eine Koeffizientenfolge sei, sehen ganz

anders aus. Diese Frage wollen wir gleich allgemeiner fassen:
Eine Funktionenfolge {f,} und eine Zahlenfolge {a.} sind gegeben;
welches sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir
die Existenz einer Losung f(¢) des unendlichen Gleichungssystems

b

[Fy ity at = a @)?

In dieser Form haben wir das Momentenproblem des I-len
Kapitels (§ 7) wieder vor uns. Der dort bewiesene Satz [171] lie-
fert, als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf {a.}
die Koeffizientenfolge einer Funktion f(t)e L’ (p>1) oder feM
sel,

[644]

[645]
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| n b on V4 1/p’
[Zak&k <7(/ Sgk?k(t) dt) y
k=1 u | B=1
bzw.
n b n
Sata| <t f| Swano|a
k=1 2 k=

fir alle endlichen Zahlensysteme (£, 8&,,...,¢8:). Hier wird ou() ¢ L”
bzw. ox(t)eM vorausgesetzt, eine Annahme, welche die Existenz von

[F®yontydt (k) sichert.

Polare Bedingungen. Kehren wir jetzt zu den Annahmen
zurlick, die wir am Anfang dieses § gemacht haben, d.h. zu den
Ungleichungen 1°, 2° die dem Satz [641] vorangehen. Wir kinnen
dann, wie wir gesehen haben, notwendige und hinreichende Be-
dingungen angeben, damit eine Orthogonalreihe eine Entwicklung
inbézug auf einen Raum sei. Diese Bedingungen betreffen die o,(¢),
d.h. die 7-Transformierten der Partialsummen. [645] zeigt einen
anderen Typus von Bedingungen. Einen dritten Typus stellt folgen-
der Satz vor:

Unter den Annahmen 1° und 2° besteht die notwendige und

hinreichende Bedingung dafiir, dafl D) ano.(t) die Entwickiung einer
n==1

Funktion aus L’ (p>1), L, bzw. M sei, in der T-Summierbarkeit

“der Reihe

(26) § An Gn

fiir alle Koeffizientenfolgen {g.} won Funktionen g(t) aus dem hon-

jugierten Raum IV bzw. M, bzw. L.

Notwendigkeit: > a,0.(¢) sei die Entwicklung von f(f)el”
n=1
(p > 1); es folgt fiir g(f) e L7 (bzw. fiir g(£) € M)

n; k b

Ti= XbaXag = [ olf;tl g(t)at
k=1 Jj=1 a

und

b
Ti— Ty = [l fif] — oflf: ) g (t) dt;
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[127] gibt fir p>1
4 p b
@7) }T,-—T,-I\<(/|s,-ngmzf) .(./}g(t)

1ip
» dt) ,

und die starke Konvergenz von {s[f;f]} bewirkt die Konver-

genz der rechten Seite gegen Null. Es ist demnach {7} konver-
gent, d.h. (26) 7-summierbar. Fiir p =1 tritt an Stelle von (27)
die Ungleichung

b
[ Ti= T < w.0.G. | g(B)]. [ |oi— ;] dt

und es wird dann ganz analog weiter geschlossen.
Im Falle f(f) € M benutzt man die Identitit

b b
Ti=[olf; ) g(t) dt = [og; ] £ ) at

und wiederholt obige Schliisse, indem man g (t) e L beachtet. »
Hinlédnglichkeit: Die T-Summierbarkeit von (26), d.h.
die Konvergenz von {T:}, wo '
b

T; = [ot) g (8) dt,

a

ni k
(28) oit) = 3 by X a; o(1),
k=1 Jj=1

impliziert die schwache Konvergenz von {o,(#)} in 1’ (p > 1). Die
schwache Grenze f(f) ¢ L” dieser Folge hat die Eigenschaft

b b
lim [o(t) g (t)dt = [ £ (¢) g (t) at
G a
fiir alle g € L” (baw. g&eM); fir g(f) = ¢;(f) folgt daraus

b b ni
JF® ety dt =tim [ot) oty dt = lim X b = a.
2 i—eay i—yoo k=j

Es bleibt noch der Fall p =co, d.h. I/ =M. Dann ist {7}
in (28) fiir alle ge L konvergent, also ist nach [153] [ot)| < ¥,
was bereits die Existenz einer beschrinkten Funktion mit der

Entwicklung 3 a,¢.(¢) verbiirgt.
n==]

Der Beweis der Hinldnglichkeit geht also ohne die Annahmen
1° und 2°. Aus diesem Beweise ersehen wir die Beziehung
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i—yoo

13
lim 7= [£ () & (&) d&;

es ist aber nicht gesagt, daB f(£) in dieser Formel diejenige Funktion

2 ano.(t) gegeben hat. Es kann

n=1
sehr wohl f(£)=£f(t) sein, wenn {¢.} inbezug auf den f-Raum nicht
abgeschlossen ist.

§ 5. Multiplikatoren.

A und B seien zwei Funktionenriume, {¢,} ein ON-System.
Wenn die Zahlenfolge {}.} die Eigenschaft hat, jede Koeffizienten-
folge {«.}, die einer Funktion f(f) € A nach {9} zukommt, in eine
Koeftizientenfolge {f» = M0} einer Funktion g()eB zu verwan-
deln, so heiBt {\.} ein Multiplikator der Klasse (4, B), in Zeichen:

{\:} € (4, B).

Dieser Begriff trat zuerst beim trigonometrischen System auf;
bei beliebigen {¢.} hat als erster M. Riesz die Frage nach den

f(t) ist, die uns die Entwicklung

' Multiplikatoren angegriffen. Es sind hier zwei Fragenkomplexe zu

[652]

unterscheiden. Der erste besteht in den notwendigen und hinrei-
chenden Bedingungen, damit eine Folge {:} zu (A, B) gehdre; die-
se Probleme werden wesentlich erleichtert, wenn man ein speziel-
les {o,} untersucht; der zweite betrifft ebenfalls die Charakterisie-
rung der Klassen (4, B), doch ist diese nicht selbstéindig, sondern
durch die Beziehungen zwischen den verschiedenen Klassen (A,B)
vermittelt. Einige von diesen Beziehungen, wie (L,L%) (C (M, L?)
oder (L, CYy(C (L, M), sind trivial. Ebenso ist im ersten Komplex
die Beschrinktheit von {/A.|} als notwendige und hinreichende
Bedingung fiir {:} € (L% L% eine unmittelbare Folge des Riesz-
Fischer’schen Satzes.
Wir fangen mit dem zweiten Fragenkomplex an.

Ein Lemma. Es sei 1° {\.}e(4, B), 2° {9.} ON und V inbezug
auf B, 9n€B, 3° f(t)eA, f(t)~ Xoups, &)~ 2 Mt B
n==1 n==1
Behauptung: g = U (f) ist eine lineare Operation.

Beweis: Nach [144] ist blof die Stletigkeit von U (f) zu
beweisen und nach [145] geniigt dazu die Feststellung, daff aus

@) lim|fi=fla=0, lim| UG —hls=0
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die Gleichung # = U(f) folgt. Nun ist aber
B0)  U(~ Zho oult), wenn fu ~ 3 aff g,(t)
== . k=1
die zweite Beziehung (29) liefert
b b
,{Hﬂ,afu(f") on(?) dt=afh(t) on(?) dt,
also nach (30) ‘
b
: ®_ [ .
lh_fn Mol = j B (£) pa(t) dt (1),

und daraus —nach der ersten Bezichung (29) —
b

Mt = [ £ (8) oult) dt.

{)ie Entwicklung von U(f) ist demnach mit derjenigen von
h(t) identisch und die Vollstindigkeitsannahme 148t % (¢) = U(f)
folgern, w.z.b.w.

Unter den Voraussetzungen 1° und 2° won [652] ist {\,} ein
Multiplikator von (B', A"), wenn man mit A' bzw. B' die Raume der
in A bzw. B erklirten linearen Funktionale bezeichnet.

oo

Definition. Ist F(x) ein Funktional, so neant man Zx,zF('.pn)
n=l1

die Entwicklung dieses Funktionals nach {#-} und {F(2,)} heiBt die

Koeffizientenfolge dieser Entwicklung.
b

Zahlen; setzt man fiir x, die Werte _/‘x (#)palt) dt ein, so gibt die
a

Diese Koeffizienten sind

Reihe formell den Wert von F(x) als Summe, wie man durch

Anwendung des Operators F auf die Gleichung x (%) =_§:‘xn 0n(t)
verifiziert. n=1

Beweis von [6563]: Es sei F(x) ein lineares Funktional in
B, d.h. Fe B'. Die Operation g = U(f) ist nach [652] linear und
geB fiir feA, also ist F(U(f)) = @(f) ein in A erklirtes, line-
ares Funktional. F, = F(¢,) sind die Koeffizienten des Funktio-
nals F(x) nach {p,} und nach der Definition von U(f) ist
U (pn) = o pa(t), also D () = F(U (9a)) = F(hn ©n) =hn F(n) = by Fr.
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Bezeichnet man mit @, die Koeffizienten von @ (f) nach {¢.}, so
kommt D, = @ (¢n) = M Fn, womit {As} € (B, A") bewiesen ist.

Wir bemerken nun, daB fiir A=1" (1 <p <o) A'=L" st
(I” ist fiir p' = oo als M zu lesen). Dies ist so zu verstehen, daB

b
ein lineares Funktional H(f) in A nach [147] als _/h(t)f(t) dt
a

mit 2¢Z” geschrieben werden kann und die Koeffizienten /,=F (9n)
b ' .
gleich / k() v.(t)dt, d.h. gleich den Koeffizienten von % (f) nach

{v,} sind. Dagegen ist fir A =M (oder A=C) A’ ) L. Diese
Bemerkungen und Satz [653] erlauben die Identitéit einiger Klassen
(4, B) abzuleiten.

Es sei {p.} ein ON, ¢, e M, {¢.} vollstindig inbezug auf L',
r=min (p,q), 1<p <oo, 1< q<oco; alsdann ist

(L7, L% = (L7, ).

Hier ist zubeweisen, daB {\,} e(L”, L) die Beziehung {,} e(L”", L")
impliziert und umgekehrt. Das erste ist eine Folge von [663], das
zweite ebenfalls, denn die Vollstindigkeit von {¢.} inbezug auf
L” bewirkt die Vollstéindigkeit inbezug auf L” und L7,

Korollar. (7,10 =(L",I") (1< p <o)
Folgender Grenzfall ist in [654] nicht enthalten:

Ist {0,y ONV inbezug auf L und beschrinkt, so hat man
(!, L)y =MLY fir 1 <p<co.

Beweis: {M\)e(L”, L) impliziert nach [653] {\.} e (M, L").
[663] geniigt aber nicht fiir den umgekehrten Schiuf}, weil man
hier mit dem Fall A= M zu tun hat, und auf {\,} € (Z/, L) schlieBen
will, wihrend man mit der vorhergehenden Bemerkung blo
{h} e (B',A") mit A' ) L erreicht.

Es sei {\} ¢ (M, I”) und £ (£) e I’ (p>1). Nach [652] ist die Ope-
ration g(t)=U[h(#)], he M, geL” linear, also ([146]) || g [l || 2.
Es folgt

b
[e@ryat

<% || R lac || flp-

m(k)
Insbesondere-hat man fiir das Polynom wu(f) = >, e i)
==1
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b
[ U@ a@de <l [l

1
[Umywie) dt \ =

(31)

{9s} ist inbezug auf L, also auch inbezug auf L’ vollstindig
und es ist ([625]) eine Folge {wx(f)} mit klim | f—wr|l,=0 vorhanden;
oo

b
dies und (81) ergeben die Konvergenz von {.[U(wk)/z(t) a’t} fiir
alle ¢ M. Nach [163] gibt es ein f() ¢ L mit

b b
lim [ U(w)h(t)dt = [ F(&) h(2)at (h);
k-yo e
setzt man hier % (%) = p.(f), so kommt
b b

T auttyat = lim [ () on(t) at

! b b
—lim [ u(8) wa(0) dt = [F(O) 0ult)
Yoo iy a

womit {M.}e(L’, L) gezeigt ist. Analog wird der in der Behauptung
[655] enthaltene Grenzfall (L,L) = (M, M) behandelt.

Jetzt gehen wir zu solchen Klassen (4, B) tiber, wo der eine
Raum mit C identisch ist.

Es sei g, ¢l und {p,) ONV inbezug auf L’; alsdann ist
(p>1).

Die Relation (M, I”) C (C, L") ist klar; es bleibt (C, L) C (M, L?)
zu zeigen. Es sei {\} e (C L), f(®)eC, U(f)el” und £(t) e M
{fu«(#)} bestehe aus stetigen Funktionen und sei f.i. gegen h(t)
konvergent, so daB ||/ |lc <||%|ln fiir alle  gelte (vgl. [129]). U (/)
ist linear, es ist also || U(fa)|lp < | %|la. Nach [165] enthdlt {U (fa)}
eine schwach konvergente Teilfolge, die wir ebenfalls mit {U(fn)}
bezeichnen wollen und die ein g(¢) € 7 als schwache Grenze be-
sitzt. Es gilt demnach fiir jede Funktion ¢ aus L”, insbesondere
fiic o (¢) = ou(t), die Beziehung

b b

lim [U(f) e @) dt = [g®) 2@ at *.

nes y

Andererseits ist wegen fu(f) - £ (?) L. 1.

S. Kaezmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 15

(G L) = (M, L)

[656]
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b I{
tlim [U(f) oa(®)dt =2 [ RO @uld) di,

Hn—>o0
b b
also % [h(€)au®) @t = [ @) ou(t)dt (B), was (i} € (M, L") begriindet.

Bemerkung. (C, M) =(M,C) ist unrichtig, denn {1} gehort
zu (C,M) ohne zu (M,C) zu gehdren. Ebensowenig darf man
(C,L) = (M, L) schreiben, wofiir das trigonometrische System ein
Gegenbeispiel liefert.

Ist aber {v,} ON abgeschlossen inbezug auf C und sind alle
o, € C, so hat man (C,C) = (M, M).

Der Beweis fiir (C,C) C (M, M) ist dem Beweise von [656]
analog; man hat nur zu beachten, daB die schwache Grenze von
U(fx) jetzt ein g(t) e M ist; (M, M) C (C,C) wird aber folgender-
maBen bewiesen: ist f(¢) e M, so ist die Operation U(f) in M
linear, nach [652]; die Abgeschlossenheit inbezug auf C liefert fiir
k(t) e C eine Polynomfolge {w,} mit lim ||w, — A|lc = 0, was

Ny

il_r)n U (ws) — U (k) ||m= 0 impliziert, also ist U(#) als Grenze ei-

ner gleichm#Big konvergenten Folge von stetigen Funktionen ste-
tig, w.z.b. w.

Unter den Voraussetzungen: {¢,}ON, ¢,¢C, {0} A inbezug
auf L%, ist (L', M) =(L",C) (p>1).

‘ Beweis: Es gentigt (!, M) C (I*,C) zu zeigen. Bs sei
{/:,,} e(L/, M), f(tye L’ und U(f) die in [652] definierte Operation,
die f(?) in eine beschréinkte Funktlion g (¥)=U(f) verwandelt. Die
Abgeschlossenheit liefert eine Polynomfolge {w,} mit f als slarker
Grenze. Die Stetigkeit von U(f) gibt
lim || U(wn) — U(wn) ||n =0,
mh-yoo
es ist also die aus den stetigen Funktionen g,(¢)=U(w,) bestehende
Folge gleichmiiBig konvergent und daher U(f) eine stetige Funk-

tion von £ Nach [624] ist aber {¢,} V inbezug auf M, also U(f)
eindeutig erklart,

Bemﬁerl_{ung. In den Sitzen dieses § darf die Bedingung
der Vollstindigkeit durch die Annahme ersetzt werden, daB die

e.iner Toeplitz’schen Methode entsprechenden Lebesgue’schen Funk-
tionen f.d, O(1) sind.
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§ 6. Weiteres iiber Multiplikatoren.

Wir gehen zum ersten Problemkomplex des § 5 iiber, um einige
Eigenschaften der Klassen an sich zu behandeln. Wir wollen hier
zunichst den Begriff des Multiplikators erweitern:

Es seien {9}, {¢.} zwei ON; wir setzen voraus, daB fiir xeA,
b b

yeB die Integrale ‘/x(t) 9,(f) dt, ‘/y(t) ba(t) dt stets existieren; es
a a

habe {».} die Eigenschaft, die Entwicklung einer jeden Funktion
x(H)c A nach {¢,} in die Entwicklung einer Funktion y(f)eB
nach {.} zu verwandeln; wir sagen dann, {},} gehdre zur Klasse
(Ag, BY). Dann gilt der

Satz: Voraussetzungen: 1° {,} ist vollstindig inbezug
auf B, 2° dneB(n), 3° ¢acA(n), 4° {h}e (Ay, BY), 5° die Zahlen
ai, Sind beliebig (reell).

kll
Behauptung: Die Konvergenz von X, = > awepp(t) nach der
k=1

n

A-Norm impliziert die Konvergenz wvon Yn= M QG 0x(t) nach der
k=1
B-Norm.

Wie in [652], beruht der Beweis darauf, daB der Operation
y="U(x) (die wegen 1° eindeutig ist) die Stetigkeit zukommt.
Ist also x.. die starke Grenze von {x,} und y.. = U(x..), so ist

lim || ¥» — y=e ||z = 0. (Der besondere Fall x, = y1ak o) mége vom
k=
Leser ausdriicklich formuliert werden).

Setzt man (wie in [662]) {.} V inbezug auf B, und auflerdem
{04} A inbezug auf A woraus, so folgt aus der Behauptung [662]

{a} € (A%, BY).
Beweis: Es sei x.e¢A; es gibt ({¢.} ist A) eine Matrix
kﬂ
|| @iell, so daB x. = > anoi(t) stark gegen x.. konvergiert. Setzt
k=1

man y,=U(Xs), Ye=U(%x..), s0 konvergiert {y,} stark (=nach der
B-Norm) gegen y... Man hat zu zeigen, daB die Entwicklung

ca

von y..(£) nach {¢a} /2 M cr x(f) ist, wo man mit ¢, die Integrale
fo==1

[661]

[662]

[663]
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/ym(t)q;k(t)dt llm [yn(t) $p(t) dt = llm X /xn(f) ox(t) dt=hpcr, w.2.b.w.

Es sei {9, ON und A inbezug auf A, {b.} ON und V inbezug
auf B; die notwendige und hinreichende Bedingung fiir {\,} e (4o, By)
ist die Existenz eines n- und &freien v derart, daB die Ungleichung

Hkglusk(pk(t)‘ﬁ v. pels

fiir alle endlichen Zahlensysteme &,,&, ..., & Sstattfinde.

Die Notwendigkeit folgt aus [662], weil die Ope-

Setzen wir nun (32) voraus und es
kp

sel Xeo(f) ~AVck ort), X..cA. Es sei ferner x,= 5 ank 94(f) und

(32)

Beweis:
ration y = U(x) stetig ist,

Lim X, = Xe.. Setzt man in (82) @ — Gme fiir &/L, so strebt fiir

n-yea
n,m—co die rechte Seite gegen Null, also auch die linke. Daraus

mit [663] folgt {}»} € (Ao, BY).

Der Satz [664] gibt eine notwendige und hinreichende Be-
dingung fiir {M} €(4,B) an, wenn wir darin ¢,={¢, annehmen.
Andere Bedingungen sind in den nunmehr folgenden Sitzen enthalten.

Ist {0,} ON und jedes v, beschrdnkt, so ist die Ungleichung

n

S elt) < u ()

i=1

(33)
mit einem n- und i-freien w notwendig und hinreichend fiir {N;}e(L, L?).

Es sei {M} € (L, L%), f(t) ~k§ ceou(t), F{t) € L; soll

dann {}zc:} die Koeffizientenfolge einer Funktion aus L? sein, so
mufl nach [171] fiir alle (5, &, ..., &) die Ungleichung

Beweis:

(34) k}_:' Mecrbe| << const./ 35/2
=]
stattfinden. Hier ist die linke Seite gleich
{ /1
(35) | / £t Shatueu(t) at ‘
a H
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Ist nun {&} mit 3 & < oo festgelegt, so ist
k=1

b n
(36) Fif) =7 X 0aTuau) dt

das allgemeine Glied einer Folge von Funktionalen, deren Normen
([151]) gemeinsam beschrinkt sind, wie aus (34) und (35) ersichtlich;

n

\

nach [147] muBl also w. OQG'i .v?k;kwk(t) < p sein, mit einem
at<h | k=1

n-freien p. Andererseits ist

JUn(x) = ZH N ‘?k(t)l
| =] f

eine Folge von linearen Operationen, wo x = {%} zum Raume
gehort, und M der Gegenraum ist. Nach [151] sind die || U, || unter
einer rn-freien Schranke gelegen. Wenn es uns also die Ungleichung

Ul > 0 = w.0.G ]/ 5‘)2 i (£)
zu zeigen gelingt, so haben wir die Notwendigkeit von (88) dargetan.

Es gibt nun eine positive #Menge E mit l/ DNoi(t) > op—s
i=1

nach [121] kann man ein positives E, (C E finden, worauf alle
ot) (i=1,2,..,n) stetig sind. Es sei {, € £, ein Punkt von der
Dichte 1 fiir E,. Dann ist fiir

M oity) ]/ 32 gi(ty)
n
die Summe > & gleich 1, und
i=1

| Un(%) |i=t, —]/ 5")\, @i (to) ’

also | Ux(x)| > w, —2¢ in einer posmven t-Menge (da ?, ein
Stetigkeitspunkt und Dichtepunkt ist). Es folgt || Ua(x)|| > wn— 2¢,
also | Unl| > @5, w.z.b.w.

Setzen wir jetzt voraus, (33) sei erfiillt. Dann ist

| Unx)| < 1/7]/;: !
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h - n
rpl<iifirola) 3.

Damit ist aber (wegen (36) und (35)) (34) mit einer ¢- und n-freien
Konstanten erfiillt, und die (hinreichende) Bedingung [171] ergibt
die Existenz eines g (f) mit

b .
[e@)out) dt =t c,

also

(),

d.h. die Hinldnglichkeit von (33).
Sind die ¢, gemeinsam beschrinkt, so folgt aus [665] unmittelbar

>\ <o als notwendige und hinreichende Bedingung fiir {A;}e(L, L?)

i=1

(die Notwendigkeit erhélt man durch Integration von (33)). Dieselbe
Annahme fithrt fiir 1 <p <2 zu > 1)\1\”' < oo als einer notwen-
=1

digen aber nicht hinreichenden Bedingung fiir {\:} e (Z, L”).

- Hat {o,} die in [665] worausgesetzten Eigenschaften und ist
es auferdem wvollstindig inbezug auf M, so ist L,(t) <o f.i.
(o n- und t-freiy eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir

M} e (M, M) (L) ist die Lebesgue’sche Funktion; vgl. [621]), wo
{\:} eine monotone, konvergente Folge bezeichnet.

Beweis: Essei &(t)eM, h(t) ~Dhioft) und Dhkiedt)~g(t)eM.
=1 =1 ’

Ist 2(f) fest, so kann g (f) = U(x) (mit x = {N}) als eine lineare
Operation angesehen werden, die jedem x eine beschriinkle Funktion
zuordnet. Diese Zuordnung ist eindeutig, denn {9,} ist vollstindig.
Die x-Menge kann ni#mlich durch die Normierung

oo

121=2

yaul ?inem B-Raum gemacht werden (wenn x eine Folge von be-
schrénkter Schwankung bedeutet, d.h. eine Folge, fiir welche der
eben erkldrte Ausdruck || x| endlich ist).

_ Nach [}46] haben wir ||U(x)|| < p||x]. Wahlt man x = {\;}
mit & =1 fiir i < n, =0 fiir i > n, so wird

A — hipq| ++ max | M, |
(n)

n
| —
Ixll=2 U@ =\%{3£, ,‘Z: Rioit)| << 20 Hir 4 () e M

und p von /4 (nicht von #) abhingig. Da nun
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b n
U(x)= / h(u) X eu(u) ox(t) du,
2 F=1
so ist nach [155] ,
~ n
[ 5 ouwy utty e <
= |
was die Notwendigkeit der Bedingung erweist. Die Hin-

linglichkeit ist unmittelbar, denn es ist
n n n
[,}:;; hk )\k ‘Fk(t) = k}:fl Sk(t) ()"k - kk-\—]) + Sn(/f) )‘-n—i—l mit Sk(t) = Z hi CP:(Z),
- — =1

also ist nach [642]
n |

n
w.o0.G. (ilzl Ap M9 (L) \ <% (/Ex e — Mg |+ [ l)
= fo=

§ 7. Singulire Entwicklungen und singuliire Funktionen.

Bei der Diskussion der Sitze [631] und [632], welche in
zwei verschiedenen Richtungen den Riesz-Fischer’schen Satz ver-
allgemeinern, haben wir bemerkt, dafl die Umkehrungen jener
Sitze nicht gelten, d.h., daB es Orthogonalsysteme gibt, fiir wel-
che diese Umkehrungen versagen. Wir sprechen dann von einer
Singularitit des Systems und lassen dabei diein den erwihnten Sétzen
vorkommende Annahme der gemeinsamen Beschrinktheit fallen.

Definitionen. Ein ON {¢,} hat die schwache Hardy-Little-
wood’sche Singularitdt h, (p5~2), wenn es eine Folge {¢n}) mit

oo

cnn(t) keine Entwicklung einer Funk-
1

n=

2 e <oo gibt, so daB
n=1
tion aus L” ist; dabei ist 1<p<oco; im Falle p=1 tritt an Stelle

von | ¢, |? < oo die Bedingung lim ¢, = 0; im Falle p = oo ist p"

n=1 n-yoo

als 1 und L7 als M zu lesen.

Ein ON {9,} hat die starke Hardy-Littlewood'sche Singularitdt

H,, wenn es eine Folge {c,} mit EI’C,, 1< co fiir alle g >min (2,p")
n=1

gibt, so daB > ¢,9.(f) keine Entwicklung einer Funktion aus r

n=1

ist; dabei ist 1<p<oco; im Falle p=1 ist p'=0c9, im Falle p=co
ist p' als 1 und L” als M zu lesen.

[671]
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Vermittels lakuniirer Reihen (vgl. VII) kann man zeigen, daB das
trigonomelrische System die Singularitéten h, fiir 1<{p <2 besitat.
Die Singularitit h, kommt offenbar nie vor und h, mit p > 2 ist
bei beschriinkten Systemen unmoglich. Das Haar’sche System
besitzt die Singularitéit h, fiir 2 <p < oo, wie wir gesehen haben,
Die Singularitit H, kann bei beschrinkten Systemen vorkommen,
sogar mit p = 2.

Obige Singularitéten kniipfen an den ersten Teil des Satzes [631]
an und beziehen sich auf die Existenz von Reihen mit bestimmten
Konvergenzeigenschaften. Man erhilt eine zweite Gruppe von Sin-
gularititen, wenn man den zweiten Teil des erwiihnten Satzes
hervorhebt und Funktionen von bestimmten Eigenschaflen sucht,

Ein ON {9.} weist die Schwache Carleman’'sche Singularitit
¢y (p 5 2) auf, wenn es eine Funktion f(f) € L gibt, deren Koeffi-

zienten {fs} die Elgenschaft v[f,, | = o haben. Fiir p = oo ist

I als M, p' als 1 zu vers’cehen, fir p =1 ist lim sup | fi|=oco die

N=-yea

verlangte Eigenschaft der Koeffizienten.
Ein ON {¢.} hat die starke Carleman’'sche Singularitit C,,

wenn fiir ein gewisses f(f) € L/ die Reihe Z |f2]? fiir alle ¢ mit

n==1

0<g<max (2,p) divergiert.

Bevor wir die Singularititen beider Arten niher betrachten,
wollen wir ihre gegenseitigen Beziehungen beleuchten. Dazu dient
uns folgendes

Lemma: Voraussetzungen: {p,)} ist ein ON, wollstin-
dig inbezug auf Q, 9, Q; P, der Raum der Koeffizientenfolgen
x = {cp} sel vom Typus F (vgl. [136]) u/zd habe dle Eigenschaften:

1° lim (%, x) = 0 impliziert lim ci” = ¢, fir alle k& (hier ist

n—ryco 1=»c0
x™ e P, x = {c{”) gemeint);
2° eine Folge wie (c,,cy, ..., ¢,,0,0,..) gehort stets zu P

3° lim (€15 699.0,€1,0,0,...) = {ca).

Behauptung: Ist jedes x e P eine Koeffizientenfolge eines
FeQ nach {o,}, so ist

o tm 0~ Sato] =0
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Beweis: Setzt man f(f) = U(x), so ist die Operation U
additiv, wie ersichtlich. Diese Operation ist stetig; es konver-
giere niamlich x® = {¢{"} gegen x0 = {cf”}; nach 1° folgt aus
Lim U (x™) = y®, daB die Koeffizienten von y© die Zahlen cf”

n—ee
sind; die Vollstdndigkeit ergibt y® = U(x®), also ist nach [145]
U (x) stetig. Es sei nun

X = (1, €y, vy €y 0,0,...);

nach 3° ist lim x( = {¢;} = x, also Lim U(x®) = U(x), d.h. (37),
N—yea H-yeo
w.z. b.w.

Dieses Lemma gestattet folgenden Satz zn begriinden:

Die Singularitdten h, und cy sind dquivalent, wenn {3,} voll-
stiandig inbezug auf L7, o, ¢ ¥ und 1 < p < oo ist.

Es sei zuniichst 1 <p<co und {9,} habe die Singularitit hp;
es existiert demnach eine Folge {c,} mit >'|c,|” < oo, ohne eine
n=1

Koeffizientenfolge eines f(f)eL” zu sein. Infolgedessen gibt es

nach [646] eine Funktion g(¢) ~ anw,l(t)zlf" mit divergenter

Reihe S‘ckgk, es muB also Z]g,z[ = oo sein, womit das Vorkom-

n=1 n=1

men der Singularitit ¢,y bewiesen ist. Der Beweis benutzt nur

die Eigenschaften ¢, ¢ L”, ¢, ¢ L” (n) des ON. ‘
Jetzt habe {p,} die Singularitét c,, nicht aber h, es ist
dann jede Folge {c,} mit ng:i cu|F <eoo die Koeffizientenfolge
eines f(t) € . Nach dem Lemma [673] mit Q = L gilt also (37).
Wiahlt man lrgend ein g(t) € I’ und bezeichnet mit Sn(lf) die Par-
tialsummen ch ox(t), mit gr die Koeffizienten von g, so ist

n

Zergr= _/‘sn<t> g d,

also
b

—[Fe® df‘ Il & llor - 1Lf = $llo

n
)Z: Cr &k

[674]
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was die Konvergenz von D crge fir alle {c} e I sichert; nach
k=1

[113] impliziert das letztere {gs} € /", schlieBt also die Singularitit
¢y aus. Damit ist fiir 1 <<p<eo [674] in beiden Teilen bewiesen.
Die Grenzfille p =1 und p=co sind analog zu behandeln; man
benutze den Umstand, daB die nullkonvergenten Folgen einen F-Raum
mit ({a,), {6a}) = max|a, — b| bilden.
1 k<o

Unter den Voraussetzungen wie in [674] sind die Singulariti-
ten H, und Cp dquivalent.

B eweis: BEs sei wieder 1 <p<eco und H, komme dem Sy-
stem {¢,} zu, d.h. es sei 3 |cy]? < oo fiir ¢ > min (2,p) und {c,}

n==1

Cy sei nicht realisierbar, also zu
iedem g (£) € L” eine Zahl o <max (2,p) = min (2,p") mit Y| g, |* < oo
J [

Dann ist 3 c,g. fiir alle gel”

nz]

vorhanden. konvergent, d.h.

N ciot) nach [646] die Entwicklung eines f(£) e L,
i=1

Annahme,

gegen die
Umgekehrt kommt H, dem System {(P/z} nicht zu, d.h.
ist, fiir jedes {ci} mltZlc, 7<eoo fiir g>min (2, '), Z ciolt) ~ f()el’,

so ist die Formel (37) anwendbar, denn die Menge aller {c;} ist ein

F-Raum, wenn man die Distanz zweier Folgen x={c1}, y={d;} als
=1 [x—y
S
X A—-J
( J)) 2]1 1 + [x_—_—y],l

mit
oo v
x—yln= (5[ cr— dp| ")fn, rn=min (2,p") + 1/n

erkldrt. Tats#chlich gilt dann (x = (x—y, 0),

lim (. x, @) =0

H—yeo

fiir lim ¢, =0 (wegen (%n, 8) < |%al. (x, ®) fiir |1,]<1) und lim v, = 0
fiir lim x, = 0, denn fiir =} <1 ist
and fir <] > 1 ist (=x00) <[ v ] (x0,8),

(vxz, 0) < 1 Je]. (6, 0) _ = G, 0):

W= 2” 1 ‘I"(xlno)n
der Raum ist auch komplett, also ein F-Raum.
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(87) mit Q= L” liefert die Konvergenz von > c;g; fiir die
i=1

Koeffizientenfolge {g:} einer beliebig in L” gewihlten Funktion
g (t); diese Konvergenz findet fiir alle {c;} ¢!’ statt (¢>min(2,p"),

also ist nach [115] Z;]gi |* <eco fiir ein gewisses a(g) <max (2,p),
== N

d.h. Cy nicht vorhanden.
eine analoge Behandlung.

Die Félle p=1 und p = co gestatten

Bis jetzt haben wir in diesem § die Vollstindigkeit des ON
inbezug auf [’ vorausgesetzt. Wenn wir statt dessen die ¢,(f) einzeln

als beschrinkt annehmen und eine Summationsmethode {bi}
(¢ =1,2,..,n) mit der Eigenschaft

b 1y R
[ikewla<s  (KEn=ZnZa0ew)

wiihlen, so bleiben die Behauptungen richtig und die Beweise
werden einfacher, weil sie auf [646] u.f. gestiitzt werden kdnnen.

Bevor wir an die Frage nach der Existenz der Singularitéten
herantreten, ist folgender Hilfssatz zu beweisen:

Es sei {fu(t)} eine Folge integrierbarer Funktionen und {n}
bezeichne irgend eine Folge von Indizes; die Ungleichung

b
(38) J1Fu®) 4+ Fus®) + o+ Ft) | G <

sei mit einem {m)- und j-freien y. erfiillt. Dann ist Db <eo fii
n=1

Bezeichnet {7,(#)} das Rademacher’sche System, so folgt aus (38)

(39) [ ‘ 5’ fut) rw) | dit < 2.

Nun gilt aber fiir {r.(z)} die erste Ungleichung [457]

34

=f/a(t) beiderseits 1ntegr1ert
Iz

yll Cr I’k(ll)

welche mit (39) fiir ¢

Yfk(t) ri(ts) { dt < 16y

ergibt. Jetzt filhrt [124] unmittelbar zu der Behauptung.

(676]
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Ein beschrinktes oder inbezug auf L* vollstindiges ON besitzt
stets die Singularitdt ce..

Es sei nimlich |9,(f)| <7, {cx} beschrinkt und divergent; es
ist dann {c:} nach dem Mercer’schen Satze [524] keine Koeffizienten-
folge einer Funktion f(f)eL. Infolgedessen gibt es nach [646] eine

e

\’7
2 Cr8ry €8s
=]

Funktion g(f) ~ 2 grox(t) € M, mit divergenter Reihe
k=1 .

muB also | g:| divergieren, worin eben c.. besteht.
k=1

Im Falle, wo {9.} inbezug auf L? die Eigenschaft V hat, ist der
Hiltssatz [676] notig. Es ist dann nach [518] 3 ¢i(f)=cv £.1i., also
Nl
die Behauptung [676] nicht erfiillt und infolgedessen (88) zu verneinen.
Dies fiihrt zu einer Folge {n} mit
‘ br e
lim sup | Zcp,,i(t)’dtm oo,
PR =1

~also — nach [154] — zu einer stetigen Funktion 4 (f) (mit {4} als

Koeffizientenfolge) von der Eigenschaft

k
lim sup 2/2,,1 =+ 0o,

koo =1
was D, |ha| =09, also c.. impliziert.
n=l1

Ein beschrinktes ON besitzt stets die Singularititen c, fir alle
p>2.

Ware fir jodes f(t) ~ 3 cuou(t) € I/ die Reihe. Slexl” Kon-
== ==l

n =)
~vergent, so konnte man eine Reihe J'|dx|” <co mit 3 df=co
. k=1 k=1

eo

wihlen und man hitte 1|dk x| <oco fiir alle feL”, also — wieder

nach [154] — -

/

was nach [676] ng,: dnpn(t) <co L.1i. ergibt. Letatgeschriebene Reihe

i
2 Gny on(t) ‘ dt <.,

ist in E gleichméBig konvergent, wobei nach [123] die Komplementiir-
menge CE dem MaBe nach kleiner als e angenommen werden darf.
Wihit man ¢ so, daB
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E/ o) dt>1 =
gei (vgl. [611]), so kommt

S 8<2 3 d [olt) dt =2 [(kZdqu}i(t))dt<m,
¥ o=

n=1 E=1  f
also ein Widerspruch.
In der obigen Beweisfithrung kénnen wir f(t) e C statt f(t)el?
annehmen. Es gibt also nach [678] fiir jedes ¢ <2 ein f,(¢) ¢ C,
iy~ Se? au(d), o das

EIC;;I) lq = OO0,
h==1

Wenden wir [156] an, mit xeC, x(t)~k ;;akcpk(t) und Fg(x)=(c1,65,-..,Co),
F,g(x) € £, s0 bekommen wir den Satz:

Fiir ein beschrdnktes ON ist die Bestimmung einer stetigen
Funktion g (t) ~ 2 grer(t) mit 121 | gx\"=c0 fiir jedes ¢<2 moglich.
== =

Umsomehr besitzen solche Systeme die Singularilit C, fiir p>2.

§ 8. Die Singularitiiten K, und L.

Die Singularititen des § 7 sind Gegenbeispiele fiir die Um-
kehrungen der Sidtze vom Typus [631]. Nun sind die Umkehrun-
gen des Satzes [632] ebenfalls unrichtig. Diese Tatsache rechtfertigt
folgende

Definitionen: Ein ON-System besitzt die Singularitit 1,

(1 <p <o), wenn es eine konvergente Reihe 3 n7—%|c,|P gibt,

n=1

ohne daB die Folge {c,} eine Koeffizientenfolge einer Funktion aus
L? sei. Wenn man in dieser Bedingung den in der Reihe auftreten-
den Exponenten p durch jedes ¢ <max (2,p), ¢ > 0, ersetzen darf,
so heiB3t die Singularitdt 1, (1 < p < o). Die Singularitit 1, ist
unmdglich, wie der Riesz-Fischer'sche Satz lehrt. Dagegen besiizt
jedes ON die Singularitiit Ly es geniigt c,=1/)/n zu setzen.

[679]

[681]
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Ein ON besitzt die Singularizdt k, (1 ‘{":P<°°)v wenn es eine
Funktion f(t)el” gibt, deren Koeffizienten ¢, die Eigenschaft

co

P2 |ea) = 0o aufweisen; es besitzt die Singularitdt K, (1<p<leo),
] .

n==
wenn man in dieser Reihe den Exponenten p durch jedes ¢>min (2,p)
ersetzen darf. Man sieht sogleich die Unmoglichkeit von k,; die
Singularitit K, kommt in jedem ON-System vor, wie das Beispiel
cn = n—hlog=!(n + 1) zeigt. (K. hat einen bestimmten Sinn, denn
g > min (2,c0) heiBt soviel als ¢> 2 und L~ ist als M zu lesen).

Die neuen Singularititen sind (wie diejenigen des § 7) mitein-
ander verkniipft. Es gelten folgende Aquivalenzen:

Ist {9,) ein ON, wollstandig inbezug auf L', und ¢, e’ (n), so
sind 1, und ky miteinander dquivalent (p > 1).

Es sei nimlich ky nicht vorhanden, also fiir jedes f(Z) ¢ L”,

f) ~ 2, capa(t), die Beziehung
: n=1

(40)

oo
3

2| en

n=1

o= < 0o

erfiillt. Ist dann {d,} irgend eine Folge mit

2 du [P nr=2 < oo,

n=1

(41)

so ist die Reihe 2 ¢, d, wegen

n=1
1p | e 1 e’
| dn |2 ’Zp—?') ( E l¢a l‘”’ W“_‘)

2 lcn drz ! < (Z & ne—r'

n=1 n==1

absolut konvergent. Es bewirkt also (41) die Konvergenz der

Reihe gl ¢ dy tiir alle f(¢) € I”'; daher ist {d,} nach [646] die Ko-

etfizientenfolge einer Funktion g (¢) € I/ und damit 1, ausgeschlos-
sen. 1, impliziert daher k.

Es sei jetzt ky, d. h. eine Funktion f(£) € L” mit Y] | e, | n/'~—2=cv

n==]

vorhanden. Betrachten wir die Gesamtheit der Folgen {d,} = x,

e 1/p
die (41) erfiillen. Definiert man | x| als (Eld,, 4 rzl"‘3> , 80 wird
LES)

diese Gesamtheit zu einem Raum X vom Typus B. Ist g(f) e’
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eine Funktion mit {d,} als Koeffizientenfolge, so hat man nach
dem Lemma [673], wenn 1, nicht vorhanden,
b

lim f

-y

n ip
gty — X droi(t)| dt = 0.

Daraus folgt die Konvergenz von ) ¢,d, fiir alle xeX. Wihlen
n=1

dﬂ = I cll |[7'——] n[”—l Sigﬂ C)z,

so ist (41) erfiillt und dennoch X c,d, divergent. Damit ist ge-
n=1

zeigt, daB dieser Folge {d,} kein g(f)eL” entsprechen kann, also

‘die Singularitit 1, als vorhanden erwiesen.

Unter den Voraussetzungen von [683] sind L, und Ky mitein-
ander dquivalent.

Der Beweis dafiir ist eine fast wortliche Wiederholung des
Beweises fiir [675] mit der Anderung, daB jetzt die Entfernung
zweier Elemente x = {ai}, y = {&:} als

&1 (X%, ("“ L
N e T : R \ n pn—32 =
()c,y)_ll§3 51+ (x, 9)n mit (x, y)n = /:IIaA bel"k ) (n=3,4,..)

definiert wird.

(688] und [684] gelten bei der Voraussetzung der Beschrinktheit
der Lebesgue’schen Funktionen fiir eine bestimmte Summationsmethode
auch ohne Vollstindigkeit.

Wenden wir uns jetzt zur Frage nach der Existenz der Singula-
ritdten k, und K,.

p>2
Ist ndmlich (40) und (41) fiir zwei Folgen {c,} und {d.}

erfiillt, so ist Z Cu @, absolut konvergent. Ist aber 2 = oo, was

n=l n=l .
fiir p > 1 mit (40) vertréiglich ist, so resultiert

PAHOERS

n=1
in einer positiven #-Menge; nach dem Lemma [676] muB also fiir
eine Folge {n;}

[684]

[685]

Ein beschrinktes ON besitzt stets die Singularitit k, fiir jedes [686]
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- [691]

[692]
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Z Cn; uy(t) ! dt =

=1

lim sup /
kyes
sein. Nach [154] gibt es dann eine stetige Funktion g (¢) (mit {g,}

als Koeffizienten) mit
b

hm sup /g(t) Z ey Pu(E) dE =+ oo,

o

d.h. mit Y gu,cs; =+ oo und S1Ig,, cn| = co; damit ist aber ge-
I=1

zeigt, daB die {g.}-Folge nlcht fur {d,} in (41) emgesetzt werden
darf, w.z.b. w.

Das Kondensationsprinzip [156], zusammen mit [686], fiihrt,
wie in [679], zum Ergebnis:

Ein beschrinktes ON besitzt stets die Singularitat K., also auch
K, fiir p> 2.

§ 9. Majoranten und Divergenzfaktoren.

Die Sétze dieses Kapitels erlauben nicht immer zu entschei-
den, ob eine Folge {a,} als Koeffizientenfolge einer Funktion in
einem Raume aufireten kann. Hier sollen hinreichende Bedin-
gungen erdrtert werden, und zwar folgender Art:

Ist fiir |a.|<dn (n=1,2,..) stets {a,} eine Koeffizientenfolge
fir L, so heiBt die Folge {d.) eine Majorante fiir L7 sie ist
offenbar nicht nur von ¢ sondern auch vom Orthcwonalsyqte
abhéngig; wir verlangen ferner d, > 0 (n).

Damit {d.} eine Majorante fiir L7 sei (1 < q < o), ist (bel
einem inbezug auf LY vollstindigen ON und v, e L?) die Konvergenz

von Z |cn|dn fiir samtliche Koeffizientenfolgen (c,) der Funktionen

n=1
f@® € L7 notwendig und hinreichend.
Hinldnglichkeit: Die Konvergenz von Y |c,|d, bewirkt
ez,

die Konvergenz von 3 \,c,d, fiir [N
n=1

< o; diese Konvergenz fin-

eﬂvm~2

det statt fiir alle f(#) Cnpu), also ist {A,d,} eine

Koeffizientenfolge fiir L’ (nach [646] )y W.z.b.w.
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Notwendigkeit: Ist {d,} eine Majorante, so ist {l,dy}
fiir | k.| <o die Koeffizientenfolge eines g(¢) € LY. Damit ist aber
eine additive Operation g(#)=U(x) im Raume [~ aller beschrinkten
Folgen (M} = x eindeutig erklirt; diesér Ranm ist vom Typus B,
wennman || x| als o.G.|)| definiert, aber bei der Bestimmung der
oberen Grenze diejenigen ); streicht, fiir welche 4; verschwindet.
Nach [673] ist U(X) stetig. Es gilt daher

gty — V)kdkw;(t) dt =0,

e

==

und daraus folgt die Konvergenz von > ¢, M, d,, fiir alle F)el?; setzt
;z::

o

man M = Slgn cn, S0 ergibt sich v|c,l;aI,, <co, wW.z.b.w.
n=1

Das Majorantenproblem erweist sich damit als eng mit dem
Problem der Divergenzfaktoren verkniipft: diesen Namen legen wir
den Gliedern einer Folge {d,} (d, > 0) bei, wenn es im Raume R

ein f(?) gibt, dessen Koeffizienten {c¢,} die Eigenschaft S'|cn|d,,—_m

n=1
zukommt. Dies ist eine Verallgemeinerung der Singularitit c..
R=M, d,=1).

Der Satz [692] 148t sich jetzt so fassen: Damit {d,} eine Ma-
jorante fiir P sei, ist es notwendig und hinreichend, daB {d.} keine
Divergenzfaktorenfolge fiir den zu P konjugierten Raum P' sei.
Diese Bemerkung fiihrt zu neuen notwendigen und hinreichenden
Bedingungen flir Majoranten.

Es sei 1 < p < oo, opelf, {0,} ON und V inbezug auf I*; da-
mit {d,} eine Majorante fiir L’ sei, ist das Erfiilltsein der Ungleichung

b

m
S dn,
@) [| 2 duen

g
dt < (m)

fiir alle Indexfolgen {n;} (mit einem {n;}- und m-freien %) notwen-
dig und hinreichend. (Fiir p = co ist links statt des Integrals die
w.0.G. des Integranden zu schreiben).
Beweis: Wir wissen bereits, daB3 die Bedingung Zl|c,,l dp<oco
n=

oo

tir alle fel”, wo f(f) ~ 2 cata(t), notwendig und hinreichend
=1

ist. Daraus folgt
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(),

/f(t) d oit) dt | -

also, nach [1562] bzw. [154]

m—yea

SHit‘F(?f)’ dt <o

(mit entsprechender Lesart fur p=o0). Dies gilt fiir jede Folge
{ds;}, womit die Notwendigkeit von (42) erwiesen ist. Die Hinlin-
glichkeit ist ersichtlich, denn (42) bewirkt

m
| Zendy| <21

Im Raume L’ ist die Bedmgung (42) mit der unbedingten

starken Konvergenz von < dzz o,(f) dquivalent, wie der Satz [168]

n==1

lehrt. Es ist leicht festzustellen, dal im Raume M dxebelbe Be-

[695] dingung mit Za’nlwn(i)l < f.ii. gleichbedeutend ist. Sind die g,

n=1

gemeinsam beschrinkt, so kommt Z d, <co fiir M, Z di < o5 fiir L

N==1 n=1
als charakteristische Eigenschaft der Majoranten. Die Hinlinglich-
keit der letzten Eigenschaft folgt aus dem Riesz-Fischer’schen Satze
[356], die Notwendigkeit daraus, daB [694] und [676] die Konver-

genz von yd“w (t) £, und fiir gememqam beschrankte o, die

Konvergenz von 5" d, ergeben.

=1
[696] Als Anwendung zeigen wir, da} fiir jedes ON, welches aus
beschrankten Funktionen besteht und inbezug auf L vollstdndig ist,
eine nullkonvergente Folge {a,} existiert, ohne eine Koeffizientenfolge
fiir L zu sein. Denn nach [513] gibt es ein {d,} mitd, > 0, limd, =0

N—yea

und Zd op(f) = co. Nach [676] kann die Bedingung des Satzes

[694] mcht erfiillt sein, {d,} ist demnach keine Majorante, also ist ein
{a,} mit [a.| <4, vorhanden, so beschaffen, daf} Ea,, o,(f) keinem

==l

f(¢) aus L entspricht.
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