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V. KAPITEL.

Konvergenz und Summierbarkeit.

Die Untersuchungen dieses Kapitels gelten fiir Z%, wo nicht
ausdriicklich andere Riume genannt werden.

§ 1. Konvergenz der Orthogonalreihen.
Es ist leicht eine durchweg divergente Orthogonalreihe an-

oo oo

zugeben; so ist z.B. > cos nt fiir alle ¢ divergent, > sin nt fiir
n=1 n=1

alle mit = inkommensurablen %, also f. ii. divergent. Dies ist kein
Ausnahmsfall, denn es gilt der

Satz: Ist {c.(t)} ein beschrinktes ON (d.h. [9.(8)! << a f. i
mit t- und n-freiem o), so ist lim a,=0 eine notwendige Bedingung
n—eo

fiir die Konvergenz f.1ii. der Reihe 2 a,oa(t).
n=1
Beweis: Es sei 0<z<1, £¢>0 und #*c <<=z Es gibt eine

Menge E, wo die Reihe > a.%a(f) konvergiert, mit [CE|<e. Es ist

also in E lim a,9.(¢) = 0 und nach dem Egoroff'schen Satze [123]

n—ea

diirfen wir annehmen, daB dies'gleichmﬁﬁig gilt. Daraus folgt

lim a2 [9X(t) dt =0,

n—yoo E

da aber
b

[o¥e) dt = [o3t) dt —[ert)ydt >1 — a?e >1 — 1,
E a CE

so ist lim a,=0, w.z.b.w.
n—yoo

[511]
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[513]

[514]
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Untersuchen wir jetzt, ob es fiir jedes ON divergente Reihen

mit lim a, =0 gibt. Zu diesem Zwecke bemerken wir, daB unter
Il—-)-°‘=

den Voraussetzungen vof | 511] Z ¢a(t) In einer positiven Menge diver-

gzert Sonst wire nimlich lim cpn(zf) =0 f. i, also lim /{p,,(t) dt =

n-—yoa f—yoo 4

gegen die N-Eigenschaft. Desgleichen:

Ist {ou(t)} ein ONV, so gilt , 2 oa(t) = oo f. .

Es sei ndmlich E die Konvergenzmenge der obigen Reihe, !E}>0,
FCE, |F|>0 und Zq,z(z)

und g (%) die charakterlstlsche Funktion von G. Die Bessel'sche

Ungleichung [264] liefert fiir die Entwicklung Za,, o.(f) von g(t)

Nzl

a2<_/g2(t)dt=|61<1/4x

Mg

-

n=

und die Schwarz’sche Ungleichung gibt fiir e F

) ]2 an”n@f) l/ Z a. Zcpn 6 < VT 7= 1)2.

n

Die Vollstindigkeit hat lim f[g(t)——sn(t)]%t:o, WO Su(f) =2a1@i(t),
e G i==1

also auch ,fi‘fl Su(f) = g(f) f. 1. in G zur Folge, denn es existiert

dieser Limes nach (1) (mit 2) Es ist daher s,(f) > 1/2 fiir £ ¢ G,

n=m
n>n(t), wo G ein maBgleicher Teil von G ist; dies ist aber ein
Widerspruch mit (1).

. Ist {g(t)} ein ONV, bzw. ein System wie in [511], so gibt es
eine Folge {a,} mit lim a, = 0 und mit
n-yoa

@ 5’ a5 on(t) = co

=,
f. i, bzw. in einer Menge von posztivem MaBe.

wWir berufen uns hier auf [513], bzw. [512]. Im ersten Fall

. 2 .
ist é;‘Pn(f)=N f.1i., also nach dem Egoroff’schen Satze [123] ist
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diese Reihe in <a, b>, von einer Menge M mit beliebig kleinem

MaBe abgesehen, gleichmiBig divergent, d. h., es ist

_

lim [w G - ,;(t)] = oo,

n-yocl teCM k=1

Es gibt daher eine Menge E; (C <a,b> mit :lCEki<1:'k und mit

lim [w.u. G. s,(8)] = >, wo $,(f) die Partialsumme von P ,,,(t) be-
n-yeo te Ep

deutet. Setzt man aj,=1/w. u. G. sa(£), so ist lim az, =0 und d1e Reihe

te £ f. n—yoe
(2) in E; als Majorante von 2, ‘"Et-))v divergent. Ist nun @, = G
n=1 Sy
i1
fiir m<n<miy, wobei 3 apaen®)>1 in Fi(C Ew, |Fi|>|Ex -1/

n=n;+4+1
|arn| < 1/i, so entsteht die Behauptung.

Im zweiten Fall geniigt es {a,} (mit lim a,=0) so zu wihlen,

n—yoe

oo

daB Y a2 = oc sei. Wire namlich die Reihe in (2) f. il. konvergent,
n=1
so hiitte sie in einer positiven ’\Ienge M eine beschriokte Sum-

me und man hitte (vgl. [123]) van / zp(f) dt < oo; nun kann man

aber, wie beim Beweise von [511], /";,a,(t‘)dt >1—%>0 (mit
E

oo

. . 9
n-freiem %) zeigen, was 2, an <
n=1

hitte.

o, gegen unsere Wahl, zur Folge

Jetzt sind wir in der Lage, die unmittelbar vor [512] gestellte
Frage zu beantworten:

Unter den Voraussetzungen wvon [514] existiert eine Folge {bn} [515]

mit lim b, = 0 derart, daf3

n—yoo

lim sup [ Zbk glt) | =

n—yea

®3)

f.1., bzw. in einer positiven Menge gilt.
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[516]
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Beweis: {a.} sei die 1n (2) (erste Lesart) vorkommende
Folge; es sei b, = ¢, a, mit e =1. Wire flir eine jede {c,}-Wahl
der linksseitige Ausdruck (8) in einer positiven ¢-Menge M endlich,

so hidtte man
n

2 ay (1) ou(t)

fiir fast alle z und £ e M(u); rx(u) ist hier die £-te Rademacher’-
sche Funktion.  Wegen |M(z)|>> 0 ist die ebene Menge derjeni-
gen (Z, n)-Punkte in <a, b><0,1>, welche (4) erfiillen, von po-
sitivem ebenem MaBe. Wendet man auf die charakteristische Fun-
ktion dieser Menge den Fubini’schen Satz iiber Doppelintegrale
(I, § 2, SchluB) an, so kommt man auf eine positive #Menge T
derart, daB fiir ¢, ¢ T die Gerade ¢ =1, stets jene ebene Menge in
einer linearen, inbezug auf z positiven Menge U (f,) schneidet.
Es ist daher, fiir £ =1£, (4) fir ze U richtig, wo |U(t,)|> 0;
[453] ergibt

4 lim sup <o

n-ysa

> aroi(ty) < o
k=1

was, wegen | 7|>0, mit der ersten Lesart von (2) unvertriiglich
ist. Es gibt also eine &,-Folge, welche (8) f.1i. realisiert; lim a,=(

n—yea

hat limb, =0 zur Folge und damit ist [515] in erster Lesart

n—yoo
bewiesen; die zweite wird ganz analog behandelt.

Es sei wieder {9.(f)} ein ONV Nach [518] ist dann
Zzpn(t) =oco f.1i, also (wegen [ ( 2) Z'I(p,,(t)| = oo f. 4. Soll also

®) Zau On(?)

n=1

in einer positiven Menge absolut konvergieren, so muf3 llm lnf 2y =0

(L, e T),

sein.
Mehr kann man nur fiir spezielle Systeme aussagen. Folgt
aus der Konvergenz von (5) in einer positiven Menge llm a, = 0,

so sagen wir, {9,} habe die Eigenschaft C. Soll die Konvergenz
f. 1. vorausgesetzt werden, um hm an=0 folgern zu diirfen, so
heiBt diese Eigenschaft c. Folgt aus der absoluten Konvergenz
von (5) 1n einer positiven bzw. in einer mit <a, b= maBgleichen
Menge tgllan|<<x>, so sagt man, {¢,} habe die Eigenschaft D,
beziehungsweise d.
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Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Eigen-
schaft C ist

(6) lim int [ |u(6)[dt>0
. n—yoa E

fir alle positiven E; dasselbe gilt won D.

Hinldnglichkeit: Es sei |E|> 0 und (5) fiir £cE kon-
vergent. Nach Egoroff [123] enthiilt E einen Teil E, mit |E,|>|E|—¢
(e > 0) derart, daB a,%.(f) in E; gleichmiBig gegen Null strebt,
woraus

lim @, [|2a(t)] dt =
n—oo 13',

also, wegen (6), lim @, = 0 resultiert. Es ist also (6) fiir C hinrei-
n—yoo

chend. Fiir D ist der Beweis #hnlich: 3 |a,$.(f)| ist in E, gleich-

n

—

m#Big konvergent, also

oa

Zlail [ ou(t)| dt

konvergent; wegen / |on(t)| dt > o> 0 (mit z-freiem «) ist aber
E-x

§1a,,}<l 3 aa] [l )|t < o,

n=1 n=1 E,

Notwendigkeit: Wire (6) nicht erfiillt, also ein £ mit
JE|>0 und lim inf f} 9.(f) | df = 0 vorhanden, so kénnte man
n—yoco E

. eine Folge {m} mit

[ lent]dt < (®)
E

bestimmen. Man setze nun a,, _k a, =0 fiir ns=n, Dann ist

YIanwn(t)‘ = S’Ia,lk on(t)| in E £ . konvergent, denn
= e~ =1

[ap, . 1o, < k- —

2 o Jen(®]dt < Jheom 30 <

Hier ist aber limsup a, =+ oo, also weder C noch D vorhanden.
n—yoo

Damit haben wir [517] bewiesen.

[617]
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[518]

[519]
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Folgerung: C und D sind dquivalent. Fiir das trigonometri-
sche System hat C bereits Cantor erkannt; D ist erst von Denjoy
und Lusin bewiesen worden.

Analog verlduft der Beweis des Satzes: Eine notwendige und
hinreichende Bedingung fiir die Eigenschaft ¢ (oder d) ist das Vor-
handensein eines € >0, so daf

lim inf / | oa(t)| dt>0

H—yoo

fiir alle E mit |CE|<<e statthat.

Bemerkung. Nach [511] ist ¢ fiir beschrinkte ON erfiillt,
es kommt also, nach [519], solchen Systemen auch d zu. Die

oo

2 a, ist daher fiir die absolute Kon-

n=1
vergenz f.4. der betreffenden Orthogonalreihe (5) notwendig; sie
ist offenbar — wegen |9,(f)| <« — auch hinreichend.

absolute Konvergenz von

§ 2. Konvergenz von Orthogonalentwicklungen.

Die Sitze des § 1 betreffen Orthogonalreihen; die Vorausf

setzung, eine Reihe sei eine Entwicklung, wird dort nicht einge-
fihrt. Jetzt werde diese Voraussetzung gemacht und zunichst die
Konvergenz in einem Punkte untersucht. Sie hingt nicht nur von
der Funktion, die entwickelt wird, sondern auch von dem System ab.

In diesen Untersuchungen kommen gewisse Begriffe und Be-
zeichnungen vor, die wir hier voranstellen wollen. Es sei

© &)~ 3 aventt

Die n-te Partialsumme der rechtsstehenden Entwicklung werde mit

b
$i(f;8) oder kurz mit s.(f) bezeichnet. (7) ist mit a,v—/f(u) ox(u) du
gleichbedeutend, es ist daher: a

®) (b =’/‘K,,(t, u) f (1) du
mit ’

® Kit, 1) = 3 ou(t) o,
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Die Funktion
(10)

b
L(t) = [ | Kult, ) | du
heilt die n-te Lebesgue'sche Funktion des Systems {9.}. Ku(l, 2)
heiBt der n-te Kern des Systems {®,}. (9) und (10) spielen in der
Konvergenztheorie eine wichtige Rolle.

Ist
lim sup Ln(fg) =+ &%

n—yec

So gibt es eine stetige Funktion f(t) mit
lim sup sx(f; %) =+ o<
n-yoo

b

Es ist ndmlich Sa(f; %) = [ Kl &) f (@) du und [154] verbiirgt

a

die Existenz der fraglichen Funktion f(7). (Im Falle des trigono-
metrischen Systems ist log 7z = O(Lx(¢)) fiir beliebiges 7, was die
Existenz von Fourierreihen stetiger Funkiionen zur Folge hat, die
an einer gegebenen Stelle £, divergieren). Die Bedingung La(#;)=O(1)
ist also notwendig und hinreichend, damit s.(f;%,) = O(1) sei fiir
alle stetigen f(f); dies folgt unmittelbar aus (8), (10) und [522].

Fiir den ganzen Raum L? reicht diese Bedingung nicht mehr
ans, wie aus dem folgenden Satz ersichtlich (wo nicht einmal
etwas iiber die Lebesgue’schen Funktionen vorausgesetzt wird):

Ist {wa(t)} ein ONV, so gibt es fir fast jedes t, ein f(f) el
mit an der Stelle t, divergenter Entwicklung.

Beweis: es sei

Nach [518] ist > oa(f) f.ii. “divergent;
n=1

> oi(t,) = oo; nach [113] gibt es ein {a.} mit Zla,z,<m und
n=1 . n=
2 an ®u(t,) = + oo, also mehr, als zu beweisen war.
n=1

Ein verwandter Satz fiir beschriinkte ON ist leicht aus [514]
zu gewinnen, Wir kdnnen dieses Resultat verschérfen, indem wir
den Raum M anstatt L2 einfithren. Dazu dient folgender

Mercer’sche Satz fiir ON—Systeme:
unter einer n-freien Schranke gelegen, so gilt fiir alle f(f)e L

lim /f(t) on(t) dt =

n—yosy

[521]

[522]

[523]

Ist Jou(®)] in <a,b> [5624]
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[525]
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Beweis. Fir >0 ist f({)=F () +7.(f) mit beschrénktem f(z)

b
und mit [ |£,(0)] dE<<; es ist

b b b
[F@youtydt = [F(t) eat) dt + ] f:0)oul®) dit.

Das erste Integral rechts strebt gegen Null nach [264]; ist ¢ eine
obere Schranke aller |o.(f)|, so erreicht der Betrag des zweiten

b

Integrals hochstens as, es ist also lim sup
n—-yoa

Unter der Voraussetzung won [524] gibt es ein positives E
derart, dofi fiir ein beliebiges t, e E eine beschrankte Funktion wvor-
handen ist, deren Entwicklung an der Stelle t, divergiert.

Beweis. E sei die Menge aller £, fiir welche 0.(f) nicht
gegen Null konvergiert. Nach dem Beweis von [512] ist [E|> 0.
Es sei f,e E; wire die Entwicklung einer jeden beschréinkten Funk-
tion f(¢) in ¢, konvergent, so wire ein endlicher

b
lim [ Kilty, ) f (1) du
ﬂ—}ma
fiir alle beschrénkten f vorhanden. ‘Nach [163] gibe es dann ein
g e L mit
b b
lim [ Kilto,u) f () du = [ g () f () )

g (1) ist nichts anderes als die schwache Grenze von {K.(Z,, u)}.
Man wihle f(f) =wo,(f). Es folgt

b
an(ts) = [ & () op(u) d;

fiir p>co konvergiert das Integral nach [524] gegen Null und
o5(Z) nicht.

Bemerkung. L#Bt man die Voraussetzungen [523] und
[524] fallen, so kann man ein System finden, welches jedem f(f)elL
eine durchweg konvergente Entwicklung zuordnet.
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Ein derartiges System ist z. B. {w,(f) =}/27+ in (1/2771,1/o7),
sonst 0}; es ist ON aber nicht V. Es ist hier stets fiir p>n,
¢ e (/o 1jom)

sp(fi) = any' 2"+,

also ist {s,} konvergent fiir £€(0,1) (aber auch fiir =0, t = 1).
Dagegen bleibt [525] richtig, wenn man die Voraussetzung der
Vollsifindigkeit inbezug auf L® einfiihrt. Unser Beispiel zeigt auch,
daB ohne diese Voraussetzung [513] nicht gilt.

GleichmiBige Konvergenz Jetzt wollen wir die Be-
dingungen fiir die gleichm#Bige Konvergenz einer Orthogonalentwick-
lung im ganzen Intervall betrachten.

Es sei {o,} ein ON. Folgende zwei Bedingungen sind fiir die gleich-
mépBige Konvergenz der Entwicklung einer jeden stetigen Funktion
gegen diese Funktion im ganzen Definitionsintervall < a,b> notwen-
dig und hinreichend:

1° Jede stetige Funktion kann in <a,b> durch entsprechende
Linearformen der {0} gleichmdfBig approximiert werden;

2° Die Lebesgue’schen Funktionen des Systems sind in <a,b>
gemeinsam beschrdnkt.

1Y ist notwendig, denn s.(f;f) sind die approximierenden Linear-

formen fiir f(£). Ware 2° nicht erfiillt, so hiitte man eine Indexfolge

{n:} und eine Punktfolge {#;} mit lim L,(#)= -+ oo; nach [154] wiirde
o

dann eine stetige Funktion f(¢) mit

b
lim sup | Knti, u) f (@) di = + oo,

d.h. mit lim sup S;(f; %) =+ oo vorhanden sein, was gegen die
gleichm#Bige Konvergenz verstiSt.

Sei jetzt 1° und 2° erfiillt. Es sei |L.(f)| <) Zu ¢>0 gibt
es ein Wx(£) = oy, (£) .o 0r0x(f) mit |f(£) —w(f)] <e2) in <a,b>;
fiir m >k, n >k ist

Sm(Ws; £) = Su(Ws; 1) = Will);
es ist ferner (wir unterdriicken # in s..(..;?))

Sl f) — $a(f) = Sm(f — wr) — Salf — @),

[526]
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also — wegen (8) —

b
(5l F) — 5P| < | [ Kty 9 [ (1) — ()] it

o
+ 1 [Kutt, )1 (@) — ()] du

was mit | Lu(f) | < :
| sm(f) — Sa(f) | <2\.E[21=¢

liefert. Die gleichmiBige anvergenz von {S.(¢)} ist bgwiesen.
Nach [246] und [373] hat aber 1° die Vollstiindigkeit von {®n} inbezug
auf L? zur Folge; es muB also lim sa(t) = f(¢) sein.

n—~yoo

Bemerkung. [526] zeigt, daB3 die Lebesgue’schen Funktio-
nen des Haar’schen und des Franklin’schen Systems gemeinsam be-
schrinkt sind.

Setzt man fiir {¢,} die Stetigkeit voraus und ersetzt 2° durch

3° s.(f3£) = O(1) fiir alle stetigen f(t),
so gelangt man zu einem Teilintervall von <a,b=, wo die Ent-
wicklungen s#mtlicher stetigen Funktionen gleichméBig gegen
diese konvergieren. Es geniigt nimlich ein <a,, b, > in <a,b> zu
finden, wo {L.(f)} gemeinsam beschrénkt ist und den Beweis von
[526] fast wortlich zu wiederholen. Ist aber ein solches —ay, b, =
nicht vorhanden, so gibt es einen Punkt #, in (a,b) und einen
Index n, mit L,(f)) > 1; dann ist L,(f) > 1 in einer Umgebung /,
von ¢,. In I, liegt im Innern ein £, mit L,(%) > 2, u.s.w. Ist £
ein Punkt des Produktes aller /;, so ist

Lnyts) >k (R),
was aber nach [522] der Annahme 3° widerspricht.

Die eben gefundenen Teilintervalle der gleichmiBigen Kon-
vergenz liegen iiberalldicht in <a, b >,

Wesentlich-gleichm#éBige Konvergenz Ist eine
Funktion bloB beschrinkt, so kénnen wir nicht verlangen, daB ihre

Entwicklung gleichmiBig konvergiere, denn fiir stetige ON ist die

Reihensumme stetig. Hier ist die wesentlich-gleichméBige Kon-
vergenz am Platze. Dieser Begriff wurde seinerzeit unzweckmiBig
definiert, bevor der Egoroff’sche Satz [123] allgemein bekannt war,
der die damalige Definition als mit der Konvergenz f. 1. identisch
erwies. Die richtige Definition lautet:
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Eine Funktionenfolge heift wesentlich-gleichmdflig konvergent
in <a,b>, wenn sie nach Ausschlufl einer Menge vom MafBe Null
gleichmaRig konvergiert.

Ist nun die Entwicklung einer jeden beschrinkten Funktion
wesentlich-gleichmiBig konvergent?

Die Antwort ist fiir jedes Orthogonalsystem negativ.

Der Beweis soll nur fiic L>vollstindige Systeme gefiihrt
werden. Nach [121] sind alle 7,(#) auf einer perfekten, positiven
Menge P stetig. 7, sei ein Punkt von P, wo P (beiderseits)
die Dichte 1 hat. f(#) sei =1 fiir ¢ <{{, und =0 fiir > ¢, Ist
die Entwicklung von f(f) wesentlich-gleichmiBig konvergent, also
in P— Q gleichmiBig konvergent, wo |Q|=0, so ist die Summe
der Reihe auf P— Q stetig. Diese Summe ist f ii. gleich f(£)
(nach der Konstruktion [382]), f(£) hat aber eine Unstetigkeit in £,
die durch Entfernung einer Nullmenge nicht behoben werden kann.

Sind die L.(£) nicht gemeinsam wesentlich-beschrinkt, so lie-
fert [155] eine stetige Funktion mit nicht wesentlich-gleichmiBig
konvergenter Entwicklung.

§ 3. Konvergenz fast iiberall.

Bis jetzt konnten wir nicht behaupten, daB es Entwicklungen
mit positiver Divergenzmenge gibt; die Sitze der vorigen §§
geben hochstens tiberalldicht liegende Divergenzpunkte. Folgendes
Beispiel ist also notig, um zu zeigen, da die Konvergenz f.ii.
keine selbstverstiindliche Erscheinung bildet: '

_ Es gibt ein ONV und ein f(t)e L mit fast iiberall divergen-
ter Entwicklung.

Es sei 9,(f)=1 in <0,1>, 0,(0) = 0,(1/2) = 2; 0,(¢f) sei in
<0,1/2> symmetrisch inbezug auf #=1/4; es sei ferner 2> ¢,(¢)>1/2,

1

fcpf;’(t)dt=1/2; ein solches ¢,(f) ist vorhanden und kann stetig

0
gewdhlt werden; in (1/2,1> sei ©,(f) = — 9,(f —1/2). Dann ist

1 1

[etyat=1, [a@oa®yda=0, 12<]et)]| <2

1] 0

Allgemein: <0, 1:> werde in 27-! gleiche abwechselnd ge-

schlossene und offene Intervalle geteilt; ¢.(f) sei stetig in <0,21“"},
symmetrisch inbezug auf ¢ =277, 9,(0) = 0.(2")=n 2> 0.(£) > 1/2,

[531]
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gl—n
'/‘c;,'“; dt = 21— im niichsten Intervall soll das Bild der Funktion g,

Oan der Z-Achse gespiegelt werden, im iibernéchsten dasselbe wie
in <0,2!-"> sein, u.s.w. abwechselnd (also ¢n(1) =—n). Es folgt

<lgal) | < (i<n),

1 1
[eryat =1,  [edetyat=0, 12

wobei die Orthogonalitit eine Folge der Verteilung der inbezug auf

die Vorzeichen verschiedenen, sonst aber kongruenten Funktions-

bilder ist. Es ist max |¢.(f)| =7; nach [153] gibt es eiu f(£) ¢ L mit
n

1)

{2.(f)} werde zu einem ONV {{,(f)} erginzt ([353]); (11) lie-

fert lim sup a, =+ o, wenn
n-yoo

1
lim sup _/f(t) o) dt = + co,
Nn—yoo 0

an= [ £(t)bu(t) dt

geschrieben wird. Nun ist aber |9,(¢)| > 1/2, also, fiir jedes ¢,

lim sup | @, $u(f) | = co

d.h. mehr als [631] verlangt. (Die Eigenschaft V wurde hier nur
inbezug auf M bewiesen; sie inbezug auf L zu beweisen reicht
[353] nicht- hin).

Dasselbe Beispiel setzt eine Schranke einer eventuellen Er-
weiterung des Mercer’schen Satzes [524].

Das Problem der Konvergenz durchweg hat keinen Sinn fiir
allgemeine ON, weil ja stets die Werte der Funktionen in einer
Nullmenge so abgeiéindert werden konnen, daB in dieser Menge
Divergenz resultiert; dazu geniigt es, daB unendlich viele Koef-
fizienten von Null verschieden seien. Natiirlich ist nur die Frage
nach der Konvergenz fast iiberall. Hier beschrinken wir uns
auf L? und fragen zunichst, ob es eine f. i konvergente Teilfolge
von {s,(f;£)} gibt. Der Riesz-Fischer’sche Satz [356] und die Kon-
struktion [382] geben eine positive Antwort anf diese Frage mit
dem Vorbehalt, daB8 die Indizes {n;} nicht ein fiir allemal (d.h. tiir
alle Funktionen f(f)) bestimmt werden sollen. Doch kann die
Dichte jener Indexfolge verstirkt werden:

icm

[582] [533] Konvergenz fast iiberall.

161

Die Zahlen v(n) mogen mit n gegen 4 oo wachsen; es sei
Va,,v(n) < co. Ferner sei {n} eine Indexfolge mit

n==1
»(12) Loy <k41;

g
dann ist die Folge {sn(t)}, d.h. {2 a; cp;(t)}' f. . konvergent.
. =1

Beweis: f(f) sei die Funktion mit

lz o IZ i
J1F @) — sw(tydt = 2 d=r also [[fO) — sy dt = 1.

Die Reihe ;{g I'ny ist konvergent, denn [111] und (12) geben

kZ Ty = 5’ (r,,k g B+ hrn N Bl < < Yaiv(.
==] =

fo—

—

Nach [124] ist also kz [f (&) — 5., (D) < oo fii, was lim Snp(8) =1 (2)
=1 k—yoo
f. 4. zur Folge hat.
Die Konstruktion [382] lieferte bloB £2 < v ()< (k- 1)

Eine weitere Verschiirfung wird sich als eine Folgerung aus 535]
ergeben.

Zusitzliche Annahmen erlauben generelle Indexfolgen zu bestim-
men: eine solche Voraussetzung ist z.B. die (C,1)-Summierbarkeit:

Ist die Entwicklung einer Funktion f(t) e L* nach dem ON {,}
f.i. (C1)-summierbar, so ist die Folge
{s:2(f, 1)}
Hier ist {n. = 2%} die generelle Indexfolge.

Es sei 64(f) = 1/n [5,(£) + 5,(£) + ... + $x(6)]; {o.(B)} ist voraus-
setzungsgemif f.1. konvergent; man hat sukzessive

J. . konvergent,

Sn(t) - Glz(t) = ‘1’ ﬁ' ag (k -1 wk(t)a

/ [8,2() — oan(t)]? dt = — 2 a; (b — 1)?,

3 [ Ls®) — et dt = § (—1; .5;“ i (k - 1)2)

n==

oo oa 1 =,
<Z(ak(k—1)2 <Z aj (k—1)%. 3 Z a; < oo

S. Kaczmarz und H, Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 11

h=1 /1=E log.k 4:”

[633]
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dies mit [124] zeigt die Konvergenz f.1i. der Reihe

2, [sy(8) — o),
n=1 )
also lim (syr(f) — ayr(t)) = 0 f.1i., woraus die Behauptung [538] un-
mittel"t_));' hervorgeht. 3 ’
Ein analoger Satz fiir andere Summationsmethoden kommt

spiter ([574]) vor.

Jetzt wollen wir die volle Folge {s.(¢)} ins Auge fassen. Damit

sie £.1. konvergiere, reicht nach [532] die Bedingung gik a; < oo

hin, denn dann darf v(#) =72 und demnach in (12) 7n,=£% ge-
setzt werden. Weyl, Hobson und Plancherel haben diese Bedin-
gung immer weiter abgeschwicht; Rademacher und Menchoff ha-
ben unabhingig voneinander die Konvergenz von

> ailog®k,
k=1

eine nicht mehr verbesserungsfihige Bedingung entdeckt.

Ein Hilfssatz: {p«(8)} (2=1,2,..,n) sei ON; es existiert
eine Funktion 8(t) > 0 und eine Konstante w mit

i
10 | Ya :pk(t)l Loy fir 1LiLjLKn n>1),
k==i

b

20 fBE(t) dt < nlog®n > ay;
k=1

a

&(f) hingt von den ¢ und den a ab, dagegen ist % eine absolute

Konstante, also nicht einmal von der Anzahl n abhéngig (»=(6log,e)*
ist z.B. ein zuldssiger Wert).

Beweis: Sei zundchst n =27, r ganzzahlig. Schreibt man
1{(t) fir 1/23(f), so geniigt

j
kg;lak er(t) | <y (),

um 1° zu haben. Zerlegen wir das Intervall (0,7) in zwei gleiche
Teile (0,21), (274,2"); wenn wir jeden dieser Teile wieder in
zwei gleiche zerlegen, so haben wir eine zweite Zerlegung von
(0,n) (in vier Teile) definiert; wenn wir bis zur r-ten Zerlegung
gelangen, so ist 1 die Linge der Teile. Ist 0 <<j <, so ist (0, )
eine Vereinigung von héchstens  punktfremden Teilen, deren jeder
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zu einer anderen Zerlegung gehort, wie man aus der dyadischen

Darstellung von ;j abliest; ist j=n, so ist (0,) selbst als (»nullte®)
Zerlegung zu betrachten.

Das Intervall (i,j) sei ein Symbol fiir die Summe ij a o4(t).
. k=if1
Es ist s;() =q§0 Po(t); dabei sind die p,() Summen, deren Symbole

die eben beschriebene Darstellung von s5/(t) = (0,j) liefern; 240

entspricht der g-ten Zerlegung; manchen g wird dabei 0 als p,(¢)
zugeordnet. Die Schwarz'sche Ungleichung fiihrt zu

,
;8 <r X pa(t)
g=0
und — a fortiori — zu

r
St <12 Ag,
g=1
wo A, die Summe der Quadrate aller p,(¢) bezeichnet, die — bei
n

festem g — aus kglak ox(f) zu gewinnen sind. Schreibt man

Tz(t) = r.Z:oAl] 3
. g==
8o folgt s3(¢) <7%(¢) und

b ;B ,
[y dt = 13 A0 dt =r3 (@l + g+ ..+ b
a =0 a g=

n r 1
2 ¥,
<41 k“_.lak (log n

2 n 2 n
) Jdog?n, X aj = (Lj:l) (log,e)®.log?n. > a.
E=1 r k=1
Dies gilt im Falle n=27. Ist aber 27<n<2+, so er-
génzen wir das System {¢} durch ©,p(2), ..., ¢or+1(£) und setzen
Qnyy =0Qpyy = ...=0yr+1=0. Das zun diesem neuen {vo}- und {a}-
System zugehorige v(f) ist sicherlich fiir das urspriingliche Sy-
stem ausreichend, wenn wir nur 1° verlangen; es ist aber, nach
dem eben Bewiesenen,

b n
[yt < (r + 2 2ai=(l’

k=]

es ist ferner

(r~|—2

log n

)’< (loge)*. (——")s 9 loge)?,

also in beiden Fillen
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b b .
[0y at = & ¢y dt < 36 (loge)’ JogPn. 2
und hiermit %= (6logse)? als eine in 2 stets ausreichende Kon-

stante erkannt.
Es werde bemerkt, daB die Reihenfolge der ¢ und a wohl

3(f), nicht aber % beeinflussen kann.

[534] setzt uns instand beweisen zu kénnen:

Ist )’ a2log?n < oo, S0 ist Z anon(t) f.i. konvergent.

n:l n=1

Wir konnen nimlich [532] mit v(n) = log,# anwenden; es re-
sultiert die Konvergenz f.ii. von {s,(f)} und es bleibt blof3

lim [su(t) — Spa(®)] = 0 f.1ii.

fiir 2% < n < 2ttt zu zeigen; [534] lehrt aber, dall

(1) |salt) — s::(8) | < Bult)
mit ' o1
/ Byt < (log 2 Y af
i=ok +1

ist; daraus folgt
o b
Su(t) dt <
Z oo

und somit lim &(#) = 0 f.i; (13) liefert jetzt das Verlangte.
koo .
an on(t)

oa ok-+1 oo
< %.log?2. Z(k" > a,) %Za 10g2l<c,\')

k=1\ j— Zk-l—l i=1 )

Folgerungen. 1° Die Reihe f ist £, . konvergent,

nee log n
i 2 . .
wenn Ea,,<w; nach einem Kronecker’schen Satz ist also
n=1
lim alw,()-—O f i,
nree log 1Sy

d.h. su(f)=o0(logn) fi.
20 [532] gestattet jelzt folgende Verschirfung: {s,,(¢)} ist f.1.

o I logk
konvergent, wenn die Reihe kg i konvergiert (vgl. Beweis.

von [532]). Denn die letzte Bedingung ist mit
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(2
Z(aﬂk-l-l + a?%k-{-’.! +

k=1

wt af,k+1) log?k < oo

iquivalent; man konstruiere ein ON {ébk(t)}, indem man

Rhi1 LTS

Qk(t)_ Z a,w,(t) 2 ‘:’l‘ E ai P

i==np 4 i=np41 by i=ny1

setzt (der Divisor &, soll gleich 1 gesetzt werden, wenn der Radikand

verschwindet); wendet man jetzt [535] auf die Reihe > &, @x(?) an,
k=
so kommt die Verschérfung zustande. 1
3° [535] erlaubt die GroBenordnung der Partialsummen einer
Orthogonalreihe abzuschétzen und zwar ohne —wie in 1°—vo-
rauszusetzen, die Reihe sei eine Entwicklung. Es ist nimlich stets

oo 2

X < (> 0);
=1by )
k=1
wird
Cn = 2 (n>1)

‘ n i, .
log 7. ( > ai)ET
k=1

gesetzt, so wird [535] auf Z cn () anwendbar; die letzte Reihe

n==1

konvergiert f. 1., also gllt nach dem Kronecker’schen Satz

n n 3_-}-5
Daper(t) = o(log n (Eai)2 ) £. i
k=1 k=1

Fiir a, =1 (n) fihrt der gleiche Gedanke zu einem schir-

feren Resultat, wenn man ¢, = n="(log n)""‘i(s > 0,n>1) wihlt;
man erhilt

n
2 ox(t) = o (nl(log n)ate).
k=1
(Man kann noch etwas weiter vordringen, wenn man geeignete
{ca} heranzieht). E

In [535] ist die Voraussetzung die schwichste unter allen jener
Art. Dies soll durch Gegenbeispiele gezeigt werden; ihre Kon-
struktion beginnen wir mit folgendem
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Lemma: Es gibt fir jedes p(p=1,2,..) ein System { f,.(¢)}
(m=1,2, .., 2p) orthogonal in -<0,5 = und so beschaffen, daf

5
3 %
1° /.f;;,m(t) dt<;1’ 2° |f17.m(‘f) +fp.m+1(t) + . +fp.2p-—1(z) l >y log p,
0
wobei 2° fiir alle te<1,2> gilt, m in 2" von t abhingt, dagegen
%, und w, absolute Konstanten sind.
Es sei fiir £e<0,4)

1
wll) = ——
Jo.ul®) PR

es folgt
4
(14)  [fiattydt=
0

k=1,2,..,4p, m=1,..,, 2p;

4 =2 4
p =t (k—p—m—1[)’ piEr@=1* p
fiir m > n hat man '

4 i
Inn= [Fom@ fyntydt =3 L LI
0 prthk—p—m—1ja k—p—n—1/s

_1 1 4”( 1 1
p m—ni=t\k—p—m—1js k—p-—n«l/z)

_ 1 - 3p-—m %1— 3p-—n 1 -
p(m—n) L= S j—1fg  j=icpn f__l/;|

_ ~—]:——— —pn 1 Sp—n 1 -
p(m—n) [1"ﬂ—’” ]—:372- a 8p—m -1 _/—:1/51 ’

(15)

[jm,n|<*~ m-—n

1
p(m—n)'[p+n+1/z

m-—n ]
3p—m+1fy

<—1~( 1 1 )<.2_.
p\p+ie  p+1i] p?

. Jetzt sollen die {f} in <4,5> erklirt werden, so daB sich
in <0,5> (')rthogonalitﬁt einstellt. Die ,Kranichschwirme® [321]
helfen uns jetzt. Wir teilen <4,5> in soviel gleiche Teile, als

es Zahlenpaare [m, n] mit 20> m>n gibt, d.h. i =
Teile, - Wir setzen’ ~ BOL G s=pGp =D

‘(16) fp,m(t)zVS.jamjl mit “mj=_/:fp,m(t).fp,j(t)dl‘ (j=1,2, ..., m—1),
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in den Teilintervallen, die den Einsen der ersten Gruppe im Schwarm
entsprechen;in dénjenigen, die den alleinstehenden Einsenzugeordnet
sind, sei 3
(17) fl’,m(t) = ‘/S . } dvmf! .Sign ty;j

in allen anderen Punkten sei fp,n(f) =0.
{f} ist jetzt orthogonal in <0, 5>; 1° ist erfiillt, denn (14), (15),
(16) und (17) ergeben

(j=m+1,m+2,..,2p),

9 mMm— 2p

5 4 b 1
3 = \
/fp,m(t) at =/+[~<'“+E }anzjl + S I“mj]
0 0 A p i= j=m+1

2
<Pl o1t p-m<it
p P P

2° ist noch zu priifen. Es sei fe-<1,2>, z.B. teczl—}ﬁ———l,l—%’il)
14 P
(m < p-+1); alsdann ist

1 1 1
mt 0,11 t e 22— t = ke s
fp. ()’*‘f/ +1()+ I‘fp,/ 1(%) _1/2+_1_1/2+ +—~(2p—1—m)——1/2
und
2,”)51 B> 1> >1
i:mf!’.i( )l +~2“+ ot Ty ogp (p>1).

Im Falle p=1 ist der abzuschitzende Betrag wenigstens 1, so daB
2° mit %, = 1 stels gilt.

Jetzt gehen wir daran, zu zeigen, daB die Ersetzung des
Faktors (log n)? in [635] durch eine Fanklion w(n) von schwicherem
Wachstum zu einem Gegenbeispiel Anlaf gibt:

Ist 0 < w (1) = o (log? n), w(n) < w(m+1), so gibt es ein ON
{oa(t)} und eine Zahlenfolge {a,; mit

10 Yalwn)<co, 90 3 an0.(t) durchweg divergent,
n=1 n=1
wie zuerst Menchof? festgestellt hat.
Wir konstruieren zunichst eine Folge {pe} mit
1) p=0, 2) 1+ 2(py 4Pyt o+ Pr1) <P
) w(/z)_<_1T

(log n)? &*

Die Glieder der gesuchten Reihe 90 werden in Gruppen G ein-
geteilt werden, und zwar sollen die QGlieder vom Index 7 zu Gr
gehoren, wenn Nj—; <n< Ny, wo N,=0 und Ne=1+2(p,+ps+- P8

(k=23 ..),

fiir 72> pr

(18) 3) -

[637]
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die neue Folge {Ni} definieren. Esist offenbar N, =1, Np— N 1=2p,
fiir £ > 2 und, wegen 2), Ny <pp, also Np <38pp (k> 2). Jetzt
sollen die Glieder ¢x(f)=a,0(f) sukzessive aufgebaut werden. Es gei
o ()=1in <0,1> Weitere ¢ (£) werden mit Hilfe der {f, .} aus
[536] konstruiert, indem man ¢ ganzlinear transformiert und ¢ in
den Teilintervallen von <0, 1 > verschiedenen f gleichsetzt. Dies mag
bis zu den Gliedern der Gruppe Gy einschlieBlich geschehen sein.
Da alle gewonnenen ¢ streckenweise konstant sind, so gibt es
eine endliche Einteilung von <0,1> in 4,4,,.., so daB alle jene
¢ in jedem Intervall 4 konstant sind.

Seien 4! und 4! die beiden Hilften von 4;. Die Funktion
bn(f), aus der Gruppe Gy, werde jetzt erklirt: n— N; heiBle m;
es ist 0<m < 2pe11; Apu(f, P) bezeichne die Funklion, die man

=P erhilt, wenn manin f, »(x) das Intervall 0<{u <5 ganz-
' g !

linear auf o <f <p transformiert; es ist //z,?;,n(t, P)dtn([i—-v.)_/ﬂ?,m(t) dt;

o 0

in <a,f8>

es sel nun
hﬂk.}.l,m(t: 4_)_
log prts

d=A4} (oberes Vorzeichen)
Ad=4} (anteres Vorzeichen)

(19) () ==
{4a(®)} ist ein Orthogonalsystem. Gehort ndmlxch 4, zu
einer anderen Gruppe als ¢; und »>>s, so ist in allen 4 der d,
enthaltenden Gruppe ¢, konstant, aber das Integral von ¢.(¢) {iber
ein solches 4 Null, wie (19) zeigt. Ist ¢, e Gy ¢5 ¢ Gy, so ist

f‘:’r(t) bs(t) dt = ( /(JJr by dt —|- /cp, by dt)
A

aber

1

‘!’r(t)%t adf = — - h m HA >m ¢ —
A{f () logzpk A;'/ Pl r() Pl s( ) dt

wegen der Orthogonalitit der f in [536] und desgleichen fiir 4.

© Jetzt moge die Eigenschaft [537]10 bei der Reihe L an CPn(t)
0

= S’Lp,,(t) nachgew1esen werden. Es ist /tbl(t)dl =1 und fiir /4/1

icm
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1
t=2—1——[ B ; }
b/ V2(t) d e / B om(t) dt + [’ )

ld REOs
_J foom®)dt < -1
log* p / e Prlog? py

(nach [536]1%. o©n(¢) ist normiert, also ist in ba(l) = anu(t) (n>1)

)

1
2 "9
n = L) dit < "
? a/q)() Pilog® pr

und, wegen pr_i < Npr < < N, _
, o Ve = Ne—s

Yawm < ¥ @ (Ny)
== i prlog?pr
= 2u, f 1w (fv"v) - 1og? N < 2z, f log® Ny
i= logipr  log® N Sy (k— 1)210g}7k

wobei (18) und die darauffolgenden Ungleichungen zur Anwendung
gelangen; u.a. war auch N, <3p. (k> 2), also ist (mit geeigne-

tem %g) D apw(n) < wg 1 < oo, w.z.b.w.
n=3 E=2(k — 1)?

" [537] 2° bleibt zu beweisen. Die Gliedergruppe G von }jlq»,,(t)

stammt von den f,.(¢) mit festem p; es ist ndmlich in 4!
hom(E, 4i)
“logp

mit m =n-- Ny, p =ps; nach [536] 2° gibt es ein Teilintervall
von 4; von der Linge | 4!|/5, wo m(f), also auch r(f), der Un-
gleichung

(20) [ 9a(®) + dnpa (@) + oo + Gngr(B) | > %

q)n(t) =

gemiB bestimmbar ist; 7 + 7 = Np_1 + 2p — 1 definiert 7. Ahnlich

ist es in 4Y. Demnach gilt (20) in £ vom MaB 1/5.
E sei =lim sup E;, d.h. £ = H (Ex + Epy1+ ...). Wir behaupten
R-—yoo

oo

die Divergenz von ), {,(f) in E. Denn jedes fcE gehort zu unendlich

n=1

vielen Ej, also ist Ungleichung (20) fiir unendlich viele n rea11s1elft.
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Das MaB von E ist 1; man hat némlich:

|E|=lim | Ex+ Eppa o+ .|
andererseits ist |C(Ex+ Erp)| = | CEx. CEiyr| = (1 —1/5)%, denn
CEr besteht aus endlich vielen Intervallen und es wird daraus
CEgy1, indem von jedem Inlervall nur 4/5 iibrig bleibt. Es folgt
|Ex+ Enpr| =1—(4f5)% | Ept Erps 4 oo 4 Eips| = 1= (45)°F, also

[E| =1im (1 — (#/5)") = L.

In CE, welches das MaB Null hat, sollen jetzt die ©.(f) abgeiin-
dert werden, so daBl ¢,({) =1 in CE sei. Dadurch wird weder die
Orthogonalitit noch die Normierung gestort und die Divergenz in
<0,1> erreicht. Es ist leicht aus = 0,1 ein beliebiges - a,b:-
zu machen; desgleichen bietet die Vervollstindigung von {¢.}
keine Schwierigkeit. —

Es gibt beschriinkte ON {v,} und entsprechende {a,}, @ (n) mit

Sawn) <o, 0K L w(n) =o(logn) und durchweg divergentem
n=1
2 au0a(t). Doch ist es nicht bekannt, ob fiir beschrinkte ON die

n

|!
-

oo

Konvergenz von 2, a, log 7 bereits die Konvergenz f.ii. der Ortho-
n=1

gonalreihe sichert.

§ 4. Unbedingte Konvergenz.

[535] verbiirgt die Konvergenz einer Orlhogonalreihe; der
Satz sagt aber nichts dariiber aus, wie sich die Reihe nach einer
Umordnung der Glieder verhalten wird. Wann ist aber eine Reihe bei
jeder Anordnung konvergent, von einer Nullmenge abgesehen (die
mit der Anordnung variieren darf)?

Da gentigt eine ein wenig stirkere Bedingung:

=40, w(n) <

Indexfolge {n:}, sowie eine Konstante ' mit
< 1
=W (M)

Es sei lim w (1) w(n+ 1), und eine wachsende

<o,  lognuy <wlogm (k)

vorhanden; die Konvergenz von
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o

,}, anw(n) log®n

hat die Konvergenz f.ii. der Reihe E an9u(t) bei jeder Anordnung
n=1

zur Folge.
n= g(s) sei die Funktion, welche die Umordnung

oo

D) Ags) Pe)(t) sei die neue Anordnung von (5). H, sei
1

Beweis:

definiert, d.h.
die Menge der natiirlichen § mit m— <s<m (n,=0).
g (H), d.h. die aus den Zahlen

gy + 1), g(te—1+ 2),

bestehende Menge; diese Zahlen sollen—unter Beibehallung ihrer
Reihenfolge — mit

Gy sei

- & (1)

g.(k), gk, vy &r(R)
bezeichnet werden; ri = np — n4—1. [534] liefert fiir 1 {nCm<ry
fom [4 Y np )
S ageet) <out) mit [ ) dt < % logrs. %’]Ha;.
i=n . a I=np_

Nach Voraussetzung ist also

g
7% log? fp—1 . > a

L 2w (Rpa) .0 Ao

b
w (nis) | B4(E) dt <
a

< %y Z at

i=np_1+1

w ({) log?L.
Fir1=n=m=r; ist
@ (M—1) /b 34t dt <y an,w () log?® .
Summiert man beiderseits, so kommt
5 w(nk_;) /ok(t) dt < oy a,ﬂﬂ(n) log?n,
was die Konvergenz f.{i. von

5 W (M1 S1(E)
k=1

bewirkt. Sei #, ein Konvergenzpunkt der letzten Reihe, >0,

1)
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1
j 80, daf Z » ()

n<s< m) zu den Gruppen G, mit % fi::z>j gehﬁren; dann ist

< e’ N so, da3 fiiv m > n>> N die Zahlen g(s)

. ~1
(to) k(fo) <V> "J/c'w(ﬂk 1) ) 'w(ll/) = EPjg,

wo p.; den v-ten Rest der Reihe (21) bezeichnet. Damit ist die
Konvergenz f.ii. der umgeordneten Reihe begriindet worden.

Als Anwendung bekommen wir den Satz:

Ist V}a =t <oco fiir ein positives <2, so ist die Reihe

n=l1
o

Zl anon(t) f.i. konvergent und zwar bei jeder Anordnung.
n=
Man ordnet {lax[} in eine nichtwachsende Folge {l e} um

deduziert aus Y |a,,(s)] *<co lim s|ay[* *=0, daraus aygy<s~ i
S-yoa

fiir grofle s, a]so
Z a5 (log 5)? (log log §)!* < co;

hier hat w (n) = (log log n)“*'€ die Eigenschaften der Voraussetzung
von [541] (z.B. mit 7,=22"), was den Beweis abschlieft.

Es mége noch ein Satz iiber unbedingte Konvergenz ange-
geben werden:

Ist w(t) mit ¢t gegen + co wachsend, Y, 1/w(n) <co und
n==]

@)  2Zawllog|log|allog?|a.| <o, lim g, =0,

n-yoo

80 ist die Reihe Z A a(t) f.il. (unbedingt) korwergent

(22) bleibt bei jeder Umordnung der Reihe bestehen. er kon-
nen also voraussetzen, {|a,|} sei nichtwachsend. Auch die Annahme

Zan =1 schadet nicht der Allgemeinheit. G, sei die Gesamtheit

der a, mit 1/p > an* > 1n+1 und 4 (m) = w (log log y/z) fiir

m € G Dann ist ZamA(m) log?m <oo, denn es gilt (22) und
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w (log |log| an||) = w (log log V/n) = A (m),
log? m < 4log?n < 16log?| an|,

da in G. hochstens n Elemente vorkommen (2aj = 1), was
m<L1+2+ ..+ n<< n? impliziert, - Auf diese Weise sind die zu
[541] erforderlichen Bedingungen realisiert: A (m) wachst gegen

+co, log,logs Vnu=Fk gibt AZ 1/A (n2) < co (wegen I 1/w(n) < o)
=1

und log fep1 = 2 log np. Es ist daher die umgeordnete, also auch
die urspriingliche Reihe f.ii. unbedingt konvergent.

§ 5. Die Bedeutung der Lebesgue’schen Funktmnen fiir
die Konvergenz.

Die Ausfiihrungen der §§ 3 und 4 iiber Konvergenz betreffen
allgemeine ON. Will man schiirfere Ergebnisse erlangen, so muf
man die Systeme spezialisieren. Eine Eigenschaft, welche mehr
oder weniger scharfe Konvergenzsétze zeitigt, ist die GroBenordaung
der Lebesgue’schen Funktion L.(t). Bevor iiber diese etwas voraus-
gesetzt wird, mdge eine allgemeingiiltige Abschdtzung vorge-
nommen werden:

Fiir jedes ON ist Lu(t)= o0 (Vn(logn)'**) f.i. fir jedes ¢> 0.
Dies hat als Grund die Konverwenz der Reihe

= hat 1
_2__’: n(log )H'E f%( ) dt

22 n(log e

Es ist nimlich dann (nach [124]) auch Zco,l(t)/n(logn)l“ £

n=2

konvergent, also auch (nach dem oft benutzten Kronecker’schen Satz)

"M:

(23) ka(t) =o(nlogttn) f.i.

Die Schwarz’sche Ungleichung gibt aber Lf,(t)<(b.—a)f[(3(f,u)du
= (b—a) > pi(t), was mit (28) zu [551] fiihrt.
R=1
Ist ein ON beschrankt, so ist sogar Li(f) = O(/n), denn

L) < (b — a) 5‘ oit) < A¥b—a)n

[551]

[652]
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{554]
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gilt .., wegen |oq(f)| <A L. (n). Dies ist die beste Abschiitzung,
weil das Rademacher’sche System genau diese Gr&[ﬁienordnung
liefert. [652] 1Bt eine Variante zu: man kann die Beschrinktkeit
des ON durch die Bedingung L.(f)=const. ersetzen. Dann ist nimlich

b b0
Lt) = [ Lty dt = - L 1Kty | auat,

also
b.b
2y <[ [Kit, w dt du = n.
aa
Um zu anderen Konvergenzkriterien zu gelangen, brauchen
wir den

Hilfssatz: F(§,n,t) sei in den Varlabeln &+ symmetrisch und
fiir jedes in <a,b> <a, b> integrierbare ME ) =t integrierbar in
<a,b> <a, b> ME, M) sei =min[)(E), M(n)]; Behauptung:

b b
J f F(&,m, (5, ) di d

<2 f d / | F &m0 () | de.

Beweis. Das Quadrat <a,b> <a,b> werde in zwei Mengen
M, M, zerlegl:

M =EDE<rm] My =E[E) > 2 (]
offenbar ist A(§,n)=X(§) in M,, M(& 1) =X(7) in M,. Demnach:

ffF &G n»dﬁdn] <f/1F<a n,%(&))ldcd‘wf/lﬂt A ()| dé dn

b
j JUFG @)+ FE @) e an.

Im letzten Integral darf F(&, 7, M(£)) durch F(n,&,1(8)) ersetzt werden;
tut man es und vertauscht ¢ und 7, so kommt

ffF(i,n,?\(E )| dédn < 2/dq] | F (&0, (n) | gt

Ist w(n) positiv und nichtabnehmend, L, (t) <
W(8) < ww(n) in einer
t-Menge E, f(t)e L2, S«(t) die Partialsumme der Entwicklung won
f(@®), so ist
So(t) = O (w (n
fast iiberall in E, ' e
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b
Beweis: Su(f) = / Fw) Ku(t, u) du; sei

’U,l(t) = max EE(}) Sﬂ(t)

ey e p=p(tn).

{oa(f)} ist nichtabnehmend; wir werden zeigen, daB J, = [va(f) dt
E

einem Grenzwert zustrebt, um hieraus — auf Grund von [124] —
die Existenz von lim v,(¢) £.4. in E zu folgern.

H-—yoa

b b
f (@) Kp(t, u) Ku(t, 1)
L= | dt [ D dn = | du. —2
/ L[ 'a[ w (p) ‘ af ! f(ll)! w (p)
und, wegen [127],

b b 2
i< | rwaa.| [[ —%%;—)—dt] d

Der zweite Faktor rechts ist aber, wenn p(¢;,n) =¢ geschmeben
wird,

Fo RS L (Kt ) g
e [ d“Ls/ o T iy

_/f /K,,(t ) Kelt 8 4t gz
Frd  w(p)w(g)

Die Orthogonalit'&it gibt
f Kyt w) Kyt ) du = Ki(t,1) it r = min (p, 9)

Infolgedessen ist das Integral (24) hdchstens gleuh

EE 2(")
dieses Integral aber iibertrifft nicht— nach [553]—
o [ at, [LKAEIL gp < 90 .
Er 2
Damit ist der Beweis zu Ende. Ist L,(f) beschrinkt in E, so

ist s,(¢) .1, in E beschrinkt, wie ersichtlich.

Ist w(n) positiv und gegen + oo wachsend, Ln(t) <

E und 2, \ aywi(n) < oo, so ist P X ayga(t) foil. in E konvergent.
N 1

wwi(n) in [555]
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Beweis. Wiahlt man {n} gemdB k< w(ny)<k-1 fir

E>wX1) —1, so wird {s,(f)} laut Annahme und [532] f.ti. kon-

vergent. Es bleibt also lim ($x(f) — $ny(£)) =0 £.1 in E fiir 7, <n<pmy,

n—oo
zu zeigen. Wird {c,} mit lim ¢, =+ o, Cays 2> ¢, >0, und
n-yoa

Malw(n) ey < oo
n=1

bestimmt und b, = a, w(n) ¢, gesetzt, so folgt nach [111]

n 1 n 1 )( 1 1 )

— 8y = i ,’t =S vb t e

Salt)—Sny(?) i:%;Hb Zlbwwr imn§+1([g /,(2) o) D
1 k n

1 N
—— Yot 3 broi(h).
bopa @ (1 1) jé; ;i @i )+Cn+1 @t 1) 1%1 7 95()

<a(f)w (i) f.1. in E, also

|
Nach [554] ist i,§ by o;()

_ " . 1 _ 1 a () w (ny)
] Sﬂ{t) Snk(t) l < (t) w (nk—rl) [c,lk w (nk) C”‘I'l w (/Z + 1)] C”k w (ﬂk)

a®)wn) _ . E‘“[ 11 ] 2a.(t)
LPSPTAERS @VE+2 YA ] R,

wo das rechte Glied unabhiingig von n gegen Null strebt.

Bemerkung. Unter der Voraussetzung lim @, = + oo mit

n-yoa
=, 0u(t
[554] ist nach [555] O -2
: =1 w(n)
(Satz von Kronecker)

f.ii. in E konvergent; daraus folgt

né;an (Pn(t) =0 (‘Zﬂ) (’2)} f. i, in E,

also eine schirfere Variante von [554] (die aber ohne limw,=-co

-y

falsch wire). Ein noch einfacheres Raisonnement gibt den

Satzm Lt)<x in E und 3 a5 <oco haben die Konvergenz

n=1

von ”21 ana(t) f.il. in E zur Folge,

Danr.} ist némlich eine Folge {w(n)} mit den Eigenschaften
[555] bestimmbar und jener Satz anwendbar.

[555] ergibt fiir das trigonometrische System die Bedingung

gl(a?a-l-bi) logk<co als hinreichend fir die Konvergenz von
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2, (ax cos kt 4 by, sin kf) f. 1., denn die Lebesgue’schen Konstanten
k=1
haben hier die GroBenordnung logn, also ist }log (n+1) ein

passendes @ (n).

§ 6. Allgemeines iiber Konvergenz.

Wir betrachten in diesem § beliebige Systeme und untersu-
chen das Konvergenzverhalten der Entwicklungen von Funktionen

14
einer gegebenen Klasse. s,(f;¢) =‘/Kn(t, u) f(u) du ist eine lineare

Operation im Raume X, der mit der betrachteten Funktionenklasse

 identisch ist (z.B. X=L, X=L2 u.s.w.). Setzt man sa(f; £) = Fu(f)

und wendet [159] an, so sieht man, daB einem jeden System ON {s,}
und dem Raume X eine Menge T (_ <a,b> entspricht, so daf

1° limsup | s.(f;8) | <eco fi. In T fir jedes fe X,
n-yoo

2° limsup |S.(f;8)|=co foii. in CT fir jedes feX — mit
n—-yeo

Ausnahme eines (event. leeren) Teiles von X von erster Kategorie.

T kann vom MafBe Null sein, wie es bei dem trigonometri-
schen System fiir X =L der Fall ist. Es existiert nfimlich ein
Kolmogoroff’sches Beispiel einer integrierbaren Funktion, deren
Fourierentwicklung iiberall unbeschriinkt divergiert, so daf 2°
iiberall in < 0,2z > fiir dieses besondere f e L gilt. In diesem Falle
lehrt [561], daB die ,meisten® integrierbaren Funktionen die Eigen-
schaft des Kolmogoroff’schen Beispiels teilen. Dagegen hat T
das MaB 1, wenn {0,} das Haar'sche System ist und X = L.

T kann ein beliebiges MaB haben: wihlt man z.B. ein {%.},
welches in einer Hilfte des Intervalls mit dem (auf diese Hilfte
reduzierten) Haar’schen, in der zweiten mit dem (reduzierten)
trigonometrischen System idenlisch ist, so hat 7, fiir X=1L, die
Hilfte der Intervallinge als MaB.

Ist X = L2 so ist die Entwicklung einer beliebigen Funktion
aus L* £. 4. in 7 konvergent; dies folgt aus 1°, wenn man &hn-
lich wie beim Beweise von [656] verfidhrt.

. s 2
S. Kaczmarz und H, Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 12

[561]
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Ist {pa} inbezug auf X abgeschlossen und T die t-Menge des
Satzes [561], so ist die Entwicklung einer jeden Funktion f(t) e X
nach {0,y f.i. in T gegen f(f) konvergent.

Beweis: Nach [561] haben die linearen Operationen s,(f;?)
die dort mit 1° bezeichnete Eigenschaft, es sind also die Voraus-
setzungen des Lemmas [158] erfiillt, wenn man die Bedingung »>(
fallen 14Bt; die damaligen T, x(c), #(..n) heiBlen jelzt T, (), sa...).
Wir brauchen hier nicht die Behauptung des Lemmas, sondern
den Gedankengang des Beweises. Darnach gibt es eine Zahlen-
folge {m,}, eine Folge {K,} von Kugeln in X und eine Folge von
t-Mengen R®(f), so daB fiir fe Ky, ¢ € R¥)(f)

{Sn(fQ t)| < mp

fiir alle n gilt; es ist RO(f)CT und | T—RO(f)| <3, mit lim &,=0.
p-3oo

Ist p, der Radius von Kp, foeX, ||fo|l < pplpmy und 2z, der Mittel-

punkt von Kj,, so liegt 2z, pm,f, =y, in Kj, also ist

| Sl pmp foy 1) | < | Sn(2p3 ) | + mp < 2my

und | sa(fo;2)| < 2fp tiir £ e RO(25) X RP(y,) = RW.
setzung gibt es Linearformen [i(f) in den ¢, mit lim|f— 4| =0,
i—ea

Nach Voraus-

wenn f gegeben ist; wihlt man i(p) so, daB ||f—L|| < pofpm, sei,
so ist

lsuf38) = sallis )] < 2
fiir £ € R® und alle #, also— fiir groBe n—
Lsu(f; 1) — Ly ()| < 2fp

fiir £ e R®, Die Folge {l;i(f)} enthdlt eine f.ii. in <a,b: gegen

f(#) konvergente Teilfolge {/(f)}; betrachtet man diese anstatt {4}

und bezeichnet lim sup R® mit R, so ist |7 — R=|=0 und die
pyeo

letzte Ungleichung liefert in R, d.h. £.4. in 7, lim s,(f;¢) = f (2.
Ni—reo
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Zutfallsartige Vorzeichen. Ist {r,(f)} das Radema-
cher’sche System [225] und betrachtet man in

@5) S ot o)

die a.¢a(¢) als Koeffizienten, so ist (25) nach [452] fiir fast alle

des Intervalls <0,1> konvergent, sobald } a; o} (f) konvergiert.
n=1

Dies ist aber fiir fast alle’f in <a,b> der Fall, wenn §a§< oo,

. n=1
denn es ist

oo U ce
3 [ doktydt=3
n=:119 ne=1

und daher [124] anwendbar. Sei E die im Rechteck 0 < u <1,
a <t < b gelegene ebene Menge der (£, u)-Punkte, die durch die
Konvergenz von (25) erklért ist. Wendet man auf die charakteristi-
sche Funktion F(z,f) von E den Fubini’schen Satz an, so kommt

jdt {jF(u, t)du}:jdu {sz(zz,t)dt}.

Nun ist aber links F(u,f) =1 fiir fast alle z# und dies
fiir fast alle ¢ richtig, also ist 6—a der Wert des Doppelintegrals.
Da F(u,t) nur die Werte 0,1 annimmt, so muB F(x, ) fiir fast
alle ¢ Eins sein und zwar bei fast allen u, sonst stinde rechts
weniger als b — a. Damit ist gezeigt, daB die Reihe (25) bei fast
allen u die Eigenschaft hat f.i. in ¢ <¢<¥ zu konvergieren.

Erinnern wir uns jetzt an die probabilistische Deatung der
{ra(t)} in [455], so kinnen wir sagen:

Fiir ein ON {p,} und > ay<co ist die Reihe

n=1

©26) g + 4, oal(t)

mit der Wahrscheinlichkeit 1 f.i..in <a, b> konvergent, wenn die
Vorzeichen =+ zufallsartig und gleichwahrscheinlich bestimmt werden.
Ein Gegenstiick dazu ist der
Satz Ist {p.;) ON und lim inf / on(t)dt >0 fir alle positiven
n—»eo  Fr

oa

H(C=a, b= so ist im Falle N ol =co die Reihe (26) mit der Wahr-

n==1
scheinlichkeit 1 f.ii. in < a, b> divergent.

[663]

[564]
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Beweis: Wire |H
nach [123]

< S s .
>0 und 2 ahon(t) << oo in F, 80 wiire
ne=l

> d _[ﬂ?%(t) dt << oo, | F*| >0,

n=1  pr#

fiic ein gewisses H*(C . Daraus laBt die Voraussetzung auf

©a

oo

. . . - A " o
D ap< oo schlieBen. Es ist also in unserem Falle “\"1 ay Or(t)=oo f.ii,
n=1 e

in <a, b Wendet man jetzt [453] an und erkliirt £ als die (ebene)
Divergenzmenge von (25), so kann man fast wortlich den mit
der Definition von E beginnenden zweiten Teil des Beweises von
[568] wiederholen.

Divergenz. Hier ist der zweite Teil von [B61] wichtig, der die
Existenz von £. 1. in CT divergenten Entwicklungen sichert. Auch das
Prinzip der Kondensation der Singularitiiten bringt neue Ergebnisse:

Ist {o.} ein ON und {t,} eine Punkifolge (t,e - a,b:), so
daB jedem t, ein f,(t) e R mit einer fiir t =1, divergenten Ent-
wicklung entspricht, so gibt es ein f(t) e R, dessen Entwickiung in
allen t, divergiert. '

Definiert man namlich Fo,(f) =38,(f;%s) fiir f € R und wendet
[157] bzw. [156] an, je nachdem, ob f,(f) fiir £=1£, bloB Divergenz oder
unbeschrénkte Divergenz der Entwicklung aufweist, so erh&lt man
[565], sogar mit einer Spezialisierung des Divergenzcharakters in
der Behauptung. [157] liefert auch den

Satz: Gibt es eine Intervallfolge {~a,,B,-} und eine zzzge/z(}-
rige Funktionenfolge { fy(2)} (f, € L), so dak fiir alle p

Bp
27) lim sup | | su(fy; )| dt = oo
H-yoo -
&p

gilt, so kann man in (27) f,(t) durch eine geejgnete p-freie Funktion
F@® €L ersetzen.
b
Man braucht tloB Fj,(f) in [157] als _/S,,(f; t)dt zu definie-
g . . mp
ren. [566] 148t sich insbesondere auf Fourierrsihen anwenden; man
erreicht sogar simtliche <o, in (27).
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Das Prinzip der Verdichtung der Singularititen fiihrt bloB
zu abzdhlbaren Divergenzmengen. In gewissen Fillen kann die
Michtigkeit des Kontinuums nachgewiesen werden:

Gibt es zu jedem t, e <a,b> eine stetige Funktion, deren Ent-
wicklung in t, divergiert, so gibt es eine stetige Funktion, deren
Entwicklung eine Divergenzmenge von der zweiten Kategorie, also
von der Mdchtigkeit des Kontinuums besitzt.

Beweis: Nach [121] sind alle 9,(f) gleichzeitig in einer
positiven, perfekten Menge D stetiz. Sei A die Menge der
teD, zu welchen es stetige Funktionen mit lim sup |s.(f)!| = co

100

gibt. Ist A in D iiberalldicht, so kdnnen wir, nach [565], eine
stetige Funktion mit lim sup |s,(f;#)|=co in Z finden, wobei

n—yea
Z(C A und iberalldicht in D ist. Dieselbe Beziehung gilt aber auch
in einer Menge Z* ) Z, die von der zweiten Kategorie ist, also
die Michtigkeit ¢ hat.

Es sei nimlich Fum = E[|$x(f;1)| < m] X D, Fp =[] Funu die
n=1
Fnn sind abgeschlossen, denn die 9,(f) sind auf D stetig, also

ist F, abgeschlossen. D) Fn ist von der ersten Kategorie in D,
m=1

sonst wire ein F,, von der zweilen,.also in <o, 3> X D {iberall-
dicht (<a,B>C —a,b>) und damit (weil abgeschlossen) mit dem
Teil <o, B X D des (perfekten) D identisch; in diesem Teil wére
[s.(f; )| < m tiir alle n, was der Eigenschaft von Z, {iberalldicht

in D zu sein, widerspricht. > Fn ist also von der ersten, daher

m==1
die komplementire Menge Z*=D ——m21Fm von der zweiten Kate-
gorie; in Z* gilt aber offenbar lim sup |sulf; 8) | = co.

Ist aber A nicht iiberalldicht in D, so gibt es einen Teil
<u,B>X D von D, in welchem die Partialsummen der Entwick-
lungen aller stetigen Funktionen beschrinkte Folgen bilden. Es sei
{g.(H)} im Raume C (der stetigen Funktionen) iiberalldicht. Wire
fiir ein jedes gu(¢f) die Divergenzmenge von der ersten Ka-
tegorie in D, so gibe es ein f, e<a,f>X D als Konvergenzpunkt
fiic alle g.(f). £, wiire aber ein Konvergenzpunkt fiir sﬁmtli(}he
sletigen Funktionen, gegen die Voraussetzung. Denn die Parlial-

[567]
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summen S,(f; £,) (f € C) sind beschrinkt, also [151] mit Fu(f)=s,(f; L‘o)
anwendbar und Isa(f; 2,)| << M| fil. Daraus folgt
| sal(f3 20) — V< M| f— gl <e

fur entsprechende k2, was den Konvergenzcharakter von Z, fiir
f(t) beweist. Es gibt also ein gn(f) mit einer Divergenzmenge
zweiter Kategorie in D.

Sn(gk,

§ 1. Allgemeine Summationsmethoden.

Es gibt fast iiberall divergente Entwicklungen, wie wir in [537]
gesehen haben; diese Tatsache it die Heranziehung linearer Sum-
mationsmethoden als erwiinscht erscheinen. Sie sind oft leistungs-
f4hig und nur im Falle einer gegen oo oder —ew divergenten Reihe
von vornherein wirkungslos, doch kann die letzte Erscheinung fiir
Funktionen aus L? nur in Nullmengen auftreten, da s,(f) gegen
die entwickelte Funktion f(¢) stark, also auch asymptotisch kon-
vergiert (vgl. [162]). Die Existenz einer Summationsmelbode, die
allen Entwicklungen aus L? gerecht wire, ist demnach nicht ohne
weiteres abzuweisen. Wir werden aber zeigen, daB eine solche

- Behauptung unzutreffend wire.

Die Mehrzahl der bisherigen S#tze dieses Kapitels gllt auch
fir Summationsmethoden; die Beweise bleiben oft fast unverin-
dert, wir werden also bloB die S#tze angeben. So nimmt [515]
jetzt die Gestalt an: Einem jeden ON {p,), welches beschrankt oder

inbezug auf L wollstandig ist, entspricht eine Folge {b,} mit
hm bp =0 und mzt

llm 1 sup [aut)] = o

f-i. (bzw in einer positiven Menge), wobei o,(t) das Resultat
der Substitution wvon {s,(t)} in die n-te Zeile der zeilanﬂmtm line-

aren Summationsmethode T bedeutet.
Es mége hinzugefiigt werden, daB {|/4,|} von T nicht abhéngt. Ist

ﬁn

6n(t) ank Kk(t u),

Pn
= kg G salt),  Tu(t,u) =

80 kann man schreiben:

b
on(t) = [ Tu(t,u) f () du

Dann gilt, analog zu [522]:

icm
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b
lim sup [l To(to u) | dit = co
; H—yma 21

impliziert die Existenz einer stetigen Funktion f(t) mit
lim sup cs,l(f7 t,) =+ oo,

n—yeo

Fiir jede Summationsmethode 7 gilt das Analogon zu [523]
and fiir zeilenfinite T das Analogon zu [525]. Ferner:

Damit die Entwicklung einer jeden stetigen Funktion nach dem
ON {p.} gleichmdifBig gegen diese Funktion T-summietbar sei, ist
die Abgeschlossenheit von {p,} inbezug auf C und die Ungleichung
, .
[Tty 0)| du <

a
(mit n- und t-freiem ) notwendig und hinreichend.

Fiir die Summierbarkeit £ #. gilt eine Erweiterung von [533]:

o )

Ist X ah<oo und a,, tp,,(t) f.i. T-summierbar S0 ist {sn(2)}
n-wl

fur geeignete {ni} f.1. ka/wergent
Beweis: {on(f) = Zb,,ksk(t)} ist f.ii. konvergent (mit &; be-

zeichnen wir die Elemente von 7). Es smd ferner die drei Bedingungen

1020 3% aus [119] erfiillt. Ist J, = [[sn(t) — o.(t)] dt, so geniigt es

{n;} so zu bestimmen, daB 51],1 konvergent sei. Es ist aber

i=1

Srz(t) - Gu(t) = ]é; ak(Pk(t) [1 - bn,k - bn,k+1 - ]

- Z ar cPk(t) [brz.k -+ bn,k+1 + ],
k=n-1

2o

also, wenn man > b,; mit By, . bezeichnet,

J==k
ll

Jy = > a1l — Bug)? + V akBrxk
k‘
1

Wird > b
J==1

mit R. bezeichnet,

n = S,, . gesetzt und die Differenz 1— Snz— Bk
so ist lim R, = 0 nach [119] 1% Jetzt soll {n:}

-yoa
rekurrent erklirt werden:

[572]

[573]

[574]
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@) es sei |Ry| <,

B) fir < (m,=0) sei |Syn1]<1i ([119] 29,
y) fir [>m sei [1— Syl <1i—1) ([1197 19),
Dann ist
(28) Z -/nl- = 2{ a?e(snl-.k + Rn,-)z + Z 6112,: B;’;l‘/g}
i=1 i=1 k=1 Rem=ny =1

oo

:kgla%[(sﬂj.k‘f'an)z'l“(Snj_H, /€+Rﬂj+1)2+"'] + +?£[Bz,,k ‘I’ szlz,/ﬂ-i-" '—I'Bﬁl,k],

k=n,

wo #; und #; von £ abhiingen und wo j und ! durch

m <k <L n, <k < Ny

gegeben sind. Von den zwei Summen rechts in (28) ist die erste,
nach [119] 8° und B), nicht gréBer als
= 4 4

S e +

= G+17 " (+2)

die zweite, nach o) und 1), nicht gréBer als

- o0
2
J < const, 2 ay,
k=1

oa )

2[4 4 4 2 / N1 2
k§1 az (12 +22 +... (i1 + M ) < const.ki_{ az,

also ) Jn,<co

i=1
Wenn eine Reihe Zl‘ @n 0(t) mit D at<oco bei allen Anordnun-
n== n=1

gen sich als f.i. T-summierbar erweist, so ist sie f.i. konvergent.
Beweis: Es werde {p;} mit g]|a,,‘.|<m gew#hlt; die Reihe
lé:a,,itppl.(t) ist nach [542] f.ii. konvergent. Nach [574] iét {82(8)}

f. 1. konvergent. Jetzt ordnen wir die Reihe }, a, ou(f) so um, daB

=1
die Stellen n; sukzessive mit den Gliedern dieser Reihe besetzt
werden; die Glieder a,,9,(f) werden zuniichst weggelassen und
kommen dann sukzessive auf die unbesetzten Stellen. Es ist klar,
daB die Partialsummen der neuen Reihe mit den Indizes n; f.1.

konvergieren. Bezeichnet man sie mit snt), und mit si(¢) die
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Partialsummen der Reihe, die aus der letzten durch Nullsetzung der
Glieder mit den Indizes 7; entsteht, so ist die Folge {sn(t)} auch f.1i.

konvergent, denn ‘§ @p; 9p(t) ist 1.4, konvergent. Dies hat die Kon-

vergenz f.U. von {sp(f) — si(f)} zur Folge; d.h., die urspriingliche
Reihe konvergiert f.i{i. nach Nullsetzung der Glieder mit den
Indizes p; also ist die urspriingliche Reihe (4) selbst f.ii. kon-
vergent.

Der Satz [575] 148t sich kurz so fassen: eine f.i. unbedingt
summierbare Orthogonalreihe ist f.ii. unbedingt komvergent. Es
folgt daraus, da nicht jede Orthogonalmenge eine wirksame
Summationsmethode besitat; hitte nmlich die Orthogonalmenge,
welcher das Beispiel [537] entnommen war, eine f.4i. wirkende
Summationsmethode, so wire die Reihe dieses Beispiels f. 1. un-
bedingt summierbar, also f. 4. konvergent, was sie nicht ist. Um-
soweniger gibt es eine universelle Summationsmethode. Es gibt
nicht einmal eine Methode, die eine, bis auf eine Nullmenge feste,
positive Konvergenzmenge liefert. Man kann sogar zu jeder Sum-
mationsmethode eine Orthogonalentwicklung finden, die nach dieser
Methode tiberall divergiert. Dagegen existiert fiir jede Folge {a.}

©o

mit > a, <co eine vom ON unabhéngige, wirksame 7-Methode.
n=1

Auf Grund von [532] gibt es dann n#mlich eine Folge {n;} so,
daB3 {S,,j(t)} f. 1. konvergiert. Das ist eben die gesuchte Methode:
T ist durch [b..|| gegeben, wo &, =1, alle anderen b;; Null sind.

Wenn wir uns mit starker Konvergenz begniigen, so ist jede Me-
thode gut. Wir hatten n#mlich

b n oo .
Jo = [(on®) = ou(®)) dt = Jai (1 = Bus)'+, 3 i B
also, nach den Toeplitz’'schen Bedingungen,
I < 3 ai(Sup+Ra)' 4+ X ar M.
fe==1 k=n+1

Hier ist offenbar Null die Grenze der zweiten Summe; die erste

n

n
werde in > und 2 zerlegt (1 <m <n) und zuerst m so ge-
k==1 R==m-f-1

[576]
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wihlt, daB Y a2<e, dannaber n (>m) so, daB | Syi+Ra| <e fiir
k=m+1

k=1,2,..,m sei; J, hat demnach Null als Grenze, also konvergiert
{6,(f)} stark.

Die allgemeinen Ausfiihrungen des § 6 iiber Konvergenz
lassen sich sinngem#i auf die Toeplitz’schen Methoden fibertragen.
So ist z.B. ein Analogon zu [564] richtig, welches zu zeigen erlaubt,
daB ,fast alle“ Reihen der Gestalt

> (an cos nt + b, sin nt)

n=1
o

. . . . v, 2 9 . .
keine Fourierreihen inbezug auf L sind, wenn 2an +by) divergiert,
nzl

denn sie sind mit der Wahrscheinlichkeit 1 £.11. (C,1)-nichtsummierbar.
Das Prinzip der Kondensation der Singularitiiten liefert aber einen
neuen Satuz

Gibt es zu jeder Methode T, (p = 1,2,..) eine Funktion f,(t)
im Roume R, die fiir t=1t, eine nicht T,summierbare Entwicklung
liefert, so gibt es eine p-freie Funktion in R, deren Entwicklung im
Punkte i, allen T, widersteht. '

§ 8. Cesaro’sche Mittelwerte.

Will man in der Ubertragung der Konvergenzsitze auf Sum-
mationsmethoden weiter vordringen, so muB man die letzteren
spezialisieren. Wir beschriinken uns hier auf Cesiro’sche Mitiel-
werte, obwohl die Analogien auch andere Melhoden, wie z.B. die
Riesz’schen typischen Mittel, umfassen.

7 - /z)
b
n
(r}

Aus [117] folgt fiir a,= 0
wo oy’ (f) das Cesdro’sche Mittel 7-ter Ordnung (r=£—1, —2, —3,..)
vom Index » fiir die Reihe (4) bedeutet. Es werde

Pty =L 3 Aaanedt)  mit 4= (
Y=

)= 3 3 &0 — oty

1 r=1

Dann ist lim 8(t) = 0 fiir r >1/2 fast iberall.

n—yoa
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Beweis:
k .
off) —of V= T }:m(AAMJA’"l—Az:}Aa a; i(t)
kA I= .
1 & e
Ar_.l Z—l ( J/r Ak

r—l) a] Lpl(t) ’
Ak
also »

J 60 — o eyt = VJ &} (A

2(4)

~ und

b 9t

i nt — ..v.—A;l r—:l
J 0 de= o s By JZ] o

T <23+i”>f§ 25( ;)

~~~~~ (_z:m“’ also tibertrifft die innere Summe nicht

F(l—)

Es ist aber An ~

F(AN. S F o< Sy % 5 i
/f—“f Ak k:j k:2]+1 (A])? = -ll o

was wiederum (r > 1/2) hochstens

R

L jA?’”2+_7ﬂ<._§
apa TG

betragen kann. So kommt

b ot b

/2,,(t)dz<2,f§]a,, }j/ 2,,(t)dt</52 S'Ja,</ S‘a,<m.

n=1
a

Es folgt lim &u(f)=0 f£.ii; fir 20 <p<2H st 07 < 2o,

n-yoa

also ist lim 8(¢) =0 f.1., w.z.b.w.
Daraus der SchluB:

Ist eine Orthogonalreihe mit Z aa< oo in E gegen s(t) [582]

(C, r)-summierbar, r > 1/2, so gilt 1. m E s
s @)—af ) |+ |s (@) —of @)+ ..+ 5B —0n ®_
o n

(29) lim

H—yea
und o
(30) lim [S@=c_ AP+ [0 o

n-yoo n

|5 (B)—c8 "OF_,
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Es geniigt (30) zu begriinden, denn die Schwarz’sche Ungleichung
liefert dann (29). Nun ist aber

kzZ': [s@) — o @) = X8 () — o)+ (6(t) — s (&)

=1

n n
<2 Xl — o OF + 2 3 1) — s )]
= =1
und die vorletzte Summe ist o(n) nach [681], die letzte, nach der

Voraussetzung, ebenfalls o(z) f. .

Der Hilfsatz [581] fiihrt auch zu der Erkenntnis, daB in L2 alle
(Cyry (r>0) antereinander und mit dem Poisson-Abel'schen Verfahren
[118] gleichwertig sind. Zunichst werde die Konvergenz f.ii. von

(31) 31 @nlt) — on )

gezeigt (s, bedeutet (14 1/s)cl"). Es gentigt
e b

2 (enlt) = ons(t) df < o0
zu beweisen. Es ist (# >>1) in der Tat

b b n—t
g 2 A — 1 1 1 2
oty = oumrty? di = [; axeu(t) (h—1) (f—; - ;1__—1) +1a %(r)J it

SN G VA

z s
A (1) 2

b
n—1 2
1[Gty — cunt))Pdt < — 2 Y praip 2
af ' h (n—1)2n k‘:ika"+/1’
oo b 1
oo n— oo 2
3 nfnt) — onatrat < 3—L Spaly 30,
n=2 g n=3 (IZ —_ 1)3 k=1 11;3 n

Die letzte Reihe ist konvergent; die vorletzte ist gleich

S g2 g2 (L 1 3 % 2 .
ké: ”k(k3+ &1y +-..)<-—2—k§ ap. Jetzt ziehen wir den Satz

gber Zah}enreihen heran, nach welchem die Poisson’sche Limitier-
grkexlt einer Folge das Gleiche fiir die Folge der ersten Mittelwerte
(G,1) impliziert, Ist also eine Orthogonalreihe aus L? in £ nach
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Poisson summierbar, so ist in £ die Reihe E(Un(t)’—cn—l(t)) nach
n=1

demselben Verfahren summierbar. Dies aber in Verbindung mit der
Konvergenz von (31) ergibt (nach einem reihentheoretischen Satz) die

Konvergenz von ZI (64(t) — 0n—1(t)); diese Reihe ist also f. . in E kon-
na=

vergent, daher ist die Orthogonalreihe f.#. in £ (C,1)-summierbar. Da
die Umkehrung seit Frobenius bekannt ist, so ist die Gleichwertigkeit
des Poisson’schen und des (C,1)-Verfahrens erwiesen und zu [583]
fehlt blof der

Satz: /Ist eine Orthogonalreihe aus L* in E nach Poisson Sum-
mierbar und o> 0, so ist sie f.i. in E (Ca)-summierbar.

Beweis: Wir beginnen mit der Feststellung, da@3

n
lim -~ M (o2 =0 (r>—1/2) fiir £>0

n-yoa 101

Jim oUt/rt9) =0 zur Folge hat. In der Tat, setzt man ol® = ##)] A% s0
n-oes
n

n
ist (0t = MDA A= Y o) A7 A~ eine Konsequenz der
k=1 k=1

Erklirung [117] und demnach

n n /! n n
o<l Ser <) Sl Bz
= S — ~

wie béhauptet wurde.
Unter der Voraussetzung [584] ist aber die Reihe in E (C,1)-sum-

mierbar, also gilt [582] mit r=1 in (30), d.h. lim 1/,;__21 (6(t)—s(8))>=0

"£.4i. in E. Hier kOnnen wir aber s@(t) — s (¢) als die Partialsum-

men der Reihe [a,9,(f) — s (D] -+ a, ¢,(t) + ... deuten und die An-
fangsbemerkung dieses Beweises mit 7 =0 benutzen. Sie ergibt
f.i. in E

lim [s09(£) — s (£)] =0

n—yee
und erlaubt [582] nochmals, jetzt mit 7 = 1/2 + ¢, anzuwenden, mit
dem Ergebnis

[5B84]
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lim L 360 — s @) = 0;
fn-yo0 n =1

die erwﬁhﬁte Bemerkung 148t daraus auf lim (o,(?"‘)(t) —s() =0 £,
oo

n
in E schlieBen, womit [584] und [5683] endgiiltig bewiesen sind. Hier-
bei wurde das Resultat von O. Holder, da3 die Poisson’sche Methode
stirker als jedes (C,r) (r > 0) ist, als bekannt vorausgesetzt.

Die Untersuchungen iiber die Summierbarkeit der Orthogo-
nalreihen mit Cesdro’schen Mitteln kénnen nunmehr auf (C,1) be-
schrinkt werden. Hier kann ein einfaches Kriterium angege-
ben werden:

Soll eine Orthogonalreihe aus L* f.i, (C,1)-summierbar sein, so
muf die Folge {s,n(t)} f.i. konvergieren, und dlese Bedingung ist auch
hinreichend. ‘

Beweis: Nur die Hinlinglichkeit ist neu, denn die Notwen-
digkeit der Bedingung bildet den Inbalt von [533].

Setzen wir also {s;»(f)} als f 4. konvergent voraus. Der
SchluBsatz des Beweises von [533] (welcher die damalige Voraus-
setzung nicht benutzt) liefert jetzt die Konvergenz von {o,~(¢)} f.ii.
Betrachten wir cx(f) — o,n(f) fiir 2" <k <271 eg ist

k—1
a(t) — ayn(t) =‘2n(°t+1(f) — o)),
also =
o1 on1 gnt-1
)= o0 < X i(a O - X i< T 1oy (O
==t j=0n [l

Nun war aber die Reihe (31) f.ii. konvergent, also konvergiert
der letztgeschriebene Ausdruck f.i. gegen 0 und damit ist {ox(f)}

- als f.1. konvergent erkannt.

Die Konvergenz der Reihe D) a,(loglog n)? hat fiir die entspre-
n=2
chende Orthogonalreihe die (C,1)-Summierbarkeit f.ii. zur Folge.

Nach [585] geniigt es die Konvergenz f.i. von {s,»(f)} zu
beweisen. VoraussetzungsgemiB ist

S @3agy + o+ 810g0) (log 7)° < o0,
n==1
da die Annahme von 2 als Logarithmenbasis nichts indert. Hier

ist also die Folgerung 2° aus [535] mit 7, =2* anwendbar und
liefert die Konvergenz f.i. von {8.4(2)}.
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Daserreichte Resultatist,in demselbenSinne wiebei der gewOhn-
lichen Konvergenz, endgiiltig. Ist ndmlich 0. v (n)=o0[(loglog n)?},

lim @ (n) =+ oo, v(n) nichtabnehmend und 3 b,zzfv(n)<xs, so gibt es
' n=1

n-yoo

eine Orthogonalreihe

(32) n§1b" Oa(?),

die in keinem Punkte von <0,1> (C1)-summierbar ist.

Sei > an9.(f) die im Gegenbeispiel [537] auftretende Reihe,

n==1
mit @ (n) =v(2"). Diese Reihe hat, wie wir damals gesehen haben,

die Eigenschaften: ¢) Zaiw(n) < oo, B) es gibt eine Folge {7}
n==1

mit p-1 <
m () mit

(k=10,1,2,..), so daB fiir jedes ¢ aus <0,1> ein

np—1

2 aj9,() ! >y Tpmy < m (£) < mp
Jj=m

bestimmbar ist, wenn & vorgegeben wird; dabei ist » von % und £
unabhingig. Von w(n) wurde damals w(n) = o(log®n) verlangt,
was durch unsere Annahme w(n)=v(2%) erfiillt ist. Setzt man nun
filr e <n<mp—1,

byr(t) = @u(f), byn = n

und definiert die anderen ¢(f) als (sukzessive) gleich den noch freien

¢, und die anderen b als Null, so wird ;b,z,'u(n)<r.\a als Konsequenz

von «) und die Folge {s,«()} fiir (32) durchweg divergent; das
Kriterium [585] impliziert jetzt die Behauptung [587].

Die Kriterien fiir unbedingte Konvergenz lassen sich insofern
nicht iibertragen, als die unbedingte Summierbarkeit mit der unbe-
dingten Konvergenz #quivalent ist ([575]), es kime also nichts Neues
heraus. Dagegen hat das letzte Divergenzbeispiel ein An:‘alogon,
indem zu jeder Summationsmethode eine nirgends summierbare
Orthogonalreihe vorhanden ist. Hier ist die Folge {s.(f)} zu‘be-
trachten, die fiir eine 7-Methode laut [574] dieselbe Rolle spielt,
wie {syn(f)} tir (C1).

[687]
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§ 9. Lebesgue’sche Funktionen und Summierbarkeit.

Fiir die (C1)-Summierbarkeit sind gewisse zu den in [521]
untersuchten Funktionen analog definierte Ausdriicke von Belang.
Schreibt man

K3t ) = ,5 u(t) 9(12) (1 - k; 1)’ Li(t) = / '1 Ki(t, u)| du,

b .
80 ist o,(f) = /f(u) K,S”(t, u)due der erste Mittelwert vom Index #n

fir die Entwicklung von f(f) nach {vi(¢)}. Analog zu [554] ist
lim 6,(8)/w (n) f.4. in E worhanden, wenn w(n) > 0 nicht abnimmt

und wenn L(t) < vw(n) (mit t- und n-freiem =) in E gilt.

Der Beweis ist eine Modifikation des Beweises von [554]:

/f(u ) KSO(t, u)

Jp wird als jdt @ (p) du definiert, was unmittelbar zu

k-1 BR—1
j~<‘4f/ p)w(q) y‘“‘“l)“’"(t) (1"~ ; )(1" g )‘”‘”1

fiilhrt. Die Summe rechts wird zweimal der Abel’schen Umfor-
mung [111] unterworfen; es kommt

d 1,1 26—1) ¢ 2 1,1 2+t
ZK tyt (" Y :V (1) t;t — K(l)(h‘ """“_L—,
= a7 L CL Y R U v i

also

J,,<A!Jwg(j)l] )__2 | KD ) |+ | KO, 1>|}

< ddnf ft [lﬁkw(k)w(p)] 84x| E|,
£ WH(p) Lp* =t

und weiter verlduft der Beweis, wie friiher.
Obiges bildet die Grundlage fiir den

Satz Ist hm w(n) =+ oo, LINt) <w(n), w(n) nichtabnehmend

und ga;w~(n)<m, so ist () f.i. (C1)-summierbar.

Wie aus [532] ersichtlich, ist {sa,()} f.ii. konvergent, wenn
L w¥Hng) < k41, Betrachten wir die Differenz
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(33) o4(t) = su(8) = Sau cp,(t)w—+ 2 argt [1_ pl},
I:Hk

wo 7ty < p < 1fpys. Die zweite Summe ist nach [111] gleich

1 P
(34) >
w (nk) i=np+41

1ol _i=t
a 9<)w(uk)(1 = )

e PP
W () | P i=npt1

Soul®) (1 - ’ﬁ) +5(0)- 0],

wo {Sl(t)} die Folge der Partialsummen der Reihe Z'w(n,)al z4(t)

mit 7; << {<njp1 bezeichnet.
lim snk(t)/w (nx) = 0 zur Folge.
R-yoo

Die Konvergenz von {s.(f)} hat
Wegen (34) und

r_ — . .
1/1-7_ Z‘_H-si(t) = Gp(t) — N Gnk(t) . 1/P

l‘—':‘ﬂk )
ist die zweite Summe (33) dem Betrage nach hochstens gleich

Sp(E)/W (18) + Sny(B)f (na) + Sy(t)/0 (),
was, nach dem eben Gesagteri, gegen Null strebt.

Die erste Summe (33), ebenfalls nach [111] umgeformt, liefert

O 1
B15) = M ni((snt J,llz,‘)( __.—W_)
(35) ; [,:; (Gnl) — 5ui®) CoN
-+ rzk(s,,k(t) — Unk(f)) ]
W (M)
Die Annahme Vi< @ (1), @ (nim1)<})i+2 zeigt, daB (35) hochstens
f Si(£) — Gny(t) |
)’ 1| Suft) — oa8) | i ——1—47(717
betrigt. Auf diese Welse erhalten wir fiir 7, <p <npp
Gp(t)‘—'Snk(t)_'Ell(t—)‘ #~(an(t)+é‘nk(t))+ yn,lsn {)—3n (t) A

w(ng)| — w(ng

hier strebt, wie gesagt, o, (t)/w (1) gegen Null; es gentigt alsq zZu
zeigen, daB die p-freie rechte Seite gegen Null kom.ferglert,
um die Konvergenz von {s,(f)} darzutun. Fir die zwei ersten
Glieder ist dies bereits bekannt; die Ungleichung

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen.
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s T
[ - w1 <)) 5w
a =

beweist die Konvergenz von . | Sut) — on(t)] I~ also strebt, nach
i=1
dem Kronecker’schen Satze, auch das letzte Glied gegen Null
Fiir L(8) = O(1) liefert eine jede Funktion aus L? eine f. .

(C,1)- (also auch (Cys)-) summierbare Entwicklung (¢> 0). Den
Beweis dafiir erbringt man nach bereits geniigend erléuterter Art.

Analoge Sétze gelten auch fiir L) = O(w (n) oder = O(1),
wo sz’)(t) die Lebesgue’schen Fuaktionen fiir die (C,r)-Methode
bezeichnen (r =2, 3, ...).
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