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IV. KAPITEL.

Beispiele.

§ 1. Legendre’sche Polynome.

Schreibt man die Laplace’sche partielle Differentialgleichung,
d. h. die Gleichung des Newton’schen Potentials in Polarkoordinaten
r, 0, v und setzt fiir die Losung die Gestalt R(r).0(9).D(z) an,
so ergibt sich fiir © (9) eine gewdhnliche Differentialgleichung, die
nach der Substitution cos ¥ =¢ die Gestalt

@ [y _ 8O0 m |
— !l -ty "= 4+In(n+1)——=L0(F =0
dt [( )dt]+[ D 1—2 ®
annimmt. m?® ist hier eine Konstante, und zwar = — @"/®; letzter

Ausdruck mufl konstant sein, wenn #=RO® Adu=0 erfiillen soll.
Fir m =0 erhilt man

a | do)
— I -2t ar+1) 0@ =0.
dtl( )dtj+(+) @
Diese Differentialgleichung heift die Legendre’sche. Fiir
n=20,1,2,.. lassen sich leicht zwei partikulire Lésungen finden.
Eine dieser Losungen, ein Polynom z-ten Grades

) P,,(t)=1'3‘5' -~-~(2”_1)Jtn_.”(”“‘1)tn—2
1.2.8....2 | 2@n—1)
n(n—1)(n—2)(n—3) prt _ }
2.4.(2n—1)(2n—3)
heiBt das Legendre'sche Polynom n-ten Grades. Man hat
P(t)y=1, Pt)=t, Pyt)=1/203"—1), Pyt)=1/2(5¢*— 3¢),
P,(f) =1/8 (35¢* — 30t + 3), Py(¢) = 1/8(63t> — T0¢® + 15¢),
Py(2) = 1/16 (281¢£% — 315¢* + 10522 — B), u. 8. w.
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Das Polynom Py(f) 1ost die Differentialgleichung auch fiir
komplexe ¢-Werte.

Der Satz von Rodrigues. Es ist
1 an Y

R f”“l n’

@ Pit) = 5 1)

was dureh die Ausfiihrung der Differentiation und Vergleichung

mit (1) bestitigt wird.
Es ist fiir natfirliche # und £=0,1,..,2—1

—}:1
@3) [ Pty dt = 0.

-1

Beweis: (2) und partielle Integration liefern

+1 41 o
A 1 " dﬂ(t. — 1)1!
th P, dt = — fh dt
__'{ ) 2n nl _'1/ dtr

2 +1 11 42 n
R S G Vi [t A Gl YA
or nl dr—1 -1 20al dfr—t

Nun hat aber (12— 1)* die Stellen ¢ =1 als 7z fache Null-
stellen, also hat diese Stellen die (z—1)-te Ableitung von (-1
zu (einfachen) Nullstellen. Setzt man die partielle Inlegralion fort,
so kommt als Wert des Integrals (3)

qn—hk-1 (t-Q — 1)n‘ 41
e dt/z/e«l . .

(— 1)kl j—i d"—’?(tz — 1) e (— 1)* /e! .

= (),
2n.nl dgr—k 2" n!

denn n—k—1 ist
dn—k»—i
dtn—/z—l

> 0 (und fiir n—k—1=0 ist das Symbol
Die Formel (3) gibt unmittelbar

- zu streichen).

41
@ [ PutyPutydt =0

-1

fiic m=£n (m, n == 0,'1, 2, )y
denn fiir m<n zerfillt das Integral (4) in Integrale (3) mit kon-
stanten Faktoren.

Wir haben damit die Orthogonalitit der Polynome {Pu(f)}
bewiesen. Fiir m =n wird das Integral (4)
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41 ' +1
1 ar ar
5 Pntzdt———m -1 — (2 =1 dt
® [ ) PETE PG AGE
41
_ =1y 7 a(tr — 1y (2m)!
22— 1) dt = 2 dt
22;1( nl)? _ / ( ) dfzn 221(n1)? 4 [ =29
(2ﬂ> " " i =
(nl) ¢ /u (U —wydu = 2n+1 ,

wobei zun#ichst 7n-mal partiell integriert, dann 2u fiir 1—/
geschrieben und ‘das so erhaltene Integral wieder durch partielle
Integration ausgewertet wurde. '

Damit ist das System

{VEE"T Pn(t)}

als ON in <—1,41> erkannt worden, was bereits Legendre
entdeckt hat.

Die Legendre’schen Polynome sind abwechselnd gerade und
ungerade Funktionen, wie aus (1) ersichtlich. Da ihr Grad genau
ihrem Index gleicht, sind sie linear unabhiingig. Schreibt man

Cio Po(t) = 1,
Cao Po(2) + €55 Py(t) = £,
Cy0 Po(8) 4 €43 Po(t) + c44 P,@) =,

(n=0,1,2,..)

(6)

so lassen sich die Koeffizienten ¢y (8 < ) so bestimmen, daB
die Gleichungen identisch gelten; man erreicht dies, indem man
die Koeffizienlen gleicher #-Potenzen beiderseits vergleicht und
dann zunichst das der héchsten Potenz entsprechende ¢ berechnet.
Ebenso verfihrt man mit den ungeraden Potenzen.

Die Berechnung der ¢ 148t sich leicht durchfiibren und liefert

k
1)t 1 2 3.. 2 +1
(Zk—l—l)

+ (26 —=7)

{<2k+1) Pult)+@h—3) 2L p,_t)

(2k+1) @k—1) )
Wi P-4(t)+ i

eine Formel, die auch bereits Legendre bekannt war und deren Ablei-
tung bei Hobson nachgelesen werden moge. Insbesondere ist
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1 = By0), E=DP), £ 2y Pit) -+ 1/sPo(D),
= s PO+ 35 P, 1= 8sPuE) + H1Py(E) + /5Py,
= 8jss D)+ 49 Py(t) + /7 Py(@),

£5= 16/231P,(¢) + 24/7P,(t) + 10/21 Py(t) + 1/1Py(2),

Vollstindigkeit und Abgeschlossenheit. Auf
Grund von [316] und (7) impliziert die Abgeschlossenheit  der
Polynome in L? dieselbe Eigenschaft fiir das System {Pu(#)}; daraus
folgt ihre Vollstindigkeit inbezug auf L* ([354]) und inbezug auf
L ([358]).

Die Methode der kleinsten Quadrate, In den
Anwendungen der Mathematik kommt es oft vor, dal3 man eine
Funktion f(¢) mdglichst genau durch ein Polynom Wi (f) gegebenen
Grades 7 in < a, b= zu approximieren sucht. Hine lineare Substi-
tution erlaubt -:—1, -1 statt < a,b .- zu betrachten. Beurteilt man
die Genauigkeit der Approximation nach der Grifle des Integrals

u 8. w,

41

_/ [f(t) — Wi dt

: =1
. n
und beachtet die eben bewiesene Tatsache, dafi Wu(f) als > ¢, Piu(t)
=20y
darstellbar ist, so hat man die Gram’sche Aufgabe (vgl. III),
+t

/

=1

n 2
F) =2 en Pi(t)| at
. !l

durch Wahl der ¢, zu minimisieren, die nach [412] eindeutig loshar
ist. * Schreibt man. ' '

Wity = Zerf/ 5P // S
so ist ([262))

]/ 2ki1 C'==_.1f f(@t) Put) V 2’;1 i,

also

okt P
®) @=~u;w[fmmmw (b= 0,1,2,...,1).

(Die Formeln (1) und (8) erlauben auch die Berechnung der

icm

[413] Legendre’sche Polynome. 107

+1
Koeffizienten ¢, auf die Berechnung der Momente [f(t) thdt
. 1

zuriickzufiihren). (8) ist die Formel zur Bestimmung der Koeffizien-
ten in der Orthogonalentwicklung

1) ~ 3 euPut®)

d.bh. der Entwicklung in eine Legendre’sche Reihe.
Ein Beispiel Entwickelt man (1—2th-+ 4%)~" nach Poten-
zen von (2t — h)h:
(1—2h+ )12 =(1—h@t— k)"

L2n—1

PRSP VR APIIS T3 JOVIRpACY PRI L ERLL it 1, VY LY LRSI
2 2.4 2.4....2n

4....2
unter der Voraussetzung
©) (R @IE+[A]) <1,

so wird die durch Ausfiihrung der Potenzierung und Aufldsung
der Klammern entstandens Reihe bei jeder Anordnung gegen die
urspriingliche Summe konvergieren. Der Koeffizient von h" betragt

1.3.5...._.(211—*1)}{# ~rz(ll—l) o n(n—1)(n—2)(n—3) p— ]
1.2.8....n |  2@n-1) 2.4.2n—1) (2n—3)

ist also gleich P(f) (vgl. (1)). Ist nun —1 <7< 1 und Rl < 13,

so ist (9) erfiillt, also gilt

(10) (1 —2th+ k)= Pyt) + P&)h + PO A + ..

sogar gleichm#Big in £ und 4. Die Gleichm#Bigkeit gentigt aber
(vgl. [251] [252]), um in der Reihe rechterhand die Legendre’sche
Entwicklung der linkerband stehenden Funktion zu erkennen.
Nach (8) folgt daraus

o opdt ohn

= n=0,1,..).
Shoyi=2tr+ kR 2n+41 ( )

Die Entwicklung (10) gilt aber bei |£] <1 fiir alle £ des
Intervalls <—1,+1>. Denn (1 —2th+ 4%)~'2 als Funktion der
komplexen Variablen /2 betrachtet, hat nur t+y/t*—1 zu singuliren
Stellen; fiir ein reelles ¢ des Intervalls <—1,+1> liegen diese
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Stellen auf dem Kreise |A|=1; gilt also (10) fiir kleine % (vgl. (9)),
so ist sie die Taylorentwicklung und als solche fiir |£| <1 giiltig.

Jotzt gelangen wir leicht zur Rekurrenzrelation fir
Legendre’sche Polynome. Schreibt man u(h, t) fiir (1 —2ht - h%—10,
go wird

1) A

(1 — 2nt+ 1)L (h— tyu = 0

oh
substituiert man hier fiir (% ¢) die Reihe (10), so wird der
Koeffizient von #*—! links in (11) gleich

nPy—2t(n—1) Poey 4 (B —2) Py Ppy — LPy—y (1172 2);
er muf3 verschwinden, also ist
(12) fZP,; -— (2’1 - ]) tp/l_.] "l" (Il - 1) Pn.—-2 == O (’l n/ 2),

Kennt man P, und P;, so kann man leicht alle P, vermittels (12)
berechnen. (12) zeigt auch, daf3 die Nullstellen von Pu—i(f) (2> 2)
diejenigen von P,(f) trennen. :

Die Nullstellen von Pq(f) sind séimtlich reell. Denn (¢2 — 1)
hat £ =11 zu je n facher Nullstelle, woraus mit Hilfe von (2) zu
erkennen ist, daB alle Nullstellen von P.(f) reell sind und im

offenen Intervall (—1, +1) liegen. Wir wollen zeigen, daB sie siimtlich
verschieden sind. '

Die Legendre’sche Differentialgleichung

(13) (1 — B — 2P, + n(m—+1)P, =0,
k-mal nach ¢ differenziert, gibt

(14) (1—#) %’;ﬁfﬂ —2(k41)t 4%%@ (=) (1) ‘i/d’;,(') 0.
Wire nun o eine mehrfache Nullstelle von P,(Z), so hitle man

(15) Pr(2) = Pi(a) = 0;
(13) zeigt, daB dann auch Pji(a) =0 wire, (denn 1 —a® ist nicht
Null, da die Nullstellen von P, ins Innere von - —1,--1:- fallen).

Setzt man in (14) fiir £ die Zahlen 1,2,...,n—2 ein, so erhilt man

(16) Pi@) =0, ..., P (a) = 0,
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n Pn @

was im Widerspruch zur Tatsache steht, da$3 g—d_tﬁ eine von Null

verschiedene Konstante ist.

GauB hat die Nullstellen der Legendre’schen Polynome ver-
wendet, um empirisch gegebene Funktionen zu integrieren. Betrachten
wir beispielsweise den Verlauf der Temperalur wéhrend eines
Tages. Wie sollen die Momente der Beobachtung gewihlt werden,
damit aus den Messungen die mittlere Tagestemperatur am zweck-
miBigsten bestimmt werden konne, und welche Formel verbindet
die mittlere Temperatur mit den beobachteten Daten? Es gab

1
Formeln, um das Integral / f()dt aus n Werten y,,..,¥. von
-1
F(@) zu berechnen, die n bestimmten Z-Stellen in <—1,+1> ent-
sprechen, unter der Voraussetzung, daB f(f) ein Polynom vom
Grade < n—1 ist; diese Formeln sind in ¥, ..,¥. linear mit
konstanten Koeffizienten A, A, ..., 4, GauB hat aber entdeckt,
daB die Nullstellen aj, @, ..., @, von P.(f) die Eigenschaft haben,
daB es 7 (ein fiir alle Mal bestimmte) Konstanten A; gibt
(i=1,2,..,n), die das Integral vermittels der Formel

41 n
an | feyde= X aif (@
-1 i==
zu berechnen gestatten, sobald der Grad des Polynoms f(2) 2n—1
nicht iiberschreitet. Somit kann die mittlere Tagestemperatur aus
drei in geeigneten Zeitpunkten angestellten Beobachtungen be-
rechnet werden, wenn die Temperatur, als Funktion der Zeit, genaun
genug durch ein Polynom fiinften Grades dargestellt werden kann.
(Die Kenntnis dieses Polynoms ist iiberfliissig).

Es seien nun 4, @, ..., a, die Nullstellen von Py(f) und

116 =[] ¢~ a,

_ flay) flay) fla) |
@m_”@meﬂﬂm+mwMWw+”+wwMﬂmf

o (¢) ist das bekannte Lagrange’sche Interpolationspolynom
hochstens (z—1)-ten Grades, welches mit f(¢) fiir = a;, Gy s n
ibereinstimmt. Schreiben wir y; fiir f(a;) und integrieren, so folgt
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41 n
(18) [o@at= 2 Ay

-1
wo die A; von f(f) unabhiingig sind.
-L—l "}:1

[ fyat= [ o(yat

-1 =1

Die Gleichung

(19)

gilt aber, wenn f(¢) ein Polynom vom Grade < 2n—1 ist. Es ist
dann nimlich f(f) — ¢ (¢) darch [](#) teilbar; es folgt

[ —e@)

_________ = ¢y + € b+t Cpeg 211

und
n—1

F@ =0 +[] ) ,}.J cr th,

Damit (19) bei beliebigen cx gelte, ist die Bedingung
-1

el =

notwendig und hinreichend. Damit ist aber die Richtigkeit von
(17) (durch Vermittlung von (19) und (18)) erwiesen, denn [[ ()
ist bis auf einen konstanten Faktor P,(f) und somit (20) mit (3)
gleichbedeutend.

Die Formel fiir ¢ (£) und (18) liefern fiir 4; den Wert

(20) (k=0,1,..,n—1)

t)dt Pt dt ,
@) A= f ”({z]i)((t)_ o / o (ZL Ty =hen
Die Zahlen a;, A; sind fiir jedes n einzeln zu berechnen:
n=1 a; =0 A, =2
n=2 a =—a, = 057735 ...; A =4,=1;
n=3  a=—0a,=077460 .., a,=0; A = A, =5/9, A,=8/y;

n=4 a; =—a,=0.86114 ...,

ay = —a; = 0.33998 ..,;

Ay = A, = 0.34785,
A, = Ay = 0.65215,

In der Aufgabe der Temperaturbestimmung hat die Ablesung

um 2427, um 12" und um 21%18" zu erfolgen; die mittlere l'empe-~
ratur ist

T= 5/187} -+ 4/9 T - 5/18 T,
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T, Tmy T sind die Friih-, Mittag- und Abendtemperaturen;
0.7748 » 12/ = 9" 187, 12" 4 9" 18m = 214 18", 12% — 9% 18m = 2t 49m,

41
T=1s [ f(t)dt =1/2[AF (@) + A, (@) + Ay f ()],

§ 2. Tschebyscheff’sche Polynome.

Tschebyscheff hat als erster (1854) die Frage aufgeworfen,
unter allen Polynomen #n-ten Grades mit 1 als hdchstem Koeffi-
zienten dasjenige zu finden, welches im Intervall <—1,+1> das
kleinste Maximum des absoluten Betrages aufweist. M. a. W. sind
die Koeffizienten a,, a,, ..., @, aus der Bedingung

Max |£* + a, t*1 + ... 4+ @, | = Minimum
—1etel
zu bestimmen. Er fand als Losung die nach ihm benannten Poly-
nome 7T,(%):
To(t) = 1;

Tu(t) = 5711:1 cos n(arccost) (n=1,2,..)

Es ist cos n¥ = cos”d — (’21) cos” 29 gin® 9+ (Z) cos" 4% sin* ¥+ ...,

also, mit £ = cos 9,

(22) Tu(t) = Y= l{tn (ﬂ) =21 — 12) +( )tﬂ—‘(l -2+ . }
1=

Der hchste Koeffizient in 7,(f) ist 5}_—;{1—}—(’21)4—(4)—\- | 1,
wie es sein soll. Die Maxima von | 7,| liegen an den Stellen, wo
cos 7 {arc cos f) =1 ist, d.h. an den Stellen

t =cos 0, cos™/n, cOS2%/n, ...,
| Tu(t)| ist in <—1,+1> stindig <1/2"7;

Ly = cos k7jn (k=0,1,..,n) ist
(28) Ta(ts) =

cos T,

an den Stellen

(=1)*
on—. —1

und sonst in <—1,+1= ist. | Tu()| <1/"L

So ist z.B. Ty(f) = t*—8/4t; es ist daher unter allen Geraden
und Parabeln zweiten Grades y =3/4x diejenige Linie, die von
y=x'in =—1,+1> die kleinste Abweichung aunfweist. (Diese
Abweichung ist 1/4 und wird an 4 Stellen erreicht).

(k=0,1,..,n),

[421]
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Die Polynome (22) sind eine und zwar die einzige Losung des
Tschebyscheff'schen Problems. Sei nimlich

Ijll(t) = tn "I_ CZL tﬂ»—-l "{'“ e "]" au
mit irgendwelchen @;. Soll in < —1, 41 | Py(f)| < 1/2™! sein, so
folgt aus (23)
Pulte) < Tulty),  Palty) 2> Tu(ty),

uad die Differenz Ru(f) = Tu(t) — Py(t) ist abwechselnd >0, <
in f,t;,...,tn. Nun ist R.(f) von hichstens (#—1)-tem Grade; wire

(29 Rit) >0, Rut)<0, Ruty)>0, ...,

so hitte Ru(f) n Nullstellen, ein Widerspruch. Wire z. B, Ry(£,)=0
und alles sonst wie in (24), so hiitte man zwischen £; und L1y

(i=1,2,...,n—1) je eine Nullstelle und in £, eine weitere, zusammen
n Nullstellen. Wére R.(f;) =0 und

Ru(tp—1) > 0,
Ru(te—y) < 0,

R/z(tlc—i~l) >0
Rll(tk‘-]-l) <0
so miifite 7, eine zweifache Nullstelle sein, oder aber hitte R, eine

weitere Nullstel!e in (fp—i, te1). Es bleibt wieder die Anzahl der
Nullstellen wenigstens 7. Ebenso zeigt man im Falle

Rn(tk—l) # 0, Rn(fk) = Rn(tk—i—l) T e = R,;(Z‘/¢+f,_1) = 0, er(f/c-}.p) 7& 0,

(k>' Lk+p < n), dafr’» die Anzahl der Nullstellen in (f—i, £rpy)
wenigstens p +1 b.etr;igt. Ist ndmlich p gerade, so haben R,(¢:—)
und Ru(ry,) verschiedene Vorzeichen, es muB also in (fe—1, £44p)

(gerades k),
(ungerades k),

. ‘auBer den p Nullstellen iy betty ooy bepp—1 eine weitere vorhanden

odell-] elne von den p Nullstellen mehrfach sein. Ist p ungerade,
:Ion :;)eln R(fx—) und R,,(tk._rr,,) dasselbe Vorzeichen und es gilt
n | aloger SchluB. In b_elden Fillen liegen in (fp—1, fe4s) we-
nigstens p+1 Nullstellen, wie im Falle (24). Eine letzle Moglichkeit

Rn(tk-—l) # 03 Rn(tk) = Rﬂ(tk+1) = == Rn(?fn) =

:(r)givt;’clwie'de? in (fp—y, ta> wenigstens 7 — k-1 Nullstellen, also
P eé w1f3 im Falle (24) auf dieses Intervall entfillt. Es ist also
n2) 1dentisch Null. Es folgt daraus, daB die Ungleichung

Pl = |t 4 ay it 4 4 an| < 12!
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bereits Pu(f) = T,(f) zur Folge hat.
folgt, daB ein Polynom P(f), welches den Bedingungen von
Tschebyscheff entspricht, dem Betrage nach 1/ nicht {ibertrifft.
Es ist also [422] bewiesen und zwar in diesem Sinne, da} es genau
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Da aber | Tu(f)| < 1/2" 1, so

eine Losung gibt: (22).

Die Tschebyscheff’schen Polynome bilden kein Orthogonal-
system. Man hat aber
+1

+1

dt
f Tul2) Tu(?) V—/l——t; = 5@-17:2] os m (arc cos £) cos n(arccosz) V-f%
-1 - =1 —

. ™ 0 fiir m 75 n,
=3merWNW£%M“”= vy M m=nto,
—/H Tn(2) Tu(t) w_:tx— =% fir m=n=0.
—1 1— tg

Es erweist sich also

[2”“% T.8)

(25) l ] (n>1 -1t

V7 isE

als ein ON-System. Fligt man —41~———

Ve y1—12
vollstindig.

In der Tat, der Grad von T(f) ist genau n. Infolgedessen
kann man sukzessive 1 durch 7,, ¢ durch 7; und 1, 12 durch T,
¢, 1 linear ausdriicken, also /" linear durch Ty, Th—t, .y 1y, WOraus
bereits die Vollstindigkeit von {7,} resultiert. {7} ist sogar in-
bezug auf L vollstindig, da {¢”} es ist. Wire nun das System

(25) (mit ———41—~) unvollstindig inbezug auf L%, so hitte man

Yo y1—122

ein ¢ (f) € [?, @(f) nicht f . Null, mit
T ¢
Lie®&_, (=0,1,2,..)
11— \
4 ——
1/y/1—£2 gehért aber zu L? (—1 < <), %1150 gehort § (£) =9 (8)/V'1-1*

hinzu, so wird das System

zu L und es wire ¢ (f) nicht £. 1. Null mit [ 7u(£)$(£)di=0 (n=0,1,..),
—1
gegen die bewiesene L-Vollstindigkeit von {T}.

S. Kaczmarz und H, Steinhaus. Theorie der Orthogonalreiben.
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Entwicklung nach Tschebyscheff’schen Poly-
nomen. Schreiben wir formell

(26) o) ~c o+ Ty 46 7:2‘|‘-'-»
so folgt nach [255] und [423]

op—1 11,
22000 g oy, a=r P00
= s

Obiges ist so zu verstehen, daB die formelle Eutwmkluno

Cp =
®

wicklung nach dem System { Y"k(lf)/V 1—t% ﬁbergeht. Setzt man

q)(t)=ga(zf)/:/1_fﬁ so folgt (formell)

41
t B Tt £) Tt
. [ /7;”() dt= [ o) "D at= j‘f’( )ﬁ‘,}(;) ,
21 ]/1—t2 —
also "
o (t) Tult) dt e
27k_] f 1/1__t2 CO'TC—_;/] ‘/1_t2 dt; W-ZbW

Wir entwickeln z. B. arc cos £ in eine Tschebyscheff’sche Reihe.
Es ist (£ =cos ¥)

1 f arc cos £

Cy = dt_—— 'ad{)—--‘——a
’ Ty ‘/1_‘# / 2

Ci ]” arc cos ¢ Tyl 2 /& cos k¥ do
T

SLLEE D gt =
Vip

Cp=
ﬂ —

2 5 2k
=—E./sm EY do = P (=1 —1).
Man hat also :
arccos £ ~ = — Lty -1
T Ir .

Allgemein: Die Koeffizienten der Entwicklung der Funktion
¢ ()= (arc cos t) nach den Polynomen {Ti(t)} sind bis auf den Fak-
tor 2+ dieselben wie die Koeffizienten der Fourierentwicklung wvon
() nach {cos k¥}. Ist nimlich (26) die Tschebyscheff’sche Ent-

wicklung und substituiert man in den Formeln fiir {cr} t=rcos 9,

so folgt (> 1)
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2 2k—1

w

[y g,

@7 ]
= 201, 2 [ £(9) cos k9 ds.
=

Wenn man nun in der Reihe (26) ¢ = cos ¥ substituiert und
von (27) und [421] Gebrauch macht, so entsteht die Reihe

/f(«‘i) d«‘>+ Jcos 9. —/f(«f)) cos k% d3,

d.i. die Cosmus-Entw1ckIung von f(#) in <0, %>,

Es wird also die Entwicklung von ¢ (¢) nack den Tschebyscheff-
schen Polynomen {Ty(t)} Glied fir Glied mit der Entwicklung von
J(®) in eine Cosinus-Reihe identisch, wenn man t durch cos$ ersetzt
und wenn f(%) die Fuanktion ist, die durch eben diese Substitution
aus o (t) entsteht: f(¥) = o (cos H).

Damit wird aber die Theorie der Tschebyscheff’schen Reihen
im wesentlichen auf die Theorie der Fourier-Reihen zuriickgefiihrt.

Eine Rekurrenzformel fiir Tschebyschetf’sche Polynome.
Es gilt bekanntlich fiir [7| <1

1—r? T
=142 Y'7" cos nd;
1—2rcos ¥ 472 + ,,;El
setzt man £ = cos ¥, so folgt
1—7
—_ 2?r"cosn arc cos t) = D 772" T(t),
T —origr= ( ) 2 )

1—r=1—=2rt+r? 2 rn 27 To(d),
n=0

und der Vergleich der Koeffizienten ergibt

(28) Tna(t) — tTo(®) + 1/4 Toa(f) = 0.

Es ist 7y(f)=1, 7y(!)=¢ und daraus kann man mit Hilfe von
(28) alle 7, berechnen.

Die Differentialgleichung fiir 7.(f) resultiert aus der Diffe-
rentialgleichung fiir y = cos n¥. Diese launtet:

d 2
0.
W—}-ny

[424]
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Es ist aber y(¥) =cosn¥ = on— To(f), wo = cos?d, und
@Ta(t) _ d dTu(t) _ d*Tu(?) (aft) ar, a*
4 dy ab at* dt - do*
' dAT,(¢
=w sin2% — al, cosd = 1. (1 — t2) — aTu(?) L

de dat ar? | dt
Es ist daher (2=0,1,2,..)
(1 — £2) TU(E) — ¢ Th(t) + r2Ta(d) = 0,
wo die Striche die Differentiation nach t bedeuten.

§ 3. Das trigonometrische System.

Dieses System ist uns bereits bekannt. In «<— =, 7> bilden
die Funktionen .
1 cost sint cos kt sin kf
—_ — —_——1 LR | Y ———— )
yor Y= Y Iz V'

éin ON-System. Dieses System ist aus akustischen Untersuchungen
entstanden. Die physikalische These, daB jede Schwingung eine
Summe von harmonischen Schwingungen vorstellt, wiirde mathe-
matisch bedeuten, daB eine beliebige Funktion in eine Fourierreihe
entwickelbar ist. Eine Fourierreihe heift die Entwicklung

F(t) ~ a,+ (@, cos £ -+ b, sin £) + (@ cos 2 -+ b, sin 2£) + ...
mit

S 1
=1 [fycoshedt, b= %ff(t) sinktdt  (B>1),
T e —

+n
g = -;— [fwvat  (b,=0),

(also eine Orthogonalentwicklung in Sinne von [255]).
Schreibt man
Sa(t) = D' (ax cos kt + by sin k),

E=0
so kommt

+=
Sa(t) = -i—ff(u) [t/2+cos (L —1)+ cos 2 (u—£) + ...+ cos n (u—1)] dt

ff() sm(n—}—l/li) (u-~t)a,

2 sin ——
2

T
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Die letzte Formel ist der Ausgangspunkt der Theorie der
Fourierreihen. Es folgt aus ihr insbesondere:
Ist |f(w)| in <uy — =, uy + => integrierbar und ist daselbst auch
1f (u) — fu) — f(u, (uy) |
L u—u, 1

integrierbar, wenn man die urspringlich in <— =, + => definierte
mefbare Funktion f(u) periodisch dariiber hinaus fortsetzt, so ist
die Fourierentwicklung won f(u) in u=u, gegen () konvergent.

Die Fejérsche Methode. Wir haben die Formel

sin (7 + 1/2_):‘_}_

1
— 4 cos P 4.4 cos nd =
2 2 sin1/o ¥

benutzt. Summiert man abermals, so kommt

7 cos (84 1) & —cos kY

" sxn(k—}—l/g)& —1
> :
2sin %y

= 2sinl/2 ¥ 2sin¥/2 ;5
_1—cos(n+ 1)&_1,2(sin(n+1)/2&)2.
4 sin?¥/2 ! sin 9/2

Fiir die Fourier’schen Reihen folgt daraus

" sin (k4 1/2) (£ —1u)
= 2sin (t—u?/z

So(8) + 8:.(8) + .o - $a(?) = = _/f( )

_ 2; fﬂf(u) (sin (n+1)/3 (t—u))2 d,
™ Te

sin (E—u)/y
oder aber
SoO) s+ 4sa() 1

Grz(t)
n+1 2(n+)= -

ff( )<sin(f2+l)/2(t—zz))2 du

sin (¢t —n)/2

Fiir f(#) = const. = f(t) ist () = 8,(&) = ... = sx(8) = f (£),

also o,(f) = f(£); man hat also steis

i+m .
1 A sin (n-+1) /o (£ —u) 2d .
@) fO=onlt)= g [ O W( sin (6= /2 ) K

(f () wird als periodisch vorausgesetzt).

[481]
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Bezeichnet man den Integranden mit ®(t,), s0 soll fir 0<elm

14
L _ [ Lz)a!um

lim
(30) nyos 2 (n + 1) T iie -
i . es ist i ! D(t,u)d
fiirs erste bewiesen werden; es ist in der Tat (ﬂ+1)7'z+/a (¢, mydu |
_}_,_Jrif_c(fll_ 10 /|f(u } Ebenso beweist man
2(n+1)=| sin %2 sin’
1—Eg
lim & (t,u) dn =0,
3L i’wz (n -|- 1) W,ﬁ{r
1€
Es Dbleibt noch der Grenzwert von —~(~ 1>1c / D (¢, u) du
: e

fiir nooco zu berechnen. Ist f(1) fiir u=¢ stetig und ¢ so klein, daB
Lf@) —Fw) <o

fiir £ —u|<e mit endlichen |y, s gelte, so ist der betrachlete
Ausdruck in den Grenzen

e, .
e, T
2(nt)z,/, \ sin(t—0f2 2(n4+1) =,/ \ sin /2

gelegen. -Nun ist aber
1 f (sm (n+1)/2 (t——u)) _q
2+ =’ sin (t—1)/2 '
— 1m
nree 2(n4-1) =, 0p ﬂ—>°<'2(ﬂ.—|~1)7€1_;_8
somit
lim (sm (n4-1)/2 (t — )) du=1,
nes 2 (1 + 1) T, sin ¢—u)/a
also
i4-e
< limind ————— [ @, u)du
S T ), P
(32)

t+e

/ D (¢, u) du < .y

lim sup ———~——_
Ry +1> 72,
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Ist also p, die untere, p, die obere Grenze von f(f)— f(x)
in <t—e,f+e>, so sind liminf und lim sup von f(f) — s.(f) fiir
n—co wegen (29), (30), (81) und (32) zwischen eben diesen Gren-
zen gelegen. Da f(f) —ou(f) von e frei ist, p,(c) und p,(c) aber
mit ¢ beliebig klein werden, so folgt

(38) ' lim aa(¢;) = f(%o)

tiir jede integrable Funktion f(f) an jeder Stetigkeitsstelle .

Der Satz (33) 148t sich verschérfen: Die Beziehung lim s,(f)=f (£)
gilt ndmlich in ganz <— %, => gleichmiBig, wenn f(t) in diesem
Intervall stetig und f(z) —f(— =) ist. Denn die Abschitzung von
(30) 1aBt sich gleichmiBig einrichten, indem man |f(®)| durch das
Maximum von [f(f)| ersetzt. Die beiden Grenzen u,p, in (32)
von f(¢)— f(#) in  —e < u < #+ ¢ konnen durch die Wahl von ¢
allein beliebig nahe aneinander gebracht werden, denn f ist in
(—oo,0o0) gleichmiBig stetig, wenn man es periodisch fortsetzt.

‘Diese Verschirfung heilt der Fejér'sche Satz.

Die Vollsténdigkeit und Abgeschlossenheit des
trigonometrischen Systems. -Der Fejér'sche Satz hat die
Abgeschlossenheit des trigonometrischen Systems inbezug anf CP
d. h. auf den Raum der in <—=, == stetigperiodischen Funktionen
zur Folge. Diese Funktionen sind aber iiberalldicht in L2 Dazu
genfigt es zu zeigen. dafl sie in C im Sinne der L*Norm iiberall-
dicht sind. Ist aber f (f) stetig und dndert man f(¢) in < —z, —x4-e>,
so daB die neue Funktion f.(f) in —= den Wert f(=) annimmt, in
—=x+¢ den Wert f(—=x+¢), in <— =z, —= + &> linear verliuft
und sonst mit f(¢) tibereinstimmt, so wird ‘

— e

/(f(t)— F dt = [ (F)= 00 dt < s,

wo M= max|f(#)|. Es ist also | f — f. ||;» mit = beliebig klein und "

f.e CP, w.z.b. w.

Damit ist aber auch die Volistindigkeit inbezug auf 1? bewie-
sen worden. In [234] haben wir gesehen, daB das trigonometrische
System inbezug auf L ebenfalls vollstindig ist. (Daraus kann wieder
die Vollsténdigkeit inbezug auf L2 die L%~ und L-Abgeschlossenheit
nach den Sétzen des IIl-ten Kapitels (§ 5 u. 7) abgeleitet werden).

Niheres iiber das trigonometrische System findet man in dem
Zygmund’schen Buche (Bd.V dieser Sammlung).

[432]
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§ 4. Das Haar’sche System.

In seiner Doktordissertation (1910) hatte sich Alfred Haar zur
Aufgabe gestellt, ein Orthogonalsystem zu konstruieren, welches
fiic eine beliebige stetige Funktion eine konvergente Entwicklung
liefert. Seit Du Bois-Reymond (1876) weill man, daB diese Ei-
genschaft dem trigonometrischen System nicht zukomml; sie fehlt
auch bei den aus der mathematischen Physik bekannten Syste-
men. Das (bereits in [226] beschriebene) Haar’sche System ist ein
ONV, wie wir schon wissen. Wir werden zeigen, daB die Entwicklung
einer stetigen Funktion nach dem System [226] gleichméBig gegen
diese Funktion konvergiert.

Es seien d,,dy,d, d,,dy, dg, dy, dg  acht beliebige Zahlen,
7O, 50, 0, 5@, 5, 5@, @, 50 die acht ersten Haar’schen Fun-
ktionen. Wir suchen acht Zahlen ¢; (i=1,2,..,8), so daf} die

Summe
I=8

5 s@)= S ®

(wo 7 die acht Haar’schen Funktionen durchlduft) in den offenen
Intervallen (¢k—1f8, #/8) (k=1,2,..,8) konstant und gleich d;
(k=1,2, ..., 8) sei. Diese Aufgabe fiihrt auf das Gleichungssystem
(Punkte bedeuten Nullen):

etotoaV2+ . 4eVi+ .+ 0+ =d,
atota/2+ . —a/di+ .+ .+ . =4
e —cy24+ .+ + e/ 4 + + =d,
) o te—cy2+ .+ —c/i+ .+ . =4,
i —cy+ +e/2+ .+ +c/4 + =d,
€1 — €y + +c41/§+ -+ —071/1—}— =d;
ci— o+ -2+ . o+ .+ + /4 =d,
6 —C+ ‘~7—C4l/§+ + + . — V4 =d,.

Subtrahiert man die zweite Gleichung von der ersten, die vierte
von der dritten, die sechste von der fiinften und die achte von
der siebenten, so bekommt man ¢;, ¢, ¢;, ¢;. Setzt man die gefunde-
nen Werte ein und subtrahiert die dritte Gleichung von der zweiten
und die siebente von der sechsten, so erhilt man ¢, und ¢,; dann
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liefert die vierte und tiinfte Gleichung ¢; und ¢,. Hétten wir, anstatt

acht, 27 Zahlen d;, so kénnten wir ebenso 27 Koeffizienten c; eindeutig
2P

bestimmen derart, daB die Summe 2, ¢;7 in jedem der 27 gleichen
1

Teilintervalle einen konstanten Wert d; annéhme.

Ist n keine Potenz 27, so lassen sich die betreffenden Gleichungen
ebenso auflésen; die Konstanzintervalle sind nicht mehr alle gleich.
Nimmt man z.B. zu der Summe (34) ein neuntes Glied ¢,7(?)
hinzu, so wird das erste Intervall (0,1/8) in zwei gespaltet, wo
v (¢) abwechselnd positiv und negativ ist; die erste Gleichung (35)
muf durch zwei ersetzt werden mit d,,d; als rechten Seiten und
mit der neuen Unbekannten c¢,, die durch Subtraktion der zwei
Gleichungen berechnet werden kann. Setzt man dann fiir ¢; den
berechneten Wert ein und bringt es auf die rechte Seite, so erhélt
man zweimal dieselbe Gleichung mit d{ als rechter Seite. Man hat
dann also wieder ein System von 8 Gleichungen, genau wie (35).

Es sei nun f(¢) in <0,1> stetig und s.(f) die nte Partial-
summe ihrer Entwicklung, {¢;} die Koeffizientenfolge. Da sa(f)
in den # Teilintervallen konstant ist, und — wie wir wissen —
die Gram’sche Minimumeigenschaft besitzt, so mufl s.,(f) in Jedem
Teilintervall 7; gleich f(§) sein (j=1,2,..,n), wo § ein Punkt
des (abgeschlossenen) Teilintervalls 7; ist. Sonst kbnnten wir
nimlich — nach der eben gelosten Aufgabe — die ¢; so abiindern,
daB das neue s,(f) in dem Teilintervall 7; den Wert f(§) an-
nihme, ohne von S,(f) in anderen Teilintervallen abzuweichen; war
also friither s,(¢f) in 7; groBer (kleiner) ?ls f@), so wird jetzt das

1
Integral /(s—n(t) — ()2 dt kleiner als f(s,,(t)—f(t))zdt werden, was

0

gegen die Minimumeigenschaft des urspriinglichen Su(t) verstoBt.
Daraus folgt aber, daB das Maximum von |f(Z) — 8p(?)| in <0,1>
die Oszillaticn von f(f) in den Teilintervallen 7; nicht iibertrifft.
Wir haben zwar die Unstetigkeitsstellen von s.(f) nicht beachtet,
da aber der Wert von S,(f) an einer solchen Stelle zwischen
den beiderseitigen Grenzwerten liegt, so wird durch Zulassung
dieser Stellen das Maximum von |f(f) — S.(£)| nicht vergroBert.
Damit ist die Bezichung

(36) lim s,(f) = 7 (£) |

gleichmiBig in <0,1> fiir die Haar'sche Entwicklung der stetigen
Funktion f(t) bewiesen. :
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Es sei jetzt f(¢)e L. Die Parlialsummen S,(f) sind — wie
frither — Treppenfunktionen, d.h. konstant in gewissen Teilinter-

1
vallen {T}. Die Koeffizienten ¢ = _/ f(&) v () dt hdngen nur von
0

den Mittelwerten der Funktion f(£) in den beiden Intervallen, wo
v (¢) von Null verschieden ist, ab. Ersetzt man also f(£) durch eine
Treppenfunktion f*(#), die in jedem der Teilintervalle 7, die zur
Definition der 7 ersten Haar’schen Funktionen n6tig waren, gleich
dem Mittelwert von f(£) iiber das entsprechende 7 ist, so wird
f7(¢) dieselbe Partialsumme s,(¢) liefern. Wir haben aber bereits
gesehen (fiir den Fall fe L? —und f* gehdrt ja zu L%1), daB s,(t)
(n=27) diejenige Treppen-Funktion ist, welche das Gram’sche
Minimum unter allen zum betrachteten Intervallsystem gehirigen
Treppenfunktionen liefert. Offenbar ist aber f*(f) selbst eine
solche und |[|f*(£) —s.()|| =0, also ist s,(£)=s*(¢). Es ist daher im
Innern eines jeden Intervalls s,(f) gleich dem Mittelwert von f(£).
Es gilt also (von den dyadisch-endlichen #, abgesehen) (36) an jeder
Stelle ¢ ={,, wo das unbestimmte Integral von f(#) zur Ableitung
f(&) hat, dies ist aber fast iiberall der Fall. Damit haben wir
gezeigt, daB die Haar'sche Entwicklung einer integrierbaren Funktion
J.ii, gegen diese konvergiert, .

Damit ist aber die Vollstindigkeit inbezug auf L gesichert.

Denn ist f(#) zu siimtlichen 7 (£) orthogonal, so ist s,(f) =0 und
daraus folgt f(¢) =0 f.1i.

Teilt man das Intervall <0, 1> nach einem anderen (als dem
dyadischen) Prinzip ein, sogar ohne die Gleichheit der Teilinlervalle
zu verlangen, jedoch so, dafl die Teilpunkte iiberalldicht zu liegen
kommen, so erhilt man analoge Systeme, welche die Konvergenz-
und Vollstédndigkeitseigenschaften des Haar’schen Systems besitzen.

. Das F.ranliclin’sche System. Die Haar'schen Funktionen
sind unstetig; die Frage, ob ein Orthogonalsystem vorhanden ist,
welches aus lauter stetigen Funktionen besteht und einer jeden

stetigen Funktion eine gleichmiBig konvergente Entwicklung (mit

der"entwif:kelten Funktion als Summe) zuordnet, hat Ph. Franklin
gelos%. Wir gelangen zu seinem Ergebnis auf einem unbetriichtlich
abweichenden Wege. ‘

Es sei {fpn(t)} das Schauder’sche System [242]; es besteht
aus lauter stetigen, in <a, 6> erkldrten Funktionen und ist inbezug
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auf C abgeschlossen ([243]). {¢.} sei das durch Orthogonalisierung
von {¢,} gewonnene System; wir werden zeigen, dal {¢,} die ver-
langte Eigenschaft besitzt.

Es sei g(f) eine beliebige lineare Verbindung der 2 ersten ¢;
g (%) ist gleichzeitig eine lineare Verbindung der n ersten ¢, es ist
also eine stetige Funktion, deren Bild ein Polygonzug ist, mit »
Ecken, die den Stellen {=w, =a, wy,=25b, w,, .., W, ent-
sprechen. Durch entsprechende Wahl der Koeffizienten kann man
jeden solchen Polygonzug darstellen, d.h. die Ordinaten an den
n Stellen {w;} kionnen beliebig vorgeschrieben werden (vgl. [243]);

n

ist > d;oft) die gesuchte Verbindung, so filhren die Orthogonali-
i=1
n

sierungsformeln zu > cdit) = g ().
i=1

Es sei f(¢) stetig und

@) W —f)<s  far (4—1]<3).

1y
Wir wollen J;, = / (f(¢) — g (t))* dt abschitzen fiir den Fall,
1 :
wenn f,,%, in demselben Linearitdtsintervali von g(f) liegen und
[t,—t,|=d<é(e) ist. Ist [(¢) ganz-linear und [(f;)=/f(;), L(t.,)=f(ts),
~so hat man
(38) O —g®|>l{)—gt) —= in <ty, 8>,

denn (87) hat |f(¢)—[(¢t)|<e in <t %> zur Folge. Das Bild
von [(#) — g(¢) ist dort eine Gerade, deren Ordinatenbetrige in
t, t, die Werte 4, =|f{t)—g(t)), h=|f()—g (%) annehmen.
Je nachdem diese Gerade die Z-Achse schneidet oder nicht, gilt in

(39) f(i lty—g@®)|—e)3dt =~—ff.i~ ~[(h, — )* + (B, — €)°]

4 3(}11—%—/12)

das obere oder das untere Vorzeichen. Da |l— g|— ¢ negaliv
sein kann, dann aber absolut kleiner als e ist, so folgt aus (38)

A ty
@0) Ju=/ (f)—g @) dt> [(L(t)—g @) |—<)Pdt—e*d.
i, 1,
Wir setzen nun max (%, k,) > be voraus und substituieren in
(40) die untere Formel (39); wir bemerken, daB man fiir a >35> 0,
1> de, 5 (0 + B > (2 B+ 29) (a4 haty ist a=h —s, B=h,—¢
und #, > £, so wird
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(lll —e)’ +(h2 - €)3> (kl - 8)2 + UZ? — 8)2 )
/
hl + }7'2 5

also
d 9 ~. d 2
1) Ju,> E((}zl—- &)2 (hy—e)?)—std > E(max (hy, By) — )2 —e2d,

Dies gilt auch fiir 4, < &, und fiir das obere Vorzeichen in (39).

Es sei nun 7> 2 und s,(¢) die n-te Partialsumme der Ent-
wicklung von f(¢) nach {¢.}, M die groBte unter den Zahlen
By = |f(w) — su(wi)| (i=1, 2,..., n); es seil etwa fy=M und M>Te,
Unter den links von w; gelegenen w; (i=1,2,..,n) mit w; < 7e
sel w, das an w; n#chstgelegene; sollte es solche w; nicht ge-
ben, so sel w,=w, = a; analog werde w, (> wj; evi. = w, = b)
definiert. Mit oy, Upyy, ..., Uy seien die in < w,, w,:= gelegenen
wachsend geordneten w; (i=1,2,...,n) bezeichnet (v,=w,<v,4, <...
<oy <wv,=w,). Ferner sei .,(f) eine Hilfsfunktion, die aufer-
halb von <w,, w,> gleich s,(f), in <wp,, w,> aber durch einen
Polygonzug mit '

ij(wp) = Sn(Wp),
on(w;) = f (w)

‘gegeben ist. Wird in (41) s,(f) fiir g(f) gesetzt und sukzessive
<Up, Upt1> (R=p, .., q—1) fiir <f,%,>, so kommt

Sn(Wg) = Sn(wy),

fir w, <w; <w, (i=1,2,..,,n)

g—1 Yk

“q
@ Je)= [ CO-s@ya=3 [ (70)-seya
wp T Up

ditd,
15

) —w,—dy—dy) . .,
> (M—ep—s(d,+ap)+ 2 w’; = ! -)-(6s)~-(wq—w,,-d1—d2)%2,

wo d,, d, die Lingen der in w; angrenzenden Teilintervalle bedeuten.
Andererseits ist

Yq
(43) J(on) = f (f(&) = oa()))? dt < (wg — wp) 2+ (dy + d,) (8¢)?,
Yp

wo (.is, d, die Linge des ersten, bzw. letzten der in Frage kommenden
Teilintervalle bezeichnet; o, ist aber eine lineare Verbindung von
210, #1(8), ..., 9(f) (Beweis von [243]), also von O, (), Go(2), .0y Pu(t)
(nach [313]); [263] gibt also AR
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4 5
J(8z) — J(0n) = .,/ (f () — sa(t))?dt — j (f(&) — su(t))2dt< 0,

a

was mit (42) und (43) zu

d+d di+d
—«‘EQ(M—6)2<(wq—’wp) @~ + T2 360 1 64 (2, + )
d.h. zu
(M—e)®* 36
AT P pape
15 15E + e

tiithrt, wo p eine n-freie Zahl ist, die alle Lingenverhiltnisse der
durch (w,, w,, ..., w,) erklirten Teilintervalle tibertrifft; nach der
Bemerkung auf S.51 braucht das Schauder’sche System nicht
alle 9, zu enthalten, wenn nur die benutzten w iiberalldicht in
<a,b> zu liegen kommen; dies zeigt die Existenz von p und
man erhilt

M (1436 + 15X 64p) ,

was den Beweis abschlieBt.

§ 5. Das Rademacher’sche System.

Dieses (bereits in [225] angegebene) System ist unvollstindig
(vgl. [236])). Es gehort zur wichtigen Klasse der sog. lakundren
Systeme, welche in Kapitel VII besprochen werden. Es besitat
eine interessante Eigenschaft:

Sind j<ELI<m<L ... < p< g natiirliche Zahlen und {r(t)}
die Rademacher’'schen Funktionen, so ist
1

1 1) 1B oty dt = 0,

0 .
mit Ausnahme des Falles, wo der Integrand aus einer geraden An-
zahl von Faktoren mit

J=k,

l=m, .., p=¢

besteht; dann ist das Integral gleich Eins.

Der Ausnahmsfall ist leicht zu erledigen, denn es sind dann
rf(t), ri(t), ...,rﬁ(t) simtlich f.ii. gleich 1. Sonst kann man alle
Paare mit gleichen Indizes streichen, denn sie liefern den Fak-
tor 1 f. 1., und es bleiben unter dem Integralzeichen Fanktionen
mit verschiedenen Indizes (j' <A'<..<p'<g') iibrig.

[451]
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Das Produkt r;(t). ru(t) o Tpr(t) hat o Konstanzintex:valle (von
der Linge 1/2), in welche <0,1> zerfallt. Ein je.des dieser Kon-
st&fnzintgrvalle jlzerf'éllt in 2¢-7 gleiche Teile, innerhalb deren

ry(t) abwechselnd +1, — 1 ist. Infolgedessen zerfillt
1
[ 1) ri(t) oo 1 (B 1o(E) A
0

in 2 Summanden: const./‘rql(t)dt, und jeder Summand ist Null
J

wegen /I‘qr(t) dt = 0.
J

Ist Y ai<co, soist

(44) Hé‘] an ,‘ll(t)

fast tiberall konwvergent in <0,1> (Rademacher).

Ist _j": ay =co, so ist (44) fast iberall divergent in ~0,1>

n=1
(Kolmogoroff).
Beweis von [452]: Sind s.(f) die Partialsummen von (44) und

f(t) die nach dem Riesz-Fischer’schen Satze [356] in L® vorhan-
1

dene Funktion mit lim [ (f(f) — sa(#)*dt =0, so hat man
n—yeo g
g
lim [(f(t)—su)?dt=0 fir <o, B>C =01,
n-yoa o
also auch i
-
(45) lim [ (f(6) — sa(8)) dt = 0.
n—so « .
Ist (o4, Bx) ein Konstanzintervall filr r,(¢), also auch flir s(?),

(]
sodst [ (sat) — sB))dt =0 fitr n> k, also— wegen (45) —

%
B B
/ kf(t) dt = [ st dt.
% %

i
d r o
Ist 7, p/2? (p,q ganzzahlig) und ist E;‘/f(zz)du fiir £=1,
+ 0
vorhanden, o <t,<B so folgt
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. E . E
su(t) = —— [ su(tydt = [ ruwyat,
B — o g, B —ae g,

!
im st = (£ [7 @

=1,
also ist letzter Limes f.ii. in 04 <1 vorhanden, w.z.b.w,

Ein anderer Beweis sliitzt sich auf die Identitit

S [0 + 79 + . 4 7],

V’zn—l

ro(f) =

wo {7} das in [226] definierte Haar’sche System ist. Setzt man

o) — _9n
n ‘/211 -1

(i=1,2,..,2"), so wird i,};(cg"))? =} a2< oo, also

n=1

n‘g‘: An I’,,(t) = ,fE [szl) A/Szl)(t) + + Cl(zzn_l) ‘/.r(zin—l) (t)]’
und rechts steht — laut [356] — die Entwicklung einer Funktion
aus L*nach {7}, wenn wir von den Klammern absehen; da die letzteren
die Konvergenz nicht stéren, ist nach [442] die Reihe rechts, also
auch (44) f.ii. konvergent.

Beweis von [453]: Wir gehen indirekt vor und setzen voraus,
(44) wire in einer £-Menge von positivem MaBe konvergent. Dann
ist diese Reihe in einer Menge E mit {E|>0 gleichm#Big kon-
vergent. Es gibt also ein M mit : :

| Snta(t) — sa(t) | <M (teE)

fiir alle natiirlichen n,p. Dies ergibt

 Sneant) — sul®)2 dt < 42| E|,
E
oder

n4p 5 atp .
46) M2 E|> riE)) dt=|E]. 3 al+2> aiap [ rid) rifd) dt.
aey ar|E> [ 3 ano) di=|E| 3 x2S e [ritrnt)

Nun ist aber {rx(£)} ein multiplikatives System, d.h. ein System [454]

von der Eigenschaft [451]; infolgedessen ist das System {ri(Z)rs(t)}
aller Produkte (i<£k) orthogonal und normiert. Die Bessel’sche
Ungleichung [264] liefert also fiir n> N(E)
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12 E 2
[ [ricty ratt dtl <l—§~|—,
nii<h<ntp | F .
i Koetfizientenquadrate der cha-
links steht die Summe der : .
iiiltlgris]txilschen Funktion von E), was die Doppelsumme in (46) durch

S ntp
@.V}j(aiak)z <EL S g
3 ik

3 ' i==nd-1

zu majorisieren erlaubt. Es folgt

b, 9|E| W,
MZIE!>lE|.uZ+L“?—”L“| 2,4
und — wegen [E|=0 —

n+p

S ap <3Mm?

i=nt1

o

tir n> N(E), wie grof auch p sei; dies ist mit Ja<c

gleichbedeutend.

Probabilistische Deutung. Die Radem'acher’sche Fun-
ktion r,(¢) ist in (0,1/2) gleich 4 1, in (1/2, 1) gle?lch - 1. Wel.ll‘l
wir aus (0,1 ein) £ blindlings wihlen, indern. wir gleichen Te.ll-
intervallen gleiche Chancen zuordnen, so wird dle' Wa.hrschem-
lichkeit fiir ein ¢ mit r,(f) =41 ebenso groB, wie .dl'e Wa}hr-
scheinlichkeit fiir ein ¢ mit r,(¢)=—1. Beide Wahrsche;nhchkeﬂeg
sind 1/2. Setzen wir — allgemeiner und genauer — fest, |E| sei

“die Wahrscheinlichkeit in <0, 1> einen Punkt aus E anzutreffen

(E (C <0,1>). Betrachten wir die n ersten Rafiemache_r’schen
Funktionen r,(£), r5(t), ..., rx(t); sie sind unabhiingig vqnemander
im Sinne der Wahrscheinlichkeitsrechnung; m. a. W.: 1§t f:s bc?-
kannt, daB r{f) den Wert 1 hat, so ist .die Wahrschemllchke.lt
des Wertes 1 fiir 74(¢) (8 =4 i) noch immer 1/2, also so groB, wie
wenn nichts {iber * bekannt wire. Man kann leicht feststellen,
daB von den 2" Kombinationen r,(f) =1, ry(f) =1, ..., r,(f) = L1
der Vorzeichen =+ eine jede in einer ¢-Menge vom MaBe 1/2
realisiert wird. Dies erlaubt, alle Probleme des Kopf-Wappen-
Spiels um den Einsatz 1 in der Sprache der Rademacher’schen
Funktionen zu formulieren, wenn es sich um n Wiirfe handelt.
So ist z. B. die Frage nach der Wahrscheinlichkeit fiir einen der
Spieler in den n ersten Wiirfen mindestens den Gesamtgewinn a zu
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erzielen mit der Bestimmung des MaBes der durch die Ungleichung

r(E) + )+ ..+ m(t) > a <0,1>
definierten #-Menge identisch.

Will' man unendlichlange Partien behandeln, so geniigt es das
Postulat iiber die Addition der Wahrscheinlichkeilen auf unendliche
Summen auszudehnen und ein geeignetes ,Vollstiindigkeitspostulat”
hinzuzufiigen. Da die Lebesgue’sche MaBtheorie analoge Postulate
erfilllt, wird der Parallelismus zwischen den Rademacher’schen
Funktionen und der Theorie des Kopf-Wappen - Spiels erhalten
bleiben. So ist z.B. der Cantelli’sche Salz, daB der mittlere Gewinn

(Einsatz =1) mit der Wahrscheinlichkeit 1 gegen 0 strebt, mit der
Behauptung

] n
47) lim — Y@ =0 ¢ i. in <0,1>
T A =}
gleichwertig.

In obiger Deutung nehmen andererseits die Sitze [452] und
[453] folgende Gestalt an:

Sind in 2+ ¢, die ¢, gegeben und werden die Vorzeichen +

n=1
nacheinander mit gleic‘her Wahrscheinlichkeit fiir + und — gelost,
so ist die Wahrscheinlichkeit eine konvergente Reihe zu erhalten

im Falle Zlcf,< o gleich 1, sonst 0.

Unsere Deutung des Cantelli’schen Satzes ist nichts anderes
als der Borel'sche Satz iiber die Verteilung der Nullen und Einsen
in dyadischen Entwicklungen reeller Zahlen. Dieser Satz besagt,
daB —mit Ausnahme einer {-Menge vom MaBe Null —alle Zahlen
H0<ET) die gleiche Frequenz von Nullen und Einsen aufweisen,
d.h. daB das Verh#ltnis der Anzahl der Nullen zu der Anzahl der
Einsen an den 7 ersten Stellen mit 7-co gegen 1 strebt, was mit
(47) tibereinstimmt. Alle drei Satze: Borel’s, Cantelli’s und (47) sind
ohne Rechnung miteinander dquivalent, so daB ein aufmerksamer
Leser des Borel’schen Satzes den (viel spiter bewiesenen) Cantelli’-
schen Satz hiitte finden kénunen. Dagegen ist der Bernoulli’sche
Satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung schwicher als (47). Inter-
pretiert man ihn als eine Eigenschaft des Systems {ri(®)}, so lie-
fert er nicht (47), sondern bloB

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 9
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lim as— 3 ri(t) = 0,

n-»oe k=1

wo .lim as® den in [162] definierten asymptotischen Grenzwert
n

bedeuntet. . .
Spitere Verschirfungen des Satzes (47) (Khintchin, 1924)

lassen sich ebenfalls als Satze der Wahrscheinlichkeitsrechnung, also
als Verlingerung der Linie Bernoulli-Cantelli deuten. '
Die probabilistische Deutung des Systems {rx(¢)} erlaubt ei-
nige Eigenschaften dieses Systems vorauszusehen. I?u man zum
Kopf-Wappen-Spiel an Stelle der 7 ersten ebensogut irgendwelche
n verschiedene Funktionen 7, (), ..., r,(f) heranziehen kann, ist das
Rademacher-Kolmogoroff’sche Resultat [452] [453] auf

oo

(48) Zarn(®
auszudehnen: Diese Reihe ist auch f. 1. konvergent bzw. diver-
gent, je nachdem ) ¢} < oo oder Z,;c? =oo gilt.
i=1 I=
Wir gewinnen auch das Resultat, da das Integral

[if@yrat

0
1
(und sogar jcp(lf(t) )d¢ mit beliebigem ¢) von der Wahl der Indizes
; : )
{p:} in _ _
O =3 ery(t)
unabhiingig ist. also nur von {¢;} abhingt.

Dieselbe Uberlegung ergibt, da die Konvefge‘nz der Reihe
(44), sowie die der Reihe (48), bei jeder Anordnung der Glieder
f. 1. erhalten bleibt, wenn J, ¢} < co, und dasselbe gilt fiir die Di-

i=1 ' .
vergenz, wenn ¢ =co ist. So ist z.B. die Reihe
i=1
sri)
2=

=t I

f.1. absolut divergent, doch bei jeder Anordnung f.u. konvergent. -

Die-Khintchin’sche Ungleichung. Fiir spiitere
Verwendung brauchen wir eine Ungleichung, die vom Rademacher’
schen System erfiillt wird:
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Ist s,(t) =k}J apri(t), so ist fir p >0
=1

! Poa P
/i:sn(t)rdt<(~'i+1 (va)
[ 2 it

Beweis: Sei zundichst p=2i, i natiirlich. Dann ist
1

1
" of Lo e Al . :
Jsityat= y a2t TN o gae g [y Tt
0

0 al! a-:)_! "o U-]!

ny, " n, nj

wobei die Summe {iiber alle ganzen positiven Zahlen n,, 1, ey 11,
Ay, Oy, ey 8y Mit Hp 11y 0 A0y + o F oy = 20, erstreckt wird. Nach
[451] ist die Summe gleich
2.(?-31 + 28, 4+ .., —%—?5;‘)I o
@B @3 .. @ ™
wo By, 8y, ..., B/ ganze positive Zahlen mit der Summe / bedeuten.
Nun ist aber

8)! 5 g 23 ) 9.7
S G+ 8+ ... +8)! 2% g% g%~ @+ ... + a2,
= B! Ba! e B oo "

28 2g;
B B
a,’: . anji .

also
Z‘ ) [on 0
[ sty Pat < c;(Ea;).
i} k=1 /}
Die Konstante ¢ ist das Maximum von

(28, +28 ..+ 28! Git Bt B @B _ @D,
(28! @80 .. 28! | BByl Bl A(@E)L.@E) B2

1 1
Jetzt sei 20— 2<p < 2i. Da (/ 0] {Pdt)" mit p wichst, wie
1]
aus [127] ersichtlich, so folgt

! 1o 11 1
(/ ' sa(t) 1P dz)"< ( [ 1540 iﬂdt) it (@t 4 ai+ .+ ap)?
0 \0
! 1

< (?"+1>7(a?+a§+...+a5)",

w.Z. b, w,

Schreibt man in [456] Sm(f)—Sa(f) statt sa(£) und 2> a; statt ) ap,
: k=1

=m-+-1

so sieht man, daB die Bedingungkz a; < oo bereits die starke
=1

[456]
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Konvergenz der Reihe 3! axr4(t) mit dem Exponenten p =0 gegen

. k=1 . ]
eine Funktion f(f) € L7 fiir alle p impliziert; diese Funktion ist
f. {i. gleich der gewShnlichen Summe der Reihe.

Fur p =1 hat man
(yak) <8/|sn<t>ldt
k=1

dies folgt aus der Holder’schen Ungleichung (p = 3/2, p' = 3)
n 1
Sai=[skt)d
[

& (f | sa(t) | dt) ( / | sa(t) [* dt)

und aus der unter [456] fiir ganze i mithewiesenen Ungleichung
o1 n i
st et < #( 5 t)
0 . b=

mit [ = 2; beide liefern
1

n 1 1 2
(Zai)ﬁ <4 (/\sn(r)wt)ﬂ,
\k=1 0
was mit der Behauptung Aquivalent ist.

§ 6. Das Walsh’sche System.
Die Rademacher’schen Funktionen sind mit den Haar’schen
durch die Beziehung

rn(t)-*‘/ TG+ 12O+ O] (1)

verbunden, wie bereits bemerkt wurde. Ein anderes System er-~
hilt man aus {7}, indem man setzt:

Wt)=7n®, 4@ =100,
V2§80 = 70 + 280, (+ +)
V24 = 7870 — 42) + =

Wenn man jede Zeile des Vorzeichenschemas zweimal schreibt,
so erhilt man 4 Zeilen; wenn man jede dieser Zeilen zu 4 Ele-
menten erginzt, indem man sie einmal durch gleiche und ein
zweites Mal durch entgegengesetzte Vorzeichen ergiinzt, so entsteht
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+ + + +
T+ o+ - -
+ - 4+ -
+ - = +.

Dieses neue Schema soll als Vorzeichenregel in den Formeln
VAW =+ 8040 2800 1470 (=1,2,3,9

zur Definition der 4 Funktionen t‘gg)(t) dienen.

Analog werden alle {u(')} durch {“/_ff)} ausgedriickt. Das Koef-
fizientenschema ist eine symmetrische, orthogonale und normierte
Matrix. Infolgedessen dient dieselbe Matrix, um die {/(’)} durch die
{4} auszudriicken. Nun war aber {7} ein orthogonales, normiertes
und (inbezug auf L? und L) vollstindiges System, es hat also {¢} [462]
dieselben Eigenschaften.

Sei f(tyel; pa(t), ha(t) seien die Partialsummen der Entwick- [463]
lungen von f(t) nach {%} bzw. {y}; es ist

(49) pzﬂ(t) = hgﬂ(t) . (71 = 05 11 23 ')

Beweis: Ist el (L,B=1,2,..,297% ¢ > 2) die in [461]

erklirte Matrix, welche die Funktionen t{)f;)(t) (i=1,2,..,21
durch /(k)(t) (k=1,2,...,297") auszudriicken gestattet, ist ferner

= / £ 80 dt, f F(&)7P) dt,

so kommt
92g—1 2g—1

Pu®)=pui)= 5 @@, hol®) = o) = 3 s

Driickt man in der ersten Summe ¢ durch y aus, so kommt
9g—1 og—1 9g—1 9g—1

PO —Py-) = X ar X euy’®) = 3 (xff’m 2 c)
Nun ist aber | ci|l gleichzeitig die inverse Matrix, also

2g—1
ff(t) 7P dt = /f(t) z ¥ (6 dt =3 cua;
i=1
und
29—1

B0 Py —pat)= X TP be=hg(t)—hyga(t)  (g3>2).
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Wir hatten aber $y =70, <;)1=x(11), also ist (49) fir n=0, n=1
richtig, was mit (50) die Giiltigkeit von (49) fiir alle » bewirkt.

Das Interessante an dem System {}} ist, daBl es eine natiir-
liche Vervollstindigung des Rademacher’schen Systems leistet,
denn ein Teil von {¢}, und zwar (P}, st mit {r&)} (n> 1)
identisch, wie die Anfangsformel dieses § lehrt.

§ 7. Das System {0,(9)}.

Probabilistische Probleme, wie die in [455] erwihnten, lassen
folgende Frage als natiirlich erscheinen:

Reelle Zahlen {c.} seien gegeben; sie seien die Lingen der
ebenen Vektoren

i=V=1,

Wy = Cpn ei‘q’l
deren Argumenle 7, aus <0,2r> gelost werden. Welches ist die

n=1

W ahrscheinlichkeit der Konvergenz von Y w,?

Sind alle Teile von <0, 2%> gleich wahrscheinlich und setzt
man ¥,(¢) = 2n1,(¢), so kann man—im Sinne von [455] —die Fra-
ge auf die folgende zuriickfiihren: Man bestimme das Mal3 der
Konvergenzpunktmenge von

(51) 2 Cn e‘miﬁn(t)’

n=1

wo den Funktionen ¥,(¢) folgende Eigenschaften zukommen sollen:
1° Jedes ¥,(f) ist in <0, 1> erklirt und nimmt daselbst
Werte aus <0, 1> an, und zwar so, daB jede meBbare J-Menge
aus <0, 1> einer maBgleichen #-Menge des Intervalls 0 <{7¢ <1
entspricht;
2" Die Funktionen ¥,(¢) sind voneinander im probabilistischen
_ Sinne unabhéngig, d.h. ist G, eine durch Fy(9,,(2), ¥ (2),..,V, (1)) € I3
erkldrte #-Menge, G, eine durch Fy(%,,(t), ¥(2), ..., %, () e/, er-
klirte /-Menge, wo F,, F, beliebige meBbare Funktionen und 73,/
beliebige meBbare Mengen, aber simtliche Indizes o,,8;, .., von
sémtlichen a,, 8,,..., v, verschieden sind, so ist | G,.G,|=]G,|.| G,|
Um solche Funktionen zu erhalten, spalten wir die natiirliche
Zahlenfolge in unendlichviele Teilfolgen, z. B:
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1 3 6 10 15
2 5 9 14 20
4 8 13 19 26
7 12 18 25 33

Ist nun 0,77, ... die dyadische unendliche Entwicklung der
Zahl £, so sel

M =07 15%% - .-

F,(f) =0, 75 T3 Ty Tyy .

F3(t) = 0,7, 7 T3y - - -

...............

Hier sind die Indizes der 9,(¢) definierenden dyadischen Entwick-
lung der n-ten Zeile des Schemas entnommen. Auf diese Weise
haben wir eine Abbildung der Sirecke 0 <{? <1 auf den
SWiirfel” {0 < ¥, <1} (1=1,2,..) definiert; sieht man von den
dyadisch-endlichen # und % ab, so ist diese Abbildung eineindeutig.

Beweisen wir 1° fiir &,(f). Es sei ¥ ¢ (p/29, p~1/2%); die ersten
g Ziffern e, €, ..., 5, sind damit fixiert (und umgekehrt entsprich
diesen Ziffern das Innere oder ein Endpunkt dieses Intervalls),
die entsprechenden f{ sind also Dualbriiche der Form

t=0,5 e 0 OO0 Do s

die leeren Stellen sind beliebig mit 0 oder 1 zu besetzen (aber nicht
alle mit 0). Die auf diese Weise entstandene f-Menge besteht aus
29(¢—12 gleichen Intervallen mit 127 als Gesamtlinge. Das In-
tervall fiic ¥ hatte aber dieselbe Liinge. 1° ist also im Falle einer
aus Intervallen bestehenden oder einer Nullmenge fir &, bewie-
sen. Daraus folgt 1° fiir alle meBbaren ¥,-Mengen und #hnlich

fiir ¥,(£). 2°ist im einfachsten Falle, wo G, durch ¥, ()¢ (% ’pil),
2 27

r-1

o &

G, durch m‘}'a,‘e (LX ) ) gegeben wird, leicht einzusehen: 1° lehrt, da3
*\2

in diesem Falle |G,/ =1/2¢, |G,/=1/2° und GG, ist diejenige t-Menge,
p+l

, & ro il
Zq) ame(? =)

erkldrt ist, d. h. es ist die Menge der Dualbriiche , in welchen

die durch beide Bedingungen #,(f)¢ (—5:
- \2
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gewisse ¢ +s Stellen fixiert wurden; wir haben aber gesehen,
daB das MaB einer solchen Menge 1/2¢+¢ belriigt, d. h. gleich
| G|.] G,| ist. Der allgemeine Faul 1iBt sich auf den Spezialfall
reduzieren, indem man zundchst bemerkt, da@3 ,Quader” des Rau-
., ¥, ) auf z-Mengen abgebildet werden, deren Maf3 glelch

mes (&a 7'3.3 I
22 p. )

dem Kantenprodukt ist; das Produkt zweier Quader in (3, ..
und in (¥, %g,..,3,,) ist en Quader in (¥, ..., ¥y, ¥y,
und die Kanten. des neuen Quaders liegen auf den Kdnten bexder
Komponenten. Damit ist 2° fiir Quader bewiesen. Sind nun F,, I
meBbar, so definiert F; ¢ /; in Raume (¥, ¥g, ..., ¥, ) eine Meuge,
die man mit Quadern auf Lebesgue’sche Art ausmiB3t, was schlieB-
lich 2° ergibt.
Jetzt fiihren wir (vgl. (51))

®n(t) — e?‘ﬁfﬂ‘n(t) (/Z),

also komplexwertige Funktionen der reellen Variabeln 7 ein.
Dieses System ist orthogonal, normiert und multiplikativ (der Inhalt
dieser Aussage erhellt aus der Behauptung [474]). Unser Beweis
dafiir erfordert folgendes Lem m a:

Sind  ¥,(2), 3,(2), ..., ¥a(t) die Koordinaten eines beweglichen
Punktes, (%4, %,, ..., ¥,) ein n-dimensionaler euklidischer Raum und t
die Zeit, so verliuft die Bewegung ,nach dem Maxwell’schen Prin-
zip" (Hilbert'sche Bezeichnung), d. h. der Punkt wverbleibt in je zwei
Teilen des Wiirfels {0 < ¥, < 1} (n) von gleichem Volumen gleich
M.a.W.: die durch {¥.(t)} definierte Bewegung ist ,,quasi-
ergodisch”.

Dieses Lemma haben wir aber bereits bei dem Beweise von (51)
2° mitbewiesen; dabei sind als ,Teile” des Wiirfels beliebige
mefbare Mengen zu betrachten und ,Volumen” als n-dimensio-
nales MaB3 zu verstehen.

Eine unmiltelbare Konsequenz von [472] ist die ,,Gleichheit
des Raum- und Zeitmittels” fiir eine beliebige integrierbare Funktion
F(&lr '&2)"' '&ﬂ):

b

1 1 1
©) [ [FO, 0, o, 9) a3, a0, . ad = [F(3,(0), ., 9a(8)) d.
S0 b b

. Es ist nimlich im Falle, wo F die charakteristische Funktion
einer Menge M ({0 <% < 1} ist, das n-fache Integral gleich | M,
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das einfache aber gleich dem MaBe des Z-Bildes von M, also —
nach [472] — auch gleich | M|. Die Erweiterung auf alle F bietet
keine Schwierigkeiten. (Hilbert benutzt die Formel (52) als Po-
stulat fiir die Phasenbahn, um die kinetische Theorie der Materie
ohne Wahrscheinlichkeitsrechnung zu begriinden).

Diese —an sich interessanten — Hilfsmittel haben uns vom

Beweise von [471] abgelenkt. Wir haben zu zeigen, daB das
Integral _
1
(53) f O, (2) 0r,(8) Om(8) On(2) ... O (2) O, (B) dt
0

mit my, < my, <
(i=1,2,..

Der Integrand in (58) ist (nach [471] Det.)

< mg, N KL KHy im Falle mi=m
,q) den Wert 1, sonst den Wert 0 annimmt.

e-“('ﬁ' "”S' ""8‘ - nT +3‘ -5' )

b

also ist das Integral (53) nach (52) gleich

1 1
[ [ Cn bt =80 43 48, . A, 4B,

i} 0

d.h. gleich 1, wenn sich alle Variablen im Exponenten aufheben,
sonst 0.

Ist 3¢y |2 < oo, so ist die Reihe D c,0,(%) f.i. konvergent,
n=1 n=l1

sonst f.@. divergent.

Dieser Satz entscheidet die am Anfang dieses § gestellte Fra-
ge. Sein zweiter Teil 148t sich genau so beweisen, wie [453],
denn die in [451] formulierte Eigenschaft des Rademacher’schen
Systems kommt — als Eigenschaft des Integrals (53) —dem System
{0,(2)} zu. Fiir den ersten Teil sei f(f) die nach dem Riesz-
Fischer’schen Satze existierende starke Grenze der Partialsuimmen

s.(t) der Reihe kZ cx 0x(?); es ist dann
=1
]
lim [(f(t) — sm(t)) dt = 0

m—yes

(54) 0O<La<<BEL).

L, p= pH q=ws p ganz und 0 < p <2

Sei a= 5 5 5

[474]

[475]
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B

wir behaupten, daB das Integral / 0,(¢) dt tic m>n verschwindet,
74

Es wird nimlich das Intervall p/o? <f<<(p+1)/2¢ auf gewisse
Mengen {3}, {%}, ..., {¥2} vermittels &,(), .., ¥.(¢) abgebildet, aber
das vermittels 9,(¢) erhaitene Bild erfiillt (0,1), denn die ersten
g Ziffern von ¢ kommen bei der Definition von ¥,(f) (m>n) nicht
vor; nach [473] ist '

B . .1 1
Jeattydt= [av, [a,.. [d¥[dOu ... [e*m 4, = 0.
z By g B i

Jetzt gibt (54)

g g

[rtyat = [sut) at.
Ist nun 4, e(o,B), te (d, B), so hat man |9u(2) —- u(ty) | < 1/on—k
(k=1,2,..,n), also

LY
|0u(t) — Ou(ty) | < 2; *),

und daher,

N 1 el el .

124 f $a(t) dt — sp(ty) | L dm (ET—TJFEF—? + ..+ L= b,
Damit haben wir aber die Beziehung

20 [F ) at —sut)| < b
<3

n—yoo

g
erhalten, wo offenbar lim b,=0 gilt, der Ausdruck 20/f(t;) dt
73

aber, wegen « <f, <a -1/27 =8, mit n-oco fiir fast alle t, gegen
f(t,) strebt.

Eine Umordnung der 0,(¢) beeintrichtigt den Salz [475] nicht;
man ]fann. auch unendlichviele @n-fortlassen, wenn man nur
unendlichviele beibehilt. Eine Umordnung der Reihe (51) #indert

ihr Konvergenzverhalten nur in einer Nullmenge; ist | ¢,|? < co,
. ne=1

icm
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1
so beeinfluBen obige Anderungen den Wert von ‘/§f(t) Pdt (p>0)

0
nicht. Samtliche Resultate gelten auch fiir komplexe ¢,.
Das System {0.(f)} ist unvollstindig; z B. ist die Funktion

") zu simtlichen Funktionen des Systems orthogonal, wie

aus [474] zu entnehmen ist. Eine natiirliche Vervollstindigung, wie
im Falle des Rademacher’schen Systems, hat B. Jessen angegeben.

§ 8. Unendliches Intervall.
Viele Eigenschaften der Orthogonalsysteme sind ohne weite-

" res im unendlichen Intervall zu erkldren. So ist z.B. das System

{e7} in <0,c0) inbezug auf L vollstindig. Es sei ndmlich

Jryemat=0  (fei) (n);
es folgt ’ .
/f (—logu)u—tdu=0 (n),

also, nach [358], f(% logu)=0 f.i. in <0,1> d.h. f(f)=0 fi
in <0,oc). Diese Uberlegung ist giiltig, wenn f(—logu)/z in

<0,1> zu L gehért. Wenn wir aber die Existenz von / [f @) dt
i)
voraussetzen (was wir getan haben), so ist

<o

b

[ﬂf(— log )|
3 du
b | u

N N
denn es ist f{f(t){dt::——fif(— log u)\gﬂf, woraus fiir N-»-+oo
0 1 124

das Behauptete folgt.

Es gibt auch Systeme, die in (— o, 4 o) vollstindig sind.

Die Orthogonalisierung bietet keine Schwierigkeiten, wenn
die Funktionen in (— o¢, 4 o) zn L? gehéren. V

Ein klassisches Beispiel sind die Laguerre’schen Poly-
nome. Sie entstehen, wenn man Polynome P,(t) n-ten Grades
von der Eigenschaft

[ Putyeitrdt=0 (k=0,1,..,n—1)
0

[481]
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A
sucht. Systematisch geht man so vor, dal man ¢(f,8)=e 1—u/(1—p)
nach Potenzen von u entwickelt; zun#chst ist

oc(__l)k tk. uk

‘l’(t.u)=g) WA= w

fiir alle 7 und alle u =4 ¢. Fiir || <1 und alle £ kann man den
zweiten Faktor durch eine Potenzreihe ersetzen:

st ny=y [ l)ktk[1+z(k+1) - (k4 m) z’"] }

k=0 l m==1 m!

=SSR S el = {2 e

k=0 n=k n=0 &

wobei die absolute Konvergenz die Vertauschung der Reihenfoige
der Summation rechtfertigt. Es kommt schlieBlich

(55) dt = 3D

n==0

mit  Ly(?) rz' Z ( )

k=0

2( 1)k( )n(n—1>...(/a+1)tk
artre™)
dtu

Der letzte Ausdruck kann als Definition von L,(f) angesehen
werden. Es ist

=(nach der Leibniz’schen Regel) &

Lu(t) = %j( 1)n—k( )n(n—-l) (= kA1)

=(—=1)" " — tnl un-—"" — 1)
e T
Z.B.
L) =1, Lity=—"¢-41, L()=1 —4t +2,

Lt)y=—+92— 18t 46, L,(t)=t+— 162547262 —96£+24, u.s. w.

[482] Die Funktionen
e~ L, (¢
on(t) = £ Lnnalt) (n=1,2,..)

(n—1)!

bilden in <0, ) ein ON-System. Es ist némlich fiir m <n

icm

[482] Unendliches Intervall. 141

=3

[ @mss(®) guia(t) at = T j e Loty Luld) dt = 31 f et 1 L,(4) dt,

0 k 0

und man hat zunéchst fiir 2 <n

oo

[ttt L@ty dt = 0 (n>0)
]

zu zeigen. Das Integral ist aber gleich
°? p by n p—t < 1—1f{n p—1
/e—it!ze!d”(t’ e 4t = p &t e™) dt =—k | te1 ariitre™) o
i dtr dtr i dgn—1

"~ n—k—1 =0
= (— 1)*&l l AR e—f] =0.
dtn—k—l 0

Es werde nun _[rﬁ,(t) dt berechnet; es ist gleich
0

1 » 1 mz dr=1(fr—1 ey
((n—i)') Jeriwa el e
N (n—1)2 s dr—1(tn1 )
(n—l)’”f( 1) [t BT i...]Md ) at
_(__1)11—1 °~°n__l dn—1(¢n—1 g—1) *(——1)"'“1_ B °~°_ et it
_(n——l)!’zb/t ' dgn—1 di_(r——l)'z . 1)16/( remetdt
_— D=1
(n—1)1%

Nicht die 2.(f), sondern die La(f) werden Laguerre'sche Po-
lynome genannt. Die Funktion ¢ (¢ u#) erfiillt die partielle Dif-

ferentialgleichung
(= 28D 4yt 2,0,
ou
also ist (vgl (55))
L) < L),
1-— l=01—-u—1 ¥y —=
¢ #y n—.l( n—1)! ( )n-—o n!

was durch Koeffizientenvergleichung zu

Lua(t) — @n+1—12) Ly() + 12 Lia(t) = 0 (n>1)

fiihrt.
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Das System {L.(f)} (n=0,1,...) ist in jedem endlichen Inter-
vall abgeschlossen und vollstindig inbezug auf L? (und L). Denn es
ist L.(f) genau n-ten Grades und die Potenzen £° 7%, t% ..., /* lassen
sich durch Ly, Li, ..., L, linear ausdriicken.

Die Laguerre'schen Funktionen {.(2)y bilden in <0,c0) ein in-
bezug auf L? wollstindiges System.

Beweis: Es sei f(£)¢L? und
[F@®yenty dt=0 (n=1,2..),
o .
d. h. : '
Jftyer L(tydt =0 (1)
oder ’
(56) [eytdt =0 (£=0,1,2,..),
0

wenn g(£) = f(t).e " gesetzt wird. |g(f)| ist aber in <0, o) in-
tegrierbar, denn es ist f(f) € L% e=#?¢ L? in diesem Intervall; wir
wollen aus g(f)e L und (56) g(f) =0 f ii. in <0, c0) ableilen,
was den Beweis abschlieBt.

ea

Zu diesem Zwecke werde F(s):fe*“é‘fg(zf) dt gesetzt; F(s)

0

oo

existiert fiir s > 0. Setzt man noch ¢, = /‘e—’/gt” dt, so wird
0

Cn = 20Cp_y = 2"¥1p]

was zur Begriindung der Formel

(57)

F<S>=§/(~“——f?—"g<z>dt (5] <1/s)

I/

dienen soll. Es ist nimlich die in (57) benutzte Vertauschung der
Integration und Summation erlaubt, wenn die Reihe f s f |g(2)|trdt
nly

n=0
absolut konvergiert; nach der Schwarz’schen Ungleichung ist aber

[ 1e®)|trdt < const. /e
0

icm
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und der Konvergenzradius ist mindestens

n

i 1{ lim Vem 1,
o] e n 4

Aus (56) und (57) folgt F(s)=0 fir 0 <s<1/4, d.h. fiir s3>0,
denn F(s) ist fiir s > 0 regulir.
1

F(s)= [ wig(~log uydu=0

0

(s >0)
und [358] geben
f.1. in <0,

g@)y=20

Differenziert man sukzessive

g(—logw)=0 £i in (0,1), d.h.

Hermite’sche Polynome.

die Funktion
POt = e

und bezeichnet mit 3™ (¢) die n-te Ableitung von ¢®)(f), so kommt

() = — 2A5O@), D) = (@8 — 2)5),

sOV(£) = — (825 — 12£) sO)(P), w s w.
Die Polynome
H() =1, H,()=2t Hyf)=4>—2, Ht)=8—12 ..,
allgemein

d"(e*fg
dtn

Sie erfiillen die Sturm-Liouville’sche

Ha(l) =(— 1) e" (n=0,1,2,..)

heien die Hermite'schen.
Differentialgleichung
A*H () _
dar?

dH(t)
2t on H,(t) = 0.
T + ®
Setzt man
(58) Yu(t) = Hu(2) et

so ist {U.()} in (— oo, o) ein Orthogonalsystem. Es ist nidm-
lich (n > m)

[484]
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tee +oe

) 4o
= Huft) (= 1)" <p<”~”<t)]+ — 1) [ H o8 df

tee - te=
=(_1)n+1 / H,i,(t)cp(”"l)(f) dt = (.,.1)m+n+1 / H’glz-l-l)(t) (p(”"”"])(t) dt = 0,

—

_f—cm
denn HY*(f)=0. Man hat ferner [ (bu())*d¢ =251 7. Infol-
gedessen ist ([255]) B

(59) F@) ~ ey bo(®) + ¢ 4,(8) + ...
mit
1
Cr = 5;/;!77;—___0/@ F() bult) dt (&)

die formelle Entwicklung von f(f) nach {¢.), wenn die Integrale
existieren. Im Kapitel VIII wird die Vollstindigkeit des Systems
{4#} bewiesen werden. In den ,Frekvensflader og Korrelation” sind
die sechs ersten /7,(f) in Schritten von 0.01 zehnstellig bis #=4.00
von Jorgensen tabuliert worden, ‘

Folgende Umstéinde haben die Verbreitung der Hermite’schen
Polynome in der Statistik begiinstigt:

1° Das Intervall (— oo, + o0) ist iiberall dort, wo von vorn-
herein alle Werte moglich sind, der natiirliche Variabilitétsbereich,
. 2° Die Funktion $OX(#)=e="2 ist mit der GauB’schen Ver-
tel}ungsfunktion identisch; demzufolge liefert bereits das erste
Qlled der Reihe (59) eine gute Annéherung in zahlreichen Fillen
einer nahezu normalen Verteilung eines Merkmals.

3° Die Be}‘echnung der Koeffizienten ¢, fiihrt auf die Ermittlung

der Momente /g(t) t*dt der Funktion g =e~r2f(t); die dazu

ndtigen Rechenschemata und Tafeln sind seit langer Zeit vorhanden.
4° }\/Ian kennt kein rechnerisch einfacheres
system fiir das unendliche Intervall.
Eine rein theoretische Begriindung der Anwendbarkeit der

II;Iiz;Tite’schen Polynome in der Statistik gibt es unseres Wissens

Orthogonal-
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Der Nutzen einer Entwicklung beruht darauf, daB eine lange

- Zahlenreihe (f(f)) im Wesentlichen durch einige charakteristische

Zahlen (etwa ¢y, Csy ..., ¢;) ersetzt wird; anstatt einer uniibersichtli-
chen Funktionstafel erhélt man einen geschlossenen Ausdruck (bis
auf den Faktor ¢—? ein Polynom), was die Losung aller ein-
schlidgigen Aufgaben erleichtert.

§ 9. Vollstiindige Systeme.

Um vollstindige Orthogonalsysteme zu bilden, geniigt es voll-
stindige Systeme zu finden, die man dann orthogonalisiert. Man
kann nun aber leicht vollstindige Systeme erhalten, wenn man
einen Gedanken von O. Szész verallgemeinert; es zeigt sich, daB
die meisten analytischen Funktionen zu solchen Systemen AnlaB
geben,

Sei F(z) eine analytische Funktion der komplexen Variablen
2, reguldr in einem Gebiete, welches das Stiick <0,7> (r>0) der
reellen Achse enthiilt. Es soll ferner F(z) auf diesem Stiick reelle
Werte annehmen und die Potenzreihe

(60) F(@)=a,+a,z+a,2*+ ...
soll so hdufig von Null verschiedene Koeffizienten a,; (n;>>1) auf-
weisen, daB die Reihe 1/n; divergiere.

j=1

Es sei {s,} eine reelle Zahlenfolge mit s,> 0 (v), lim §, =S8}

Yoo
Se. Sei endlich und wvon allen s, verschieden, b eine positive Zahl mit
bSee L r. Unter diesen Voraussetzungen ist das System

{{?/(t) = F(Sv t)} (v> N)

(fiir ein geeignetes N) im Intervall 0 < t < b erklirt und daselbst
inbezug auf L wollstdndig.

Beweis: p(>0) sei der Konvergenzradius von (60) und [sb|<p.
Die Entwicklung

F(st)=a,+ a,st +a,s?? + ...

gilt bei festem s in 0{£<h. Ist f(£) in <0, &> integrierbar, so ist

b .
(61) G(s) = [ F(st)f(?) at =k_2 a by 5%
.o 0 =0

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 10

[491]
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mit )
(62) by = '/ t f(t) di

jedenfalls im Kreise |sb|<p eine giiltige Darstellung. Nun ist

aber G(s) —wie aus der Integraldarstellung (61) ersichtlich — fiir

reelle s von 0 Dbis einschlieBlich S.. reguldr, wegen 0S..<r.
Infolgedessen gehdrt s, fiir v> N zu dem <0, s.. umfassenden
Regularititsgebiet von G(s) und G(s,) ist fiir diese s, erklirt; dabei
sei N so bestimmt, daB bs, fiir v> N ein regulirer Punkt von
F(2) sei; es ist also o () fir v> N in <0, b> bestimmt (und ana-
lytisch-regulédr). Sei nun

G@,)=0 (v> N),
Wegen S, Se, 8,7 Se folgt daraus G(s)=0 in -0, Sm>y also
; arby,=0 (k)

und — wegen #=0—
=0 | U)

(62) und der Miintz-Lerch’sche Satz [363] geben (unter Beachtung
der Voraussetzung .VI/n =o0) f(H)=0 f.ii. 1n <0, b>. Die Formel

G(s,) = 0 bedeutet aber nichts anderes als /f(t cpv(t) dt = 0, also
hat letzte Gleichung (fur alle v>N) f(£)=0 f£. u zur Folge, w.z.b. w.

Die Bedingung yi/n =.co ist wesentlich, denn sonst exns‘uext

nach [361] in L2 (sogar in C) ein f(¢) nicht £.1i. =0, fiir welches alle by

in(62) verschwmden G(s) ist dann identisch Null, also /cpv(t)f(t) dt=0

fiir alle v>N, d.h. f(f) ist zu allen ¢,(¢) orthogonal
Man verifiziert sofort, daB ein beliebiges unendliches Teilsystem

von {g(f)} alle Voraussetzungen von [491] erfiillt. Infolgedessen -

ist es vollstindig. M.a.W.: {¢(8)} ist ein dicht-vollstandiges System
nach der Definition [247]. (Es ist also auch — inbezug auf L* —
dicht-abgeschlossen).

Das Szész'sche Beispiel fiir {o,} ist
(63) {4 5,87,
wo 0<s,<1, lims,=a<1, s, =a.

Yoo
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Ist nun s reell und von 0,1, 2, ... verschieden, so ist (63) in
<t <1 ein vollstindiges System. In der Tat, F(z) =1 + 2)°
ist fiir {#| <1 reguldr, die Strecke <0, a> liegt in jenem Kreise,
und alle Koeffizienten von F(z) sind von Null verschieden. (Zu-
gleich sieht man den Grund fiir den AusschluB von 5=0,1, 2, ...).
Sei z.B. s =—1, 5,=1/v, a=0; der Szisz'sche Satz zeigt die
Vollsténdigkeit von {1/(v+ £} in <0,1>.
-Die Funktionen sin z, sin’z, log (1 + 2) erfiillen die Voraus-
setzungen fiir F(2); r kann beliebig gewihlt werden. Infolgedessen
(s, =1/v) sind die Systeme

{sin (£/V)}, {sin®(¢/v)}, {log (1 +£/v)}

in jedem Intervall <0, 5> (6> 0) vollstindig, also auch in jedem
Intervall ¢ ¢ < § mit > 0. Es ist log (14%/v) =log (f+v)—log v,
also ist das System

1, log(t+1), log(t+2),

in <ea, 3> vollstdndig.

Die nach [491] gebildeten Systeme werden zu inbezug auf C [492]
‘abgeschlossenen Systemen, wenn die 1 hinzugefiigt wird.

Beweis: F'(z) hat alle Eigenschaften von F(2), die flir
{491] von Belang sind. Infolgedessen ist {z,(f)} ein vollstin-
diges System inbezug auf L* (und L). Es ist demnach inbezug
auf L? abgeschlossen, also auch inbezug auf L abgeschlossen. Ist
k(=0,1,2,..) gegeben und =>0, so seien 7, ¢y, ¢y, ...,cn der
(erfiillbaren) Ungleichung :

b
18— crgl®) — . — cavhlt) | dt <
0
gemifl gewihlt, die fiir 0 Cu b
lj [t — Vc, (t)]dt <e

zur Folge hat; es kommt

gkt n n |
i — Mo u) + 3 cie0) <e 0LueLd),
= j:lj"() Pk )! I

also ist eine gleichm#Bige Approximation von u#*+! durch ganz-
lineare Verbindungen von 1, 9,(1), ..., 9.(&); ... moglich. Da u*+!
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(k=0,1,2,...) alle Potenzen liefert und #° auch (durch 1) approxi-
mierbar ist, so sind nach [122] alle stetigen Funktionen gleichmiBig

approximierbar, w.z.Db.w.

Der Fall s,» oo, Bis jetzt konnten wir die Frage, ob z.B.
{cos ynrt} in <0,27> vollstindig sei, nicht beantworten. Die (posi-
tive) Losung ist erst im folgenden Satz enthalten:

[493] Sei F(z) = f a;2 eine ganze reguldre Funktion von der
=0
Ordnung p; Qn; (j=1,2,..) seien ihre wvon Null ‘faergc/zzgdenen

Koeffizienten (mit Ausnahme won a,) und es sei j§1 1/ny = ooy

a, und an; seien samtlich reell. Ist >0, 8,50 und.
(64:) 2” “—"}"—’“ = 09,
y=1 |SVIP+E
so ist {9,(t)=F(s,t)} in <o, B> inbezug auf L wvollstindig.

Beweis: Sei f({)el (o<t <f) und
B oo
G(s)= [F(st) f(t) dt = 3 anbyst

(ahnlich wie in (60), (61) u. (62), mit <a, B> statt <0, b5>). G(s)
ist ganz und (c, &, 7 konstant)

8
€ PR
(65) 1G] < f‘f(t)l _max erlstF " gt <ec. el
o P
fiir jedes £>0. Ist nun
‘Ig .
Jf@ e pat=0 08

so ist G(s,)=0 (v=1,2,..); die {s,} bilden einen Teil der Null-
stellenfolge von G(s). Nach (6D) ist aber G (s) héchstens von der
Ordnung p, also ist p+e — nach einem bekannten Satze — ein
konvergenzerzeugender Exponent fiir die reziproken Betrige der
Nullstellen von G(s), wenn G(s) nicht identisch verschwindet. Dies
versttBt aber gegen (64). Somit ist G(s)=0 und der Beweis endet
genau so, wie derjenige von [491]. (Im Falle {cos yn ¢} ist
p=1, m=%, <.
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