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III. KAPITEL.

Orthogonalreihen in 72

Das erste Problem der Theorie der Orthogonalreihen ist die
Frage nach der Existenz der Orthogonalsysteme. Die Beispiele
des II-ten Kapitels gewihren noch keinen Einblick in die ,Frei-
heitsgrade”, iiber welche man beim Bauen von Orthogonalsyste-
men verfiigt, obwohl ein jedes Beispiel durch bloBe Anderung
der Reihenfolge oder durch Vorzeichenfinderung bereits zn unen-
dlich vielen anderen fiihrt. Wir betonen, dafi alle Ausfiihrungen
dieses Kapitels den Raum L* zum Gegenstand haben, wenn nicht
ausdriicklich anders vorausgesetzt wird. Andere Réume kommen
im Kapitel VI zur Sprache.

§ 1. Orthogonalisierung.

Es seien fi(9), fo(2), ..., fx(?) n in <a, b= erklirte Funktionen
des Raumes L% Es hat bereits im J. 1879 J. P. Gram in einer
dénisch geschriebenen Arbeit die Frage nach einer Mairix

C=lcy (,k=1,2,..,n)

aufgeworfen, die vermittels der linearen Substitution
#:(8) = 11 fi(®) + ..o + c1a S(2)

©5(2) = €4y f1(8) + oo - Con ful®)
1

..................

'f"n(t) - Cﬂifl(t) + .o + Cnﬂffl(t)

zu einem normierten Orthogonalsystem {7,(f)} fiihrt.
Wir bemerken hier gleich, dafl die lineare Unabhingigkeit
der Funktionen {f;} eine notwendige Bedingung fiir die Existenz
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von C ist. Wiren nimlich die Funktionen f; linear abhéingig, d.h.

n

hiitte man in <a, b> fast iiberall E d; fi(f) = 0 mit nicht simtlich

1=

verschwindenden Konstanten d;, so hitte man—nach einem be-

n
kannten Satze der Theorie der linearen Gleichungen wgldg 9(t)=0
tiir dieselben Z-Werte, d. h. fast iiberall in <a, >, und nicht alle
d (i=1,2..,n wiren Null Dies aber steht im Widerspruch
zum folgenden Satz:
Funktionen eines normierten Orthogonalsystems konnen keine
endliche lineare Abhingigkeit eingehen.

In der Tat liefert eine Beziehung, wie

n

Sdigt)y=0 1 i,
i=1
nach Multiplikation mit ¢x(f) und nach Integration iiber < a, b=
n b .
Sdi[ oty pu(t) dE =0, d.h. di=0 (k=1,2, ..,n).
i=1 a }

Gram hat folgendes Kriterium der linearen Unabhingigkeit
angegeben:

Damit die Funktionen f,(£), fy(£), ..., fu(t) — im obigen Sinne —
linear unabhingig seien, ist die Bedingung A,=~0 notwendig und

hinreichend, wobei A, die Determinante der Matrix || au | bedeutet,
deren Elemente als ,
) an = [ fit) fult) at (hk=1,..,n)

definiert sind.

Der Beweis stiitzt sich auf die augenscheinliche Tatsache, daB
Ap die Diskriminante der quadratischen Form

b
(8)  F(xy, %y .y Xn) =j [, £1(@) + %2 f5 () + ..o + Xa fa(D)) dE

der n Ver#nderlichen x,, x,, ..., X, ist, Diese Form ist als Integral
eines Quadrats stets nichtnegativ und verschwindet fiir ein
anderes x System als x;, =x,=..=x,=0, wenn dieses andere

System die Summe Zx:f,-(t) fast iiberall in < a, > zu Null macht.
. I==1
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F(%y, X3, ...y Xn) verschwindet also nichttrivialerweise, wenn die fi()
linear abhiingig sind. Der Gram’sche Satz wird also bewiesen
werden, wenn wir zeigen kénnen, daB A, =0 fiir nichttriviales
Verschwinden der Form F charakteristisch ist. Nun aber impliziert
Ap =0 ein nichttriviales Lisungssystem fiir die Gleichungen

n

D apxr=0

(i=1,2,..,n.

Wenn man die ite Gleichung mit X; multipliziert und alles
addiert, so kommt

n n
F(Xy, Xoy ooy X) = Exikg Qi Xp = 0.
i=1 =]

Umgekshrt, ist Fx;, %y,...,%,) =0 und {x;} nichttrivial, so ist
wegen (3) k‘=}:1 Xefu(t) =0 f. ii; wenn man mit f«{#) multipliziert,
integriert und (2) einfiibrt, so wird

anx:+ apXs+ . Ainxp =0
woraus bereits A, =0 folgt.

Die Determinante A, ist stets nichtnegativ. Es sei n#mlich

Aj=llan| (4 k=1,2,...j), Di* die zu a,; gehorige Unterdetermi-
nante von A;. Dann ist

(i=1,2, .., n),

brojo 2 i .. L

B;= | [ ) Df-"fa«)} dt = 3 D}* ¥ D a,,=DJ A,
a La=1 a=1 B=1 )

also By = A;_1.Aj; es ist a;; > 0 und B; >0, also 4,20, A, >0

u. s. w. (Null ist 4; nur bei linearer Abhingigkeit; dann ist

Jo.
XD ) =0 t ).

=1
Erbard Schmidt hat im J. 1905 folgende Methode zur Berech-
nung der Koeffizienten cy in (1) angegeben. FEr setzt von vorn-
herein ¢z =0 fiir 2>/ und verlangt, daB die Ausdriicke

7.(f) = ¢ f1(D),

&) ©y(8) = €a1 f1(E) + Cas fo(®),

wu(t) = Cur F(E) + Can Fol8) F oo+ Can ful)

“ orthogonal und normiert seien.

[313]
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Man sieht, daB alle ¢y von Null verschieden sein miissen,
denn wire ¢; =0, so wiren (%), ..., pf) durch f1(®), ..., fi—1(¢) linear
ausgedriickt, also linear abhingig, gegen -[311]. ci = 0 erlaubt (4)
nach f aufzuldsen und es kommt sukzessive

fi) = iy 0,(2),

falt) = dyy 0, (&) + sy 0y(2),
(5)

fn(t) = dn '~?1(t) + dng %(If) 4+ o+ din ’-Pn(f)-
Fiihrt man in die Formel (4) fiir ¢(f) (1>1) die Werte (5)
fiir fi, fa, ..., fi—1 ein, so erhdlt man

o) = M 21(8) + Mz 2a(8) oo+ Myim1 Qi (8) + i i),
und die Orthogonalitit von 9x(f) und @i(f) (&< i) liefert

b

M+ Cii_/‘ ox(t) fit) dt =0

a

) (k=1,2,.., i—1)

b
ci wird aus der Bedingung f'p?(t) dt =1 bestimmt, nachdem die

}ir den Gleichungen (6) gemdf berechnet wurden.

Wir konnen aber {¢} auch direkt berechnen. (5) verlangt, da3
e{t) zu fi(f) orthogonal sei, sobald 2 <i Legen wir also der
Funktion z/¢) die Bedingung der Orthogonalitit zu f,(£), fo(£), ..., fi-1(f)
auf; dann resultiert bereits aus (4) die Orthogonalitit der {¢} zu-
einander. Es folgt fir £=1,2,..,i—1

b i b i
0= [1ut) ey dt = 3 | 1) fit) dt = ey

Es soll also {c;} (j=1,2,..,0) ein Losungssystem {x;} des
Systems der {— 1 Gleichungen
i
Edijj=0 (k=1,2,,l—1)
J=1

@

mit { Unbekannten sein. Die lineare Unabhingigkeit von f(f),
SfaE), ooy fu(f), also von fi(£), f5(0), ..., fimi(£) ({>>1), sichert fiir (7)—
nach dem Gram’schen Kriterium [312]—den Rang i—1, es ist also

Xy = My

(j=1,2,..,0) "
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mit beliebigem A, wo p; den Faktor von & in der Entwicklung
der Determinante

1
[ El 52 Ei
i
a a ce. Qg
(8) ; 11 12 1 |
2 Ai—1,1 Qi-12 Aiy,i i

nach der ersten Zeile bezeichnet. Schreiben wir dasselbe fiir alle
i (i=1,2,...,n), so miissen wir obere Indizes / einfiihren und erhalten

o, (&) = 21900 @),

© eo(t) =2 p £,(8) + 2P o P £y (1),

a(t) = N pf £,(8) + 27 0 £y(8) + o + 2D 0P 1),

Es ist dabei p{?=£0 (/=1,2, ..., 7) und, die Orthogonalitit
einmal gesichert, kdnnen wir durch die Wahl von 1@ (i=1, ..., n)
die Normierung erreichen; es geniigt (und es ist notwendig) A9
aus der Gleichung

b 2
0y | (}3 :¢§Pfk<t>) dt =1
zu bestimmen. Das Quadratintegral ist positiv (sonst wiren die Z
ersten Funktionen f abhiingig wegen n!?=£0), es 1iBt sich also
M auf zwei Arten berechnen. Es hat also das Schmidt’sche Ver-
fahren genau 2" Lisungen, die sich durch die Vorzeichenwah! bei
den Funktionen {* z;} voneinander unterscheiden.

'Der_ Schmidt’sche Prozess hat den wichtigen Vorteil, daB die
Formeln (9) ihre Giiltigkeit behalten, wenn man zum System f;, ..., /»
eine neue Funktion f,1(f) hinzunimmt. Die Formeln (9) bleiben
unveridndert und ist f,41(¢) von f,..., f» linear unabhiingig, so ist
der Prozess um einen Schritt weiter zu fiihren und liefert eine
Funktion ¢.44(f), die za den bereits erhaltenen v orthogonal, selbst
aber normiert ist. Daher:

Hat man eine unendliche Folge {fi} von linear unabhingigen
Funktionen in L* so laBt sich ein normiertes Orthogonalsystem {z;}
bilden, welches mit {fi} durch unendlich viele Formeln (4) und (5)
verkniipft ist; die Diagonalkoeffizienten cy, di sind simtlich won

S. Kaczmarz und H, Steinbaus. Theorie der Orthogonalreihen. 5
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Null verschieden und alle c und dix sind eindeutig bestimmt, wenn

man verlangt, daf3 die ci; positiv seien. ‘
Ist nun K irgend ein Raum, SO ist die Vollsta‘ndigk_eit des

Systems {fi} inbezug auf K mit der Volfstd/fdigkezt von {o;} inbezug

anf K dquiﬂbalent. Denn ist || g |x =0 fiir ein & (£) € K, sobald alle

Integrale /"g ) fu(t) dt (k=1,2, ...) verschwinden, so mull auch
lgix Nullasein, wenn g (f) zu allen ¢x(f) orthogonal ist, da ja aus

b

ey ayat=0

a

(k=1,2,.),

b
vermoge (8), [£(®)ft)dt=0 (k=1,2,..) folgt. Der umgekehrte

SchluB stiitzt sich auf (4).

Auch ist die Abgeschlossenheit von {fi} inbezug auf K mit der-
selben Eigenschaft won {9} dquivalent. Ist nimlich g (¢) € K und
gibt es zu £ >0 Zahlen ay, ..., @» mit

(10) I g@® -"gl a: fit) e <,

so fiihrt die Substitution (5) auf

" ,
g2 b5t k<
d. h. auf die Abgeschlossenheit von {¢;}. Den umgekehrten SchluB
liefert (4).
Ein Beispiel fiir die Orthogonalisierung. Es sei

<a,b>=<—1,+1> und fif)=1t"1 (i=1,2,3,..).

Es kommt
+ " | ~%—> wenn i+ k gerade
[ LE—2 R—1
ap= [ trzdt ={ It
-1 0, wenn i+ & ungerade.

U«(zg) B 2,

b

Bs ist o) =1/y/2 und pf =0,

also ,(f) =22t
die Bedingung '

+1
400y fdt =1
-1

gibt ¢4(t) = V/3/2£. Das in dieser Weise erhaltene ON heifit das
System der Legendre’schen Polynome. '
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Allgemeine Orthogonalisierung. Es sei 7,{(f),..., 7.()
ein ON, welches aus f(£), .., f2(f) vermitftels des Schmidt’schen
Verfahrens gewonnen wurde. Schreiben wir

91(8) = ey, 5.(8) 4 €1a3a08) + . e Tall)
(11)

':Jrz(t) = €n1 ?1({) + €nn 'S_(Z) i ol ’.Cyz(t) s

so kommen wir auf ein System {%}, welches nach Einfithrung der
Werte (9) fir {7} auch durch {f} ausgedriickt erscheint.

Wir werden zeigen, daBl wir auf diese Weise die Frage, mit
welcher dieser § beginni, dann und nur dann l8sen kbnnen, wenn
die Matrix ey = E =zeilenweise orthogonal und normiert ist; in
diesem und nur in diesem Falle wird {3} ein ON sein.

Definition. Eine Matrix e;  heilt zeilenweise orthogonal,

n
wenn 3 e =0 fiir /==j; sie heiBt zeilenweise normiert, wenn
k=1

2eh=1(=1,2,..,n). Analoges gilt fiir Spalten.
=1
Beweis: Ist {4} ein ON, so gibt (11) unmitielbar — da {z}
ein ON ist —
. 0 fir
Nepen = bilt) U(0) dE = |
=1 : ’ 11

— a

i==]

i=j,

(12)

fiir
w. z. b. w.

Umgekehrt: ist ;. zeilenweise orthogonal und normiert,
so zeigen die Formeln (12), wenn man die Integrale voranstellt,
daB {4} ein ON ist. Wir behaupten, dal wir durch Verbindung
der Substitution (11), wo | &; . eine beliebige zeilenweise orthogo-
nale und normierte Matrix ist, mit den Schmidt’schen Formeln (9)
alle Systeme {%} gewinnen, die das Problem der Orthogonalisierung
des Systems {f} losen. Tatsichlich, ist {{} ein solches System und

b(2) 21;; f fo(E) (i=1,..,n),

so kommt wegen (5)

Yty = X enzalt)

A=1

i=1,..,n),

[318]
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o {z} dle Schmidt’schen Funktionen sind, und der Schluf (12)
zelgt daB | es| zeilenweise ON ist.

Die Matrizes | e | = E sind aus der euklidischen r-dimensio-
nalen Koordinatengeometrie bekannt: ist Xy, Xy, ..., X, ein rechtwin-
kliges Koordinatensystem und ¥y, Ve, ..., Vn ein ebensolches (mit
demselben Ursprung), so _hat man

2 eir Xi

k=1

(18) (t=1,..,n),

und die Koeffizientenmatrix E = | ex| ist zeilenweise normiert-

orthogonal. Es ist leicht zu zeigen, daBl dann
n
14) =k§ eri Y i=1,..,mn),

(was aus der Bedeutung von ez als Cosinus des Winkels zwischen
x; und ¥ ersichtlich ist). Es ist also die zu E inverse Substitution
E-1 durch bloBe Vertauschung der Zeilen mit den Spalten zu
gewinnen. Da die Formel (14) dieselbe geometrische Bedeutung
hat wie (13), mu8 E-! als Substitutionsmatrix von (14) ebenfalls
zeilenweise orthogonal und normiert sein. Infolgedessen ist E
spaltenweise orthogonal und normiert.

Bekanutlich (Kronecker, Hermite, Cayley) lassen sich samthche
Matrizes E erhalten, indem man fiir e; n® geeignete rationale
n(n

Fuanktionen von —*2:3 Parametern einfiihrt und sodann diesen

Parametern alle moglichen Werte erteilt.
Der Determinantenwert von £ ist = 1; setzt man nimlich (14)
in (13) ein, so erh#lt man die identische Substitution. Es ist also

E.E1=1L,

wo L die Einheitsmatrix bedeutet. Fiir die Determinantenwerte
folgt daraus |(E|.]E-'|=1; da E-! durch Vertauschung von
Zeilen und Spalten aus E gewonnen wurde, ist |E|=|E~1|, also
{El==%1, w. z. b. w.

§ 2. Orthogonalisierung im lingeren Intervall.

Das Problem der Orthogonalisierung eines Systems von linear
unabhingigen, in <a,b> erklirten Funktionen {f,} kann man
anders als im § 1 auffassen. Man kann nimlich fragen, ob man
nicht etwa durch Erweiterung der {f,} auf ein iiber <a, 0>
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hinausragendes Intervall die Orthogonalitit erreichen kann. Die-
selbe Frage hat einen Sinn auch in dem Falle, wo { Ja} bereils in
<a, b> orthogonal ist; die triviale Erweiterong , f-{¢)=0 auBerhalb
<a, b>* hebt die Vollstindigkeit auf; eine nichttriviale Erweiterung
auf <a,c> mit a<<b <c ist stets moglich, und zwar nur so, dafl
{fa} in <b, ¢ orthogonal sei, wie aus der Formel
?v c

= f Ft) fult) dt = [ 4 ,/ = [0 fu) di
a b

unmittelbar folgt; augenscheinlich darf {f,} in <&, ¢> ein belie-
biges O sein.

Ist { fo(2)} irgendein System won in —a, b~ erkldrten Funktionen
aus L*, so lassen sich die f,(t) so in der Ve rlangerung < b, > von
<a, b= definieren, daf das System in <a,c> orthogonal wird.

Wir erinnern an die Matrix (7) in [212] (3). Jede Zeile von (T)
wird zur Definition einer Funktion f,(f) benutzt. Man teile 5, ¢ >
in Teilintervalle {/;} vermittels einer Punktfolge, die wachsend
gegen ¢ konvergiert; ist z, das k-te Element der n ten Zeile von
(T), so setze man

fn(t) =0 fﬁl’.‘

fie)=1 fir
b

“iffﬂ(u)fp(u) du-—r;l-«? fiir tel

L

fE[gg,
tel,

wenn =10 (rn > 1),

wenn =1,

falt) = (n>1),

wenn £ =1 und ¢ die p-te Einheit in der Zeile ist, wo p << n; ist
¢x eine der weiteren Einheiten und # ¢ i, so soll f,(f) =1 gelten.
<

Zuniichst zeigen wir, daB [fi(f)df endlich ist. Es handelt

sich blofl um h/‘:f,'f(t) dt. Aber in der n-ten Zeile von (7) gibt es

b
nur endlichviele Einheiten mit p <n; das Integral iiber die ent-
sprechenden /. ist selbstverstiindlich endlich; in sonstigen [, ist
b

fa <1, also ist [fit) df <=0

Beweis der Orthogonalitiit: Fiir > 1 und p <n ist

/ Fuld) fot) dt = / Fal®) Fo®) dt [ Full) Fit) dit + / Falt) o) dt,

)

[321]
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wo k(p) der Spaltenindex der p-ten Einheit der n-ten Zeile ist,
D aber den nach Abzug von Iy bleibenden Rest von <b,c>
bezeichnet. Die zwei ersten Integrale rechts heben sich auf ver-
mége der Definition von fu(8). Da in der 7n-ten und p-ten Zeile
nur in der k(p)-ten Spalte gleichzeitig Einser stehen; ist unter / stets

D
der eine oder der andere Faktor Null. Daher: / Ja(t) fo(t) dE = 0.

Will man das System [321] normieren und dividiert zu diesem
c

Zwecke jedes f,(f) durch 1/~‘/‘f3(1f) dt, so fndern sich die fu(f) auch
in <a,b>. Es ensteht dig Frage-nach den Eigenschaften eines
Systems {f«(£)} in <a,b>, die eine Erweiterung zu einem ON in
einem < @, b> umfassenden Intervall ermoglichen. L Schur beant-
wortet sie, wie folgt:

Ist {fu£)} in <a, b= erklart, 0<<a<b<1, fu(tye L2, so ist eine
notwendige und hinreichende Bedingung fir die Existenz eines ON
{za(t)} in <0, 1> mit ou(t)=fu(t) in <a,b>, daf3 das Maximum von

[ 5 ws] a

oo

unter der Nebenbedingung > & =1 gleich 1 sei.
=1

Die Erweiterung eines Orthogonalsystems. Es sei
{0a(2)} ein ON in <a,b>; setzt man ¢,(f)=0 in <b, c> fiir alle n, so
bekommt man ein unvollstindiges System (f({)=0 in <a,b>, =1
in <&, ¢ ist zu allen ¢ in <a, c> orthogonal). Ist nun {y.(?)} ein
ON in <&, ¢> und setzt man

Pu(t) = 2u(t)

; Palt) = pnl0) tiir
mit )2+ u2 =1, so ist {¢.(¢)} ein ON in <a, c¢=.

Dieses System ist unvollstindig. Setzt man némlich

gn(t) = pdn(t) fiir

gn(t) = —¥/ml?)

fir fe<a,b>,

te<b, c>,

te<a, b=,

fir fe-=b, c>,
so kommt

[ty dt = pr 422 =1,
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und fiir n=m

< b €
| 2a(t) gult) dt = _/ 1Yt Yal2) dE | wpa(?) Ym(E) dE = 0,
a a h
fir n=m
€ b ¢
| zalt) gnt) dE = [ 2adin(@) dt = [ (— ) 72() A1 = 0,

&

also stets 4{';,.;(z)gm(:) dt = 0.

Kostitzin, dem man obige Bemerkung verdankt, wies darauf
hin, dafl
T1s 810 T2y B35 wees T Eny -
bereits ein ONV (d. h. ein orthogonales, normiertes und vollstin-
diges System) in —a, ¢ ergibt, wenn {7} und {7} vollstindig ist.
Wir haben gesehen, daf3 die g zu den 7 orthogonal sind; da8

sie untereinander orthogonal sind, ist unmittelbar klar. Um die
Vollstandigkeit zu priifen, setzen wir
[R@y zaydt =0, [h() geydt =0 ().
a a
Es folgt

L[ Rdt o hyade =0, | bgdt—3 [ hysdt =0

a I a ]
Phooow f
und, wegen . —3 | =—1,
h 3
[k (2) () dE = 0, [ Rty 78) dE =0
a b

fiir alle 7, also — infolge der Vollstindigkeit von {J,} in ~a, b=
und von {7} in <b,c>— h(f)=0 f i in <a,b- und <b,c>
Dasselbe lif3t sich fiir drei und mehr Intervalle (Mengen), ja sogar
fiir Intervalifolgen durchfiihren.

Es sei A, eine Folge von Intervallen (Punktmengen) mit

Ap ¥ Ag=0 fiir p == q. Es sei {55(f)} ((=1,2,..) ein ONV auf A4,.
Es sei

Zpg i (p,qg= 1,2, -")

eine unendliche Matrix, die zeilenweise orthogonal, normiert und

vollstéindig ist; letzteres heifit, daB man zu | %, | keine Zeile hin-
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zuschreiben kann, so daf die Matrix orthogonal und normiert
bleibt. Wir bilden ein System { i

apr pir(t)  fir

opq Piqlt) fiir

0 =

.....

Das System {/7(®)} (i, p =1,2, ..) ist ein ONV auf =24,

Orthogonalitdt: Es ist fiir i~ ]

[y £ty dt = 21 g ng [ Palt) @rq(t) dt = 0,
po 7= Ag

wegen der Orthogonalitit von {9,(f)} auf 4, Fir p = n ist

[776€) 17@) dt = 3 opq 0ng [ 4ia(8) dE = 3 tpg000 =0,
¥ g= 4, =

wegen der Normiertheit von {9} und der Orthogonalitét von ||e,,]|.

Normiertheit: Es ist—wegen der Normiertheit von i{g,(f)}
und [[opq || —

[Py dt= 3o, [dutydt= Zep=1.
3 g=1 A 7 g=1

Vollstdndigkeit: Es sei g(f) in ¥ erklirt, g € L? und
[g(t) Pty dt =0
b

fiir alle { und p. Man setze

i =[& (@) pult) dt.
Aq
Bs wird

0=[2Of" O dt= Sopgq  (P=12.)
es folgt g, =0 (7=1,2,..), da ||, | vollstindig. Dieses gilt fiir
alle /. Es ist also (bei festem ¢) gi; =0 (i=1, 2, ..). Die Vollstin-

digkeit von {7,(f)} auf A, ergibt g() =0 f.ii. auf A,, also auch
auf X.
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Obiges erlaubt uns ONV-Systeme fiir das Intervall < 0, o) zu
bilden. Hat man nimlich ein ONV jn - 0, 1> und nennt man es

A70(f)}, so kann man f{zy(f)} in <g—1,9>
Pig(f) =t —g+ 1)
erkldren, <¢—1, ¢ > mit A, bezeichnen, eine beliebige ONV-Matrix
|2y, withlen und die vorhergehende Theorie anwenden.
Wihlt man z. B. als :{7::(?)} das trigonometrische System fiir
<0,1> und als =%,, die Matrix der identischen Substitution
(%2p =1, %55 =0 fiir p == ¢), so kommt (II, § 4)

vermittels

[;Hsm—zr fir p~1<ip
{ fiir andere ¢

A9 = (Pi=1,2,.).
Dieses System ist ein ONV in LiBt man fiir p die
Werte 0, —1, —2, ... zu, so erhdlt man ein ONV in (— =c, 4 =),
und zwar das einfachste bekannte Beispiel.

<0, oo,

In den Anwendungen (harmonische Analyse) braucht man
manchmal Orthogonalentwicklungen in unendlichen Intervallen;
dabei wird oft die Orthogonalitit anders als iiblich erkldrt, und
zwar als
1 7
57 | 2 {t) 2ty dt =

Im}
i) __?"

(i%=%& T>0).

Priifen wir z. B. das System {cos it} auf diese Orthogonalitit
hin. Es kommt

+T 1 +71
T_T/cos it . cos kt.dt ﬁziﬂf_T/ E(cos(z—i-k)t-'—cos(z—k)t)dt
’ sin(i+ k¢t sin(i—£k)1t17 1/ 1 1
= — j-./* """ "*0.
47[ ite T i_z ] = T(Ti+k§+;i-k§)

Dabei diirfen 7, & beliebige reelle Zahlen sein; es ist also das
System {cos it} (i=reell) in diesem speziellen Sinne in (—oo, +oc)
orthogonal und besteht aus ¢ (= Kontinuum) verschiedenen Funk-
tionen.

§ 3. Uber die beste Approximation.

Ist {f{n)} (i=1,2, ..
die beste Anndherung an g (t) im Sinne der kleinsten Quadrate (II § 6),
so mufi die Differenz

, n) ein beliebiges System und ist Vc, fi(®)
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n

(15) gt)— 3 af)="h)

zu samtlichen f{f) (=1,2,..,1) orthogonal sein.

Beweis: Es seien die fi(f) linear unabhingig. Bilden wir
nach Schmidt ([313]) ein ON-System {p«(t)} und drticken {fi(£)}
durch {z«(%)} aus; (15) geht in

(16) h(t)=g@®) *é: di 9(?)

iiber. Da die Norm [/ (£)|| minimal sein soll, muBl nach II, § 6
b

di =g (t) wilt) dt (i=1,2,..,n)
sein, woraus wegen (16) ’

‘/lih(t) ity dt =0 (i=1,2,..,1)
unmittelbar folgt, was wieder

_ /q/z (O fi(tydt =0 ()

zur Folge hat, denn die f; driicken sich linear durch die w; aus.
Wiaren die fif) linear abhingig, so wiren darunter k£ linear
unabhingige f,(t), fo(f) ... fo(f) und die restlichen (2—Fk) liefen sich

linear durch jene ausdriicken; D cif{t) wire dann eine lineare
: =

{I‘ -
Verbindung von fi(f) (j=1,2,...,k) und man hitte [k (¢)f(t)dt=0

b
(j=1,2,...,k), woraus ‘//z(t)fi(t)dtzO auch fiir die restlichen f folgt.

[831] bringt die Frage nach dem Minimum der quadratischen

Form
b

F %y, %y oy %) = | [g GRS ﬁ(t)] dt
. a2 i==
auf die notwendigen Bedingungen
b n -
1" / [g ® _2—; x: (6 fu®) dt =0 k=1,2,..,n),
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b
oder—wenn ff,{t) g (tydt = g; geselzt wird — auf das Gleichungs-
system ‘
(18) faik Xp=gi (i=1,2,...n0),

R

wo i in [312] (2) erklirt wurde. Verschwindet nicht die Gram’sche
Determinante 4,, d. h. die Determinante der Matrix . a» ,
so ist das System (18) eindeutig auflésbar. Wir bemerken aber,
daBl es auch im Falle A, =0 auflisbar ist. Denn sind 7, %,v, ..., ©
nicht alle Null und

(19) g w0y = 0 (k=1,2,...n)

eine der (sicher vorhandenen) linearen Relationen zwischen den
Formen (18), so ist L{f)=2fi(t) +of{)+..+ufu(H)=0 . 4., weil ja (19)
. ,

[fy L@y dt =0

a

k=1,..,1n)

zur Folge hat, und, wenn man hier k=1, j, ..., @ setzt, mit 7, p. .., ©
b

multipliziert und addiert, f L*(#ydt =0 resultiert. Daraus folgt

4]

[L(tyg(@ydt =0, also rg:+ 1g; -+ .. - 0gw =0, d.h. daB dieselbe

lineare Beziehung, die laut (19) die i-te, j-te, ..., w-te Linearform des
Systems (18) verbindet, fiir die freien Glieder g gilt; dieses ist
aber zur Lisbarkeit hinreichend (und notwendig).

Damit ist (18) als notwendige Bedingung fir das Minimum
wvon F(X,, X, ..., Xn) erkannt. Wir wollen zeigen, daf3 diese Bedingung
auch hinreichend ist.

Wir unterscheiden zwei Fille: 4,0, A,=0.

Im ersten Fall lassen sich die f, fas ..., f» orthogonalisieren;
es sei {v{f)} das so erhaltene ON. Setzt man in dem die Form
F(%,, Xo, ..., X;) definierenden Integral fiir {f(f)} die Ausdriicke
®) ein, so wird

b 9 .
F(xu Xay vy x”) =~/ [g ({) "Z;Y-; Yi ".:1(2‘)} at =@ (3'15 Vg eeey yﬂ)

mit
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X, =C Vi +en Yot o+ Ya,
Cop Yot e+ Craya,

gy = dyy Xy doy Xo oo+l Xny
Vo= Aoy Xy oo dn2 Xny Xy =
(20)

.......
.........

y,z == dmz xﬂ, Xn=

Es geniigt also das Minimum der Form D (Y, Vo, ...,y,,). zU bestimm‘en;
dieses ist in [261] und [262] schon geschehen: es gibt genau eine
b

Losung yi = /‘g(t) oft) dt (i =1, ..,n), von der man mit Hilfe von

(20) zu den agesuchten x iibergebt. Da es nur eine Losung gibt,
(18) aber eindeutig aufldsbar ist, so ist (18) hinreichend.

Tm zweiten Fall ist der Unterfall 7(f)=0 £ i b(i: 1,..,7)

trivial; alle Systeme {x;} 16sen (18) und alle liefern f g%f) dt als

a
Minimalwert. Es seien also f(£),...,f»(t) linear unabhéngig (1<{p<n)
und die restlichen n—p Funktionen durch jene p ausdriickbar.
Wir betrachten

ﬁ(xls Ky« xﬂ) [ [g @ _lef,(lf)] dt

<

[=]
und finden, wie oben, ein Minimalsystem xi,xu vy Xp fiir F

n V4
Da > xif{t) auf die Gestalt > x;fi(¢) (durch Ersetzung von fi(£)
=1 i=1
- 1aBt, liefert
(21) ;1: ;29 s

..., n) durch lineare Ausdriicke in fj, ..., f;) sich bringen

X, 0,0, ..., 0

das gesuchte Minimum. Es ist bloB zu priifen, ob andere LOsungen
von (18) denselben Wert fiir F(x;, Xs,.., X,) wie (21) liefern,
Das ist -aber leicht einzusehen; sind xi, xb, ..., x5, xI, x4, .., xI,
zwei Losungssysteme von (18), so ist

n n
(22) 2 xift) =2 5l fit) .,
i=1 i=1
denn schreibt man x}— x! =¢; so hat man
n n n
2tnse=0 (i), 2 & D) Qipbr =
k=1 i==1 k=1

also ([312], (3))
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4

n 2
|/ ( e fz-(t)) dt=0,

a

was (22) zur Folge hat.

Jetzt konnen wir das Minimum von F unmittelbar (ohne
Orthogonalisierung) bestimmen. Das System (18) hat im Falle
An == 0 als einziges Lisungssystem

23 Xp= F
(28) e=

wobei die Determinante A, aus A, gewonnen wird, indem man
k

(k=1,2,..,n),

die k-te Spalte in A, durch g,, g, ..
(23) nach (17)

.» &n ersetzt. Nun gilt aber in

F (X4, Xay wony Xn) = /b {g(t)— X ﬁ(z)] [g (z)—— , xz f,(t)]
2 . b

=jgﬂ§m—£mﬁﬂﬁ=ﬁﬂm#3§&n.

b

Schreibt man hier /g(l) dt = g,, s0 kommt

&o &1 £n

Min F(;, Xa, oer s Xn) = &y — ifgk‘-x,,:i I
Apr=1 & o

gn am Qnp

Diese Determinante ist nichts anderes, als die Gram'sche
Determinante G(f,, fi, ..., f») des Funktionensystems f,(£), f,(£), ..., fa(t),
wo fo() fiir g(¢) geschrieben wurde; dieses fiihrt zur Formel

G(gvfhfZ’ "'9fﬂ)
G(flafzy -~-:fﬂ)

Xn) =

Min F(xy, X, ....

oder

Min | g () — “ 2 xifit)

’\ 1

lfG®ﬁJywﬂL
- G Lo s fo)
Damit haben wir einen Ausdruck fiir die beste Anniherung

an eine gegebene Funktion in L? durch lineare Verbindung von n
gegebenen, linear unabh#ingigen Funktionen.
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Ist fuya(t) durch fi(8), ..., fa(?) linear ausdriickbar, so 148t sich die
Approximation durch Heranziehung von Furi(®) nich.t verbessern; wiir-
de nimlich das Minimum kleiner werden, so kdnnte man Jra(2)
durch den linearen Ausdruck ersetzen und das Minimum [333]
verkleinern.

Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf die
Hinzunahme won fqi\(f) die Anndherung nicht beeinflufle, ist die
Orthogonalitit won fnii(f) zu der Differenz

rt)=g(t) 1§ RAGY

(wo {;:k} das Losungssystem der Approximationsaufgabe fiir n Fun-
ktionen fu(t) bedeutet).

b
Ist némlich . [ 7(¢)fara(?) dt = 0, so ist
¢ b I} b

5 . - -
[Ir@®) = o dt = | @) di+22 [ Fratty at > [redt, d

a a

£ = ERAO e ®] > ] 2B = Z SO

b

:
Ist aber [r(f)fun(t)dt =0, so ist [ [r() — Muna (O] i

a a
b b

. < [ r(tydt, wenn % das Vorzeichen von _/‘f(f)fnﬂ(f) dt hat und

a

b

2 o 2| [7() fuss(d) dt‘
2 2] |7 (®) faralt) at, >0 [faa(@) dt, |M]<—— ist.
[frnttyat

§ 4. Abzihlbarkeit.

Eine normierte Orthogonalmenge .in L? kann abz#hlbar-
unendlich sein, wie wir an den Beispielen des II-ten Kapitels gese-
hen haben, es kann aber keine groBere Michtigkeit besitzen.
M.a W. Ein ON in L* besteht aus hochstens -abzdihlbar-unendlich-
vielen Funktionen,

Beweis: Am Schluf von I, § 2 gaben wir ein abzéhlbares, in
L* iiberalldichtes Funktionensystem an; bezeichnen wir es mit
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{w@i(t)}. Ferner sei {z (£)} ein ON; sind 7,(f), 7:(f) zwei verschiedene
Elemente von {3z}, so ist

h
(24) Ba—gn =1 [ (0 — )P dt = 2
[#4
Es sei i(») die kleinste natiirliche Zahl mit
z., - u'v:.“; < 9... .

Fiir 2==7 (2, > sind Zeichen, keine Zahlen) ist 7(z)==i(3). denn
12 12

t = oo el B o e <
< 5 TETT %igwy PRI E I !
2 2

[

sonst wire | 7, — Wiy
gegen (24). Die Funktion i(2) bildet also die Menge {z} einein-
deutig auf einen Teil der natiirlichen Zahlenreihe ab, woraus die
Endlichkeit oder Abz#hlbarkeit der Menge {z} aller Indizes resul-
tiert.

Es ist klar, daB jedes endliche O erweitert werden kann; zu
den Funktionen =,(2). 7.(¢), ... ., $.(¢) braucht man nur ein unabhin-
giges f(f) hinzuzufiigen und aus den » -+ 1 Funktionen durch
Orthogonalisierung 7,-.:(¢) zu bilden.

Die Eigenschaft der Vollstiindigkeit oder der Abgeschlossen-
heit ist von EinfluB auf die Anzahl:

Ein wvollstindiges System ist stets unendlich.

Besteht das System aus [;(7), fu(2), ..., [=(#), so kann man ein
Polynom n-ten Grades P(f) =0
Pty=u9,+u t ..+ 21"

s0 bestimmen, daB3
b

[ Pt FAt) dt =0

a
sei; dieses fiihrt auf 7 homogene Gleichungen mit #z-+1 Unbekannten
%y %y, -e y @n, die man bekanntlich nichttrivial 16sen kann; P(t) ist
dann nicht Null, und die Unvollstindigkeit von {f} erwiesen.
[341] und [342] liefern das Resultat:

Ein ONV ist stets abzdhlbar-unendlich.

(i=1,2..,n)

Ein abgeschlossenes System (kurz: ,A*) ist stets unendlich.
b n L
Ist ndmlich f f@ — _Sc,—f;(t)] dt < e fiir gewisse {¢;}, so lie-
= i=1
fert das Hiufungspunkiverfahren ein {d;} mit

[342]

(343
[344
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b n 2
;[ [f ) — é‘l d; ﬁ(t)] dt =0,

also f(£)= Y difi(¢) f.1. Wihlt man fiir f(£) nacheinander 1, ..., ¢,
i=1
so resultiert eine lineare Abhingigkeit der Potenzen {#*} (k=0,1,..,,n)
untereinander, gegen einen elementaren Satz der Algebra.
Ein ONA ist stets abzahlbar-unendlich.

Dieser Satz folgt aus [341] und [344].

Jetzt bringen wir Siétze, die vollstindige oder abgeschlossene
Systeme auf abzihlbare reduzieren:

Jedes abgeschlossene System enthdlt einen abzdhlbaren abge-
schlossenen Teil. :

Beweis: Sei {wi(f)} das in [841] so bezeichnete und
{f(®)} das gegebene, inbezug auf L? abgeschlossene System; wir

bezeichnen mit 4 (Z) eine lineare Form ), c;fi(¢), wo die f: beliebig
i=1

aus {f} zu wéhlen und die ¢; beliebige Konstanten sind. Wir bilden
das Schema

hyy
hyyy R
@) R
hpla /sz, ey hﬂﬂs

Wo By (p, 0 =1,2,..) ein A(?) ist, welches die Ungleichung
[| wg — Pq I <1/p

erfiilllt. Zu jedem Zahlenpaar p, ¢ (p > q) gibt es ein /%, denn
{fi} ist abgeschlossen. Ist 7 natiirlich und >0, so ist fiir p > n,
p> 1/8} q=n

[lwn = By || <.

Betrachtet man jetzt bloB jene fi(f), die zum Bau der 7%,, des
Schemas (25) gebraucht wurden, so bilden sie einen hé&chstens
abzéihlbaren Teil von {f}, denn {%,,} ist abzihlbar und jedes /%,
setzt sich aus endlichvielen f; zusammen. Lineare Verbindungen
der Elemente dieses Teiles {fi} nihern jedes w;(f) beliebig genau
an. Da {w;} tberalldicht ist, sind es jene linearen Verbindungen
auch. {f;} ist also abgeschlossen; es ist hichstens abzihlbar, also—
launt [344] — abzihlbar.
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Jedes wollstdndige System enthdlt einen abzdhlbaren wollstdn-
digen Teil.

Beweis: Es sei {f} inbezug auf > vollstindig. {f} ist ein
Teil von L?.L? ist aber separabel (vgl. [139]); es geht darum, zu
zeigen, daB {f} separabel ist; dies ist der Hauptpunkt des
Beweises. Sei {gi} ein abziihlbarer, iiberalldichter Teil von L2
Es sei ¢; die Distanz (g, {f}), d. h. die untere Grenze der Distanzen
(g f) tir alle fe{f}. Es gibt also ein f;, so daB

(& —fil <&Vl

Wir behaupten, daB die hdchstens abzihlbare Menge {f;} in {f}
iiberalldicht ist. Es sei ndmlich f ein Element von {f} und >0,
Es gibt dann ein g; mit {>3/; und

g <Es;
infolgedessen ist ¢; <<e/3; es folgt

g —fil <1<, also S=fi <
Jetzt zeigen wir, daB {f:} vollstindig ist. Ist nimlich fiir
ein 2(¢) e L?
bl
[ Ry fitrdt =0 0]

a

(26)

und f(#) irgend eine Funktion aus {f}, so enthilt, wie eben be-
wiesen, {f;} eine gegen f(f) stark konvergente Folge und (26)

liefert
b

Jr@) Fyde =0 ()
a
fiir alle fe{f}; es ist also £()=0 f.ii. Daher ist {f;} vollstindig;
da es hochstens abzihlbar ist, so ist es nach [342] abzihlbar und
damit [347] bewiesen.

Dagegen braucht ein System von kontinuierlich-unendlich-
vielen linear unabhingigen Funktionen nicht vollstindig zu sein.
Es sei S die Menge aller Funktionen aus L? im Intervall <0,1>;
definiert man jede Funktion in (1,2> als Null, so hat man ein
Kontinuum von Funktionen in <0,2: erklirt. Dieses Kontinuum
enthdlt einen Teil 7 von gleicher Michtigkeit mit lauter linear-
6 ]

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen.
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unabhingigen Elementen. Setzt man A()=0in < O.,1> und =1
in (1,2>, so ist 2(f) zu allen Funktionen des Kontinuums T or-
thogonal und nicht Null f. i
§ 5. Vollstindigkeit und Abgeschlossenheit.

In diesem § sollen einige Eigenschaften der vollstédndigen
und der abgeschlossenen Systeme angegeben werden.

Ist ein System in <a,b> wollstandig und ist a <b'<b, so ist.
es auch in <a,b' > vollstandig.

Diese Eigenschaft ist sofort ersichtlich, denn ist

b

[fergwdt=0 ()

a

fiir alle f(¢) des Systems und g(f) nicht f. 1. Null in <a, &>, so kann

b
man g (¢) in (&',b> als Null erkliren und man hat _/f(t) g()di =0 fir

dieses g und alle f des Systems. Die Unvollstindigkeit in
<a,b'> hat also die Unvollstindigkeit in <a, b> zur Folge, w.z.b. w.

Aus dem Beweise sieht man auch, daf der umgekehrte Satz
nicht gilt (so ist z. B. {sinix} in <0,7> aber nicht in <—=,7>
vollstindig). Analog zu [351] ist der Satz:

Ein in <a,b> abgeschlossenes System ist auch in <a,b'= ab-
geschlossen (a<b'<b). Es ist nimlich

b_’ n 2 IZ n ) 12
[[ro-Fano]a< [ |ro- Saw]
a = 2 iz

Vervollstindigung von Systemen. Esisttrivial, da3
jedes unvollstindige System sich vervollstindigen ldfit; es gentigt
namlich ein Beispiel eines vollstindigen Systems zu haben und
dieses hinzuzufiigen. Nichttrivial ist aber:

Jedes ON lifit sich zu einem ONV erweitern durch Hinzunah-
me wvon geeigneten Funktionen.

Beweis: {¢;} sei ON, aber nicht ONV. Die Menge {f} aller
normierten, zu simtlichen ¢; orthogonalen Funktionen ist nicht
leer. {7;}4{f} ist bereits vollstiindig, wie unmittelbar ersichtlich,
und enthdlt nach [347] einen vollstindigen abzihlbaren Teil T;
T enthilt einen hiochstens abzihlbaren Teil {f:} von {f} und

ist daher in {9} +{/f:;} enthalten; {o;} -+ {f:} ist also vollstin-
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dig und abzihlbar. Schreibt man {f;} als (endliche oder unen-
dliche) Folge: fi, fs, ... und streicht sukzessive jedes f, welches von
den vorhergehenden linear abhiingig ist, so erhilt man ein Sys-
tem {ff} von linear unabhingigen, normierten und zu allen 7;
orthogonalen Funktionen. {z:} + {ff} ist noch immer vollstindig.
Orthogonalisiert man {f}} und ist {{;} das Ergebnis, so bildet
{z:} + {$:} ein durch Erweiterung von {z;} gewonnenes ONV.
Eine wichtige Eigenschaft ist die Identitiit der Begriffe ,voll-
stindig® und .abgeschlossen” inbezug auf L®. Sie beruht auf
zwel Sitzen, deren erster weniger tief liegt als der zweite.

Jedes abgeschlossene System ist vollstindig.

Beweis: Ein abgeschlossenes System {f} enthilt nach [346]
einen abgeschlossenen abz#hlbaren Teil {fi}. Ist {z:;} das aus {fi}
durch Orthogonalisierung gewonneune ON, so ist ([316]) {z:} abge-

I &

'schlossen. Es sei nun_/-g(r‘)f,»(z‘) di=0 (i); es folgt_!'.g {2y zt)di=0 (i).

Ist si(f) die n-te Partialsumme der Orthogonalentwicklung von g (f)
nach {77} ([253]), so ist — wegen [267] —
b

lim ; [g(t)— s;(z)]fdt = 0.

neren
a

Nun sind hier aber die Koeffizienten der Entwicklung Null,
es verschwindet also s.(7) und es foigt g{f) =0 {. i

Jedes wvollstindige System ist abgeschlossen.

Beweis: Laut [347] enthidilt ein vollstlindiges System {f}
einen vollstindigen abzihlbaren Teil {f;}. Daraus gewinnt man
durch Orthogonalisierung ein ON {z;}, welches nach [315] eben-
falls vollstiindig ist. Wir werden zeigen, daBl {z;} abgeschlossen
ist. Denn sonst giibe es ein g(Z) € L* und ein 2>0 mit

&

[ [g ) — suO))dt > =

a

27) ()

)
{(wo s,(f) wie in [354] erklért ist); schreibt man ci=_/ £ () =) di,

so ist nach [264]

g
Dtﬂ
N
0

[354]

[355]
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also lim ||Sm— 8i] =0, d.h. {su(®)} ist ([161]) stark konvergent;
m_zn-—y=e B

[181] gesehen haben — ein kompletter Raum,

[? ist — wie wir in
. . $ 3 2. 1. — Spl| =
es gibt also ein f(?) =£le£1 s«(#) in L% man hat ,lfi”f I|=0

und die Schwarz’sche Ungleichung gibt
s b
| e dt—e = Ju®-sOru@®
’ <N f=sall Nl =11f = sall >0,

(n>1i)

d.h.
J{ .
28) [r®y ety dt =c: (0).

b

Bs tolgt [[£(t) — g(®) et dt=0 (i) und die Vollstindigkeit
von {z} liefert £(=g(t) 1.6 Man darf also in () f fir g
schreiben und erhilt ||f— .| > Yo fiir alle , gegen das bGWIGSeTle
lim || f— s.]| =0. Das System {g;} ist also abgeschlossen; so ist

’ég auch {fi} ([316]) und somit {f}, w.z.b.w.

[356] ist tiefer als [354], denn 1° ist das Lem1na_[34'_7] verst(.ackter
als [346], 2° ist die Eigenschaft [131], eine der wxc.ht.lgsten in de_:r
Theorie des Raumes L?, die selbst einen nichttrivialen Beweis
erfordert hat, fiir den Beweis von [355] wesentlich.

Der Beweis fiir [355] enthilt die Begriindung eines bertihmten, -

ungefihr gleichzeitig von Friedrich Riesz und Ernst Fischer (1907)
entdeckten Satzes:

Ist {o{?)} orthogonal und normiert und {c:} eine Zahlenfolge
von konvergenter Quadratsumme, so gibt es ein f(t) e L%, dessen
Orthogonalentwicklung nach {(t)} die Reihe

Z: i 9i(t)
=
liefert.
Denn [356] behauptet nichts anderes, als daf man unter der
Voraussetzung S ci<co ein f(f)eL? mit (28) finden kann, was wir

i=1
im Beweise von [355] lesen kionnen, wenn wir von der Entstehungs-
n

weise der ¢; absehen, s(?) als [Z cipAt) verstehen und mit (28) den
=1 )

Gedankengang abschliefen.
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Anwendungen. Das System {sinif} ist in <0,=> nach

[234] vollstdindig inbezug auf L es ist also nach [355] abgeschlossen

inbezug auf L°. Daraus folgt aber die Abgeschlossenheit inbezug

auf L. Denn fiir ein f(¢)e L gibt es—nach [129]—ein g(¢) € C mit
b

[ foy—gty de <=

a

B

Ist @,(?) ein Sinuspolynom #-ter Ordnung mit

b
i f —w, Hi2 Z’t < __Eu_‘,
ls0-mopae< =
s b

soist [ g()—wi(t) dt<— also [ f(t)—wa(t) dt <z, w.z.b.w.

Ebenso erhilt man die Abgeschlossenheit von {cosit}in <0, =
inbezug auf L? und L.

Der WeierstraBi’sche Satz [122] zeigt die Abgeschlossenheit
der Polynome inbezug auf C; obiger SchiufB iibeririigt diese Eigen-
schaft auf L und L2. Daraus folgt nach [354] die Vollstindigkeit
der Polynome inbezug auf L°. Wir wollen pun, indem wir einen
klassischen Lerch’schen Satz verschiirfen, die Vollstiindigkeit inbe-
zug auf L zeigen. Der Lerch’sche Satz lautet:

Ist f(f) in <0, 1> stetig und
[y de =0 (n=0,1,2..),
so ist f(t)=0. L
In dieser Form haben wir eigentlich den Satz bereits bewiesen,

denn ist W die Menge aller Polynome w(f), so impliziert die
Lerch’sche Voraussetzung, daB

b

[feyw@yat=o

a

(we W)

und—da W inbezug auf L2, also umsomehr inbezug auf C vollsténdig
—daBl f(f)=0 f.i., d. h. daB f()=0 ist.

1
Es sei jetzt f(t)e L und [f().t"di=0 (n). Setzen wir
! 1

Fty=f () du;
t

[358]
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es kommt

1 1! 1 »
jf(zf) trdt = [— F(@) t"] +‘/11F(L‘) tn-tdt = IlfF(t) 1 dt (n>1),
d.h. jF(t) fmdt=0 (n=0,1,2,..), und der Lerch’sche Satz liefert

F(t)=0, woraus f(f)= —F(zf) =0 f i folgt.
Der Satz [358] ist fur ein beliebiges Intervall <a, b > giiltig.

b .
Ist nimlich ] f(®)trdt =0 und setzt man , f(B)=0(),

—a

n
so ist w(s) € L, wenn f(f) €L, und wegen * = (It ) ergibt die

Voraussetzung [f(t) widt=0, d.h. (b— a)ftp (z) " dt =0, woraus

o(r)=0 fi nach [358] und f(£) =0 fu resultiert. A fortiori
1st W in <a, b> vollstindig inbezug auf L.

Die Orthogonalisierung der Potenzen {{"} in <-— 1, 4 1> fiihrt
auf Legendre'sche Polynome [317]. Auf Grund des eben Bewiese-
nen und auf Grund des allgemeinen Satzes [315] bilden diese Poly-
nome ein ONV: [355] zeigt, daB sie auch ein ONA bilden (was
sich tibrigens auch leicht aus [122] folgern lafBt).

§ 6. Der Miintz’sche Satz.

 Dieser Satz ist eine Vervollkommnung des Weierstra@3’schen
und des Lerch’schen Satzes. Allgemein gesprochen: in der Folge
{t"} sind nicht alle Glieder ndtig, um ein abgeschlossenes System
zu erhalten. Genau formuliert lautet das Problem: Wie muf} die
Exponentenfolge {p;} beschaffen sein, damit das Funktionensystem
{t"} in <0,1> inbezug aut L? abgeschlossen sei?

Zunichst darf man alle p; > — 1/2 voraussetzen; sonst wéren
bei der Anndherung an irgend eine Funktion in L* die (etwa vor-
handenen) £ (p; < —1/2) stets mit Nullen als Koeffizienten zu ver-
sehen, damit die Summe 3 ¢;"" zu L gehore; sie spielen also
keine Rolle bei der Anniiherung. Wir wenden die Formel [333]
an, um die beste Anniherung an g(f) =7 (¢ > —1/2) vermittels
einer aus den 7 ersten ¢/ gebildeten Linearform zu berechnen.
In dortigen Bezeichnungen ist jetzt
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’ 1
= [ P = —
0 pi+pet+1
1 1
: 5 1 " 5 ) 1
= [ (Vdt =—-—, gi=] . dt = ——— (i=1,2,...,10
5/ g-+qg+1 / g+p:+1 )

Ist also w@,(f) die gesuchte Linearform, so wird

G 1 )

LH—aea(l) = P P
y G (™, 7, ..., 1)
mi
1 1 1
pi+p+1 PPt 1 p+p,+1
1 1 1
G(fp',tp’,...,lfp")= pot+p+1 pFp+1 Pe+p, 11
1 ] 1 1
Pprm+1 pytpet1 Pptp,+1
1 1 1
g+g+1 g+p.+1 a+p,+1
1 1 1
G4, 1", .ty = PmTaTl porp1 pp, i
1 1 1
Pprg+1 Pptpr1 n Py 1

Zur Auswertung dieser Determinanten brauchen wir einen
Cauchy’'schen Satz iiber Determinanten der Form

p- 1!
D+ gr
nach welchem der Wert von D gleich

H (p: — pr) (qi — q»)
29) ik

: Il (pi+qv
I h=1,1

(G E=1,2,..,n),

ist. Hier ist das Produkt im Nenner iiber alle n* Paare (7,%) von
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(1,1) bis (n,n) erstreckt, wahrend im Z#hler der Vorbehalt i>%
die Anzahl der Fakioren vermindert.

Beweis des Cauchy schen Satzes: Entwickelt man D und
summiert alle Glieder, so sieht man, daBl D eine ratlonale Funk-

hat den

tion (—n)-ten Grades der pi qe ist, denn jedes ey
i k

Grad —1. Bringt man also D auf den (gemeinsamen) Nenner

H (p,—l—qk) vom Grade r?, so erhilt der Zdhler hochstens den Grad

°—tz Nun muB aber der Zihler fiir pi=pe ({5k) und qi=qs (i%=k)
verschwinden, denn dann sind zwei Zeilen (bzw. Spalten) von D
miteinander identisch. Es muB also der Zihler alle Faktoren
pi— Pr, §i — qr (i > k) enthalten, deren es 1°—n gibt. Diese An-
zahl stimmt mit dem Grade des Zihlers tiiberein, es kann also
bloB noch ein konstanter Faktor das Produkt iHP(pi—p,z) (qi— qn)

multiplizieren. Man sieht aber, daB Dbei der Reduktion auf den

n,n

" Nenner H (p: + q¢) das Zahlerpolynom lauter Glieder mit +1 als

Koeff1z1enten erhilt. Es handelt sich also blof um das Vorzei-
chen; nun ist aber D fir p;=mi—!, g=1—m'~1 (i) fiir grofBe
positive m-Werte nahe an 1 und (29) ebenfalls; demnach ist das
Vorzeichen + und D mit dem Bruch (29) als identisch erwiesen.

Wir konnen den Cauchy’schen Satz auf G (¢, i, ..., tPn) an-
wenden, indem wir p; +1/2 fiir p; und pr-1/2 fiir g, einsetzen.
Es kommt

H(Pt — pr)?
G(tr, tr, .oy tPr) =22
ﬂ(pi +oe+1)
und ebenso ,
v 1 (pi—p. 11 (i — g)?
G (19, t7, ..., o) = — ok 1 v,
[[(petpe+ D). [ (pi+g+17.Cq+1)
also ’
‘ 1 /S —q \?
(30) 11— ()P = ( pi=q \,
| @l 2q+1i]=71 Pi+q+1)

icm

Der Miintz’sche Satz. 89

Damit das System {7} inbezug auf L? abgeschlossen sei,
mufl — bei jedem g3>0 — der Ausdruck '#7 — w,(f) beliebig
klein gemacht werden konnen durch entsprechende Wahl von #
und 7, tP, .., 170 ans {£7}. Andererseits ist dieses hinreichend, denn
die #7(g > 0) bilden gewiB ein abgeschlossenes System und man
kann wie beim Beweise von [245] schlieBen. Nach (30) verlangt
diese notwendige und hinreichende Bedingung, daf} das Exponenten-
system {p} zu jedem g eine Folge {p;} mit

7(_Pi—4q )2_
31 =0
i ‘[J (Pi +qg-+1

enthalte (dabei sind Produkte mit Nullfaktoren als konvergent
anzusehen).

1° Hat {p} einen Haufungspunkt P im Endlichen und p..==—1/2,
so gibt es eine Folge {p;} mit lim p; = p.; dann ist

lim Pi—4q — P=—4
i pitg+1 petg+1
und, wegen ¢ >» 0, p.. > — 172,
P=—q
patgtl

woraus (31) folgt.

2% Ist — 12 Hiufungspunkt von {p}, so schreibe man
<y i+ 142
" f 12 11_{( .-1;_—:_1[‘.,,
(32) ) 7 s " (hm pi=— 1 :;)
’ Pt+l n + P +12 \)- i
gl
und unterscheide zwei Fiélle:
@) _-E-:ipf+1:ii2‘<w: 8) SJ: +12.—’\?’
1= i=

Im Falle o) konvergiert das Zihlerprodukt (32) gegen Null
dann und nur dann, wenn ein Faktor verschwindet, d.h. wenn
g =p; fiir ein [ ist. Ist aber ¢ von allen p: verschieden, so ist
der Grenzwert des Zihlerproduktes positiv; da

11z +”‘+1° <so
1( 19) ’

&
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so ist in diesem Falle fiir gewisse g und die betrachtete Folge
{p:} das Kriterium (31) nicht erfiillt.
Im Falle £) ist, wegen lim p;=—1/2, p;>—1/2, von einem i an
I—yoo

" 1
o< Pitl2 -y

g+ 12

also das Zihlerprodukt (wegen $)) gegen Null konvergent; das
Nennerprodukt ist divergent gegen oo, also das Kriterium (31)
erfillt.” '

30 TIst lim p; = -+ oo und ¢ 5= p; (i), so schreibt man

i)

)

(33) ﬁ( pa )2._. :
r \pit+q+1 n(1+'q-;+—l>
1 i
und unterscheidet die Fille
oo 1 oa
2) 3 —<4oo, : 8) _’—1—:—}—&.

i=1 Pi i=1 Pi
piR0 Pi=F0

Im Falle ¢) konvergiert das Zihlerprodukt rechts in (33) ge-
gen eine endliche von Null verschiedene Zahl und dasselbe gilt vom
Nenner. Im Falle §) konvergiert der Zihler gegen Null, der Nenner
divergiert gegen co. Es ist also das Kriterium (81) im Falle «)
nicht erfiillt, wohl aber im Falle ).

Das Gesagte ist im folgenden Satz enthalten:

Damit das System {t/} (0 <t < 1) inbezug auf L* abgeschlos-
sen sei, ist es notwendig und hinreichend, daB die Exponentenmenge
{p} eine Folge {p:} mit einem endlichen Grenzwert p..> — 12 ent-
halte, oder eine Folge {p;} mit

limp; = — 1/,

i oo

oder eine Folge {p;} mit

l-:El{pl—*"l/z] = oo,

pi0, Sl
i=1 i

Um die No.twendigkeit einzusehen, beachte man, dafl im
Falle, wo {p} keine Folge {p:} einer der drei im Satze genannten

Arten enthilt, {p} nur endlich sein, oder aus einer Folge {p;} mit

lim pi=- 0,
oo
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lim p; = — 1/ und > |p:+1j2! <==, oder aus einer Folge {pi} mit

i—yoo i=1

lim p} =+ co und N'1/p<+oc (pi 0), oder —schlie8lich— aus

i-eo i=1
zwei solchen elementfremden Folgen {p:} {pi} bestehen kann. Ist
dann g von allen p;, p; verschieden und ist

S pi—dq Y “( pi—q

4 _V=aq, R A S SN Sy b’
U‘pz%-q—‘rl) [J»‘p%‘fq—%i)

so ist stets 27 —wn() >} ay2g+1 baw. 15 2¢+1 bzw.

>y ab/y 2g+1, wenn {p} unendlich ist;ist {p} =(p:,ps, ..., Pr), sOist

.__jv _w.ﬁ{ pi_q Y
veg+1y pit+g+1

7 — wu(f) =

also hat in allen Fillen die Anniherung eine untere positive,
effektiv bestimmte Grenze.

Beispiele. Ist {p} die Folge aller (positiven) Primzahlen,

so ist lim pr =+, Y 1p,=-oc; das System {777} ist also abge-

] =

n

schlossen. Das System (£} (1=1,2,..) ist abgeschlossen, denn
n

lim ‘"J;{"{ — 1. Ebenso ist {} 7} ein abgeschlossenes System. Diese

nose N1

beiden Systeme sind dicht-abgeschlossen im Sinne vomn [247],
wie man sofort einsieht. Dagegen ist {{—?**'7} abgeschlossen, aber
picht dicht-abgeschlossen, denn {f~'*%#} ist iiberhaupt nicht
mehr abgeschlossen.

[354] mit [361] geben ein Kriterium fiir die Vollst&ndigkeit
von {i#} inbezug auf L®. Es kann also der Lerch’sche Satz in
einer anderen Richtung als [358] verschiirft werden:

Ist f(Hye L? und

1

[Fty.tr.dt =0

0

(p),

wo die Exponentenmenge {py dem Kriterium [361] geniigt, so ist
f(&)=0 £ 1. (z B. kann p alle Primzahlen durchlaufen).

Auch dieser Satz kann teilweise auf L ausgedebnt werden:

362
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Ist f(t)el und )
[f@ytrat =0 @),

gy
I
+
9

SR

Gy  p>0,
so ist f(fy=0 f.i.

Man setze F (%) =ff(u) du; es folgt
; :

limpl = + oo,

%

1 t
E'/ F(t) tridt = pi Of F(t)ytridt=0 ().

lim (pi— 1) =+ o0, 3 =foo
i-yo0 i=1p;—1
(wo ' bedeutet, daB p;=1 gestrichen wurde), also ist nach [362]
F()=0 und f(f)=0 £ i

Fs hat sich also das System {tri} bei den Voraussetzungen
(84) als wvollstandig inbezug auf L herausgestellt. Dieses System ist
inbezug auf L abgeschlossen, da es inbezug auf L? diese Eigen-
schaft besitzt (vgl. [356] Anw.). Nun aber hat (34) zur Folge:

Nun ist aber F(f) e L?

pi—1>0 (von einem i; an), lim (p;—1)=+oco, > 1/p =co,
i—yoo =i,

i=i,

woraus fiir {£#71} die Abgeschlossenheit inbezug auf L resultiert.

Zieht man jetzt [245] heran, so folgt: Unter den Voraussetzungen

lim p. = -+ o, Lot (pi#0)

[0 i=1 pl'

’ist {tri} zusammen mit der Einheit ein inbezug auf C abgeschlossenes

System. (Ist die Bedingung _Zl'l/pi—_——[—co nicht erfiillt, so ist das System
=

nicht einmal inbezug auf L?, also sicher nicht inbezug auf C abge-
schlossen. Die Einheit ist auch notwendig; sonst kénnte man keine
in £=0 von Null verschiedene Funktion gleichm#Big annihern,
da alle £2:(p; > 0) fiir £ = 0 verschwinden).

[364] ist die Miintz’sche Verschirfung des WeierstraB’schen
Satzes [122]: Fiir Folgen {p;} mit llmp, =4 co erweist sich die

Dlvergenz von Zl/p zusammen m1t Oe{p,; als notwendig und
hinreichend, um im WeierstraB'schen Satz mit den ?’-Potenzen
allein auszukommen.
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§ 7. Die Parseval’sche Gleichung.

Wir haben bereits im II-ten Kapitel die sogenannte Bessel'sche
Ungleichung [264] abgeleitet:

L"J 9

Y /f(r) dt.

i

i

Hierin sind c; die Koeffizienten der Entwicklung von f(f) nach
einem ON {z;!. Im Falle eines ONA wird daraus die Parseval-
sche Gleichung

o>

5
(35) = | fAt) dt.

i=1

Beweis: Ist 5,(¢) die Partlalsumme 2 cz zi(1), soist (1L, 6, (30))

(36) _/ [f (&) — sa(d)]2dt = V/ rydt - St

Nach [267] konvergiert fiir # — o das linkerhand in (86) ste-
hende Integral gegen Null, wenn {«} ein ONA ist; daraus folgt
aber (35).

Fiir das trigonometrische System wurde (35) allgemein (d.h.
fiir f e L?) von P. Fatou bewiesen, bevor noch' der Riesz-Fischer'-
sche Satz bekannt war.

Die Gleichung (35) fiihrt zu

b_ o
(87) JFtyg@ydt =2 cadn

a

(mit absoluter Konvergenz der rechtsstehenden Reihe), wenn {z:}

ein ONA ist und (II, 5, (25))

FO ~ Seam®, g~ Zdnzald)

Denn es gilt f() Lt g(@) ~ N (cn = dp) wa(f), also nach (35)
n=1

b oo
[ @ =e@yrdt =3t

woraus durch Substraktion die Formel (37) folgt.

[871]

[872]
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Geometrisch gesprochen gibt (35) die Linge des Vektors
f(t), ausgedriickt durch seine Komponenten inbezug auf das
rechtwinklige Koordinatensystem {¢;}; die Vektoren o; sind
hier die Einheitsvektoren, die das Koordinatensystem definieren.
(37) ist die Formel fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren f, g

Setzt man in (37) f(¢) fiir g (¢), so folgt (35) aus (87). An-
dererseits zeigt (86), daB aus (35)

b
lim [ [f() — su(®)]?dt =0
n—yeo
folgt. Wenn wir noch [354] und [355] heranziehen, so folgt un-
mittelbar:
Damit ein ON {p/f)} inbezug duf L? wollstdndig sei, ist eine

Jede der drei Bedingungen 1°2° 3° notwendig und hinreichend:

1° {od?)} ist abgeschlossen inbezug auf L%

20 [ FAB At fir alle f in LY

2
Ci

g :Eﬂz

30 :c,d /f(zf)g(t) dt fiir alle f, g in I

Die Bedingung 2° kann abgeschwicht werden: es geniigt die
Parseval'sche Gleichung fiir alle f eines vollstiindigen Systems {f}
vorauszusetzen. Die Notwendigkeit ist evident, Setzen wir

voraus, 2° seiin der neuen Fassung richtig; {f} ist vollstindig, also ab-
: n

geschlossen;ist geL?, so gibt es zu e>0 eine Linearform 2, v; fi(f) mit
i=1

£O-3ui)] <5
| 1 ;

Nun aber folgt aus 2° lim ||f— sa(t)|| =0 fiir alle £, also auch

2

e Flty — 158 || < éETz fir 7> Ny (i=1,2, .., 1),

worauas

(38)

!

i
i
i

{
i

gt — 5‘71 s@) ‘ <e

resultiert. Dabei sind die sf,’,)(t) Partialsummen der Entwicklungen
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(i)

von fi{t) (i=1,2,..,n) nach {z(0)} und N s,

endlichvielen 7z(1); (38) zeigt, daB {z :k(t) abgeschlossen, also aueh
vollstindig ist, w.z.b. w.

() eine Linearform in

Eine Folgerung aus dem Vorhergehenden sind die Sétze:

Eine (notwendige und) hinreichende Bedingung, damit ein ON
{=x(?)} vollstindig sei, ist die Beziehung

4 e D W o
[tmdt= 3 (./ ¢ ;k(z‘)dt) (%)

a

tiir alle 7(=1,2,...). Eine ebensolche Bedingung ist die Beziehung

L

oo P 2
p—a=3 ([ autera|
=1 /

23

(3, 8)

fiir alle ,3 mit a < 2 < 3 < b. Hier ist als das System {f} im
ersten Falle {f”}, im zweiten die Gesamtheit der Funktionen
f({®, die =1 in und =0 sonst in <a,b>, gewihlt
worden. :

P
\_l,ix,

§ 8. Der Riesz-Fischer’sche Satz.

Wir haben diesen Satz bereits in [356] ausgesprochen und
bewiesen. Hier wollen wir einen anderen Beweis bringen.

Es sei |z:(#)} ein ON, Y ¢ < =~.

i=1

Wir schreiben

) = [ 2wy da, Fity= X citut)

2 i=1
und bemerken, daB die letztgeschriebene Reihe gleichmiiBig kon-
vergiert, wie aus dem Beweise von [269] sofort ersichtlich. Es ist
also F(f) vorhanden uund stetigz. Wir werden zeigen, daB} F(¥)
total-stetig ist. Schreibt man nfimlich

.‘_l.[\da
ll[ﬁx

Sn(t) = 2 c:9:i(d), Sulf) = & ¢ (1),

so ist

(39) lim Su(t) = F (f) gleichm#Big.

n-poc
Ist nun E eine #-Menge, 7 (f) ihre charakteristische Funktion,
so ist

Sht) = su(f) £ i,

[381]
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b
[isupiat= [Isuty at = [1(&) Isu(8)] at
E E a

b /e

< ]/ a/‘,(zm dt. ]// j sa)dt < ]/ |E]|. y i:__El ci.

Esist also die Schwankung von S,(f) iiber einer Menge E zugleich
mit | E| beliebig klein, wie auch n gewihlt werden mag, Damit
ist aber die Totalstetigkeit von F(f) bewiesen. Es hat also
F () fast iiberall eine Ableitung f(Z) und es ist (S.(a) =0, F(a)=0)

b4
(40) Ft)= [ f@wada.

Jetzt zeigen wir, dal {s.(¢)} gegen f(f) schwach konvergiert.
Dazu ist, nach [164] mit p = 2, notwendig und hinreichend:

b
[ 1sutypat <o O\ frei von k),

! i
kl-i)z / Sp(u) du = ff(ll) du (a <<t b

Die erste Bedingung ist mit » = } ¢} erfiillt, die zweite mit

i=1
(39) und (40) gleichbedeutend. Die Eigenschaft (23) des § 6 des
I-ten Kapitels, die einer schwachkonvergenten Folge zukommt
(p=p' =2), gibt

b
(1) ci= [ su(t) ot dt (> 1),

b b
lim [ su(®) oty dt = [ F (s (0 .

Da die schwache Grenze einer Folge in L? auch zu L? gehort,
zeigt (41), daB wir eine Funktion f(Z) in L2 gefunden haben, deren
Entwicklung die vorgeschriebenen Koeffizienten {c;} aufweist. Das
ist aber der Inhalt des Riesz-Fischer’schen Satzes.

) Di_eser Beweis erlaubt die Funktion f() auf dem Umweg
ukfe’r die gleichm#Big konvergente Reihe fiir F(t) wirklich zu be-
stimmen. Aber auch der erste Beweis entbehrt nicht dieses Vor-
zugs. Er stiitzt sich auf die starke Konvergenz der Folge {s.(f)}

icm

[382] Der BRiesz-Fischer'sche Satz, 97

und auf das Cauchy’sche Postulat, d.h. auf die Eigenschaft von

L? die in [131] ausgesprochen und bewiesen wurde. Wegen
mooAL
,fsm—sn;;—_—( EC§)2 (m>n)
\i=ni-1

sind die zur Konstruktion einer im gewdhnlichen Sinne (f. 1i.) kon-
vergenten Teilfolge {s,,} brauchbaren Indizes {#:} (die wir in [131]

. . . 2 . .
als vorhanden erwiesen) jetzt aus der Reihe >¢i zu finden:
i=1
e

Ist ndmlich > s; eine konvergente Reihe mit positiven Glie-
i=1
dern und
- 2
I'n = it Ci)
n+1

2
2

H 2
so bestimme man 7, ,,... aus 7, <&, Iy <z
es kommt

N
ey Tnp < &Ry o

-

| Sn,— Sn | <y, Spy = Sn, | < 3, s : Sngpq 7 Sy gy

2

Nach [181] (wo p =2 und s statt x gesetzt werde) wird
dann lim s, (f) = f(f) £. . und die gewdhnliche Grenze der Teil-
fo—reo

folge ist mit der starken Grenze der ganzen Folge identisch.

Die Funktion f (). deren Existenz der Riesz-Fischer’sche Satz
verbiirgt und die in [381] und [382]} eindentig und iibereinstimmend
berechnet wurde, ist selbstverstiindlich die einzige LOsung des
Problems, aus der Entwicklung die Funktion zu bestimmen, wenn
das System {z.(f)} vollstindig ist. Ist es unvollstindig, so gibt es
nichtverschwindende Funktionen g(z), deren Entwicklung nach {z{7)}
lauter Nullen zu Koeffizienten hat. Dann hat aber f(Z) + g (f)
dieselbe Entwicklung wie f(£) und die Summe f(¢) 4+ g(0)— wo
g(f) alle oben bezeichneten Funktionen durchliuft — liefert auch
alle Funktionen mit der gegebenen Entwicklung. Unter ihnen
zeichnet sich das in [381] und [382] gefundene f(f) durch die
kleinste Norm aus. Ist n#mlich g(¢) orthogonal zu allen (%),
aber nicht f. ii. Null, so ist

b
sty gydt=0 @

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 7
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und, da f(¢) als die schwache Grenze von su(f) erkannt wurde,
il

b
[F®g@yat=o,

also . b 1, ,,
[lf @ +e®pdt=[reyat+ [g@at> [r@oat.

Wir haben in der Unizitit des Riesz-Fischer’schen Problems
eine Eigenschaft, die mit der Vollstéindigkeit, also auch mit den
drei Bedingungen in [373] einzeln #dquivalent ist.

Ein Beispiel. In
(42) 2T

i=1

l(f)

ist ¢;=1/i. Setzt man & =1/, so hat man n;,m,, ..., aus r, <1/,

ra,<<1/2¢, ... zu bestimmen, wo 7,,= erl/iﬂ <1/n, Es gentigt also
: np1

1n, <1/rt, d.h. ng>>k* zu verlangen. Es sind also z.B. die Partial-
summen Su(f) einer Reihe wie (42) stets f.ii. konvergent gegen
ein f(f), dessen Entwicklung sie ist.

Der Riesz-Fischer'sche Satz schafft eine eineindeutige Beziehung
zwischen allen Funktionen aus L* und allen Zahlenfolgen wvon kon-
vergenter Quadratsumme durch Vermittlung eines ONV.

Es seien {o:}, {¢;} zwei ONV; man setze

b
en = | ot) bu(t) dt;
die Parseval’schen Formeln [371], [372] liefern

oo b ca b
(43) k;‘-’?k = _/‘F?(t) dt =1, kgl Cip €1 = ftpf(f) w;(t) dt = 0,
- “ fy, “

und die Matrix
E=|lew|

erweist sich als zeilenweise normiert-orthogonal; sie ist aber auch
zellenweise vollstdndig: wiire sie es nicht (Df. [324]), und wire

Sew=1, ewen=0 (I=1,2
k=1 k=1

»+), S0 wiirde mach dem Riesz-

icm
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Fischer’schen Satze eine Funktion 7,(f) vorhanden sein, deren Ent-
wicklung nach dem ONV {9:(2)} {em} zu Koeffizienten hétte; die
Parseval’'schen Formeln giben dann

b o

/z:,,(z)dt— N =1,

A

z kaz

(44)

1) z(t) di = V'e{.k e =10 i=1,2,.),

/;

gegen die Voraussetzung der Vollstindigkeit von {z.}.
Uberlegung zeigt, daB E auch spalienweise ein ONV ist.

Wir konnen aber die Matrix £ als gegeben annehmen; ist
sie zeilenweise normiert-orthogonal und ist {Ux(Z)} ein ONV, so
kann jede Zeile als Koeffizientenfolge einer (eindeutig bestimm-
ten) Funktion ¢(Z) nach {{(#)} betrachtet werden: die Formeln
(43) (nach Umstellung der zwei ersten Glieder) beweisen die Or-
thogonalitdt und Normiertheit von {z(f)}; ebenso besagen die
Formeln (44), da8 {z(z)} im Falle der Zeilenvollstindigkeit von E
vollstindig ist. Daraus folgt:

Damit die Matrix ey’ als Koeffizientenschema eines ON {2i}
nach einem ONV {4} betrachiet werden konne, ist die Orthogonalitet
und Normiertheit ihrer Zeilen notwendig und hinreichend. Damit
dann noch {3{1)} wollstdndig sei, ist die Zeilenvollstindigkeit der
Matrix notwendig und hinreichend.

Dieselbe

In Verbindung mit dem Riesz-Fischer’schen Satz steht die
Frage, ob die Reihenfolge in einem ONV wesenilich ist. M. a. W.:
Wenn { 7a(f)} ein ONV ist, {7.,(f)} eine Umordnung von {2},

wenn E
n=1

die beiden Reihen

¢z < oo derselben Umordnung unterworfen wird, ob dann

8

Agcﬂ 7al?), .&g e Pri(L)

Entwicklungen derselben Funktion sind?

Die bejahende Antwort ist leicht aus den Ausfiihrungen
[356] abzulesen. Es ist niimlich bloB

m

Lim V ¢;z{f) = Lim 2 cﬂl Cn, ()

m—»>>c 1_1 m—yoa j=—1

[384]

[385]
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zu beweisen, denn die beiden starken Limites geben die gesuch-
ten Funktionen. Nun ist aber - fiir geniigend grolle m -

m " / o
T o) — S oo O 3\ (72'_ < g e ()
i I%l Ci ‘Pz(t) e Cn; CPU,( )H / . 7//1) [ ( 0,

wenn I (m) den kleinsten Index bedeutet, fiir welchen ¢;9; in der
Differenz nicht aufgehoben wird, denn L(m) wiichst mit m unbe-
grenzt.

Wir haben auch ein Mittel gewonnen, nichttriviale lineare
Operationen zu definieren; ist {\;} iegend eine beschriinkte Zahlen-
folge mit beschriinkten Reziproken, sind {7}, {h;} zwei ONV und
setzt man

% (%) NiZ: crpfn), Y~ Ill: M e (%),

so hat man eine Operation y = U (x) definiert, indem man x nach
{0} entwickelt, formell die ¢-Reihe bildet, und kraft does Riesz-
Fischer’schen Satzes y bestimmt. Die Linoariliit ist klar und die
Parseval’sche Gleichung gibt filr gy = U(x,), ¥y == U (%), [ M| <),
[y; = yull < M xy, — %], d.h. die Stetigkeit. Die Voraussctzung

| . L
\| <) wurde hier benutzt, um aus '¢f <Z oo auf
£

zu schliefen; die Voraussetzung [1/x,| < v geniigt zur Umkehrung
dieses Schlusses, so dafl man eine eindeutige Operation x«=U . (y)
erhalt mit || x; — %, || < ||y, -~y |, also eine lineare Umkehrung
von y = U(x) in ganz L%

S:")\ﬂ R
i"'; { € s O

Das wichtigste an dem Riesz-Ifischer’schen Satze ist die ein-
eindeutige und stetige, lineare Zuordnung von L*! und /A Diese
Zuordnung erlaubt Probleme, die man in der Sprache der Funk-
tionen formuliert hat, in solche der Analysis der unendlichvielen
Variablen zu ibersetzen. Hat man ein solches Problem oinmal
in der neuen Gestalt geldst, so gestattet wieder der Riesz-Figcher’sche
Satz die Antwort in der Originalsprache auszudriicken.

§ 9. Unendliche Intervalle.

Mit Ausnahme des Kostitzin’schen Satzes bezog sich alles bisher
Gesagte auf endliche Intervalle. Unendliche Intervalle (a, -~ ~),
(— oo, b) oder (— oo, + o0) kinnen ebenfalls zur Konstruktion von
ON-Systemen dienen; der Kiirze halber betrachten wir blofi (==, --o0).

icm
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-+n
Es soll nun f(£)e L (p>>1) soviel als lim [|f(#)[? d¢ < oo bedeuten.

—TT

Infolgedessen ist es nicht mehr wahr, daB L7 in L? fiir p>>¢
enthalten sein muB. Ist z. B. f(f)=1/n+1in <n,n+1) (n=0,1,..),
S(=2t)=f(), so ist f(f)eLl? aber nicht f(#)e L. Es gibt auch
Funktionen, die zu L? aber zu keinem L” mit p5=2 gehéren. Ist nimlich

ap > O, bk>0 (k):
2 2—e __
k_z,lak<m, ké‘lak = oo,
k=1 k2 ’ = k2
fiir alle € > 0 und setzt man
: in < —1/p)
p=[m Im<mntl n=1,2, ..
J® L. in <n 1 — 1) (n=1,2,.),

sonst aber f(¢) =0, so gehort f(£) zu L? und zu keinem L” mit p=£2.
Es sei f(£) € I” und

[7(®)

L o

man bestiligt miihelos, daB

fir 1l <n

ful) = tiir [£] > n

oo
im [ f()—fut)Pdt =0,

wie im endlichen Intervall. Die Holder’sche und die Minkowski’sche
Ungleichung gilt anch im unendlichen Intervall und die Definitionen
der Orthogonalitit, der Vollstindigkeit und Abgeschlossenheit lassen
sich infolgedessen ohne weiteres iibertragen; dasselbe bezieht sich
auf die Schmidt’sche Orthogonalisierung. Die Silze des II-ten und
III-ten Kapitels bleiben demnach richtig, insbesondere die Bessel’sche
Ungleichung, die Parseval’sche Gleichung, der Riesz- Fischer’sche
Satz und die Aquivalenz der L®-Vollstindigkeit und L2-Abge-
schlossenheit.

Anders verhilt es sich mit den S#tzen von WeierstraB, Lerch
und Miintz ([122], [357], [358], [361], [362]); wir werden zeigen, daBl

[391]
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[392)

[393]
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sie nicht mehr richtig bleiben. Ks geniigt dazu eine Funktion f(f)
anzugeben, die zu allen L’(p .~ 0) gehirt und die Eigenschaft

.|<‘¢x-<z

Jrwyemat o (n=0,1,2,.)

ety

aufweist ohne f.1. Null zu sein,
[ t-lor! gin (2rlog ) fiir 220
10=10 fiie £+ 0
ist eine solche Funklion. Es ist nimlich
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o ~
Jif@ypdt = [ ot dt = o,
P (1]

da der Exponent —plogt fiie £-»-- 0 gegen o, fiir ¢4
gegen — oo strebt, Berechnen wir jetst

o

I = /Z ot gin (2mlog £), 14, di;

0

die Substitution # = —" 7«;"71« +log ¢ liefert:
foo
142 o Ry ~ ni-1 .
I, = [e“ (+"5)" sin 2% (M -+ »”1 1).6’(”‘ 2 )% e i

Jeoo
+1ye R
= :f?e(n'z’) / e~ gin 2 dit == (),

—)

denn sin 27z ist ungerade,

Nichtdestoweniger gibt es abzdhlbare Systeme in (— o, + ~),
die inbezug auf I'(p > 1) wollstdndig sind. st {I,} die Folge aller
Intervalle mit rationalen Endpunkten und fu(£) die charakteri-
stische Funktion von /,, so liefert die Vorausselzung g () e L'(p-1)

in (—eo, o) g(f)el” in /. Ist dann fiir alle 7 (=1, 2,..)
o0

Jewnwa=o,
so folgt Je®)dt=0 und [g®)dt=0, wo I ein belichiges endli-
ches Intgrvall bedeutet. Ilnfolgedessen ist
3
G (%) =af g du=0, g =0 f U

Es ist also {fu(¢)} vollstindig in (— ~, 4 o) inbezug auf L’
fiic alle p > 1.
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