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II. KAPITEL.

Grundbegriffe.

§ 1. Orthogonalitiit.

In der euklidischen dreidimensionalen Geometrie heiBen zwei
Vektoren orthogonal, wenn ihr skalares Produkt verschwindet.
Sind x,, X,, X, die Komponenten des einenund yy, y,,y; diedes anderen
Vektors inbezug auf drei zueinander senkrechte Achsen, so ist
das skalare Produkt

w

Xiyi.
1

i

I

Eine analoge Definition gilt in 2 Dimensionen. Indem man
diese Analogie weiter verfolgt und x (%), y (t) als zwei Vektoren
im Funktionenraume auffaBt, kommt man auf

(1) [ x(t) y(@) at

als Ausdruck des skalaren Produktes in einem solchen Raume.
Ist das Integral (1) gleich Null, so sagt man, die Fanktionen x (%),
y(t) seien zueinander orthogonal in <a, b> Sind x(t), y(@©
komplexwertig, und x(®), y(®) die zu x(f) bzw. y(f) konjugierten
Zahlen, so pflegt man

5 5
&) [x@y@wyat=[x@)y®d

als skalares Produkt zu bezeichnen. Das skalare Produkt hingt
jetzt von der Reihenfolge der Faktoren ab, soll es aber Null sein,
so wird die Reihenfolge gleichgiiltig und wir kdnnen wieder
von zwei zueinander orthogonalen Funktionen sprechen.
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In einem dreidimensionalen euklidischen Raume gibt es be-
kanntlich drei zueinander senkrechte Richtungen, Dem entspricht die
Tatsache, daB man drei verschiedene paarweise orthogonale Vektoren
finden kann, aber nicht vier. Im n-dimensionalen Raume gibt es aus
paarweise orthogonalen Vektoren bestehende rn-tupel. Man kann

vermuten, daf es im Funktionenraume, d. h. in dem abstrakten

Raume, wo Funktionen die Rolle von Vektoren spielen, Systeme
von unendlichvielen paarweise zueinander orthogonalen verschie-
denen Vektoren geben wird. Um die Integrierbarkeit des Produktes
x(t).y(f) zu sichern, ist est am einfachsten die Lebesgue’sche
Integrierbarkeit von x(f) und x*(f) in <a, b= und dasselbe fiir
y (1), yX(t) vorauszusetzen. Wir werden (vgl. I, §3) dann sagen,
daB x(¢), y(f) zum Raume L* gehdren. Diese Voraussetzung ist
aber keineswegs notwendig. Man kanon némlich leicht eine unend-
liche Folge von Funktionen {p(¢)} angeben, so daf} die Integrale

b

[ oty gu(t) dt

a

fiir i 5= & stets existieren und gleich Null sein werden, ohne daB
die Quadrate ¢;(f) integrierbar wéren.

Folgendes Beispiel ist mit Riicksicht auf eine spitere Anwen-
dung gewihlt worden. Wir bauen eine unendliche Matrix {{ax}}
aus lauter Einsen und Nullen auf: :

1101001000...
1010100100..
(3) 0110010010...
0001110001...
0000001111...

Man erhiélt diese Matrix, indem man folgende ,Kranichschwérme
bildet:

1 1. 1.,
1.

11 . .1 (n=1,23)
111
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d. h. Anordnungen von Einsen, die aus 7 Einsen in der Diagonale
und aus ebensovielen Einsen in der n#chsten Zeile darunter be-
stehen (n=1,2,...); besetzt man die punktierten Stellen mit Nullen,
so entstehen Ziffernrechtecke; schiebt man sie aneinander und
schreibt lauter Nullen als Verlingerung einer jeden Spalte, so
entsteht die Matrix (3). So kommen in jeder Spalte genau zwei
Einsen zu stehen; sie stehen in gewissen zwei Zeilen; schreibt
man aber zwei beliebige Zeilen vor (z. B. die 2-te und b-te), so
gibt es genau eine Spalte (z.B. die 8-te), die die vorgeschrie-
benen zwei Zeilen in Einsen schneidet.

Sei / ein endliches Intervall <a, 8> und [, /,, ... Teilinter-
valle von [, so daB das (n+ 1)-te Teilintervall rechts an das n-te
anschlieBt und das ganze / (mit Ausnabme des rechten Endpunk-

tes) durch 2, /x erschdpft wird. Die Funktion g.(f) werde in [ wie
k=1 .

folgt erklért:

on(t) =0
oult) = V1,

und wenn diese Eins im Schema (3) rechts und links von Nullen
flankiert erscheint, oder wenn 2z =1. Sonst setzeq_wir (im Falle
tyy =1) 0u(t) = — 1)V I, in der linken, ¢x(f) =+ 1/y /, in der rech-
ten Hilfte von [, So hat z.B. ¢,() die Werte

tir el wenn tnp =0,

tiir telp, wenn p, =1

in ; in /, in [ in 1, in inf;, in [ ..
-1 4+t 1 41 0 0o L 0..
VL VI VI Vi Vs
Es ist nun, wie ersichtlich,
b
@) [ ait) oty dt =0 fir ik,

aber das Integral

b oo oo
4 ) -1 \2
dt=3 —;) dt=31
;I/CP() 7 z{,-(v’Pj j

ist stets unendlich gro (P; bezeichnen diejenigen 1, in welchen ;7=0).

Ein Orthogonalsystem (,0“) nennen wir eine endliche oder [213]

unendliche Folge {px(¢)} von Funktionen die paarweise zueinandf:r
orthogonal sind in einem endlichen oder unendlichen Intervall <a,b>.
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Es soll also (4) fiir 54k gelten. Ersetzt man in dieser Defi-
nition die Worte ,Folge von Funktionen {¢.(f)}“ durch ,Menge
von Funktionen”, so hat man eine Orthogonalmenge definiert.
Wir werden Beispiele von unendlichen Orthogonalsystemen
gleich kennen lernen. Im nichsten Kapitel werden wir aber zei-
gen, daB unendliche Orthogonalmengen (in L% stets abzihlbar
sind. .
Keine Orthogonalmenge kann zwei nichtnegative Funktionen
enthalten, die in einer Menge Z vom positiven MaBe beide posi-
tiv wiren, Sonst wire

b .
0=/[7® g dt > | fO) gty at>o0.

Nichtdestoweniger gibt es ein nichttriviales unendliches Or-
thogonalsystem aus lauter nichtnegativen Funktionen bestehend.
Es sei 94(£)=0 in <0,1> auBerhalb von = 1/9" 1/9n=1 und ¢,(£)=1

1

im letzteren Intervall. Dann ist offensichtlich / Om(t) Pa(t) dt =0
fiir m = n und ¢.(£) > 0 (n). ’

§ 2. Belspiele.
Ein Beispiel eines Orthogonalsystems in <0, == ist die Folge

{cos it} (i=0,12.)).

Denn man hat fiir i s~k

[cosit cos kt dt =_;_ [lcos (i + k)t + cos (i — kyt] dt
0 0
=_1_[sin(i+k)t]w _l_[sin(i—k)t i
2l itk | 2] i—k l_'

o

] Dieselbe Rechnung zeigt die Orthogonalitit des Systems [221]
In <%, 22> und in <0, 2n>. Ahnliche Eigenschaften hat das System

: {sin it} (i=1,2,..)
es ist fiir i&5k

ki

[ sinit sin &t dt =

0

[lcos (¢ — k)t — cos (i + kyf] dt = 0.

0

0o | =
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Hier ist die Orthogonalitit in <=, 2=> und <0, 22> ebenfalls
vorhanden.
Beide Systeme sind in <uz, Bz, wo o, B beliebig ganz,und in
keinem andern Intervall orthogonal. Hat man ein beliebiges Inter-
vall <a,b> mit —oco <a <b <o, 5o geniigt es in den vorherge-

henden Beispielen eine geeignete ganze lineare Substitution vor-
zunehmen: die Systeme

f , t— a] R [ . . t— al
cos i - (0=0,1,..), Isin iz ——— (i=1,2,...
| b—al | b — af ( 25)
sind in <&, b> orthogonal.
Die Funktionenfolge
1, cost, sinf, cos2, sin2{, cos3f, sind ... [223]

heiBBt das trigonometrische System. Es ist orthogonal in -0, 27 .
Es ist nicht orthogonal in <0, >, denn z. B.

[ sin t.cos2t.dt=—§=ﬁ0.
0

Um die Orthogonalitit von [228] in <0, 2= > zu zeigen, geniigt
es angesichts der Eigenschaften von [221] und [222] die Integrale
bin i

[1.siait.dt, [ sin it.cos kt . dt
b .

0

zu berechnen; das erste ist offenbar Null, das zweite gleich

P

i 2t Jo=

lfsinmtdt:—[l "°Sf’t]2=0 bir i=k; fir i F ist es
23 2 2i

0

0.

175 o L icos(i—l—k)t_lcos(i—k)t]‘-’ﬁ=
50/ [sin(i+k)t—sin(i—k)t]di= l2 TR 5 i—_%

0

Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. [224]
Eine solche Gleichung ist u. a.

dty(t)
5 . YA@E)y@E) =0,
) 2@y
wo X ein reeller Parameter und A (¢)>0 eine stetige Funktion ist.

b
Man kann zeigen (etwa durch die Maximisierung von ,[A (Hy@)de
a
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b .
" (dy (£)\?
unter den Nebenbedingungen / (%2> dt =1, y(a)=y(b)=0),

a
daB es reelle Zahlen X und zugehdrige zweimalstetigdifferenzierbare
y(t) gibt, die (5) erfiillen und der Nebenbedingung y (a) =y (b)=0
geniigen, ohne identisch Null zu sein.
Sei nun M ==X und yi(f), yu(t) die zugehdrigen Losungen.
Es ist

6) yi(t)+XNA®)yt) =0,
yia) = yi(b) =0,

Multiplizieft man dfe ersle Gleichung (6) mit y.(f), die zweite
mit y:(£) und subtrahiert, so kommt

0 — 14) A () yi(8) yult) = ft Lyi(8) J4(E) — a(t) YD)

VEE) 4 2 A (F) yu(t) = 0,
yi(a) = yu(b) = 0.

und
b
(i —2x) ] A () yi(t) ya(t) dt = [ y(t) yh(t) — yu(t) yB)1a = 0;

wegen *; 5= A folgt

b ]
@ [ A©O 30 y8) dt = [ VED 34).V A G yult) dt = 0.

Damit haben wir gezeigt, dafl die zu verschiedenen Para-
meterwerten ; zugehdrigen zweimalstetigdifferenzierbaren, an bei-
den Intervallenden verschwindenden L&sungen y«(f) von (5) zu
einem Orthogonalsystem {)/A (¢) yi#)} AnlaB geben.

Das System [222] ist ein Spezialfall: man hat a =0, & ==,
A({)=1 zu wihlen; ), ist = — k? zu setzen. Das System [221]
besteht ebenfalls aus Losungen der Gleichung

y'(6) =k y (=0,

die Randbedingungen y(0)=y (z) =0 sind aber nicht mehr erfiilt.

Das Rademacher'sche System. Ein interessantes Bei-
spiel eines Orlhogonalsystems in <0, 1> liefern die sog. Radema-
cher’schen Funktionen. Die k-te Rademacher’sche Funktion (%)
(k=1,2,3..) erhilt man aus der dyadischen Entwicklung der
Zahl ¢ (0 <t < 1): steht an der k-ten Stelle die Zitfer 0, so setzt
man ry(f) = 1, ist die k-te Ziffer 1, so setzt man ri(f) = — 1, und
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ist £ eine Zahl, die zwei Entwicklungen mit verschiedener k-ten
Ziffer zuliBt, oder Null, so setzt man rt) = 0. Auf diese Weise
zerfillt <0, 1> in 2* gleiche Teilintervalle; rx(t) ist im Innern ei-
nes jeden Teilintervalls abwechselnd +1 und — 1 und in den End-
punkten 0.

Das System [225] ist orthogonal. Sei ndmlich m > n. Um das

Integral
1

®) [ rult £ty dt

0

zu berechnen, nennen wir 7, L, ..., I,, die 2" Konstanzintervalle
von 7,(f). Es ist

E+1 )
©) [rayratydt == 1) [rayat (=1, 2,... 9.
I ]k
Nun aber zerfdllt [, in 27-" gleiche Intervalle, in welchen
rm(t) abwechselad die Werte 4-1 und — 1 annimmt; somit ist das
Integral rechts in (9) Null, das linke ebenfalls und (8) ist Null

als Summe 3, [ ru(t) £a(t) dt.
k=1 mfk

Das System {rx(?)} hat die Eigenschaft | #(f)| <C1 (0 < £ < 1;
k=1,2,..).

Wiirden wir <0,1> in 2k gleiche Teile zerlegen und pu(?)
abwechselnd + 1 und — 1 setzen, so wiirden wir kein Orthogonal-
system bekommen. Denn es ist (z. B.)
p=-+1 in (0,1/2), p(t) =—1
(J3(t) = "l_ 1 in (0) 1/I6)! Pa(t) =—1

in (1/‘2! I)w

in (18, 2/6),... u.s. w.

1
und [ py(8) pul®) dt = 1/6 — 1o + 1o -+ 1o — 16 + /s = 1/3 == 0.
0

Fiihrt man das Zeichen ,sign“ ein, wo

signo =1 fiir « > 0, signa=—1 fir a <0, sign 0 =0,

so wird pi(#) = sign (sin 2kxf). Wir nennen {p(f)} ,die stilisierte
Sinusfolge“. Das System [225] ist mit {pr-1(f)}, also mit
{sign (sin 2*zf)} identisch. ‘

Das Rademacher’sche System ist ein Spezialfall einer allge-
meineren Klasse: ¢ (¢) habe die Periode 1 und es sei

(10) o) +oE+1/2)=0 ' .
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Man definiere: oa(t) = ¢ (2°1); war ¢ € L% so ist {¢a(f)} ein Ortho-
gonalsystem. Denn fiir m >n ist

aft

1 3 . 1
[ 2ty wutt) dt = g— [ o @y o ) du = [ @ @n"u) o (u) d,
] 0

0

wo von der Substitution 2% = und von der Periodizitit Ge- -

brauch gemacht wurde. Zerlegt man das Integrationsintervall in
=0,1/2> und =<1/2, 1>, so erhilt man fiir das letzte Integral

Y=

1
‘2

[ o @m0 + o (at-1/2)] da,

0
und dieses verschwindet wegen (10).

Setzt man speziell ¢(f) = sign(sin 27¢), so wird {p.(¢)} mit
[22b] identisch.

Das Haarsche System. Man definiere:
W) =+ 1

740 =+ 1 in<0,12)

— 1 in (1/g, 1>

in <0,1z,

0 in anderen Punkten,
) =+1y2  in <0,1/0)
— V2  in (V412>
0 in anderen Punkten,
AO =+Y2  in <1/ 3
—VY2 in (3/4,1>-

0  in anderen Punkten,
und allgemein:

72(0) =+y/27, /01 = — Y3,

S o e i 2%k—2 2k—1
I () = +V2 m<"§7zii*’?ﬁ“)

Vo gy [2k—1 2k
, m( T

0 sonst in <0, 1=,
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Dabei durchliuft # die Zahlen 0,1, 2,... und % die Zahlen 1,2,...,2".
Dieses von Alfred Haar konstruierte System {y¥)(f)} ist orthogo-
nal. Ist nimlich j> & > 1, so ist bereits das Produkt y()(?).®(t)

identisch Null in <0, 1>. Ist aber m >n, so ist das Teilintervall,

in welchem 7% (£) % 0, ginzlich in einem Konstanzintervall der
Funktion 7{(f) enthalten; es ist daher (j# % oder j = k)

%

1 gm-+1 ——
o /om  y/om
SO () dE = N [ g0t dt = |2 VAT o
b[ L) 1) 2k'—/; Vi () [2m+1 om+1 0.
om+1

1
Da [ 7(®) 7{(#) dt =0 (k> 0), so sind alle Falle erschoptt.
0

§ 8. Vollstiindigkeit.

Eine Menge von Funktionen ¢(#) heift im Intervall <a, >
vollstindig inbezug auf den Raum R, wenn jede Funktion f(f)eR,
fiir welche samtliche Skalarprodukte

q .
[F@®yo at (2)

verschwinden, selbst ein Nullelement von Rist. M. a. W.: eine Funk-
tionenmenge (oder ein Funktionensystem) ist vollsténdig inbezug
auf R, wenn es in R auBer dem Nullelement keine zu sémtli-
¢hen Funktionen der Menge (des Systems) orthogonale Funktion
gibt. Die Funktionen ¢ (f) brauchen nicht zu R zu gehéren. Die

v-Menge konnte z. B. aus einer einzigen Funktion ©(f) bestehen, .

die auf jeder Punktmenge vom positiven Mafe in <a, &> nicht-
meBbar wire; eine solche ¢-Menge wire inbezug auf den Raum
L aller in <a, b= integrierbaren Funktionen vollstindig, denn nur
die fast diberall in <a, b= verschwindenden Funktionen liefern
mit ¢ (f) ein integrierbares Produkt. Doch wollen wir von nicht-
meBbaren Funktionen absehen, wo nicht ausdriicklich das Gegen-
teil angesagt wird.

Selbstverstiandlich braucht eine vollstindige Menge weder
orthogonal noch abzéhlbar zu sein. So ist z. B. die Menge aller
zu L? gehorenden Funktionen vollsténdig inbezug auf den Raum
L? denn aus der Bedingung

fiir alle ©el®

b
[e@rwyat=0

[281]
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b

folgt — da ¢ = f gesetzt werden darf — ’[f2(l,‘) dat=0, also f({)=0
a

fast iiberall in <a, b>.

Andererseits ist es leicht ein abzdhlbares vollstindiges System
{ox(£)}, z. B. inbezug auf den Raum C (aller in <a, b> stetigen
Funktionen) zu bilden. Man teile <a, b> in n gleiche Teile und
definiere eine stetige Funktion, die in jedem Teilintervall linear
verlauft. Das geometrische Bild ist ein gebrochen-geradliniger Zug.
Wenn wir noch verlangen, daf die Ordinaten der n -4 1 Ecken
rational seien, so wird es nur abzahlbar-unendlichviele solche
Funktionen geben, denn die naliirliche Zahl # und die rationalen
Zahlen w,, @,.. W, als Ordinaten bestimmen eindeulig die Funktion.

Die Vollstindigkeit dieses Systems {pi(?)} 148t sich fast un-
mittelbar einsehen; es sei f(f) stetig und ¢>0; es ist leicht ein
Py (B) mit [ () —pue ()] <e in <a, b> zu bestimmen. Ist f(f)
zu allen () orthogonal, so folgt

b .
[FO @) — oo @ at| < |6 —a|. M.e,

f |
7y dt =

wo M das Mazimum von |f(£)| in <a, b> bedeutet; es ist also
b

[f2tydt =0 und F(#) =0, w. z. b. w.

a

Ein noch einfacheres Beispiel eines abzihlbaren vollstindigen
Systems inbezug auf C und sogar auf L ist — fiir das Intervall
<0,1> — die Gesamtheit der Funktionen o®)(¢), die in <0, w=
gleich 1, in (w, 1> gleich Null sind; @ ist dabei ein echter ratio-
naler positiver Bruch. Es sei

1 w
f®eL und  F@)=[ft)e@t)ydt= [ fyat=0

w
fir alle @ obiger Art. | f(f)ds ist aber fiir alle  in < 0, 1> definiert

und stetig, also ist F(w)=0 in ganz <0, 1>. Nach einem Haupt-
satze der Lebesgue’schen Integrationslehre ist f(t)=d~F~(—t2 fast
s - dt
tiberall in <0,1>, also f(£)=0 ¢ ii.
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Die Vollstdndigkeit der Systeme [221], [222], [228].
Wir beginnen mit [223]; wir zeigen zunichst, daB es inbezug auf
C vollstindig ist. Es sei .

cos nt

27
(11) / f(t) sin nt dt =0 (TZ =0, 1, 23 "');

2

dann ist / (@) Tu(t)dt =0, wo T,(f) ein beliebiges trigonometrisches
[

Polynom bedeutet. Ist f(f) stetig und nicht identisch Null, etwa
f(t) =0, so ist entweder f(¢£) >0 oder f(f)<<—e<0 im Intervall
<t;—3, ty+0>=1I Der Aunsdruck p(f) =1+ cos(f —£,) — cos ¢ ist
>1in [/ und es ist |p (f)| <1 auBerhalb 1. T,({) =[p (H)]" ist ein
trigonometrisches Polynom und es ist

b
(12)  0=[ () Tt dt =[F(&) Ty dt+ £ (&) Tutt) at.
0 I cr

Der zweite Integrand bleibt dem Belrage nach unter |f(¢)]
und konvergiert gegen Null fiir 72 -» oo; das Integral hat also (vgl.
[123-124]) den Grenzwert Null. Das erste Integral ist aber stets
dem Betrage nach wenigstens gleich 2¢e. Dieser Widerspruch mit
(12) zeigt, daB f(¢) identisch verschwindet, w. z. b. w.

Das trigonometrische System ist aber auch vollstdndig inbezug

7
auf L. Sei nimlich f(¢)e L, F(¢) =./f(u) du. Die Formel (11) ergibt

0

F (2r) = 0; daraus folgt

e i

[ Fitycos nt dt = —— [ £(t) sinnt dt =0 (),
0 n gy

2::: 1 on

[ F(t) sin nt dt = ;_/ f(t)cosnt di =0 (n).
0 [

/‘F(t) dt; ‘die beiden vorangehenden Formeln ergeben

Sei a=~1—
27

27 )
[FO—aSandt=0  (=0,12),
0
also, wegen [F({)—«]eC, F({)—o=0. Es ist aber F(0) =0,
also F(f)=0 und f(f) =0 fast iberall in <0, 27>, w. Z. b. W.

[234]
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Dasselbe Verfahren zeigt, daB aus f(tyeL und daraus, daB
cosnt . _ o siir n=1,2.., f(f)=const. f . folgt. Diese
ff(t)smntdt—o fiir n=1,2..., f(©) g
Es sei

Bemerkuncr wenden wir bei [222] an.

f F(t)sinntdt =0 (n=1,2 .

man setze f@+8)=—f(x—1) O <t L n); es kommt

[ £ sinnt dt =0,
i ¢ ™ 2
[ £@) cosnt at =[f(¢) cos nt dt +[ f(t)cosnt at

— [F(t) cosnt dt — [ £ (t) cos nt dt =0.
0 ]
Die eben formulierte Bemerkung ergibt f(¢) = const. f. i es

folgt 0= [f(t)sintdt=2c, f()=0 £ i
0

Es hat sich also das System {sinif} (i=1,2,..) in <0,7>
inbezug auf L (also auch auf C) als vollstédndig erwiesen. Dasselbe
gilt von [221] und der Beweis ist dhnlich (f(z+1) = f(z —1)).

Die Vollstdndigkeit des Haar’schen Systems in

: !
<0,1> inbezug auf L. Es sel f(t)e L und F(t)=/f(u) du; die

4]

Voraussetzung
1
(13) [r@® @@ dt =o (1=0,1,2,...; k=1,2,...,2)
0
ergibt

26 —1 2%k —2 2r—1\ _
(5]~ {5) [)o (5)-

wenn (183) unter Berufung auf [226] berechnet wird; es ist also
2k

2k —2 2k —1

(14) F(Tn+1) 2F< )+F( 2@?):0.

Fiicr n=0 resultiert daraus — geometrisch gesprochen — die
Kollinearitdt der Punkte mit den Abszissen x=0, 1/2, 1 der Kurve
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y=F(x). Aber fir n=1, k=1 zeigt (14) die Kollinearitit der
Punkte x =0, 1/4, 1/2 und fiir n=1, k =2, die Kollinearitit der
Punkte x =1/2, 3/4, 1. Somit sind alle Punkte mit den Abszissen

hfe* (n=10,1,2,..; £=0,1,..,2" kollinear. F(x) ist stetig, also
ist F(t)y=ct+ d. Nun enthalt die Voraussetzung auBer (13) noch:

/fMﬂwnwza

d. h. F(1)— F(0)=0; es folgt c=0, F(¢)
iiberall in < 0,1 >.

= d, und f(lf) =0 fast

Das System [225] ist mit dem Haar’schen verwandt, aber es
ist nicht vollstindig. So ist z. B. die Funktion f(#)=1 zu allen
Rademacher’schen Funktionen orthogonal. Aber die Hinzunahme
von f(f)=1 zu dem System wiirde seine Vollstindigkeit nicht
herbeiftihren. Denn alle Rademacher’schen Funktionen sind an-
tisymmetrisch inbezug auf f=1/9; ist also f(¢) eine beliebige
inbezug auf f=1/2 symmetrische Funktion, so ist ihr Produkt mit
einer beliebigen Rademacher’schen Funktion antisymmetrisch und
sein Integral tiber <0,1> Null. Damit noch die Funktion f () zu
der (adjungierten) 1 orthogonal sei, reicht es hin, daB ihr Inte-
gral iiber <0, 1> verschwindet. Eine Funktion, die allen diesen An-
forderungen gentigt, ist z.B. cos 2, aber auch cos 2zgf(g=1,2,...).

§ 4. Abgeschlossene, minimale und dichte Systeme. Nor-
mierung.

Ein Funktionensystem ist im Raume R abgeschlossen, wenn
man eine jede zu R gehdrende Funktion mit Hilfe von ganzen
linearen, endlichen Verbindungen der Funktionen des Systems
beliebig ann#hern kann. Genauer gesagt ist das System .S in-
bezug auf R abgeschlossen, wenn es zu jedem f(Z) in R und zu
e>0 7 Funktionen o,(%), 9,(2), ..., ©x(f) in S und 7z reelle Zahlen
€1, Cgy ..y Cn gibt, so daB die Funktion

D (8) = ¢y 9,1(8) + €3 9() + .. + Cn 9a(D)
zu R gehort und die Eigenschaft
7@ -

besitzt; || ||, ist hier das Zeichen fiir die in R geltende Norm.

(15) D (1) <=

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen.
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Ebenso wie die Vollstindigkeit ist die Abgeschlossenheit
eine Eigenschaft des Systems, die erst durch die Angabe des
Raumes R festgelegt wird. Die Ungleichung (15) wird im Raume
C als Max |f (f) — @ (t)] <= gelesen; nach dem Weierstraf’schen

ae<h . 9 .
Satze [122] bilden also die sukzessiven Potenzen 1,7, 1% .. ein

abzihlbares, inbezug auf C abgeschlossenes System.

Dieselbe Eigenschaft kommt einem von Herrn J. Schau-
der konstruierten System zuw Es sei a< b und {w;}
(i>2) sei die Folge aller rationalen Zahlen des Intervalls (a, b):
w =a, W=>0b W3=..

,(f) sei die durch die Bedingungen ¢ (w) =1, ¢ (w,)=0
bestimmte ganze lineare Funktion; 9,(t) sei anch ganz-linear mit
@y(10,)=0, o,(w,)=1. Fiir n2>2 werde <a, b= vermittels @y, w,, ..., Wy
in n—2 Teilintervalle zerlegt und <w;, w,> sei dasjenige, welches
w, enthilt. ©,(¢) sei nun 0 auBerhalb <wj, @w,>, 0 in @; und in
wg, 1 in @, und ganz-linear in <Wi, Wp>, < Wn, Wy Damit ist
eine Folge {z.(f)} (n=1,2,...) von in <a,b>stetigen Funktionen erklirt.

Sei f(t) stetig in <a,b> Nach Herrn Schauder /st die

Reihe

z§1 croft)  mit ¢, =f (@), ¢ =Ff(W),..
i—1

¢ = f(w) —1;21 Cr @r(wi) ' (i>2)

(16)

in <a, b= gleichmifig zur Summe f(t) konvergent.

Dies sieht man leicht ein: ist ¢ die Abszisse, y die Ordi-

n
nate, so ist das geometrische Bild von y = s.(f) = S cioft) ein
i=1

Polygonalzug, dessen 7—1 Seiten Sehnen der Kurve y=/f(#) sind,
und dessen 7 Ecken die wachsend geordneten Zahlen w,,w,,..., @,
zu Abszissen haben. Ist €>0 und 7 () >0 so, daB [ —£"|<1
Y= f@EM|<e in <a, b> impliziert, ferner N(n) so grofB, daB
fiir n> N das groBte durch die geordneten w;,w,,...,w, gebildete
Intervall kleiner als 7 sei, dann ist fiir n> N (1 (g)

|f@&) —sa®)| <e

in <ag, b>, denn der Abstand einer Sehne wvom Bogen — in der
y-Richtung gemessen — ist in jedem der n—1 Teilintervalle hoch-

(17)
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stens gleich der Oszillation der Funktioﬁ, also <e, da die4Inter-
vallinge unter 7 liegt. Es folgt aber aus (17) die angekiindigte
gleichméBige Konvergenz der Reihe (16) zur Summe f(¢).

Das System [242] hat aber auch die Eigenschaft, daB die
Beziehung

bs

(18) f@=

i=

¢l i(?) (2 < t < b)

il
A

mit konstanten c¢; nur dann Statthaben kann, wenn die c; die in (16)
angegebenen Werte haben. Setzt man niémlich in (18) =,
ein, so kommt f(w)=g¢,, denn 9(w,)=0 fiir is=1, 3 (w,) =1.
Ebenso erhdlt man f(w,) =c, Setzt man ¢=w,, so kommt,
wegen 93(w;) =1 und 9y(wy) =0, f(w,)=c, 9,(w;)+c, eo(wy) +ey,

9

also ¢y = f (105) ——,g_:'lck vx(ws) und — durch leichte Induktion — die

=

allgemeine Formel (16) fiir c; (£ > 2).

Das System [242] biiBt keine von den eben bewiesenen
Eigenschaften ein, wenn man endlich viele ¢(f) mit £ >> 8 fortl4Bt.
Es hort aber auf abgeschlossen zu sein, wenn eine (oder beide)
von den Funktionen o,(%), 9.(f) fortgelassen wird. Ist z. B. % (%)
gestrichen worden und wihlt man f(¢) =1, so ist fiir eine beliebige
lineare endliche Verbindung @ (f) der tibrigen 7/(f) @ (a)=0, denn
es ist o.(@) =0 fiir n> 1. BEs ist daher —fiir ¢ <1 stets

max |f(f) — D] > |f(@) — D) = 1>,
a<tlb

gegen (15).

Aus demselben Grunde ist das System [222] in <0, =z inbe-
zug auf C nicht abgeschlossen; hier sind alle Funktionen sinif
fiir =0, f{== Null. Nichtdestoweniger ist dasselbe System
inbezug auf L in <O, => abgeschlossen, wie wir spiter sehen
werden.

Integration abgeschlossener Systeme., {p.(t)} sei
14

inbezug auf L abgeschlossen, 0.(f) bezeichne ‘/‘go,,(zz) du. Dann ist

das aus 1 und {{,(£)) bestehende System in <a,b> abgeschlossen
‘nbezug auf C.
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Beweis: o(¢) sei eine der Funktionen [242]; die Ableitung
o'(f) ist streckenweise konstant und man hat

‘
[ @) du=00t) —2@ (a <t <b).

Ist £> 0, so gibt es nach Voraussetzung eine endliche .lineare

b
Verbindung @ (£) der 9a(Z) mit_/ | o'()— P (1) | du<e. Umsomehr gilt

14
L/-(?'(ﬂ) — @ (n)) du§< e, also 'cp ) — ¢ (a) ~‘/ @ (u)du

<e

o () — F(t)] <: (@< t<b)

19)

7

rty=s(@+ [ D@ de=¢@. 1+ 40 + .+ en bn(t).

a

mit

Somit ist gezeigt worden, da man mit Hilfe von endlichen
linearen Verbindungen der Funktionen 1, {$.(f)} jede Schauder’sche
Funktion ¢(f) gleichmiBig in <a, b> approximieren kann. Ist
nun f(f) stetig in <a, b> und hat s,(f) die Bedeutung wie im
Beweise von [243], so ist bei entsprechendem 7

FO) = st <~ (a <t < by
$.(f) besteht aus 7# Termen c¢(f) und man kann einen jeden auf
¢/on genau durch lineare, endliche Verbindungen von 1, {4.()}
anniihern; die Summe dieser Verbindungen o (f) hat die Eigenschaft
[f(&) — o ()| <ce in <a, b> wie die Behauptung [245] es verlangt.

Der eben angewendete Schluf ist vielfach niitzlich. So haben
wir z.B. im I-ten Kapitel (§ 2, SchluBbemerkong) ein Funktionen-
system kennen gelernt, welches inbezug auf jeden Raum L? (p>>1)
abgeschlossen ist. Dieses System besteht aus allen streckenweise-
konstanten Funktionen. Eine solche Funktion ist eine lineare
Verbindung von noch einfacheren Funktionen, und zwar solchen,
die in einem Teilintervall gleich 1, sonst gleich 0 sind. Um die
Abgeschlossenheit eines Systems {f.(f)} inbezug auf L (p > 1)
festzustellen, geniigt es zu zeigen, daB eine jede Funktion der
eben bezeichneten Art in L° durch lineare Verbindungen der

oder
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Jf+(t) beliebig approximierbar ist (im Sinne der L”-Norm). Denn
die Eigenschaften [187] der Norm erlauben hier wie im SchluB-
teil des Beweises von [245] vorzugehen.

Ein inbezug auf R dicht-abgeschlossenes System ist ein solches,
welches (inbezug auf R) abgeschlossen bleibt, wenn man beliebig
viele seiner Funktionen streicht, ohne es aber auf ein endliches
System zu reduzieren. Ganz analog ist die Definition eines dicht-
wvollstiandigen Systems. Keines der bis jetzt von uns untersuchten
Systeme ist dicht im obigen Sinne.

Ein Gegenstiick zur Dichte ist die Minimalitat. Minimal-abge-
schlossen ist ein System, welches nach Weglassung einer Funk-
tion — welche es auch sei-— die Abgeschlossenheit einbiifit (z. B.
ist [223] ein solches System). Analog lautet die Definition eines
minimal-vollstandigen Systems. (Dichte Systeme hat Ch. Miintz
angegeben (vgl. [361]); den Ausdruck ,minimal” finden wir bei
S. Levin, doch in einem etwas abweichenden Sinne).

Ist ¢ (?) irgend ein Element eines normierten Raumes R und
ist o (?)]]x=0, so 148t sich eine Konstante ¢ aus der Bedingung

(20) eg @)l =1

berechnen: ¢ =21/|p(¢)]. Soll ¢ reell sein, so hat die Aufgabe
genau zwei LOsungen. Ersetzt man ¢(f) durch ¢.9 (%), wo ¢ eine
Lésung ist, so sagt man, man habe ¢ (f) normiert.

Soll z. B. sinnrf, 0 <t <1, im Raume L? normiert werden,
so kommt
1 nw

1
l|sin nnt |2 = [sin® net. dt == [ sin?u.du =12,
N . IZT: Ky
0 0

|| sin nzt ] = & y1/a, c=1y2

Das System {*+V2 sinant} besteht also aus lauter normierten
Funktionen. Die Vorzeichen = sind beliebig, es gibt also kon-
tinuierlich-unendlichviele Normierungen eines unendlichen Systems.

Die Normierung kann die Merkmale der Abgesehlossenheit,'
der Vollstindigkeit, der Orthogonalitét, der Dichte und der Mini-
malitit weder einfiihren noch beseitigen.
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Das trigonometrische System [228] pflegt man in L* zu nor-
mieren; in C ist es bereits normiert. In L? ist das normierte tri-

gonometrische System:
@) — Lsint, .., oo o sin,

— —1— cos L vy
2= Vs 4

Das System [224] ist nur bis auf konstante Faktoren bestimmt;
wir kénnen es also als normiert ansehen. Das System [225] (wel-
chem wir den Namen des Herrn Rademacher beigelegt haben) ist
in M, in L und in L? gleichzeitig normiert, das Haar’sche System
[226] nur in L% Das System [242] ist in C normiert; man sieht,
daB es weder in L2 noch in L normiert ist, doch kilnnte man es
(z.B. in L?) normieren, wihrend z. B. das System [225] in C nicht
zu normieren ist, da seine Elemente nicht zu C gehdren. Doch
werden wir kiinftighin unter Normierung die Normierung in L?
verstehen, sobald nicht ausdriicklich anderes verlangt wird.

Es werde hier bemerkt, daB die Eigenschaften der Orthogo-
nalitit, der Vollstindigkeit, der Abgeschlossenheit, der Normierung,
der ‘Dichte und Minimalitit in den meisten Riumen (L, L2, M) nicht
beienfluBt werden, wenn man die Funktionen in f-Mengen vom
Mafe Null ab#éndert.

§ 5. Orthogonalreihen und Orthogonalentwicklungen.
Ist {v{¢)} ein abzihlbares Orthogonalsystem, so heiflt die Reihe

1 1

22) 2 o)

eine Orthogonalreihe; c; sind beliebige Konstanten. Als erster hat
Euler eine Orthogonalreihe, und zwar eine trigonometrische Reihe
verwendet; er beniitzte sie in der Theorie der Jupiter- und Saturn-
bewegung (im J. 1748): Eine trigonometrische Reihe ist eine Reihe
(22), wenn fiir {{f)} das System (21) gewiihlt wird. Da die Kon-
stanten ¢; zur Verfiigung stehen, diirfen wir voraussetzen, daB
{¢{#)} in R normiert ist; das engt die Definition [251] nur insofern ein,
daB kein o¢4(f) ein Nullelement von R sein darf und daB alle
o) zu R gehbren.

Es sei {p(f)} ein abziéhlbar-unendliches, orthogonales, in L?
normiertes System; der Einfachkeit halber seien die ¢,(f) in <a, b>
stetig. Wir wollen annehmen, die Reihe (22) sei gleichm#Big kon-
vergent und f(£) sei ibre Summe. In diesem Falle ist die Bestimmung
der Konstanten ¢; unmittelbar: multipliziert man die Beziehung
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(28) fity= 3 condt)

=
beiderseits mit ¢x(f) und integriert beide Teile iiber —a, &>, indem
man rechts unter dem Summenzeichen integriert, was wegen der
gleichméBigen Konvergenz erlaubt ist, so kommt

b = b

JF @ w® @t =3 i | lt) watty de =,

a =1 g
weil rechts alle Terme bis auf den k-ten infolge der Orthogonalitit
verschwinden und weil das k-te Integral infolge der Normierung
gleich 1 ist. Es ist also

e =] f (0) 2lt) at

a

(24) (k=1,2,..).

Fiir die Theorie der Orthogonalreihen ist es nun wesentlich die
Koeffizienten cx nach der Formel (24) zu berechnen: ,ila Fourier®,
wie man zu sagen pflegt. Ist also {¢i(f)} orthogonal und in L*
normiert, so heiBen die nach Formel (24) berechneten ¢ die
Koeffizienten won f(t) nach {z{f)}, wobei von f(f) nur verlangt
wird, dafl siamtliche Integrale (24) existieren.

Setzt man diese Koeffizientenwerte in (22) ein, so nennt man
die so entstandene Reihe die Enfwicklung der Funktion f(t) nach
dem System {9«t);, Man schreibt dann

F@® "222: civi(?),

und es ist ein Hauptproblem der Theorie, ob und wann das
Zeichen ~ durch das Gleichheitszeichen zu ersetzen ist. Aber auch
ohne dieses Problem geldst zu haben, konnen wir oft die Formel (25)
als eine niitzliche ,Darstellung® von f(f) verwenden..

Es werde hier gleich bemerkt, daB im Falle der sog. durch-
schnittlichen Konvergenz der Reihe (22) gegen f(f), d.h. im Falle,
wo die Partialsummen s.(f) die Beziehung

Lim s.(8) = f (®

n—yee

in dem in [161] erklirten Sinne (vgl.I, (22)) im Raume L? erfiillen,
die Koeftizienten c¢; notwendig die Werte (24) annehmen. Denn es
ist (n> k)

(25)
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b b
[ot) [f @) — su®)) d = [F (&) ou(t) dt — e

und
| ]qwk(z)[f(t)—sn(t)]dt‘ (/ W)dt) (f [f(’”"s"(t)]gdt) <h=sale,

welcher Ausdruck voraussetzungsgemifl gegen Null strebt,

Ist das System {¢i(f)} nicht normiert, so liefert, bei sonstigen

Voraussetzungen, dieselbe Uberlegung Werte fiir c, die eine leichte
b

Modifizierung erfahren. Ist ndmlich [ ¢2(¢)dE=2,>0, so ist das System

0t =it
(0= %40
bereits normiert. Ist di der k-te Koeffizient von f(f) nach {{u(8)},
so kommt
b b y
do= 7t bty at = [ £ &) P gz —
a z l/ l/)k
Die Entwicklung nach {{:(¢)} lautet:
Sdituty=3- 20 _ 5 ced)
k=1 k .k() kg‘: 1/)"5 ]/)k h;Jl >‘k

Wenn man also die Entwicklung nach {o; (£)} bildet, indem man
die Formel (24) fiir die Koeffizienten beniitzt, aber dann die A-te
Funktion durch 2. dividiert, so wird die Reihe Term fiir Term
mit einer anderen 1dentlsch die bereits eine Entwicklung nach
einem normierten System {{»(t)} darstellt.

Man berechne z. B. die Entwicklung von [f] in <— =%, 7>
nach dem System {cos it} (L— 0,1,2,..)

Es ist flz dt=

j cosit.dt=r, also \y=2x, h=r (i=1,2,..)

—1T

und

+7
= [it].dt ==,

4w
€= ]Mltl cos it.dtzg[(_ 1)i—1] (i=1,2,..);

die gesuchte Entwicklung ist also
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T 4 4
|| ~— — -~ cost— —cos 3¢ -—-4—cos5t—.‘.
2 g 9x 26w

(Wiirden wir hier das Zeichen ~ durch = ersetzen diirfen, so
wiirden wir, nach der Substitution ¢ = 0, die Beziehung

K 4 > 1 oder g f —
2 =5 @n+ 1y 8 (2n+1)
bekommen).

Nicht jede Reihe der Gestalt (22) ist eine Entwicklung.
[221] ist ein Orthogonalsystem; die Reihe

(26) D) cos nt
n=0
ist keine Entwicklung. Es ist hier M=% und »; =%, =)= ... ,___g_
Wire nun f(f) € L eine Fuanktion, die (26) liefert, so kiime
2 7 A
27 jff(t) cosnt.dt =1 n=1,2,..,
(1% 0
also
2 ™
= [F(® Icos (n+ 2t — cos nt] di =0,
v b )
j'f(t) sin (n41)¢.sint.dt =0 (1=1,2,..),
also — wenn o = —2— /f(t) sin?t.dt gesetst wird —
/‘[f(zf)-a] sin £. sin nt.dt =0 (n=1,2,...).

Das System [222] ist aber ([234]) vollstindig inbezug auf L;
es ist also (f(f)—e)sin¢=0 f.i. in <0,7>, also f)== £i.
in <0, =>, was der Formel (27) widerspricht.

Dieser Weg zu den Formeln (24) ist, im Grunde genommen,
der Euler- Fourier’sche (1748 —1807). Einen besseren Einblick
gewihrt aber ein anderer, den die skandinavische Schule (Gram)

gefunden hat.
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§ 6. Das Problem der besten Approximation.

Es sei in <a, b> eine Funktion f(f) € L* erkliirt. Das System
{3f)} sei in L? orthogonal und normiert. Wir werden ein solches
System als ,ein ON” bezeichnen. Man schreibe

n
(28) sa(t) = 2 &iilt)
und verlange, bei festem 7, die Koeffizienten & so zu bestimmen,

daB s.(f) im Raume L? so nahe als mdglich an f(Z) zu liegen
komme. M. a. W. verlangt man die Minimisierung von

b
O =@ =V [1f )= suf at

durch geeignete Wahl der & (1=1,2,..,n). Diese Aufgabe ist
gleichbedeutend mit der Minimisierung der quadratischen Form
der Variablen &, &, ..., ¢,

FE by, c,z>—/[f(t)~—_yﬁav(t)] dt = fﬂf)dt—z cia,+$’e

a
wo fiir die Skalarprodukte (24) ¢, geschrieben und wo die Ortho-
gonalitit und Normierung bereits benutzt wurden. REine leichte
Umformung gibt

b n n
Pl b) = | f30) di + 3 (it — 3 .
P i= i=1

Da von den drei Gliedern rechts nur der mittlere von den &; abhiingt,

und zwar so, dal er stets nichtnegativ ist und den Wert Null
nur fiir

&
EI:'CI: Gy = Cy, ey

(29) Eu =C(y

annimmt, so ist gezeigt worden, da3 die Form F¢,&,..,¢8) ein
einziges, eigentliches, absolutes Minimum an der Stelle (29) azszetst'
ihr Wert an dieser Stelle ist

b ' n
(30) F(cyy €3y, ) = / red—3e,
a i=1

wo die ¢; durch (24) erklirt sind. Wir hatlen aber stets
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(31) Féy, S, oy i) = / [f (&) — sal®)]2 dt >

also auch F(cy, ¢y, ...\ €2) > 0; (80) ergibt daher

S \\/

f () dt >3 cl,

i=

(32)

Q\.\

»-a

- Wir haben also gezeigt, dal der Integralausdruck (31) seinen
Minimalwert erreicht, wenn  die Koeffizienten %; die Fourierschen
Werte ¢: (24) annehmen. Wenn man also eine Funktion in eine
Orthogonalreihe nach der Vorschrift des § 5 entwickelt, so liefert
jede Partialsumme dieser Entwicklung die bestmogliche Approxi-
mation; dieses Optimum ist das einzige.

Auflerdem liefert die Ungleichung (32) im Falle unendlicher
Systeme die sog. Besselsche Ungleichung

b

1< /f(t)dzf

ﬂ

c

(33)

Iy

also u. a. die Konvergenz der Koeffizientenquadratsumme.

Eine wichtige Konsequenz der Bessel’schen Ungleichung (88)ist

(34) lim ¢; = 0 (F() € L.

i-yoo
- Es kann aus (33) auch abgelesen werden, daB g_,:ci';i(t) keine

oo

Entwicklung einer zu L? gehbrenden Funktlon ist, wenn vlc- di-

vergiert. Isf aber Z c? < co, s0 ist die Reile E c;pit) stark kon-
=1 i=1

vergent, denn es ist (m>n) | Su(t)— Sit)!] =]/ __E_'H c?, wenn

sa(t) = 3 crodt) gesetzt wird.
i=1

Ist das normierte Orthogonalsystem {¢{t)} inbezug auf L* ab-
geschlossen, so gilt

b
(35) lim | 1F () — sa(®)]* dt = 0.
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Beweis: Fiir ¢ >0 existiert nach Voraussetzung ein Zahlen-

system £, &y, .., &n mit

es ist also F(&, &, ..., &) <¢ und umsomehr Fcy, €9y ey €2)<<t, d. h.

b
[17 () — sn(®)] di <& tiic m>n, W. 2. b. w.

Eine weitere Konsequenz der Besselschen Ungleichung (38)
ist die Konvergenz fast iiberall der Reihe

2 a9
unter der Voraussetzung f(t) e L?. Es ist néimlich
X j oXt) dt =3 ¢
i=1 i=1

nach [264] eine konvergente Reihe und aus [124] folgt die Behauptung.

Die gliedweise integrierte Entwicklung einer f(t) e L? ist gleich-
mapBig konvergent. Es ist ndmlich

g gl 2
< V_Z c?_Z(fcpi(u) du) (a<ELD),
i=p i=p\y

N
(36) ‘ 2 c,-./- ofu) du

[=p  q

1
da aber die Integrale ./@,‘(u) du Koeffizienten der Funktion g (&)
a

sind, die in <a, £> gleich 1, sonst 0 ist, so folgt aus (83) und (36)

‘é’cz @:(u)du|<Vb—aVZc~ (¢ > p),

ii=p

und letzter Ausdruck strebt fiir p- oo unabhingig von ¢ gegen Null.
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