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I. KAPITEL.

Vorkenntnisse.

Dieses Kapitel bringt gewisse Definitionen und Sitze, die wir
im ganzen Buche brauchen werden. Von diesen S#tzen sollen einige
bewiesen werden.
§ 1. Konvergenz' und Summierbarkeit.
Es seien {a,} und {#,} zwei unendliche Folgen und
Sp=0Q;+ay+ ... + az;
dann ist folgende, nach Abel benannte Umformung oft niitzlich:

n+p n-p
Y arbi= Y silbr— bry1) — Subugs 4 Spp Bnypr - [111]
h=n+1 hE=nt1

Die Abel'sche Umformung kann auch so geschrieben werden:

ntp nip—1
}: ap b, = S Su(br — bk-}«l) — Sa bn-f-l - Sutp brz-l—p . [112]
k=n+1 h=n-+1

In beiden Formeln darf s; durch sp = s, + ¢ ersetzt werden,
wo ¢ von % frei ist.

Es sei ¢>1 und es bezeichne I die Menge aller Folgen
{)C;;} mit oo

X < oo,
k=1

und ¢' die dureh 1/ + 1/ =1 erkliirte Zahl.
Dann gilt der Landau’sche Satz: /st fiir jede Folge {x;} in 17 [113]
E QA Xp |
k=1
konvergent, so gehort {az) zu I, d. h. es ist
E; ap Eq’ <oco.
k=1 .

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 1
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o

Die Umkehrung dieses Qatzes ist richtig und folgt fast un-
mittelbar aus der Holder’schen Ungleichung

1 1
y akxk

P (kf‘liak l") g (5’ | X ]0)—.

Aus [113] folgt fiir den Fall, wo {as} nicht zu {7 gehbrt, die

in 7 mit 3 = ogar mit
Existenz einer Folge {yx} in [ mit }_ZZ;I! axyr] = oo und sog
Vakyk =+ oo, |
A=t : 1
Beweis von[113]: Es sex yiak“] =oo; man setze sn_]§1| a7

die Reihe i‘; a7
k=1 Su

ist fiir = > 1 konvergent, fiir « <1 divergent. Wihlt man
| a |77 sign a

Sk

und = gemiB 1/ <o <1, so folgt

oo :‘]ak i(]/
Xk ;l] E Sqa <o ’
k

Xp =

oo
Vi
Za |

oo

¥ Rl
da gz > 1. Es sollte daher, nach Voraussetzung, é ap xr konver-
gieren; nun ist aber gliedweise
= Slatre  Slal”
Sam=3 = 3
k=1 k=1 S, k=1 S

und letzte Reihe ist divergent wegen a <1.
Etwas tiefer liegt folgende Tatsache:
Es sei H das Produkt aller I, wo p> 2 (bzw. p > q > 1). Ist

dann yak X fiir kein {x:} in H gegen 4+ oo divergent, so gibt es
ein p' mtt 1<p' <2 (bzw. p' < ¢'), so daB {az} zu " gehori.

Beweis (fiir p <2; fiir p > ¢ analog): Die Nichtexistenz des
behaupteten p' impliziert eine Folge {p.} mit

2>prn>1, limp}z=2, Vlaky,7,1_+m.

n—eo
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Auf Grund der aus [113] gefolgerten Bemerkung existiert fiir
jedes n jetzt eine Folge {x}" } mit

Zrzk (ny _ (0 € I,

= + il
Pr pn

Wir diirfen nachtriglich die Vorzeichen der .tﬁ.)

s0 dndern,
daB a, x

nichtnegativ werde und die Betriige so normieren, daB

S

die konvergenten Rexhen Y xY " die Summen 12 erhalten. Jetzt

bauen wir aus den \.u )} eine einzige Folge {x;} auf. Wir setzen
n (k) =1 fir 1 <{k <k, wo &, die kleinste natiirliche Zahl ist mit
) \“‘ ay x(l) ~

3
k:l

ferner n (k) =i+1 fiir k <k < kipy, wo by die kleinste natiirli-
che Zahl ist mit
2

V apxgt > 1,
P

2) iy > k&,
und definieren x, als x{™*”, Es ist ! \,,, € H. Denn es sei p>2;

fir n> N ist p,<p wegen lim p,= 2; ist dann, fir 2> K,
n (k> N, so hat man e

E e e o v xR Py
h=K+1' Py

denn es ist |x§” < 1 fiir alle 7 und k& es folgt

oo . k] k_H—I o< |
v x !’ < Y’ x(f‘( » f’n(k) E + Z + \/\- E; < 1,
—K—* "K—!-I k=K1 k:kj-{-l i=j

also {xx} € 1. Schreibt man jetzt

T ap ™ -
k=1

und beachtet (1) und (2), so folgt fiir die rechterhand stehende
Reihe mit nichtnegativen Gliedern die Divergenz gegen + oo, also

=<

dasselbe fiir > a,x:, gegen die Voraussetzung.
k=1


pem


[116]

[117]

4 1. Kapitel.  Vorkenntnisse.

Summierbarkeit. Isteine Folge {s.} divergent, so kann es
doch vorkommen, daB ihr durch ein anderes Verfahren als das ge-

wohnliche ,lim® eine Zahl zugeordnet werden kann als eine Art ,Gren-
ze“. Wir sagen dann, die Folge sei limitierbar nach diesem Verfahren.

Sind die s; Teilsummen einer Reihekz,'lak, so heiB3t die Reihe summier-

bar nach diesem Verfahren. , .
Das wichtigste Verfahren ist dasjenige des ersten arithmeti-

schen Mittels; es beruht darauf, daB man anstatt der urspriingli-
chen Folge {s.} die Folge {c.} der Mittelwerte

PR

Op =

betrachtet und den gewdhnlichen Grenzwert dieser neuen Folge,

lim 5., als verallgemeinerte ,Grenze®, der urspriinglichen Folge
n—yoo

zuordnet. Jede konvergente Folge ist nach dem ersten arithme-
tischen Mittel limitierbar gegen den urspriinglichen Grenzwert,
das Verfahren ist also, wie man zu sagen pflegt, permanent.

Selbstverstindlich gibt es Folgen, die dem Verfahren des
ersten arithmetischen Mittels widerstehen; dann koénnen wir es
mit Mitteln héherer Ordnung versuchen, wie sie Cesdro angegeben
hat. Wir geben sie hier gleich in den fiir Reihen brauchbaren
Formen: ,

Fiir jedes nichtnegative ganze n und jedes von —1,—2,—3...
verschiedene r definieren wir

o [T D+ ) (N_”'__.
,n-—( n )_ nl —[“(r—i—l)

fiir n - w) .

Die zu summierende Reihe sei > a,; wir sagen, daB sie
n=0

(C,r)-summierbar gegen s sei, wenn die Folge {55’}

n
N An-raz
GSzr) _ k=0
Ay

fiir n > co gegen den Grenzwert s strebt. Fiir » = 0 erhalten wir
die gewdhnliche Konvergenz, fiir r =1 die Summierbarkeit mit dem
ersten arithmetischen Mittel. Jedes (C,7)-Verfahren ist perma-
nent; s kann als verallgemeinerte ,Reihensumme® gelten.
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Ist 7, >r, so ist auch (C, r,) stdrker als (C,r), d. h. eine
(C, r)-summierbare Reihe ist (C, ,)-summierbar; die Verfahren sind
miteinander konsistent, d. h. die beiden verallgemeinerten Reihen-
summen gleichen einander. Permanent, stiirker als alle (C, r) und
mit ihnen konsistent ist das Poisson’sche (Abel'sche) Verfahren

o

(= Summationsmethode), welches der Reihe Y a, den Grenzwert

=)
e

lim Y a,x"=3s
X=>1 n=i
[y

als ,Summe®* zuordnet, falls er vorhanden ist.
Toeplitz’sche Summations-(Limitierungs-)Methoden.

B= by (h=1,2.))

sel eine unendliche Matrix; ist {sz} die zu limitierende Folge, so
bilde man

Bi = Eb[}g Sp (l = 1, 2 ...).’.

k=1
ist nun B: fiir jedes { vorhanden und lim B;=s desgleichen, so
heiBit {s;} B-limitierbar gegen s. B ist also ein Limitierungs-
(Summations-) Verfahren (Methode). Ein solches Verfahren heif3t
zeilenfinit, wenn jede Zeile von B nur endlich viele von Null
verschiedene Elemente enthiilt.

Damit ein Verfahren permanent sei, ist es notwendig und hin-
reichend, daf}

10 lim E b;‘k = 1_,

i—~oo k=1

2 lim by =0 (k=1,2.),
I )

30 3 ba| <M i=1,2..)
k=1

sel, wo die Konvergenz der Reihen 1° und 3° zu dem Inhalt der Be-
dingungen gehort und M won i frei ist.

Nur solehen Verfahren werden wir den Namen ,Toeplitz’sche
Summationsmethoden® beilegen.

Die Cesaro’schen Mittel sind leicht als Toeplitz’sche Metho-
den zu erkennen. Um das Poisson’sche Verfahren zu einer solchen

[118]

{119}
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Methode zu machen, gerﬁigt es den kontinuierlich gegen 1 stre-
benden Parameter x durch eine Folge {x:} mit |[x;| <1, lim x;=1

I-yo0

zu ersetzen. (Wenn man fiir die so erhaltene Matrix B die drei

Eigenschaften 1°2°8° verifiziert, so erhélt man einen Beweis fiir
den Abel’'schen Satz iiber Potegzreihen). Niheres tiiber Reihen
findet man in dem Buche von Knopp.

Zum SchluB dieses § wollen wir noch zwei iibliche Symbole
erkliren: Sind {x,}, {¥.} zwei Folgen, so bedeutet x, = O (y.) so
viel als |x,| < K|y.| mit einem n-freien K, X, =0 (y,) so viel
als | X, | < Bn|Yn] mit ii_r)nk,,zo.

§ 2. Einiges liber Funktionen und Integrale.

" Wir setzen die Kenntnis der wichtigsten Siitze der reellen
Funktionentheorie und der Lebesgue’schen Integrationstheorie vo-
raus; letztere ist mehrmals behandelt worden (vgl. z. B. das in
dieser Sammlung erschienene Buch von S. Saks). Wir wollen
jedoch einiges der Aufmerksamkeit des Lesers empfehlen.

Zwei Lusin’sche Sdtze. Jede in <0,1> erkldrte, mefSbare
und fast iberall (d. h. mit Ausschluf einer Nullmenge) endliche
Funktion ist auf einer abgeschlossenen Menge stetig, die so gewdhit
werden kann, daf3 die Komplementirmenge dem MafBe nach kleiner
ist als ein wvorgegebenes = > 0.

Daraus folgt (da jede Menge in eine perfekte und hdchstens
abzihlbare zerlegt werden kann, das Produkt aber von abgeschlos-
senen Mengen selbst abgeschlossen ist):

Ist {fa(2)} eine Folge won in <0,1: erkldrten, daselbst mefBba-
ren und fast iberall endlichen Funktionen, so gibt es eine perfekte
t-Menge D, vom positiven MaB, auf welcher alle fa(t) stetig sind,

Der Weierstraf’sche Satz. Eine jede stetige Funk-
tion 148t sich im endlichen abgeschlossenen Intervall durch ein
Polynom beliebig genau approximieren. M. a. W.: st f (£) in a, b=
Stetig und ist e positiv, so gibt es ein natiirliches n und ein Polynom
Pu(t) vom Grade n won der Eigenschaft

(@) — Put)| <

in <a,b> 8. Bernstein beweist diesen Satz, indem er die in
<0,1= gleichmﬁﬁig geltende Grenzwertformel

icm
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. n ’n‘ —1)—! » .
® tm Y ()2 o - = 0

aufstellt; da eine in - a, 5> stetige Funktion f (£) durch die Sub-
stitution = =£f—~z in eine in < 0,1 - erklérte und stetige Funktion
von < iibergeht, so gentigt es die Formel (8) zu begriinden. Diese
Formel entspricht folgendem Spiel: Man teilt das Intervall <0,1>
in den linken Teil <0, > und den rechten = #,1:> und man wihlt
n-mal blindlings einen Punkt aus <0,1:. Trifft man dabei p-mal
ins linke Intervall, so soll der Gewinn f(r n) betragen. Die unter
dem lim-Zeichen stehende Summe (38) ist die mathematische
Hoffnung eines solchen Spiels und es ist plausibel, daB sie fiir
grofes n gegen f(f) strebt, denn der Erwartungswert des Bru-

ches p/n ist nahe an #; genauer gesagt, sind Werte dieses Bruches,
3

die von / um mehr als 1/} abweichen, insgesamt wenig wahr-
scheinlich. Streng ist folgender Landau’sche

”
Beweis von (3): Man sefze (p) (1 — =7 =r,; es ist
Sr=(t+1-ty=1,
& o 2=l 1y
Soprp=3p( |t —tyr=nt 3 { )z‘f (1 — ty=1-7 = ut,
p=0 r=1 \p/ a=0 %\ {

n n f

n
Spp—r=Spp-1( | @ -ty
=10 =0 \p!
P —2y
=1 (n—1)z2§7( )z’(x—z)n—‘—’—a:n (2 —1) 12,
. g=0 -

Stp—ntpr, = @at =1 p+p (0=,
=’ —QRut—Dnt+nm—1)=n1—1).
Es sei [f()) <M in <0,1=; es sei 2> 0 und = () > 0 und
so, daB fiir £ — 2" L e
"f(f')—f(f")1<“'2”
M

2

oz

(tr’ t!! € <0’ l .’:’)

sei. Dann ist fiir #>1 und >

o)
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2 o+ X

gf(t)—znf(%)rp Z(f(t)—f(n))r,,

p=0 p=0 [p=nt|en | p—ni|=en
oo 2 M ! OME(1— )
S22 rnt2eMYr 2420 S (p—nty ry= ~+~—-—-—~—
21’ = %)’e’n €2 1? p=o en
—+ <3, w.z b w.

2¢’n .

Konvergenz von Funktionenfolgen,

Der Egoroff’sche Satz. {fi(f)} sei eine Folge von in <a,b..
mef3bar erklirten Funktionen, daselbst fast iberall konvergent., Dann
gibt es zu jedem >0 eine Menge E in <a, b=, deren MafB |E| die
Zahl b — a—c« itbertrifft, und so, daB {fu(t)} in E gleichmaBig
konvergiert.

Bekanntlich kann eine Folge von mefbaren Funktionen, deren
Betréige séimtlich unter einer integrierbaren Schranke liegen, unter
dem lim-Zeichen integriert werden: war die Folge fast iiberall
konvergent (im endlichen Intervall), so konvergieren die Integrale.
Unter zusitzlichen Bedingungen gilt eine Art Umkehrung jenes
Satzes, die uns die Konvergenz der Funktionenfolge sichert:

Sind sdamtliche fi(t) integrierbar, fi(t) <'fk+1(t) fast iiberall in
<a, b=, und

l: .
[fupyat < c

)
(wo C k-frei), so existiert lim fi(t) fast iberall in <a, b~
k3o
Dieser Satz wird oft in der Form gebraucht:
Sind die Funktionen gi(t) > 0 und
~ b
k'§1 / gi(?) dt < oo,
so ist ktgl &:t) fast iiberall konvergent.
Ist ,}Hﬁ Falt) = f(t) Jast iberall in <a, b=, so ist
b b
lim int [ | £e) 7 dt > J1r@p a (>0
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(Dieser Satz ist auch giiltig, wenn die Integrale links nickt
existieren, denn dann verlangt die Ungleichung nichts (=0 > ... ist
stets richtig); wenn sie aber existieren und die linke Seite endlich
ist, so ist die Endlichkeit der rechten ein Teil der Bebauptung).

Beweis: Nach [128] ist in E fiir > N
Sty 7= f) P s,
da ja lim fu(f)r = f() 7 £ i; es folgt

b .
| Fat) e dz > / Jaly F df%/ F&yrdt—ep—a.

Dabei ist £, von b—a beliebicr wenig verschieden; mit
b

|E|—>b—a strebt aber / If (§) 7 dt gegen / f (&7 di, was
b

hm/ Fault) P dt > / f(t)?dt—ze(b—a)

n—yoc 2

und — da ¢ beliebig — die Behauptung [125] zur Folge hat.
Unter der Voraussetzung des Satzes [123] folgt / fyrdt<<A

aus /'ﬁf,z(t) »di < A; (diese Eigenschaft enthilt aber ihrerseits
E
die Behauptung jenes Satzes).

genden Ergebnis:
Ist lim fi(t) =

11

n- und E-freies (wohl aber von |E| abhingiges) v (g) > 0, so daf
[ty rat <=
E

Diese Bemerkung fihrt zum fol-

fiir alle n gilt, sobald nur |E| <1, so ist
b

lim / F () — falt) ? dE = 0.

e

Denn sei | E| <7 und E so, daB ([128]) {/a()} in CE (= Kom-
plementéirmenge von E) gleichmifig konvergiere; dann gilt

lim [ |f(&)—fult) r @t =0

ne< CE

= f (f) fast iiberall und existiert fiir jedes >0 ein [126]
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2 (|a P+ [BP),

fU@—ﬂ@?ﬂ<ﬂ%ﬂf@Vﬂ+fM@Vﬂ%€Wﬂq
E E ) E

durch Addition folgt das Behauptete.

Schwarz'sche und H6lder-Riesz’sche Ungleichung.
Mit L7 (p > 1) werde die Klasse aller in < a, b= erkldrten, meB-
baren und mit p-ter Potenz des Betrages integrierbaren Funktio-
nen bezeichnet. L' soll auch als L geschrieben werden diirfen.
Ahnlich wie bei Folgen, spielt der zu p konjugierte Exponent p'
eine wichlige Rolle; es ist 1/p +1/pt = 1; flir p =2 kommt p'= 2,
fiir p > 2 wird p'< 2 und umgekehrt.

Ist f(t)elr, g () el”, soist f(Hg(®) el und

/fmgmﬂ}(NNDMQ(ﬂgmwm)

Dieses ist das F. Riesz’sche Analogon zur Hélder’schen Un-

gleichung fiir Summen. Fiir p =2 wxrd daraus die Schwarz’sche
Ungleichung

b

] ff *(t) dt . /g%t)dt.

i b
HfMg@ﬂ

Liegen beide Funktionen f(t) und g (t) in L”, so gilt die Min-
kowski’sche Ungleichung

+ (/|f(t)”dt) (j!g(t)i”df)%-

)
‘
( ‘a

/fm+g@mm

Der (vqn F. Riesz vereinfachte) Be weis fiir [127] verliuft
wie folgt:

Fiir x > 0 hat die Funktion 1/p x?+1/p'— x ihr Minimum bei

x =1. Dieses Minimum ist 0, also gilt
1 1
< — il ~
x\\pxp+p, (x> 0)
1

Setzt man x={a] |B] »—1 FRTI
mit |§ ) 1] 181 » 80 kommt (nach Multiplikation
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PR At
P P

hier substituiere man

a=f(B)/4,  EF=8&0®)5

wo A und B zur Abkiirzung fiir die beiden Faktoren rechts in
[127] geschrieben wurde, und integriere nach ¢ von a bis &; man
erhilt {127] (sogar verstirkt).

Beweis von [128}: Es geniigt ihn fiir f({) >0, g(® >0
zu fithren. Dann ist aber

b
]ﬁf@)+g(®1W#-/f(ﬂLg(ﬂf“4f(ﬂdf+J Flt)+g () P g (@) dE.

Wendet man hier fiir jeden Term rechts [127] an, so kommt

5 V12 1
/ﬂn+gmﬂﬂ (/ﬂﬂ+gmwwrijfmﬂﬂy

a ‘ a

1

(fﬂwTMAMW(lgmpm

a

Dividiert man durch den rechts sichtbaren gemeinsamen Faktor, so
erhiilt man [128]. —

Eine Art Umkehrung von [127] ist der

Sata: Existiert / F() g (¢) dt fiir jedes g inL*(p>1), so gehort f
4
zu L”. Inhalt und Beweis erinnert an [113]. W‘ére /‘Igf(t)jﬂ’ dt =o

a

und bezeichnete E, die durch [f(f)]| < n erklirte f-Menge, so wére

die Reihe
- [ fera

2.4 ‘ErzTEn—l -
MI(jumWﬂ)
E

\En

konvergent fiir « > 1, divergent fiir 0 <a<1. Setzte man jetzt
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s
@) = Lf__'fli_ﬂﬂgi@ fiir te€ £, — Ep—1 und 0 fiir ¢ € £, so wire
(E,/ FIo)e dt)“

fiir 1p<a<1
[ 1rowa

y b S
Jle®irdt<es,  [f®yg®) dt=2_§f:.ff_l:~_hh_a__
: : = (flf(t)If" )

Eﬂ

gegen die Voraussetzung.

Ahnlich beweist man denselben Satz im Grenzfalle p=1, nur
hat man dann L”'(p’ = co) als die Klasse der f. i, beschriinkten
Funktionen zu deuten. Der andere Grenzfall: p = o<, p' =1 liefert
bei derselben Lesart auch einen richtigen Satz. Auch das Analogon
zu [115] ist richtig. —

Gehort f(t) zu LF und bezeichnet man

141k
k[ f () du (f(@)=0 fiir u>b)
mit fu(t), so gilt l
Tim [ () — ful®) |7t =0 .

Sei zunichst f(£) beschrénkt, |f(¢) | < M; nach einem bekannten
1

Satze hat die Funktion ff(u) du fast tiberall f(f) zur Ableitung,

somit ist {fx(?)} f. ii, gegen f () konvergent. Nach dem Egoroff’-
schen Satze [123] ist also gleichmiBig lim fu(¢) =f (¢) fiir ¢ e E,
k—yoo

|E{>[b—a]—ec In CE ist aber |f ()| und [f2(®)| (wie iiberall)
nicht grofer als M und daher ist

b
limsup [|f(£) — fa(t)|? dt < 2°MPe.
Eyoa g

Jetzt werden wir einen Satz (von Fubini) iiber Doppelintegrale brau-
chen (dessen Beweis im Saks’schen Buche nachgelesen werden
kann). Er lautet: Hat o (x,y) im Rechteck — 0,a> <0,b =R ein
Doppelintegral, so existieren die Integrale '
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a b

[ends [z dy

0

fiir fast alle y, bzw. fast alle x, sind integrierbar und es ist

b a

a B b 2 ..
@ [dx[e(mdy=[dy [z (s dx=] [z (xy)dxdy.
0 i i " R
Jetzt kehren wir zu [129] zuriick. Es sei f(£) nicht beschrinkt;
ist dann gW(#) =f (), wenn f(f)]<{M und g =0 fur

sonstige #, so ist (nach Weglassung des Index M in einigen Formeln
b

und Einfiihrung eines zu f; analogen gz), ’}Iim /jf(z)—g<<"”(t)f dt=0,
H—yee &

b
also / [f )y — g (&) dt <= fiir groBe M. Nun ist

b 4 4
[ifO—fy dt< | FO)—g@ di+ [ig®) —fo) dt
a a a
b b
Lo+ [lg—gslat+ | |fe— g dt.
Fiir koo strebt das vorletzte Integral gegen Null, da g (?)
beschrinkt ist (wie f frither). Das letzte Integral ist aber

by i1k | btk |
[ k[ (@ —f@ydedt<k|[at [ |g@—f(u) du
z i1 ! a f
b 2
=k [duig@—f@![o@?)adt,

wobei der Fubini’sche Satz (4) zur Anwendung kommt; % ist 1 fiir
t <Lu<t+ 1/k, sonst 0; es folgt

b 11 n
[ 1fe—gsldt <k [|da |fw)—g)| | dt<e
a a u—1%

Damit ist [129] fiir p = 1 bewiesen; fiir p > 1 ist der Beweis
Ahnlich. .

Dieser Salz zeigt, daB jede Funktion in [? eine ,durch-
schnittliche® Grenze von stetigen Funktionen ist. Daraus leitet
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man einen Satz ab, der Treppenfunktionen an Stelle von stetigen b :
Funktionen verwendet. Treppenfunktionen sind streckenweise kon- Gy = / lx (&) —y (@] dt,
stante Funktionen; dabei ist die Anzahl der Strecken, in welche a
~a, b= zerlegt wird, beliebig aber endlich. Ist die Teilung so fein, wobei x =y mit ,x () =y (@ £ 4. in <a, b>% gleichbedeutend
daB die Schwankung von fx(f) auf jeder Strecke kleiner als e ist, sein soll.
and wihlt man als Wert der Treppenfunktion (z. B.) den Wert von 2. Aligemeiner: Die Menge L’ der in < g, b> wmit der p-ten
fa(t) im Mittelpunkt der Strecke, so ist die Treppenfunktion in Potenz des Betrages integrierbaren Funktionen mit der Metrik
ganz <a, b> von fi(f) um weniger als ¢ verschieden, was unsere b 1 .
Bemsrkung rechtfertigt. ' (%, 3) =< / x @) —y ()| dt )p (p>1) [181]
Teilt man das Intervall in eine endliche Anzahl von Strecken \a . .
und ersetzt f(f) auf jeder Strecke <, 3> durch den Mittelwert (und x =y wie oben). Die Komplettheit dieser Riume ist folgen-
# dermafen zu beweisen:

1 /f(t) dt, so erhilt man eine Treppenfunktion, die mit immer Es sei

— O (;. b.
feiner werdenden Teilung gegen f (£) nicht nur f. i, sondern auch (®) lim / | xA(8) — x5(t) P dt =0 (p>=1.
im Sinne von [129] strebt. T.83og

- § 3. Abstrakte Riume. Es werde eine Folge {7} von wachsenden Indizes bestimmt mit

Nur einige wichtige Begriffe und Sétze iiber abstrakte Rdume = 3 \ )% _
sollen hier besprochen werden. Genaueres findet man in dem ) k‘i&(;! Ky (B) = %) dt, =05
Banach’schen Buche dieser Sammlung.

Eine nichtleere Menge E nennen wir einen metrischen Raum,
wenn jedem Elementenpaar x, y von E eine nichtnegative Zahl
(%, y) zugeordnet ist unter Beachtung der Bedingungen:

w .
nach [127] ist dann auch die Reihe 3 /[x,,k+1(t)—x,,k(t)ldlf
k=1 5 :

konvergent; wegen [124] ist es auch die Reihe |
10 (60)=0, (£3)>0 firxy,

w _
2 (x,3) = (J, %), » Xn(8) + 2 (S (£) — Xn(D))
3% (5 2) < () +(y,2). fast iiberall, und ihre Summe x..(f) gehdrt zu L” nach [125]. Da-
Diese Zahl nennt man Distanz von x und y. Eine Folge {x,} raus folgt aber
von E-Elementen heiBt konvergent, wenn lim (x,, x,)=0; sie heifit (7 lim (Xeo, Xx4,) = 0.
P, g-yeo : : E-yoa
konvergent gegen .., wenn }iﬂ (%p, %) = 0 gilt; X.. heiBit dann Denn (5) erlaubt 7 so zu bestimmen, daB fiir s >r
Grenze der Folge und man schreibt lim x, = x.. (Synonyma kommen . Z e
N L (] 130y — sty e <5
auch vor, wie in der Theorie der Zahlenfolgen). Hat jede konver- 2 2
gente‘l ftolge einen Grenzwert (Cauchy’sches Postulat), so heiBt £ sei; bestimmt man dann 7 so, daB man fiir | E| <7
omplett. ‘
N ‘ 1 £
Beispiele kompletter Riume, (E/ | xr(E) 7 dt)i’ <75

L. Die Menge L der in <a, b integrierbaren Funktionen,

metrisiert durch die Festsetzung habe, so liefert [128] filr alle s> r
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‘ (r[|xs(t)|P dt>%<e,

sobald nur E|<= ist. Setzt man s=1m (nx > r), beachtet

lim x,,(Z) = x(f) f. 4. und zieht [126] heran, so folgt (7). Daraus

k—yoo

aber in Verbindung mit (5) ergibt sich bereits qlim (Xoey x4) =0,
—yea

wobei nochals die Minkowski'sche Ungleichung [128] angewendet

wird.
3. Die Menge M der wesenllich beschréinkten Funktionen,

d. h. solcher x (£), fiir welche |x ()| < ¢ f. . gilt, mit der Metrik
(x,y) = wesentliche obere Grenze von |x (f) — & @) in =a, b

4. Die Menge C aller in <a,b> stetigen Funktionen;
(x,y) = max |x () — y (£} Dieser Raum ist kompleit, denn eine
gleichm#Big konvergente Folge von stetigen Funktionen hat einen
stetigen Grenzwert. ‘

5. Seip (¢) fiir £ >0 erklért, p (0) =0, rechtsseitig stetig,
wachsend und unbeschrinkt. Man setze

e@=[p®ydt fir u>0, o(—uw=0v@).

Ist p—1(?) die zu p (¢) inverse Funktion, so sei

i
1

G (n) = fp—l(t) dt ]"z‘ir >0, o(—w=1@).
Dann ist '

v < o (1) + ¢ (v).
14
L, sei die Menge der Funktionen f (f) mit endlichem / o (f (%) dt.
Gibt es eine Konstante 2 mit ’

¢ (21) < kg (u)
fir groBe #, so ist L, ein metrischer kompletter Raum, wenn

| b
(x,y)= o’k)er(}a2 Grenze i/ x@—y@®) L @) dt ), wo £ (¢t) der Bedin-

b
gung fq: (A (®) dt < 1 unterworfen ist.

Die Riéume L” (p>1) erhilt man, wenn man p (*) = pt’~" wiihlt
(t>0).; dann ist 9 (1) =|ul; die neue Distanz ist die alte, bis
auf einen (nur von p abhiingigen) Faktor.

icm
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6. Die uns bekannte Menge # aller Folgen {,} mit }' | {, 7 <oo
n=1

(p>1) ist metrisch und komplett, wenn die Distanz (x,y) fiir
x = {i}, ¥y = {4} durch

| oo 1
El;rz"‘”;u‘n)p

n=1

gegeben wird. (Wir lassen auch p =1 zu und schreiben {* =10).

Ist eine Menge A in einem metrischen Raum E enthalten, so
heifit der Punkt x.. von E ein Hdufungspunkt von A, wenn es
in A eime Folge {x,} mit x,==x.. (#) und mit lim x, = x.. gibt.

Die Menge aller solcher x.. heifit die Derivierte von A und wird
mit A' bezeichnet,

A heiBit geschlossen, wenn A' (_ A; A heifit offen, wenn
E — A geschlossen ist; A heifit insichdicht, wenn A' ) A, iiber-
alldicht, wenn A + A' = E, nirgendsdichf, wenn A + A' keine Kugel
enthilt; eine Kugel ist die Menge aller x mit

(x5, x) < p (e >0),

und x, ist der Mittelpunkt, o der Radius der Kugel.

Eine Summe von abzihlbar-unendlichvielen, nirgendsdichten
Mengen heifit von der ersicn Kategorie; sonst ist eine Menge von
der zweiten Kategorie.

Ein kompletter metrischer Ranm ist siets von der zweiten Ka-
tegorie (Hausdorff).

Eine nichtleere Menge E heiBt ein vektorieller Raum, wenn
die Addition je zweier Elemente und die Multiplikation mit einer
reellen Zahl stets ausfiihrbar ist unter Wahrung der bekannten
Regeln (Eindeutigkeit, Kommutativitit, Assoziativitit und Distri-
butivitit).

Ist ein Raum metrisch, vektoriell und komplett, und erfiillt
er auflerdem die Bedingungen

1° (x3 3’) = (x -3 @):

2°  limp,=0 impliziert lim p,x =0 (x),
3 limx, =0 impliziert limpx,=0 (8),

n—ec n-yeo

so heifit er wom Typus F.

]

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen.

[132]

[188]
[134]

[135]

[136]
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Dabei ist © das Nullelement der Addition, —y bedeutet (—1) y,
x —y bedeutet x4 (—y), kleine griechische Buchstaben bedeutgn
reelle Zahlen. ,
Man sagt, ein vektorieller Raum E sei normiert worden, wenn
jedem Element xeE eine reelle Zahl [[x|l, die Norm von x, zuge-
ordnet wurde und wenn dabei folgende Postulate erfiillt wurden:

1 |x||>0 fir x=0, 8] =0,
2 eyl <lixl+lyl
3 llex]=lel [}

In diesem Falle kann man den Raum £ melrisieren, indem man
U

(x,3) =||x—y|| setzt. Ist E auBerdem komplett, so heif3t er vom Ty-
pus B. Es ist leicht zu sehen, daB er dann auch vom Typus F ist.

Unsere Beispiele 1 bis 6 liefern Rdume vom Typus B. Um zu
sehen, wie in jedem Fall die Norm zu berechnen ist, bemerken
wir, dal in 1, 2, 3, 5 die fast tiberall verschwindende Funktion
das Nullelement vorstellt; in 4 tut es die identische Null und in 6
die Folge {0}. Damit ist bereits || x| als = (x, ®) gegeben.

Ein Raum heiBt separabel, wenn er eine iiberalldichte abziihl-
bare Teilmenge enthélt. Die Rdume L” und C (z. B.) sind separabel,

§ 4. Operationen und Funktionale. _

£ und E; seien nichtleere Mengen. Jedem Element x aus E
werde ein bestimmtes Element U(x) aus E, zugeordnet. Damit ist
in E eine Operation (U) erklirt worden. Sind die Elemente von
E, Zahlen, so heifit die Operation ein Funktional. Sind beide Men-
gen, £ und E;, meirische Riume, so heiit U(x) in x. stetig,
wenn },ijix”:xm (*n € E) stets lim U'(x,) = U(x-.) zur Folge hat.

n—oc

Ist eine Folge {U.} von Operationen gegeben, deren Werte Un(x)
zum metrischen Raum E; gehiren, ebenso wie die Werte von
U(x), so heit {U,} konvergent gegen U.. in x,, wenn lim U,(x,)

n-yoa
= U(x,) gilt. Sind £ und E, vektoriell, so nennt man eine Operation
U (x) additiv, wenn

Ulx+9)=U)+U(y) (x,y € E),

homogen, wenn

U(tx) =<U (x) (x e E, © reell).

icm
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Ist sowohl £ als E; vektoriell und metriseh, so heifit U (x)
linear, wenn sie additiv und stetig ist; die Homogenitiit ergibt sich

- von selbst.

Sehr wichtig ist der Banach'sche Satz: Ist U (x) additiv und
impliziert lim x, = X, lim U (x,) = y.. die Gleichheit y..=U(x..),so0

n—yoo n-yos
ist U (x) linear (vgl. das Banach’sche Buch dieser Sammlung).
Eine notwendige und hinreichende Bedfngung, damit eine in
einem B-Raum erklirte additive Operation U (x) linear sei, ist die
Existenz einer reellen Zahl 5> 0 mit
(8)

Ui <o x

(x).
Die kleinste Zahl ¢ in (8) heiBt die Norm der Operation U (x);
ist sie 1, so schreibt man

1‘:!_],.

Die linearen Funktionale @ in den B-Ri#umen 1,2, +des § 3
lassen eine kanonische Darstellung zu:

b

in L ist D)= [x@hE)ydr, he M, @ = hly;
a
5

in Z(p>1)ist @) =[x A ds, hel”, O =1k u;
y b

in C ist D (x)=[x()dg, g@eV, ||® =/ dg
a

a

Dabei ist M bereits frither (§ 3, 3.) erkldrt worden; nach unseren
fritheren Festsetzungen ist | /) = wesentliche obere Grenze von
;b 1

lh(x)| in <a,b>, | 1 }Lp/_—.(_/jih (c)é‘”'dc);'; V ist ein neuer Raum:

die Menge aller Funktionen g (r) von beschrinkter Schwankung
in <a,b>.

Die Gestalt eines linearen Funktionals in M ist nicht mehr
so einfach.

§ 5. Resonanztheoreme.

Mit diesem Namen umfassen wir eine Klasse von Sitzen,
wo aus der Unbeschrinktheit einer Folge die Unbeschrinktheit

[146]

[147]
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einer anderen Folge abgeleitet wird; dabei wird aber ein variabler
Bestandteil der ersten Folge durch einen fixen ersetzt. Der Satz
[118] iiber Reihen ist ein Beispiel fiir dieses Prinzip; analoge Sitze
tiber Integrale gehoren auch hierher. Ihre gemeinsame Quelle ist
folgendes Theorem:

{Fi(x)} sei eine Folge won linearen Operationen, Sdmtlich in
einem Raum E wvom Typus B erkldrt, der Gegenraum E, Sei auch
vom Typus B. Es bezeichne p, die Norm || Fu|| der Operation F(x)
(nach [146)), (die mit der Norm || F,(x) || des Gegenelementes y, = Fy(x)
in E, nicht zu verwechseln ist). Ist dann F (C E won der zwelten
Kategorie (vgl. [188]) und

Tim || Fu() || < oo
n-yoo

fiir jedes x in F, so ist {p,} beschrinkt.

Dieses Theorem léBt sich auch so wenden: Gibt es eine Fol-
ge {x,} mit || x| <1 und lim || Fa(xs) || = oo, S0 ist die Menge X
n-yoo

jener x, fiir welche {|| Fu(x)|\} beschrankt ist, von der ersten Kate-
gorie in E. In dieser Gestalt ist der Resonanzcharakter des The-
orems sichtbar, denn das variable x, 148t sich durch ein fixes x

so ersetzen, daB die Divergenz lim || Fu(...)|| = co erhalten bleibt:
Tyt

und zwar ist das gesuchte x der Komplementiirmenge E— X zu
entnehmen, die nach [134] niemals leer ist.

Beweis von [1561] in zweiter Form: Schreibt man
X=F1+F2—}—,..,

wo F; durch ,[| Fa(x) || i fiir alle n“ erklirt ist, so ist F; geschlossen,
da alle Fy(x) stetig sind. Wire X von der zweiten Kategorie in E,
so gibe es ein F; (wenigstens), welches nicht nirgendsdicht wire;
s0 ein F; muB in einer gewissen Kugel K iiberalldicht sein und,
da es geschlossen ist, diese Kugel enthalten. Ist nun x, der Mitiel—
punkt und p der Radius von K, so ist fir x =1 — x,, | x|| <

in K enthalten. Dann ist aber || Fa(x)|| < || Fa(u) || + || Fu(x,) H < 21

fir x| <p. Nun war aber | x|/ <1, also lpxall <p, was mit
dem eben Bewiesenen

| ) | <2 (n)

zur Folge hat, gegen die Voraussetzung.

icm
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Spezialfédlle des Resonanztheorems [151] sind:

B
1 Ist lim sup [ |fu(z) Pdz = oo (p > 1), so gibt es ein g(x)

in L mit
(9) lim sup / fuls) & (z) dn =

20 /st lim sup (wes. ob. Grenze von [f.(z) )=>c, S0 gibt es ein

n—oe

g () e L mit (9).

s

3% /st lim sup / fa(z) [ dr =0, s0 gibt es ein g(t)e C mit {9).

n—oo

'2

In allen drei Fillen ist nimlich Fu(x) =__/‘f,1(c) x () d= als die
p23

in Lp', L, bzw. C erklidrte lineare Operation (Funktional) zu wih-
len und als x, die Funktion

(2 =

10| f() - sign fue): (/ J vl

20

sign fn(t)-fwt ~ fiir = € W, sonst 0; dabei ist W, die =-Men-
ge, wWo | fa(z) | die Hilfte seiner wesentlichen oberen Grenze iibertrifft,

3% eine stetige Funktion, die sign f.(r) im Sinne von [129]
geniigend nahe approximiert.

Man wird in allen drei Fillen lim sup || Fu(x,) = oc erzielen

und nicht nur die Existenz eines g (r) der Behauptung (9) son-
dern—nach [151]—die Existenz einer g-Menge von der zweiten Ka-
tegorie, deren jedes Element g (z) die Eigenschaft (9) aufweist,
dartun.

Ein Lemma. Eine im Quadrat <o, 3><a, 3= erkl&rte Funktion

f (s, ®) sei daselbst integrierbar und die Funktion h(t) = / Lf(z, ©) do
%

habe eine wesentliche obere Grenze w <oc; ist =>> 0, so gibt es

dann eine stetige Funktion g (w) mit

3
g (w)y| <1, wes.ob.Grenze von / f(z, @) g (w)ydo>w—-=

ar<3

[152]
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Beweis: Sei & >0 und — gegen die Behauptung —
|

K ‘
waGﬁjﬂawgwﬂwkﬂw*wlmxMﬂﬂumﬂmﬂ“mmg@%

Ist {gu(w)} die Folge aller Polynome mit rationalen Koeffizienten
und E die durch

8
[ 15, 0) gu(w) do| > (w— ;) max | gi(®)|

| a

(10)

definierte t-Menge, so ergibt sich | Ex|=0 fiir alle k. Setzt man
E =3 FE;, soist|E|=0. Nun kann t, ¢ CE so gewiiblt werden, daB
k=1

B
co> [0 0) do>w—

o

(11

sei, der Definition von w gemdB. Nun gilt aber fiir ==, das
Gegenteil von (10) und wegen des Weierstra’schen Approxima-
tionssatzes [122] folgt fiir alle stetigen g (w)

1 g L
|
(12) yﬁmmmmwﬁgm—mmwmww

Approximiert man sign f (t,, ®©) pach der Vorschrift [129] durch
eine stetige Funktion g,(») hinreichend genau, so kommt

3
fﬂ%@ﬁ@ﬂ%@—&@”J<%ﬂ&@HéL
fa : |
also — wegen (11)—

2 8 .
10 0) go(@) do> [| £ (s, )| do — 2 > w s,
gegen (12).
Ein Satz iiber Integralfolgen: Sind samiliche fi(r,w) in
<aB=<oaB> integrierbar und sind die Funktionen
] _
[ 1fls, w) | dos.

@

(13)

icm
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wohl wesentlich beschrinkt in < a, 3=, aber nicht gemeinsam weser-

tlich beschrdnkt, so gibt es eine stetige Funktion g{(w) mit

lim sup (w. o. G. /fk(c, o) g (w) dm) =+ =c,
k IV

oo s

(14)

I

Beweis: Der Satz gehdért zum Ideenkreis des Resonanz-

=

theorems [151]. Die Operationen F,= [ fu(z, w) x (w)do sind im
Raume C der stetigen Funktionen x (@) erkldrt; der Gegenraum M
ist derjenige der wesentlich beschréinkten Funktionen. Der Inhalt
des Lemmas ist aber nichts anderes, als daB die w. o. G. des
Ausdruckes (13) die Norm der Operation Fp(x) ist; die Folge der
Normen ist daher unbeschrinkt, worans die Behauptung folgt.
(Es folgt sogar, daB3 die Menge der g in C, fiir welche (14) nicht
gilt, von der ersten Kategorie ist).

Jetzt wollen wir das Prinzip der Kondensation der
Singularititen formulieren:

E ist ein B-Raum; darin ist eine Doppelfolge von linearen
Operationen erkldrt {Fp,(x)}, so dafi

(15) lim sup Fpy = =~

g-aoc

(rp=1,2.%

dann ist eine Menge X (_ E wvorhanden (die won der zweiten Kate-
gorie ist), deren Komplement E — X von der ersten Kategorie ist,
mit der Eigenschaft

(16) lim sup | Fp,(x)! ==
gooc

fiir jedes x e X. (Die Gegenrdume der Operationen F,, dirfen

mit p variieren).

Beweis: Auf Grund von [151] ist die Menge f, jener X,
tiir welche bei gegebenem p (16) nicht gilt, von der ersten Kate-

gorie; so ist auch die Menge M H, und man hat X = Em_Eal
p=1 p=
zu setzen.
Eine Variante von [156] erhilt man, wenn man anstatt (15)
die Voraussetzung einfiihrt, daB es zu jedem p ein x, gibt, wel-
ches die Folge

[156]

[157]
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(17) oA Fpa(%p)}
_divergent macht. Dann lautet die

Behauptung: Es gibt ein p-freies x, welches fir alle Fol-
gen (17) dasselbe leistet und die Menge X solcher x ist von der
zweiten, die Komplementdrmenge E — X von der ersten Kategorie,

Beweis: Es sei £, die Menge aller x, die die einfache
Folge 4{F;y(x)} (p fest) zu einer konvergenten machen. £, ist von
der ersten Kategorie; im Falle (15) folgt dieses aus [151}; im Ge-
genfalle haben wir

(18) lim sup || Fug || < 2p < 00
g-30e
und behaupten, daB E, sogar nirgendsdicht ist. Denn wiire E,
iiberalldicht in einer Kugel K, und wire x ¢ K, € >0, so gibe es

. ¢ 3
ein x' mit x' ¢ K, [[x —x'||< o x' e E,, Dann hiitten wir aber
n

| Frale) = Fu () | < -

fiir ¢ > g, 7> q.. Wegen (18) ist aber || Fpy(x) || <o, || x| fiir groBe
g und fiir alle x. Es folgt also fiir jedes x ¢ K und fiic ¢>> gy, > qx

[ Fpa(x) — For(%) || <&

d"ie so bewiesene Konvergenz iibertriigt sich wegen der Lineari-
’%aj:1 von Fpq auf ganz E, gegen die Voraussetzung. In beiden
dllen ist daher £, von der ersten Kategorie; desgleichen ist

ZEp:-E—X, w. z. b. w.

p=1

Jetzt kehren wir zu den einfachen Folgen zuriick, um ein

Herrn Saks zu verdankendes Resultat zu erreichen, welches das

gesonanztheorem [151] in einem neuen Lichte zeigt, wenn der
egenraum der Raum der meBbaren Funktionen, R, ist.

E sel wieder ein B-Raum, « €<e,B> eine reelle Variable.

Fu(x) sei eine lineare O i
) peration, deren Gegenrau is £
soll in R die Distanz als ; ’ R ot and s

]

o= 1L0=20)]
o 1’1‘1”("5)-—“{}(1:)]
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definiert werden. Dann ist R vektoriell, metrisch und komplett.
Es ist also Fau(x) =u(x, t,n) uad letztere Funktion wird fiir ein
x ¢ E und ein natiirliches # eine meBbare Funktion #(z), 2 {1 << 3.

Ein Lemma. Voraussetzungen: 1° {Fa(x)} ist eine Folge von
linearen Operationen, wie wir sie eben betrachtet haben. 2° E ent-
hilt einen Teil X von der zweiten Kategorie. so daB fiir jedes
x ¢ X die Ungleichung

- (19) lim sup #(x, 7 n) <=

n—yos

in einer t-Menge 7. gilt, deren Mal eine x-freie, positive Zahl o
tibertrifft. Behauptung: Ist 0<(e<w, so gibtes in <2z,3°> eine x-freie
+-Menge T vom MaBe o —e¢, so daB fiir jedes x ¢ E fast iiberall

in T die Ungleichung (19) statthat.

Beweis: Z sei die Gesamtheit von Punkimengen S.
wobei eine t-Menge S als Summe von endlich vielen Inter-
vallen <, B,> mit rationalen, in <2, 3> gelegenen Endpunkien
erklirt sein soll. Ist dann M die Gesamtheit aller meBbaren Punkt-
mengen in <2 2> und die Distanz zweier Elemente von M als
das MaB der nichtgemeinsamen Teile beider erkldrt,

A, B = A+B—-AB (A e M, B e,
so ist Z in A tberalldicht. {S,} sei die Folge derjenigen S, deren
MaB wenigstens o—:2 betriigt und Xim_E die Menge der x, fir
welche die Ungleichungen (n)|u(x,t, n) <m fiir t € R(x) mit

oo,

1S, — SR /2 gelten. Es ist X( > X m, alsoein X, m, von zweiter
s¥2g — 2,
= 3 =

Kategorie vorhanden; die Fu(x) sind stetig, also X, abgeschlossen
und eine Kugel K in X m, enthalten. Bezeichnet man S, mit SO,
SWR(x) mit RM(x), so gilt (19) fiir xeK, also, wegen der Linearitét,
fiir xeE, e R(x). Jeizt wiederholt man denselben Schluf: S tritt
an Stelle von ~a 8- {SU} ist ene S-Folge mit Si’ C SW,
S>> @ —¢/2—¢/4; man erhdlt (19) fiir xeE, 1€ R®(x) und es ist

SO S0, RW SO, RG C 5@, iS(l) — R® i <32, [ SO R } </

w.s. w. es ist auch | S¥|>> @ —¢ fiir alle i. Setzt man S==[]S®,

i=1

[158]
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Re(x) = li%sup RO(x), so gilt (19) fiir x € £, © € R™(x) und S= ist
das T der Behauptung, denn R (C S, |S™ — R>(x)| = 0.

D er Saks’sche Satz Unter den Voraussetzungen des
Lemmas [158] existiert in <o, 3> eine Menge 7?, so daf

0 . - . ] oy . Q
1 hgliuP (1 (x, 7, n) | <o fiir jedes x in E fiir fast jedes v in T,

20 .lilfll‘é{il.lp lu(x, 1, n)| = oo fast iberall in CT und zwar fir

jedes x ¢ E mit Ausnahme von (hichstens) einer Menge erste
gorie in E gilt. ) ge erster Kate-

Beweis: Sei o, di i
o die obere Grenze der Zahlen o, fiir welche

es Mengfm Xo C E von der zweiten Kategorie gibt, so daB fiir
x e X,, die Ungleichung 1° in einer Menge 7, vom MaBe o statt-

findet. Nach [18] gibt os fiir jedes p(=1,2,3.) ein 7, mit
| Tp] > 0y —1/p, so daB 1° fiir jedes x ¢ E fast {iberall in 7Ep statl-

h : °= v 2 . 2 . . )
at. Setzt man T 2, Tp, so ist T die im Texte der Behauptung

genal_mte Menge. .Um den Teil 2° zu begriinden, nehmen wir an
X sei von der zweiten Kategorie in £ und 1° gelte fiir jedes xe X

in einin% Tei.l von CT mit positivem MaB. Dann wire fiir xe¢ X
stets 1° in einer Menge 7. mit |7,|> o, richtig (und zwar ist

Ti= Tl;{: ein Tei.l von C‘T); da X von der zweiten Kategorie ist,
so enthdlt es einen Teil X, von derselben Kategorie, so daf fiir

xeX, stets | Ty > 0,4z >0 i i
iy v o T & ist, was gegen die Definition von

§ 6. Konvergenzarten.

erklﬁﬁztra;htin. wir ein‘e Folge {fx(t)} von meBbaren, in <o, B>
ork ?h un tlonel.). Die Konvergenz dieser Folge fiir ein t = 1,
gewolhnlichen Sinne oder ihre Konvergenz schlechthin, d. h.

fiir jedes 1 i .
1 In <a, B>, bedarf keines Kommentars, ebensowenig wie

die glei aBi i
gleichmiBige Konvergenz in ~a, 8> oder einer anderen in

< 4,3 >

degfa;-t ?:E:;telilen =Menge. _Wir haben auch bereits von der Re-

o TC/;GB-« gemacl{t, die Folge sei in ~a, @ (oder einer

pun];tmenc <, j) {cfst _uberall konvergent, wenn die Konvergenz-
ge In <o, §2 (in 7) das Ma8 |B—a| (bzw. |T]) aufweist.
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Gehoren die Funktionen f; zu einem normierten Raum, so

versteht man unter Starker Konvergenz die Beziehung
(20) lim | fa(s) — fol5) || = 0.
k,g—ree

Handelt es sich um komplette Riume (vgl. § 3), so ist diese Be-
ziehung mit ‘
@1) lim | fu(®) = £i9) | =0

dquivalent, wo fo(z) eine entsprechende, zam selben Raum gehdrende
Funktion (Grenzfunktion) ist. Wir schreiben manchmal, anstatt (21),

(22) Lim fi(s) = f(9)- '

Die starke Konvergenz im Raume M (§ 3, Beispiel 3) ist mit
der gleichmiBigen Konvergenz fast iberall in <a, §> gleich-
bedeutend. Dagegen ist die gewdhnliche und die starke Konver-
genz auseinanderzuhalten und alle vier Félle kommen vor.

Es sei
. 9k 1
0 in<o,—>
of

(
\ |
f(m =

2 in

2?1 ]
1)
oF

lo in 1.
Man hat offensichtlich limfi(x)=0 (0t 1), aber es gilt
E—yoc
nicht Lim fi(t) =0 im Raume L, denn {fx(r)} ist nicht stark kon-

hyom
vergent in L; es ist niimlich fir jedes k(=1,2,..)
1

lim /.‘,fk(’») —fyD) dz =2,

g=res g
gegen (20). Andererseits kann eine stark konvergente Folge sogar
iiberall gewShnlich divergent sein. Es gilt aber der Satz, daf
eine jede in L7(p>>1) stark konvergente Folge im Intervall <o, 3>
asymptotisch konvergiert. Dieses bedeutet: Ist >0 und E, die
durch | fu(r) — fo(z)| > € definierte w-Menge, so ist lim|Ep|=0.

k—yoe
fo(r) ist dabei die ,starke“ Grenze (die sich als die asymptotische
herausstellt) und ¢ beliebig.
Jede asymptotisch konvergente Folge enthilt eine fast iiberall
konvergente Teilfolge. Daraus folgt, daB jede stark konvergente
Folge eine fast iiberall konvergente Teilfolge enthilt.

[161]
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Schwache Konvergenz Es sei {fiv)} in I” stark
konvergent; dann ist

B
,leffﬂ / [ful®) = fu(m) |7 d & = 0,

woraus in Verbindung mit [127] fiir jedes g (¢) ¢ L (p+1/p = 1)
_ 8 ]
29) iim [ g@de=[f0 g ds @

folgt. Es kann nun vorkommen, daBl eine Folge {f.(t)} die Eigen-
scl?aft (23) hat (mitunter ohne stark konvergent zu sein). Dann
he.lﬁt sie schwach konvergent. Allgemein: Eine Folge {x:}, deren
Glieder yum Raume £ gehGren, nennt man schwach konvergent
(gegen x..), wenn fiir ein jedes lineare Funktional ¢ (x) die Be-
ziehung

lim o () = 9 (%)

koo

stattfindet. So ist z. B. eine Folge von integrierbaren Funktionen

{f#()} in L schwach konvergent, wenn (23) fiir jedes g () e M gilt,
8

- - l‘
Denn jedes lineare Funktional in L hat die Gestalt ¢ (x) = / 2@ x(t)ds

mit ge M, und umgekehrt ist jeder solche Ausdruck ein lineares
Funktional ir} L (vgl. [147]). Man beweist auch (vgl. das Banach’sche
Bu.c%)), daB in den Réumen L’(p >> 1) die Konvergenz der links-
seitigen Folge (23) fiir alle g aus L7 (L™ = M) bereits die Existenz

der ,schwachen Grenze® f.() verbiirgt. Die Folge {sinkc} (0L 2m)

s o P
151’; in L(p>1) schwafzh konvergent gegen Null, ohne eine fast
iiberall konvergente Teilfolge zu enthalten; es liegt also die Sache
anders als bei starker Konvergenz.

Damit eine Fol P
konvergiere, ist olge {flv); aus L* (p>1) gegen fu(c) schwach

B T T
T

& JIpEPd <, lim [ fi(w) do = [ f)do (2P

o
@ [

nrotwendig und hinreichend: die i '
3 ses folgt leicht \ :
merkung des § 2 und aus [152]. g aus der SchluBibe

Pl e]{)}er Begriff de.r schwachen Konvergenz liBt sich auch fiir
gen von Funktionalen erkliren: eine solche, {pn(x)}, heiBt

icm
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schwach konvergent, wenn lim ¢4(x) (= g=(x)) fiir jedes x ¢ E exis-
n—es

tiert. Hier gilt der Satuz:

Sind die Normen der linearen Funktionale ©.(x) gemeinsam be-
schrankt, und der Raum E separabel ([139)), so enthdlt {3.(x)} eine
schwach konvergente Teilfolge.

Beweis: Laut Voraussetzung gibt es in E eine iiberalldichte
Folge {x;}. Aus der Zahlenfolge {oa(x,)} 188t sich eine konver-
gente Teilfolge {¢w,(x;)} herausgreifen; aus {zw,(X,)} eine konver-
gente Teilfolge {¢»(xy)} u. s. w. Die Diagonalfolge {,{(x)} ist
bereits fiir alle x; konvergent. Nun ist aber — wegen lenll < K—
(mit 7- und x-freiem K) @a(x) — galx) < Kl|lx— x;|, was die
Existenz von }ltim o, (x) fiir alle x ¢ £ leicht folgern 1iBt. Dieser

Yoo

Llim” ist ein additives und—infolge letzter Ungleichung—stetiges
Funktional. Es ist daher 9..(x) linear, ein Korrolar zu [165].

Eine Anwendung von [165] bietet der

o,

:
Satz: Ist / felx)Pde <<y (p>1) mit k-freiem v, so enthdlt {ful)}

@ .
eine in IF schwach konvergente Teilfolge { fn(%)}; im Falle p = o lau-
tet die Voraussetzung , fo(z)| <y fast iberall> und dann enthdlt { fa(D}
blof eine Teilfolge {fn(r)}, welche fiir jedes g(z) e L die Konver-

genz der Zahlenfolge / fr(%) g (z) dr sichert.
22
Zuniichst erinnern wir an die Treppenfunktionen am Schlufl
von § 2. Sie kdnnen offenbar so gewihlt werden, daB die Kon-
stanzintervalle rationale Endpunkte, die Konstanten selbst ratio-
nale Werte haben. Dieses zeigt, daB die Rédume ¥ bzw. L sepa-
rabel sind. Zweitens ist, nach [147],

2
i

| 5 x () dn

o

fiir x ¢ L7 bzw. x ¢ L unter den Voraussetzungen [166] das lineare
Funktional o(x) und die Normen ||¢z| (vgl. [147]) gemeinsam
beschriankt. [165] liefert also das Behauptete.

[165]

[166]
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Unbedingte Konvergenz. Die Reihe kg%fk(r) heiBt

o

absolut konvergent, wenn die Reihe 2 |/e(v)| konvergiert. Eine

solche Reihe /vfi:(’i) hat die Eigenschaft bei jeder Umordnung der

Terme konvergent zu bleiben und zwar gegen - dieselbe Sumine.

Die Umkehrung ist auch richtig. Die Sache liegt nicht mehr so
einfach, wenn man eine Reihe von Elementen eines B-Raumes
hat, die daselbst, d. h. stark konvergiert. Hier ist das Analogon

der absoluten Konvergenz, d. h. die Konvergenz von S’HxA

| nicht

mehr notwendig (obwohl hinreichend), damit die Reihe u xk bei
Jernl

allen Umordoungen (und sogar zu derselben Summe) stark kon-
vergiere. So ist z. B. die Reihe

oa

=
Z Tk COS RT

mltky 1= < oo ein Beispiel fiir Exk mit x; e L%, wo nach einem

spiteren Satze die unbedmgte Konvergenz, d. h. Konvergenz bei

allen Umordnungen (nach der in L? giiltigen Norm) stattfindet,
obwohl die Rechnung ‘

y lxill = v ( 2 = |
el =Zinl ([ costheas) =3/ |
fiir 1, = 1/r die absolute Divergenz liefert.
Ein Satz von Orlicz iiber unbedingte Konvergenz: Damit

eine Reihe 2 Xy, deren Terme zu einem B-Raum gehoren, daselbst

(d. h. der Norm nach) unabhingig wvon der Anordnung der Terme
konvergiere, ist die Konvergenz einer jeden Tellreihe

(24) 5’ X,

k:l
notwendig und hinreichend.

Seink eine divergente Umordnung von Z X Dann gibt

es ein e >0 und zwei Folgen {p:}, {g;} mit p;<g; <p,+1 < g1, s0 daB
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< P
150, — 50,1 > <,

wo S, die n-te Partialsumme von > x; bedeulet. Wir kinnen nun
k=1

die Abschnitte é:,i — s_,,i inbezug auf die urspriinglichen Indizes der

Terme x: betrachten und eine Teilfolge (i = v, v,,...) behalten, so
daBl die Indizes in jedem Abschnitt gréBer seien als in dem vor-
hergehenden. In jedem Abschnitt werde nun die urspriingliche
Reihenfolge der Terme hergestellt und die Abschnittsklammern
aufgelost: es entsteht eine divergente Teilreihe (24).

P
Sei (24) divergent und s},:kg] Xn,. Sei wieder => 0,

Di <(],‘ <pi+1 < qita und
185, = 8p, | > ¢ @.

In der Reihe kZi Xxr gibt es Terme, die zuo den Abschnitten

Wir ordnen Y X so
k=1

um, da wir die ersten Terme so gruppieren, wie sie in den
Abschnitten stehen und (event.) zwischen je zwei Gruppen je ei-
nen anderen Term einschalten. So entsteht eine divergente Um-
ordnung. Damit ist [168] in beiden Teilen bewiesen.

(g, — Sp) gehdren und (eventuell) andere.

§ 7. Das Momentenproblem.
Die Zahlen

3
v = [ F (&) guls) ds

heiBen Momente der Funktion f(z) inbezug auf die Folge {g(7)}.
Das Momentenproblem besteht in der Angabe von notwendigen
und hinreichenden Bedingungen, damit eine vorgegebene Zahlen-
folge {p.} eine Momentenfolge sei. Der Raum, in welchem f ()
gesucht werden soll, ist hier ausschlaggebend.

Es sei gu(®) e L7 (p'>1) bzw. L (k=1,2,..).
Damit es in I' (p <o) bzw. M ein f(z) gebe, dessen Norm

< ¢ und dessen Momentenfolge {y..} sei, ist die Giltigkeit der Un-
gleichung

[171]
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n B n p/ }
(25) kZ prbe| <7, ( / i £, gu(v) dfc)l”
=1 p - ‘

n ?‘:
bzw. ZP«hEk‘i <7 /
k=1 p

23

n

%;15& gi(n)

k

dr

fiir alle endlichen Zahlensysteme &, &y .. &y notwendig und hinrei-
chend (F. Riesz, S. Banach).

Die Notwendigkeit ist sofort ersichtlich:

o\
(ic)l”

und ebenso im- Grenzfalle p'= 1 (wegen [127] bzw. noch einfacher).
Setzen wir voraus, (25) sei fiir alle Zahlsysteme &, .., erfiillt. Bei
festem n und bei der Nebenbedingung

21 &k gilT)

fe==

n | "% n ' ' B
Speel=I[ [ Seeao) roras| <)

/3

(26) i

k=1

n

fiir £1.5,...» hat die Summe kZ v €=U, ein endliches Maximum des
=1 .

Betrages, da | U,| < v. Dieses Maximum findet man, indem man
: i
die Ableitungen von |Us’ —) [ |ha(c) [ d5 nach & (& =1,2..7)

n
gleich Null setzt; #,(z) ist zur Abkiirzung anstatt PN gi(t) geschrie-
ben worden; =
5 .
be | Un P="sign Uy — ) | | hu(c) [P~ sign h(s) . g(e) de=0 (k).

Multipliziert man mit & und addiert, so kommt—wegen (26)—

{%I,, i ’=.)\.‘ Ist also (¢, §,, ... £) die Maximumstelle, und setzt man
diese ¢ in f,(c) ein, so wird

3
@) pe=[ ) W(® dr  mit Gue) = Uy | hals) [~ sign huls).

_ Die Funktion §,(c) 16st das Momentenproblem fiir £=1,2,8,...7;
es ist (p' > 1) wegen (26)
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g 8
J1n@ pds = Unip. [1ha(d)7 de <,
d. h. | 4alp<v. Im Grenzfalle p'=1 ist ¢n(c) = U, sign h(x)
und | $nflm = Ua| <.
Da die Folge {||d.||} beschrinkt ist, enthdlt {¢,(x)} eine
schwachkonvergente Teilfolge im Falle p' > 1; ihre Grenze $.(t)
hat die Eigenschaften |[¢..| <1 und

g .
b= [ g(s) bule) 5 ®,

ist also das gesuchte f(r) in L”. Im Grenzfalle p'=1 konvergiert
# B

nach [166] die Folge '{fﬂbn('») g a’m} fiir g(c)e L gegen f«{)“('t)g('c)dt;
a o

es ist dieses ¢o.(t) das in M gesuchte f(x).

§ 8. Die. Umkehrung von Funktionaloperationen.

Eine Menge heiBt konvex, wenn sie mit x;, x, stets tx;+(1—1)x,
(0 &« t< 1) enthilt. Ein konvexer Korper im Raume E ist ei-
ne konvexe, geschlossene Menge mit inneren Punkten. Ist der
Nullpunkt © ein innerer Punkt des konvexen Kdrpers K, so ist
die untere Grenze der Zahlen p>>0, fiic welche 1/p.x zu K gehirt,
endlich und nichtnegativ. Sie definiert das Minkowski’sche Funktional
von K, »(x). Es ist leicht zu sehen:

1° Fiir innere x ist % (x) <1, fiir x am Rande ist = (x)=1;

20 w(x+y) < #(x)+ %)

3 z(tx)=swn(x) fir 2> 0;

40 72 (x) <yl x| mit x-freiem 7.

Ein Satz von Banach iiber die Erweiterung von Funktio-
nalen (vgl. das Banach’sche Bach): E sei ein B-Raum, R ein linearer
Teil won E; w(x) sei in E erklirt und habe die Eigenschaften 2°
und 8% o (x) sei additiv und homogen, in R erklart und daselbst
won #(x) majorisiert

(28) 9 (x) < %(%) (xeR).
Behauptung: o(x) laBt sich additiv und homogen auf

ganz E unter Beibehaltung von (28) erweitern.

S. Kaczmarz und H, Steinhaus. Theorie der Orthogonalreiben. 3
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Der Beweis moge im zitierten Buche nachgelesen werden.

Ein Lemma: E sei ein B-Raum,; K ein konvexer Korper in E;
®, der Nullpunkt von E, sei ein innerer, x, ein Randpunkt von K
Dann gibt es in E ein lineares Funktional ¢ (x) mit ¢ (x) <1 fir
xeK, 9(x) =1

Beweis: %(x) sei das Minkowski’sche Funktional von K, R
sei. die Gesamtheit der Punkte <©x, mit beliebigem reellen «
(eine ,Gerade®). Setzt man ¢ (x) == fiir x=r1X, so hat man auf
R ein additives und homogenes Funklional erklirt; es ist ¢ (x) < %(x)
tir xe R, denn g (cx) =1t =7%(cx,) fiir +>0, und fiir =<0 ist
o (x) =0 (tx) =1 =—%(—1%) < #(r %) =%(x) (wegen 2°). Nach
[181] 1&Bt sich also ¢(x) auf ganz E erweitern, so daBl (28) mit
dem soeben definierten % (x) erhalten und ¢ (x) additiv und homogen
bleibt. Wegen 4° ist = (¥) <7 x|, also @ (x)<C7| x|, also
z(x)! <71lx]| und o(x) erweist sich als linear. Es ist offenbar
z(x,) =1 und (wegen ¢ (x) < %(x)) ¢(x) <1 fiir xe K, w. z. b. w.

Es sei y= U(x) eine lineare Operation und der Raum der
unabhingigen Variabeln x ein B-Raum, ebenso wie der Gegen-
raum. Es bietet sich die Frage nach notwendigen und hinreichenden
Bedingungen, damit die Operation den ganzen Gegenraum erschépfe,

d. h. damit die Gleichung y = U (x) bei beliehigem y des Gegen-
raumes eine Auflosung nach x zulasse.

Eine solche Bedingung ist dle Existenz eines positiven «, so

daf3 ein jedes lineare Funktional F(y) im Gegenraume die Ungleichung
erfiille
[FU >l Fl.

(Dabei steht links die Norm des Funktionals F(U) (der Variabeln
x), welches durch die Substitulion von y=U(x) in F(y) entsteht).

Die Bedingung istnotwendig. Denn sonst existiert eine Folge
von Funktionalen {F,} mit ||F,|| =1, lim || F(U(x))||=0. Man setze
n—yoo

| Fa(U (%)) || = Bn, oy = *___1,7_,
Dann kommt m + n

@) (Gl =an]| Bl = o,

Gn(y) = o Fr(y).

oo

HGU ) || = || F(U (%)) | =~:~‘3~”-T< Ve lim||Gu(U (%)) =0.

VBe+—
n
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Es sei y, = U (x,); dann folgt

B0) | Ga(yo) | <%0l 1| Ga(U () 1, ,lzl_,m Gn(yo) =0.
Da (80) fiir jedes y, des Gegenraumes gelten soll, steht die
Eigenschaft (29) im Widerspruch gegen das Resonanztheorem [151].

Die Bedingung ist hinreichend. Zun#ichst werden wir
zeigen, daBl das Bild R, der Kugel | x|| < p, welches im Gegen-
raum vermdge der Operation U (x) entsteht, selbst in einer Kugel
[|ly]| < o(p) tiberalldicht ist, d. h.: das zu EP abgeschlossene R,
enthilt diese Kugel.

Es ist nfimlich ﬁ; eine geschlossene, konvexe Menge mit dem
Nullpunkt N als Symmetriezentrum. Enthielte ﬁp keine N-zentrische
Kugel, so wire eine Folge {y,} vorhanden mit

(81) lim || y.[ =0, y.3R, ().
n—oo

Die Distanz ¢, von y, und ﬁp ist positiv. Jetzt bilde man
die Summe aller Kugeln mit dem Radius ¢,/2 (n fest), deren Mittel-
punkte zu ﬁp gehéren, und schlieBe diese Menge zu S, ab. ¥, sei
die groBte Zahl mit ¥,y, € S, und 2z, = ¥, y,. Der Punkt 2, ist
ein Randpunkt von S,. Nach [182] existiert ein lineares Funk-
tional ©, mit o.(2:) =1, o.(y) <1 fiir ye S, Fir [x]| <p ist
U(x)e R, also U(x)e Sy es folgt o.(U(x)) <1, (U (—x)) <1, also

lon(U (0) | <1 (=l <)

Setzt man jetzt Du(x) = 9u(U (%)), so wird | Dn| < 1p; die
Voraussetzung liefert aber || @[> 1| ¢xl, also |[9a| < lgy. Ins-
besondere ist

Nun ist aber wegen y.>R, (vgl. (81) #. <1, also ,}E“zﬂ}f:

; Lz, ] > pt.

lim 9, |y || = 0, gegen (32). Es ist also R, in einer Kugel Iyl <sp)

n—yoo

iiberalldicht.

Sei nun y, ein Punkt der Kugel [[y[|<o(1). In dieser Ku-
gel ist R, iiberalldicht, es gibt also ein y, € R, mit ||y [{go(llg).
R., ist aber in der Kugel [y]| <o (/2 iiberalldicht, woraus ein
Yy€ Ry, mit ||y, —y; — 32 | < o (1/4) resultiert, u.s.w.
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. . 1
yneR 1 bedeutet aber y.=U(xx) mit [ 2n || < ;}?:i ; setzt man
2n—1
Xy = Z Xk,
k=1
so wird — wegen der Linearitit von U (%) —
UGe) =2 U () = Z 9= o

da ||yo — $1 — . — Yn|l <o (1/2") und limo(l/2") =0 (wegen der
n-yea

Stetigkeit von U () fiir x = 8) ist. Fir jedes y, der Kugel ||y || <o (1)
existiert also eine Wurzel x, der Gleichung U (x) = yo; U (x) ist
aber homogen, also die Einschrinkung ||y,[ <o (1) unwesentlich.
Damit ist der Satz [183] iiber die Umkehrbarkeit einer linearen
Operation in beiden Teilen bewiesen.
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