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PREFACE.

La question si I'ainsi dite hypothése du continu est vraie ou non
appartient anx problémes les plus difficiles de la mathématique
contemporaine. La présente morographie ne tend point & résoudre
ce probléme; elle a pour but de faire connaitre au lecteur les consé-
quences que l’hypo:thése du continu implique.

Il y a des personnes, méme parmi les savants éminents, qui
doutent de la possibilité de jamais résoudre le probléme du con-
tinu. Dans ces eonditions, les conséquences de l’hYpo’chése du, con-
tinu peuvent &tre considérées pratiquement comme si elles étaient
vrajes. En tout cas, oh p-éut"affirmer avec certitude qu'une ten-
tative. d’ébranler uhe conséquence guelconque de 1'hypothése du

" continu serait non moins difficile que la tentative d’ébranler I'hy-

5

pothése méme. .

Ce fait justifie déja lintérét qu’il y ait de prendre connais-
sance des conséguences qui résultent de Phypothése du continu,
Chacune de ces conséquences donne naturellement lien a la gues-
tion si on peut la démontrer sans hypothése duo continu (ou, du
moins, a l'aide des hypothéses plus faibles) ou bien si elle est, par
contre, équivalente 2 cette Iiypothdse. Partout ofl c'était possible
je tachais de tenir compte de ces questions, en indiquant au be-
soin le dégré des difficultés gquelles comportent. Quant & la ma-
niére de déduire les conséquences de Phypothése du conlinu, je
tachais autant que possible d’établir d’abord sans cette hypothése
les théorémes généraux pour en tirer ensuite ces congéquences
par l5app1ication directe de I'hypothése en question.
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L’introduction de ce livre a pour but d'expliguer en guoi ¢on-
siste ’hypothése du continu et Yainsi dit probiéne du conting, Iy
donne deux énoncés de l’hYpothése du continu: I'un hasé sur la
notion de guantité (puissance d’un ensemble) et P'autre sur celle
dordre. Plusieurs propositions équivalentes & cette hypothése sont
recucillies et envisagées dans le chapitre L.

Le chapitre II est consacré & une conséquence exirdmement
importante de ’hypothése du continu, tirée en 1914 par M. N. Lu-
sin; j'en déduis une série d’autres conséquences, dont quel-
ques unes sont trés récentes ou méme publiées ici pour la pre-
midre fois. Le chapitre III contient 1’6tude des relations entre
la catégorie de Baire et Ja mesure de Lebesgue aulant
quelles découlent de I’hypothése du continu. Un grand nombre
d'autres conséquences de cette hypothése sont traitées dans le
chapitre IV.

Les rapports entre hypothése du continu, qui est en dernier
lien une proposition de pure exisfence'), et les ainsi dits problé-
mes d'effectivité occupent le chapitre V1. Les chapitres V et VII
sont consacrés respectivement a deux hypothéses, I'une peut étre
plus faible (celle des alephs inaccessibles) et antre péut étre plus
torte (Phypothése de Cantor sur les alephs) que I'bypothése du
continu. L '

Enfin, le supplément a la fin du livre contient une fnéthode

imaginée tout récemment par M. N. Lusin pour éliminer ’hypo-

thése du continu de quelques propositions déduites de cette hy-
pothése. '

Sans prétendre d’epuiser foufes les conséquences ou appli-
eations de Thypothése du continu qui soient connues dans la lit-
térature mathématique, je me snis proposé d’en exposer ici- au

moing celles qui me semblent importantes’ et d’en étudier les rap- -

)" & savoir, de Pexistence d'une correspondance binnivogue entre 'en- -

semble de tous les nombres réels et celul des nombres ordinaux transfinis de
deuxidme ¢lasse.
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ports mutuels (c¢f. la table des relations, p. 178). Bien entendu,
j’ai taché avant tout de me tenir au c6té mathématique et non
philosophigue de la question.

La lecture du livre n'exige de la part du lecteur qu’une con-
naigsance élémentaire des notions fondamentales de la Théorie
générale des ensembles et de leurs principales propriétés (cf. p.
ex. le début des tomes I, II et surtout du tome III de cette col-
lection). J’emploie les notations usuelles; les autres sont recueil-
lies p. 8.

En terminant, {e tiens A exprimer ici mes remerciements &
M. Bronistaw Knaster, qui n’a ménagé ni son temps ni son tra-
vail 4 relire le manuscrit et et la plupart des épreuves de ce livre,
et auquel je dois quelques précieux conseils concernant le grou-
pement dune partie des matériaux, de méme gue plusieurs re-
marques positives en matiére du texte. ‘
Wactaw Sierpiriski.
Varsovie, Avril 1934
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Additivité absolue 28, 76,
Aleplt 5, inaccessible 152,

Bien ordonné (ensemble) 3.

Caractéristique (fonction) 89.

Complet (ensemble-limite) 91, (famille
de suites finies) 61.

Condition de Baire 38, (d) 106, 154.

Constitnantes (d’ensembles analyti-
ques) 64.

Continu (hypothése du) 1, 3, (problé-

* me du) 5, (puissance du) 1,

Courbe 11, 12. '

Croissants {(enserbles) 21,
d’ensembles) 120.

(famille

Dénombrable (ensemble) 1.
Disjoints (ensembles) 6.
Dzmlité 6.

Efectifs (exemples) 25, 70, effectivité
162.

Ensemble de Luein 37, dénombra-
ble 1, de Vitali 127, -limite com-
plet 91, ordonné 2, bien ordonné 3,
parfaitement mesurahle 50, par-
tout de denxidme catégorie 115, to-

talement imparfait 87, toujours de .

premiére catégorie 063, universel
analytique 164, universel ordon-
né 143.

Ensembles croissants (famille d°) 120;
disjoints 8, presque disjoints 126.

Fomiite compléte (de suites finjes) 61.

Familles semblables 80.

Fonction caractéristique 89, de Baire
as.

Généralisé probléme de la mesure 44.
Généralisée homéomorphie 86, hypo-
thése du continu 166.

Heréditaire {propricté) 28.

Homéomorphie généralisée 86.

Hypothése du continu ou H 1, 3, gé-
néralisée o de Cantor sur les

alephs ou & 166, G~ 166, Gm 168.

Image géométrigne d’une fonction 71.
Inaccessible {aleph) 107, 152,

Mesurable partaitement 50, relative-
ment 137

Ordonné (ensemble) 2.
Ordre 2,

Porfaitement tesurable (ensemble) 50.

Partout de deuziéme catégorie {en-
semble) 115.

Point simple d'une courbe 73.

Portion 45.

Presque disjoints {ensembles) 126.

Presque-période 135.

Probleme de Hausdorff 91, de
Kuratowski 116, de Lebes-
gue 70, de Lusin 148 de Ma-
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zurkiewicz 52, de Saks 63,
du continu 5, @Urysohn 60, gé-
néralisé de Ia mesure 44
Propriété € 87, de Baire 88, J, J; 148,
L 31, M48, P28, §8l, UIB4
(4 106, 154, » 94
Puissance 1.

Régatier (nombre cardinal) 152
Relativement megurable ~(ensemble)
137.

Semblables (familles) 80.
Simple (point) 78.

Totalement imparfait (ensemble) 87.

Toujours de premiére catégorie (ensem-
ble) 63.

Type de dimensions 99, 150.

Uhiversel (snsemble) analytique 164,
crdonné 143.
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CHAPITRE ]. Propositions équivalentes a Phypothése da continu.

P,. TL'ensembls de tous les points du plan est une gomme de deux
ensembles dont 'un est an plus dénombrable sur toute paralléle & Paxe
d'ordonnées et I'autre est au plus dénombrabls sar toute paralléle & Faxe
d*abscisses . .. e

P.. Le plan est une somme d'une infinité dénombrable de courbes.
P,a. L'espace i trois dimensions est une somme d'une infinité
denombrable de courbes . e e e e
P, 1l existe une suite infinie de fonctions univoques d'une va-
riable réelle f1(x}, fu(x), f5(*), .. telle que, quel que soit Pensemble non
dénombrable N de nombres réels toutes les fonctions de la suite, sauf

peut étre un nombre fun, transtorment N en ensemble de tous les nom-
bres véels . . . . . .

P;a. Tl existe une fonetion d’une varmble réelle f(x) & une infi-
nité dénombrable de valeurs (e¢. & d.faisant correspondre & foul nombre
réel x un ensemble démombrable f(x)) qui transforme fout ensemble in-
dénombrable de nombres réels en ensemble € de tous les nombres réels.

P, Il exigste un systéme densembles Af; (ot { est un nombre
naturel et x un nombre réel) tel que

1) E=XAL,  pour  i=1,28 .;
' xeé
2) ALAL =0 pour x%y, 1=1,2,3 .
st que

8) N étant un ensemble indénombrable quelconque de nombres réels,
il existe un mombre naturel p tel que pour iZ»p et pour tout

nombre réel x I'ensemble N - A; est non vide . . . .
" Pya. Il existe un systdme densembles A, ol i=1,2,8,.. st x

parcourt tous les nombres.réels, gui patisfait anx conditions 1) et 2) de
ia proposition Py et a4 la-condition suivante:

15

Sommaire,

34) Quel que soit le nombre réel x, lensembls ¢ — 2 A' est an
=1 "
plus dénombrable .

P.. 1l existe une sunite infinie de fonctions d'une variable réelle
Fi{x), folx), fa(x), ... telle que, quelle que soit la suite infinis de nombres
réels Vi, Va, ¥y, .o, & toute valeur de x, sauf peut-dtre pour un spsemble
au plus dénombrable de valeurs (et qui dépend de la suite ¥y, Vo, 1y, ..,
correspond une suite infinie croissante d’indices ky, ko, By, .. (dépendant
de x et de Ia suite v, ¥», 1y, ..) qui satisfont & legahte fk {x) = =Y,

pour i=1,2,.

.

Pra, Il existe une suite infinie de fonctions d’une variable réelle
Falx), ful(x), f(x), ... telle qus, quel gue soit ls nombre réel y, la suite
Fi(x), folx), fulx)y .. contient pour toute valeur de x, sauf peut-étre ponr

un ensemble au plus dénombrable de valeurs (et qu1 depend de ), une.

infinité de termes égaux a y

Pyb, 11 existe une famille F de puissance du continn de suites
infinies de nombres réels telle que y,, 35 ¥, ... 6tant une suite infinie
queleconque de nombres réels, 'ensemble de toutes les suites xl,:m, ,\,f,,
de la famille F pour lesquelles on a X%y, quel que soit £=1,2

est au plos dénombrable

E i Bt BN

P;. L'ensemble de fous les nombres réels est une somme d'en-
sembles croissants démombrables .

P;. 1l existe un ensemble analytique linéaire qui n’est pas une
gsomme de moins de 2% ensembles mesurables (B)

P, BSoit E un ensemble (formé d'éléments quelcomques et @
une famille de puissanee <C 2% de sous-ensembles de £ telle que £ n'est
pas une somme de N. ensembles de la famille @ et d'un ensemble au
plus dénombrable; dans ces conditions E contient un ensemble indénom-
brable N qui n’admet avec tout ensembdle de la famille @ guun ensem-
ble an plus dénombrable d’éléments communs. e ..

Poa. Soit P une propriété des ensembles de nombres réels assu-
jettie aux conditions:
1) P est une propriété héréditaire,
2) P est une propriété absolument additive,
8) Tout ensemble formé dun nombre réel jouit de la propriété P,
4) 1l existe une famille @ de puissance = 9% d'engembles de nom-
bres réels jouissant de la propriété P et telle que tout sn-
semble de nombres réels jounissant de cette propriété est con-
tenu dans un {au moins) des ensembles de la famille ¢
alors chague ensemble F de nombres réels qui ne jouit pas de Ia pro-
priété P contient un sous-engsemble non dénombrable N ayant fout an
plus une infinitd dénombrable de points communs avec tout ensemble
jounissant de la propriété P .. .

P,. Deux affirmations suivantes sont vrales 4 la fois:

(K) Tout ensemble linéaire de puissance inférieure a
continu est de premiére catégorie de Baire,

(LY Il existe un ensemble linéaire N de puissance du continu qui
admet un ensemble au plus dénombrable de points communs avee cha-
que ensemble (linéaire) parfait non-dense e e e e

celle du

Py, Deux affirmations suivantes sont vraies & la fois:

(M) Tout ensemble linéaire de puissance inférieurs & celle du
continu est de megure nulle,
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(S) 11 existe un ensemble linéaire N de puissance du continu qui
admet un ensemble au plus dénombrable de points communs avee cha-
que ensemble de mesure nulle . . . . . . . . . o 0.

Py,. i existe dans lespace de Hilbert un ensemble indénombrable
de points, dont aucun sous-ensemble indénombrable n’est homéomorphe
i une partie d'nn espace euelidien . . . . ., . . . o oo oL

P,. Auvcun ensemble de puissance X: n'est une somme de plus
que ¥: ensembles infinis ayant deux 4 deux un nombre fini d*éléments
COMMUDNE  « + .« « v o« o« o e e e

CHAPITRE . Lensemble de M, Lusin.
§1, Proposition C..

C,. Il existe un ensemble linéaire N de puissance du continu qui
admet un ensemble au plus dénombrable de points communs avec tont
ensemble (linéaire) parfait non-dense . . . . . . . . . .

§2 Propriétés LetC.. . . . . . . . . . .
§ 3. Fonctions définles sur les ensembles a propriété L.
§ 4. Propriété M. .

§ 5. Conséquences U C; de In proposition C;.

C,. Il existe un ensemble linéaire de puiggance du continn gui
est transformé par toute fonction de Baire d’une variable réelle en un
ensemble jouissant de la propriété C . . . . . . ..

€3 1l existe un ensemble linéaire de puissance du continu, dont
toute image continue est de mesure nulle e e e e

Cya. Il existe un ensemble lindaire de puissance du continu, dont
toutss les images homéomorphes gont de mesure nulle

C,. La famille de tous les ensembles linéaires parfailement me-
gurables est de }a puissance g2

.

C;. 1l existe un ensemble linéaire £ de puissance du continu et
tel que Pintervalle linéaire n’en est pas une image continue .

Cy. Il existe un ensemble linéaire de puissance du continu, dont
aueun sous-ensemble indénombrable ne jouit de la propriété de Baire
relativement & lintervalle (done, dont tout sous-ensemble indénombrable
.est de deuxiéme catégorie) e e e

Cr. Il y a des engembles de nombres réels sur lesquels il exigte
des fonctions de Baire des classes 0, 1 et 2, mais sur leqnel il n'existe
ancune fonction de Baire de classe 3

Cq. Il existe une fonction f(x} continue gur un ensemble linéaire
) de puissance du continu, mais goi n'est uniformément continue sur
aucun sous-ensemble indénombrable de Q ..

booe e s

) Cy. 1l existe une suite infinie convergente de fonction d'une va-
riable réelle fi(x), fu(x). fu(x), .. qui convergent mon uniformément sur
tout ensemble indénombrable e e e e .. .

§ 8. Equivalences entre les conségunences Cy, Cy, € et Cpu

Cyp. 11 exjste une suite infinie de fonctions d'une variable réelle
Fxy (m==1,2,3,..) et une suite double de fonctions dune variable ré-
elle f'(x) (m=1,2,8,..; n=1,2,8,..), telles que

32

33

36
37
38
48

49

49

49

50

51

52

icm

Sommaire.
(i) ,,lil?q‘f ) = () pour m=1,2,8, ..,
3 lim f™(x) =0,
h=ea

et que, quelles que soient la suite infinie croissante de nombres natu-
rels m, < my < my < .. et la guite infinie d’indices ny, s, &, ...,

(iii) Végalité k]im fn’:k(x) =0 ne se présente que tout an plus pour
une infinité dénombrable de valeurs de x . . e e
C,;. 1l existe une double suite d’ensembles Bf,; telle que
) =B 4B 4. . +B4.. pouri=1,2.,
(II) les ensembles d'une méme (i-éme) ligne sont disjoints,

185

1) quelle que soit la suite d’entiers positifs %y, £y ..., &, ..., 1o produit
I

[1 (B! B .. - BL) est au plus dénombrable .
Pl 1 2 ki

C,;. Etant données deux suites infinies différentes de nombres
naturels S= {ki} ot T= {H,-}, convenons derire 7 < S, lorsque 1,0 k;
pour tout f==1,2,..; cecl posé, il existe une famille F de la puissance
oo ayant pour éléments certaines suites infinies de mombres naturels
ot satisfaisant & la condition: pour chaque suite infinie § de nombres
patorels (qu’elle appartienne & F on non), Yemsemble de toutes les sui-
tes 7 de F différentes dewx a deux et telles gne 7'<\S est au plus
dénombrable
§ 7. Origines et applications des propositions Cy— C’,g. .

§ 8. Proposition C et son équivalence avec (.

% 1] existe une suite double d’ensels‘xbles B;; qui satisfait aux con-
ditions (I) et (II) de la proposition €, et a la condition suivante:
() quelle que soit la famille compléte de svites &, I'ensemble
E— X BLBLBL,
My Ao e B .
oit la sommation s’6tend & toutes les suites (71, ity ..., 7y) de la famille Z,
est au plus dépmombrable . . . . . . . .o

& 0. Conséquences Ci; et Cy de Ci-

¢y 11 existe une sulte infinie ¢;(x), (), ?5():), - fle fox.lc-hons
d’une variable réelle telles qu'étant donnée une suite infinie crolssante
quelconque d’indices my <y < My <., l’ensemb!e de tous le's nombres
réels x pour lesquels la limite (finie on infinie} lim gomk(x) exisie est au

e

plus dénombrable . . . . . . o . ..o T

€. Il existe uin ensemble lingaire qui jouit de 1a propriété M et

qui n'est pas un £,

§ 10. Ensembles tonjours de I-re entégorie .
& 11, Proposltion C;,r, et ses conséguences CM" [ 2

(. 11 existe un ensemble linéaire K de puissance du coxntinu,

loujours de premiére catégorie et qui est une image continue et binni-

voque d’'un ensemble jouigsant de la propriéte | P

53

53
59

61
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Ci Il existe une ensemble linéaire K de puissance du continn,
toujours de premidre catégorie et qui jounit de la propriété C.

C;. La famille de tous les ensembles lindaires qui sont toujours

,'N"
de premidre catégorie est de puissanee 2% . . |

.

Ci. La famille de tous lss ensembles linéaires qui jonissent de

o
la propriété de Baire est de puissance 23" |

.

Ci. "La famille de tontes les fonclioms d'une variable réelle qui

Xs
satisfont A la condition de Baire est de puissance 2°

§ 12, Images géométriques de fonctions. Fonetions superposées,
Proposition Cy et ses conséquences Ty — Cuy.

Cy. 11 existe un ensemble linéaire K situé sur I'nxe d’ordonnées
et jouissant de la propriété de Baire (m&me un ensemble toujours de
premidre catégorie) tel que I'ensemble plan S formé de toutes les paral-
léles a l'axe d'abseisses qui passent par les points de K ne jouit pas de
la propriété de Baire, .o e e e N .

Cy. Il existe une fonetion (d’une variable réelle) qui salisfait a la
condition -de Baire, mais dont I'image géométrique pe jouit pas ds la
propriété de Baire. . . . . . . . . ., . . . . . P

Cy. Une fonction continue de deux fonctions (d’une variable réelle)
satisfaisant 4 la condition de Baire peut (comme fonction de deux va-
riables réelles) ne pas satisfaire 4 1a condition de Baire

Cy. Il exigte une fonetion continue de variable réelle transfor-
mz.m‘: d'une fagon biunivoque un -certain ensemble dépourvu de la pro-
priété de Baire en un enmsemble qui est toujours de premidre catégorie,

i Cy. Il sxiste une fonction de variable réelle qui ne satisfait nas
4 la condition de Baire et qui est une fonction satisfaisant i la condi-
tion de Baire d’une fonction continae . e e

P

CHAPITRE III. Applications aux relations entre catégorie et
mesure.

§ 1. Proposition Cyy (Cz;.ﬂ) sur la dualité enire premiére catégorie
) et mesure nulle. Conséquence Cy (Cue).

C;;. 11 existe une fonction binnivogue f (x) définie dans Pensem-
ble € de tous les nombres réels, telle que fF(C)=C et qui transforme
o s .

chaque ensemble £¢ C de premiire eatégorie en ensemble F(E) de me-
swre nulle, tandis que =a fonetion inverse f—(x) transforme, récipro-
quement, tout ensemble ECC de mesure nulle en ensemble f~1(F) de
premiére catégorvie, . . e e e e e e e e,

. .Cgﬁa. La famille de tous les ensembles linéaires de premiére ca-
tégorie et celle de tous les ensembles linéaires de mesure nulle sont
semblables ,

C... 1l existe un ensemble Hnéaire N de puissance du continu qui
4 un ensemble au plus dénombrable de points commuus avee tout en-
semble linéaire de mesure nulle .o

Cyxa. Il existe un ensemble plan N de puissance du continu dont
tout sous-enssmble indénombrable est non mesurabla guperficiellement
(au sens de Lehssguae) . e e .
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§ 2. Propriété S. Dunlité entre L et S, Couséquences Cu — Cyp.

Cy;. Pour qu’un ensemble linéaire E contienne un sous-ensemble
indénombrable N jouissant de la propriété L, il fant et il suffit quil
soit de deuxiéme catégorie de Baire. .. .. .

Cy. Pour qu'un-ensemble linéaire contienne un sous-ensemble
indénombrable N jounissant de la propriété 8, il faut et il suftit gquiil
soit de mesure extérienre positive e e

Cy. Si toute fonction mesurable d'une variable réelle transforme
un ensemble linéaire donné £ en ensemble de- premidre eatégorie, 'en-
semble E jouit de la propriéie S . e e e

Cyo. Il existe un ensemble linéaire de puissance du eontinu gue

toute fonetion mesurable d'une variable réelie transforme an ensemble
toujours de premiére catégorie . . ..

Cy,. 11 existe un ensemble linéaire de puissapce 2% dont toute
image continue est un ensemble tonjours de premidre catégorie

Cys. 1l existe un ensemble linéaire de puissance du continu dont
tout sous-ensemble indénombrable est non mesurable .

Cy. Il existe une fonction d’ume variable réelle qui fransforme
tous les engembles linéaires indénombrables en ensembles non mesurables.

Cy. Tl existe une fouction d’une variable réelle qui transforme
tous les ensembles linéaires indénomhbrables en ensembles de deuxiéms
catégorie . . . . . . . L . . L 0L 0. .

Cy. Il existe deux ensembles linéaires de puissance du continu

dont aucun ne peut &tre transformé dans 1'aulre par une fonction de
Baire d’une variable réella . ..

Cy;. Il existe nn ensemble qui est 4 1a fois non mesurable et tou-
jours de premiére catégorie P e e e e e e e e

Cy;. 11 existe un ensemble non mesurable jouissant de la propriété
de Baire. . . . . . .« . . . . o 00

Cyp. Il y a des snsembles indénombrables (de nombres réels) sur
lesquels il n'existe aucune fonction de classe 2 . . . . . . . . . .

. Il existe un ensemble plan de mesure linéaire infinie, dont
chaque sous-ensemble sst mesurable en mesure linéaire d’ensembles plans.

Ci. Il existe un engemble linéaire de mesure extérieure positive
et de deuxidme catégorie, dont touie image continume linéaire est un
ensemble totalement imparfait . . . . . . . . . . o oo o

§ 8. Propriéts h. Conséquences Cyp — Gy
Cy. 11 existe un ensemble linéaire de puissance du continu qui
jouit de la propriété
C,,. 1l existe un ensemble linéaire qui contient une suite trans-

finie de puissance du continn de souns-ensembles eroissants qui sont & la
tois des F_ et des (G, velativement & lui . . . . . . . e e
5

C. Il existe un ensemble linéaire toujours de premiére catégorie
qui ne jouit pas de la propriété + . . . . C e t f t
i tion d’nne variable réelle qui ne satisfai

pas A ‘1::':']‘(5oflld?i:}i(?xgedgnﬁaifx?enzt dont image géométrique jouit de la pro-
priétédeBaire..........._............
C,;. Tout ensenble linéaire est une image biunivoque et continue

d'un ensembla lindaire qui jouil de la proprigte ooy L
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C,;. La propriété de Baire des ensembles linéaires n'est pag in-

variante relativement aux transformations continues et biunivoques .

§ 4. Conséguence Cy; sur les types de dimensions de M. Fréch of,

Cy;. 1l existe deux ensembles indénombrables linéaires N, et N,
tels quaucun ensemble Jinéaire non dénombrable F n'est dun type de
dimensions (au sens de M. Fréchet) qui soit 4 la fois plus petit que
ceux de Myetde N, . . . . . . ... .. .. L, ..

.

CHAPITRE IV, Autres conséquemnces de I'hypothése du continu.

§ 1. Décompositions du plan. Conséquences Cy et Oy do P

Cis. 1l existe nne fonction de vuriable réelle f(x) telle que le plan
est nne somme d'une infinité dénombrable d’ensembles dont chacun est
superposable avee I'ensemble de tous les points de la courbe y=f(x)

Cy. 11 existe un snsemble plan £ tel que tonte droite paralléle
i Paxe d'ordonnéss rencomtre Pensemble £ dans un ensemble linéaire
de points de mesure nulle et toute droite paralléle 4 Paxe d*abacisses recon-
tre le eomplémentaire de £ dans un ensemble lindaire de mesure nulle,

§ 2. Conséquences Crp — Cyy de Py (Pye).

Cyp- 1 existe une suite infinie de fonctions d’une variable réelle
Jilx), L6, fal), quine prennent que deux valeurs 0 et 1 et quisont telles
que, guelle que soit Ta saite infinie eroigsante d'indices fty <y <ty <
la suite infinie fm‘(x),fmn(x), fmu(x), ... n’est convergente que pour un en-
semble au plus dénombrable de valeurs de x . e e e e
Cy;. llexiste deux sunites infinies d’ensembles {Ef‘f et {Hi} telles que
1 <& = E;+ H; pour tout i=1,2,8,..
2y L H;=0pouri=1,23,.. R
3) N étant un ensemble indénombrable quelconque de nombres
réels, il existe un nombre naturel p tel que Yon a
NE; =0 et NH;#0 pour tout i=p., .
Cian _Etant donnés un ensemble quelconque ) de nombres réels
et une famxlle arbitraire ¢ de sons-ensembles de ( assujetie 4 la condition:
(d) touts f_agni]la de sous-ensembles disjoints (non vides)
de @ qui appartiennent & & est au plus dénombrable,
il existe toujours une suite infinie Ey Fy, By, .. de gous-ensembles de Q

n'appartenant pas & @ et tels que 'ensembls Q—_«‘SE,E est an plus
=1
dénombrable . "

.

§ 3. Mesure et eatégorie. Conséquences Ciy— Ciy de Cha.

L (}'ﬁ;,. Etant donné un ensemble Q@ guelconque de nombres réels,
il n'existe ancune fonetion m (F) qui fasse correspordre i chaque sous-
-ensemble £ de ) un mombre véel (fini) m (£} conformément aux condi-
tions suivantes:

) 1) m(F) ne s'annuls pas identignement ‘pour toug les sous-
-engsembles F de Q, :

; o
2 m (Z E,,) =r5:m (£,), quelle que soit la suite infinie 7, F.
S

n=1

P ver

de sous-ensembles disjoints de @,
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38}y m(E)=0 pour tount sous-ensemble £ de @ composé d’'un senl
élément. . . . L . . oL oo

C,,. Tout ensemble linéaire de mesure extérieure positive contient
une infinité¢ indénombrable de sous-ensembles disjoints de mesure
extérieure positive . . . . . . . o o L, L.

Cy;. Tout ensemble linéaire de deuxiéme ecatégorie de Baire con-
tient une infinité non dénombrable de sous-ensembles disjoints dont
chacun est de deuxiéme catégorie de Baire . e

C.:- Tout ensemble linéaire @ de mesure extérieure positive con-
tHent un sous-ensemble qui n'est pas mesurable relativement & @

C;;. Quel que soit ensemble lindaire de mesure extériure positive,
il existe une fonction réelle définie sur lui et wadmettant auveun pro-
longement 4 une fonction mesurable de variable réelle . . , . . . .

C;5. Tout ensemble linéaire ¢ de deuxieme catégorie contient un
gsous-ensemble qui n’est pas un produit‘de Q eE d’un ensemble jouissant
de la propriété de Baire (relalivement & la droite) . e e e

Cp. Quel que soit 'ensemble lindaire de deuxiéme catégorie, il
existe une fonction réelle définie sur lui et qui n’z_u:imet aucun prolon_ge~
ment 4 une fonetion de variable réelle satisfaisant 4 la condition de Baire.

§ 4. Consbguences Cﬁn = (}; de I’hypothése H. Ensembles croissants.

Cyo- Tout ensemble linéaire qui est partout de deu'};'ié;ne catégorie
est une somme d’infinité indénombrable d’emsembles disjoints qui sont
aussi partout de deuxiéme ecatégorie . . . . . .

C;;. Etant donnée une famille F de puissp.nce '< ok, dfa fonct_icns
d’'une variable réelle, il existe tonjours une fonction 4 une variable réelle
g (x) telle que pour toute fonection f(x) de la famille F1 e_nsemblebldes x
réels qui satisfont 2 Iéquation f(x) =g (x) est au plus dénombrable .

C,s. Il existe une fonection de variable réelle qui est discontinne
gur tont ensemble non dénombrable. . . . . . . . .. .. .

C;y 1l existe une suite transfinie c!écroissante de puissance du
continu formée d’ensembles lindaires 1*G distincts . P

‘;N" .
C;s. 1l existe une famille de puissance 2° d’ensembles croissants
de nombres réels . . . . . . . o e e e e

§ 5. Ensembles presque disjoints. Comséguences Cyy— Crp (Cpa) de H.

C;. 11 existe une famille F de puissance 22&, d’ensembles de nom-
bres réels de puissance oRa telle qus deux ensembles {différents) de la
famille F ont toujours un emsemble au plus dénombrable d’éléments
¢ommuns o .
Cy. . 1l existe une famille ¢ de puissance 22" "d'ensembles liné-

aires non mesurabies qui ont deux A deux un ensemble au plus dénom-
brable de points commuius Ce e e , .

Cyr. 11 existe une décomposition de Pintervalle 9= [0 < x (1]
en 22&' ensembles qui sont de mesura extérieure 1, de’ deuxidme caté-
gorie dans tout intervalle et qui n'ont deux A deux gu'un ensembls ag
plus dénombrable de points eommons . . . . . - . - ‘

] i i ‘ inéai indénombrables un
Cyr. Il existe parmi les ensembles linéaires 1’11_
ensembig K de premiére catégorie que chaque trapslation le long de la
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droite transforme en Iui-mé&me, abstraction faite tout au plus d’une infi-
nité dénombrable de points . . . . . e e

Cy. 11 existe parmi les ensembles linéaires indénombrables un
ensemble M de mesure nulle gque chaque translation transforme en
lui-mé&me, si l'on en néglige tout au plus un engsemble dénombrable
depoints . . . . . . . .. .0 L. .. L. -

Cy. 11 existe un ensemble lindaire mon mesurable que chaque
translation transforme en Iui-méme, abstraction faite d’un engemble au
plus dénombrable de points . .. . .

Crou. 11 existe parmi les fonetions d’une variable réelle une fon-
ction non mesurable telle que chague nombre réel est sa presque-
-période . . . . L 0 L 0L L L. L,

§ 6. Images par fonctions de Baire, Conséquences Cp — Cyy
de I’hypothése H.

C.. F &tant une famille de puissance 2% Qenpembles linsaires

de puissance 2% ¢ @ upe famille de puissance 28 de fonctions mesu-
rables d’une variable réelle, il existe un ensemble lingaire £ de puis-

sance 2% tel que pour toute fonction % (x) de la famille < l’snsembles
9 (£) ne contient aucun ensemble de la famille FF ..
C... F étant une famille de puissance 2% Qengsembles lindaires de

puissance 2% il existe un ensemble linéaire £ de puiszance 28 tgl que
pour toute fonction de Baire ¢ (x) d’une variable réelle I'ensemble ¢ (F)

b

ne contient aucun ensemble de la famille F

Crpe. F étant une famille de puissance oRs P’ensembles lindaires
de puissance 2%, il existe toujours un ensemble linéaire £ de puissance
2R dont les images obtennes par des fonctions de Baire définies dans
£ ne contisnnent aucun ensemble de la famille F . e

Cry. 11 existe une famille F formés de ¥, ensembles linéaires de

puissance 2% et telle que de deux emsembles distincts quelconques de
cette famille aucun ne s'obtient par une fonetion de Baire comme une
image de lautre. o e .

C.. Il existe une elasse de pujssance 2% formée de familles diffs-
rentes d’ensembles linéaires et dont chacune est invariante envers les
trapsformations par fonctions de Baire.

§ 7. Ensemble ordonné universel. Conséquences Cy; et CTG de M.

C;. 1l existe un emsemble ordonné {/ de puissance 2% el que

toutUensemb]e ordonné de puissance 25 est semblable A un sous-ensemble
de ..

Cy. En convenant pour deux suites infinies de nombres natu-
rels 4= {ak} et Bm{bk} d’éerire A < B, lorsqu’il existe un { naturel
tel que ‘ap < b, pour £>i, Pensemble 5 de toutes les suites infinies de
nombres naturels contient un ensemble S de 2% suites, hien ordonné
d’aprés la relation <, ot avant la propriété snivante: étant donnée une
suite infinie queleconque -4 (appartenant ou non a4 S) de nombres natu-
rels, il se trouve dans S une suite B telle que 4 << B .

§ 8. Complémentalres d’ensembles analytiques. Conséguences
Cir et Ciy de hypothese H.

C.. t.b_ étant une famille gueleongue de puissance du continu
@ensembles indénombrables (formés d'éléments arbitraires), il existe
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dang chague ensemble indénombrable N un sous-ensemble indénombrable
Ny qui ne contient aucun ensemble de la famille ¢

C;r. Tout enssmble lingaire indénombrable admet Ul 80US-Eniem-
ble indénombrable gui ne contient aucun complémentaire analytique
indénombrable . . . . . . . v . 4 0 e e e e e

§ 9. Propriétés J et J,. Conséguence Crq de I'hypothése H.

- Cr La condition nécessaire et suffisante pour quun ensemble
linéaire jouisse de la propriété J est gu’il soit un FG . e .

§ 10. Types de dimensions de M. Fréchet. Conséquence Cpp de H.

C:y. Parmi les types de dimensions de M Fréch et_d’ensembles
linéaires indénombrables il n’y a aueun qui soit le plus petit. .

CHAPITRE V. Hypothése des alephs inaccessibles.

Ci;. 11 n'existe auvcun aleph inaceessible qui ne dépasse o¥e

C;s. Tout ensemble linéaire qui est de deuxidme catégorie de Baire
dans tout intervalle contient une infinité non dénombrable d'ensembles
disjoints dont chacun est de deuxidme catégorie de Baire dans tout
intervalle . . .« . . . e e 0 e e e e e e o e e e e e e

CHAPITRE V1. Hypothése du continu et les exemples eifectifs.

CHAPITRE VII. Hypothése du continu généralisée.

. Etant donné un nombre cardinal quelcongue m R, il n’existe

. m
ancun nombre cardinal u tel que n <n<2" .

G*. Etant donné un nombre ordinal quelconque «, on a Ra.]_l = 2Rz,

P, 5i xu n’est pas une somme de R?, nombres cardinaux plus
petits que Ra, on a Rff?:l!a

P 8i elzh et ¥, est une somme de xg nombres eardinaux
inférieurs a X, on a Ry =N,

PAOBi a< B, onax§ﬁ=xg+l .

i apali e 1t
¢!, L’indgalité wm < 1 entraine Vinégalité oM ot |

. A
G2 Quels que soient les nombres cardinanx >R et 1 2R,
aucun ensemble de puissance m ne se laisse décomposer en > T ensem-
bles de puissance >>1 ayant deux & deux <{n éléments communs

181
Gy 1l n’existe anecun nombre cardinal m tel que m < m < 27 |

Pl. 1l exjste une famille F d’ensembles linéaires telle que

e .

(i) de deux ensembles de la famille £ un an moins est toujours
une image continne de Pautre, -

(i) tout ensemble linéaire est une image continue d’un (an moins)
des ensembles de la famille £ . . . « + « « « o o . - .

.
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. 5N
P2, 1l existe une famille F formée de g2 ensembles lindaires

Ko
) .
distinets et satisfaisant 3 la condition (i)

i

Ly Tout ensemble de puisssance 2
eroissants de puissance ur.
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