CHAPITRE V.

Hypothése des alephs inaccessibles.

Un aleph X, est dit inaccessible, 9il est régulier, c. a d. qu'il
n'est pas une somme de moins que N, nombres ecardinaux dont
chacun est < X, et si, en méme temps, son indice o est. un nombre
ordinal de deuxiéme espéce (nombre-limite). On ignore s’il existe
des alephs inaccessibles 1); .en tout cas il résulte de ’hypothése H
que l'on a la proposition suivante:

Proposition C;;. [l nexiste aucun aleph Inaccessible qui ne
dépasse 2%,

La proposition C;, est d’ailleurs une conséquence des hypo-
théses moins restrictives que I’hypothése H: elle résulte p. ex. de
Phypothése 2% < R,

En effet, distinguons deux cas:

1° 2% <R, Dans ce cas X, < 2% entraine R, <R, donc
a <, Comme un nombre de seconde espéce, o est par conséquent
confinal avec o, de sorte que X, est une somme de X, nombres
cardinaux dont chacun est inférieur & X, et par suite ¥, n’est pas
un aleph inaccessible.

20 2% =X, Dans ce cas X, <2% entraine R, <X, et on
en conclut, comme dans le cas 1° que X, n’est pas un aleph inac-

Y CL F.Hausdortf, Grundzige der Mengenlehre, Leipzig 1914, p. 131,
W. Sierpinfski, Lecons sur les nombres transfinis, Paris 1928, p. 226; cf. aussi
W. Sierpinski et A, Tarski, Fund. Math. XV, p. 292,
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cessible. Or, si X, =2% on a R, =X, mEJ}_,’KE et X, est une

somme de X,, donc¢ de moins que X,, nombres cardinaux inférieurs
a X, ce qui prouve que R, n’est pas un aleph inaccessible.

On démontre que la condition nécessaire (mais non suf-
tisante) pour que X, soit un aleph inaccessible est qu'on ait « = o,
ol w, désigne le plus petit nombre ordinal de puissance X, %).

On en conclut sans peine que la proposition C;; résulte de
Phypothése 2% - X, el aussi de I’hypothése que 2m<xw: oli
t=040,+0, . (¢ étant le plus petit nombre ordinal satisfaisant
3 léquation ¢ == m‘:). Si la proposition C,; était fausse, la puis-
sance du continu occuperait donc dans Péchelle des alephs un

rang si élevé quil est difficile de s’en faire une idée.

Or, Phypothdse €, permet de déduire plusieurs propositions
importantes qu’on ne savait démontrer auparavant qu'a l’aide de
hypothdse H. Nous en donnerons ici quelques exemples.

Lemme 1 (de M. S. Ulam?2). 7T étant un ensemble de puis-
sance ¥,.; (ol o est un nombre ordinal .donné 3= 0), il existe un
systéme d’ensembles Ai} C T, oit ¢<w, et 1<w,y;, tel que:

10 A?q AS = () pour §<<w, et <{< o,
2" A?’q A;f] = (0 pour Elg<w, e M< 044
8 Pensemble T— 3 A5 est de puissance <R, pour <04,

E“ ’(U(/‘ B

Démonstration IL’ensemble T étant de puissance R.ii,
nous pouvons regarder ses éléments comme termes d’une suite
transfinie p; ol w, < I <o, .

Soit A un nombre ordinal tel que ©, <: <o L’ensemble
de tous les nombres ordinaux <\ est de puissance X, et nous
pouvons les supposer rangés en une suite transfinie du type «y,
soit {'pé}f ol £ < o,

Y Voir p. ex, mon livre précité, p. 226.
Yy Fund, Math, XVI, p. 142— 143
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Désignons pour £<w, et 1<, par Afb;] l’ensemblej de
tous les éléments p; ol npg =17 Sip ,€ AE} AE, op'a done @'E:-_ 1
et qf’é =yt ot n=1¢ Or, sl pe As‘ A‘fq, on a <p’E‘ =~q .e.-t. cp{;‘ =,
donc wg = @2‘, ce qui donne §=¢, en vertl? de la _defmltlon de ]'a
suite m% Le systéme d’ensembles {A%} jouit donc des propriétés
1 et 2°

Etant donné maintenant un nombre ordinal 7 <o, ,, consi-
dérons un nombre ordinal : tel que o, <) <o,., et A>7. D’aprés
la définition de la suite {cp)é} oll £ < v, il existe un nombre ordi-
nal ¢ < o, tel que ¢} =7. D’aprés la définition de ensemble A%
on a par conséquent p; € Ai, d’ou p € > A_F;] pour les indices A qui

2

satisfont aux inégalités o, <)< wo,y; et A<<7. Ilenrésulte que la

puissance de 'ensemble T—EZ A_E est < 7 < R, (puisque 1< @a+1),
W

La propriété 8° du systéme d’ensembles {AEI} est donc aussi ré-
alisée, c. q. £ d.

lCeci établi, envisageons la propriété suivante d’'un ensemble
infini Q formé d’éléments quelconques:

Propriété U. Etant donnée une famille arbitraire @ de sous-
-ensembles de Q, assujettie & la condition:
(4) toute famille de sous-ensembles disjoints (non wvides) de Q
qui appartiennent & @ est au plus dénombrable,
il existe une suite infinie E, E,, Ey, ... de sous-ensembles de Q n'ap-
partenant pas & la famille @ et tels que lensemble Q— 3, Ey est

n=1

au plus dénombrable 1.

| Lemme 2. Si tout ensemble Q de puissance R, oi a 2> 0 jouit
de la propriété U, il en est autant de tout ensemble Q de puis-
sance R, ;.

1) En admettant I'hypothése H. nous avons démontré la propriété U
pour tout ensemble Q de nombres réels (voir Chap. IV, § 2, p. 106, propo-
sition Cjy).
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Démonstration. Admettons que la propriété U se pré-

sente pour tout ensemble de puissance R, et considérons un en-
semble Q de puissance R, 1. Soit @ une famille de sous-ensembles
de Q assujettie & la condition (4). Soit {45} 1e systéme d’ensem-
bles satisfaisant aux conditions 1°—3° gy lemme 1.

Nous allons établir d’abord Pexistence ¢’

un indice ¢ < Wiy
tel qu’aucun ensemble AE’, ou ¢ <a,

» D’appartient &4 @, En effet,
supposons qu’il n’en est pas ainsi: il existe alors pour tout indice
1<, un indice &q < o, tel que ensemble A%ﬁ appartient 3 @,
Or, ensemble de tous les indices 7 <

ut1 étant de puissance R,
et celui de tous les indices tq < ©, étant de puissance <R, on

voit sans peine qu’il existe un indice ¢ <o, tel que

&y = ¢ pour
une infinité non dénombrable d’indices différents N <w,, (puis-

que X, X, =RX,). Or, c’est impossible, les ensembles At =AE~,]

" i

étant disjoints (pour des valeurs distinctes de 1) et
Posons

(1) R=Q—-2A§.

E<(u @

1
appartenant a <115

En vertu de la condition 3° du lemme 1, c¢’est un ensemble
de puissance - R,. Soit Q, Pensemble dont les éléments sont les
ensembles A‘Eﬂ olt ¢ << w, et les ensembles formés d’un seul élément
(quelconque) de R. L’ensemble Q, est évidemment de puissance R,
(comme somme d’un ensemble de puissance < X, et d’un ensemble
de puissance X,) et ses ¢léments sont des sous-ensembles dis-
joints de Q.

Etant donné un sous-ensemble quelconque £ de Qi, désignons
d’une fagon générale par Sz la somme de tous les sous-ensembles
de Q qui sont des éléments de E; d’aprés (1) et selon la définition
de I'ensemble Q, il vient alors:

(2) Q == SQ;‘

Jonvenons de ranger un sous-ensemble £ de Q, dans la fa-
mille @, lorsque Vensemble S;((” Q) appartient & la famille @ et
seulement dans ce cas. On voit sans peine que toute famille
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d’ensembles disjoints et appartenant a @, est au plus dénombrable,
puisque si E' et E" sont deux ensembles disjoints appartenant a
®,, les ensembles Sz et Sp sont des sous-ensembles disjoints
‘de Q appartenant 3 @ et toute famille d’ensembles disjoints de la
famille @ est au plus dénombrable par hypothase.

Or, la propriété U étant admise pour tous les ensembles de
la puissance X, et Q étant de puissance ¥, on en conclut qu’il
existe une suite infinie E,, E,, E;, ... d’ensembles n’appartenant
pas & @, et tels que 'ensemble ‘

© Ri=Q-23E,

H=

est au plus dénombrable. Il en résulte tout de suite que l'on a

n?

SQ: = SR: + .};]SE

d’ou selon (2):
4) Q= Sx, +n§1 Sk,

Or, ’ensemble (3) est au plus dénombrable et les éléments
du sous-ensemble R, de @, sont soit des ensembles AE qui n’apar-
tiennent pas & la famille @, soit des ensembles formés d’un seul
élément de Q. Donc

(5) Sr,=D+H + Hy+ H, ...,

ol D est un ensemble au plus dénombrable d’éléments de Q et
H, 4+ Hy;+ Hy 4 ... est une série finie ou dénombrable d’ensembles
n’appartenant pas 4 @. On tire de (4) et (5):

6 ) Q=D+H§SE”+HJ+H2+H3+...

Les ensembles E, (n=1,2, 3, ...) n’lappartenant pas & @y, les
ensembles Sg, n’appartiennent pas & @. La formule (6) prouve
done que Q est une somme d’un ensemble au plus dénombrable
et d’une infinité dénombrable d'ensembles n’appartenant pas a @.
Ainsi I’ensemble Q jouit de la propriété U, c. q. f. d.
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Lemme 3. Si X, est un aleph accessible et si tous les ensem-
bles Q de pulssaiice - R, jouwissent de la propriété U, il en est en-
core de méme pour les ensembles de puissance R,.

Démonstration Envertu dulemme 2, nous pouvons sup-
poser que lindice o est un nombre ordinal de seconde espéce.
L’aleph X, n’¢tant pas inaccessible, on a

R,= SN, oi R, <R,  pour ¢<Pp et PN,

Admettons que la propriété U se présente pour tout ensem-
ble de puissance <R, et considérons un ensemble Q de puis-
gance X, Nous pouvons poser, comme on voit sans peine:

Q=3 T,
) 22T

ot Tx < X,, et Ty Ty=0 pour £<g<B.

Soit ¢, une famille des soug-ensembles de Q assujettie a la
propriété (). Les ensembles T (olt £ < B) qui appartiennent a la
famille @, sont donc en nombre fini ou en infinité dénombrablef.
Soit T, Ty, T, o la guite de ces derniers. Les ensembles Tg‘ ou
£ <pB et gwkg (pourn=1,23, ...) wappartiennent donc pas a la

) , . ¢
" famille ®,;; en conséquence leur onsemble est évidemment de

‘puissance f — R, =B <R,

Soit Q, I’ensemble (de puissance 8) dont les éléments sont des
ensembles 7T ont £ < et ¢ =& ¢, (pour 2=1,2,3, )

Convenons de ranger un sous-ensemble E de Q; dans la faj
mille @, si la somme Sz de tous les sous-ensembles de Q,qul
sont des éléments de E appartient & @;. Les éléments de Q; étant
des sous-ensembles disjoints de Q, on voit sans peine (d’aprés I’h.y-‘
pothése sur la famille @) que toute famille de sous-ensemble’s dis-
joints de Q, qui appartiennent i la famille @ est au plus deaox.n-
brable. Comme @ = f << X, et comme tous les ensemk{les (.ie puis-
sance < X, jouissent par hypothése de la propriété U, il existe une
suite infinie FEi, By, Ey, ... de sous-ensembles de Q n’appartenant
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pas 4 la famille @ et tels que I'ensemble (3) est au plus dénom-
brable. Comme plus haut, on trouve Ja formule S, = Sp,-- > Sk,
fi=]

Or, la définition de I’ensemble Q, entraine selon (7) que

Q = 4-_5-_7} TE.IZ + S(\.)17

d’oli par substitution )
®) Q= Sp,+ El Sk, + 42 Ti,»

Soit maintenant # un indice naturel quelconque. Comme
Te, C Q, toute famille de sous-ensembles disjoints de Tt, qui ap-~
partiennent 4 la famille @; est au plus dénombrable. Comme
T, = Re, < X, et comme les ensembles de puissance <X, jouissent
par hypothése de la propriété U, il existe une suite infinie
El, B3, Ej, ... de sous-ensembles Ty, (donc de sous-ensembles
de Q) tels que I’ensemble ‘

) Hy= Ty, — > E}

n==1
est au plus dénombrable.
Comme E; (C T¢, on tire de (9)
Tézz =H, +k7>;15;5 pour n=1,23,..

et la formule (8) donne

8

Q= SR,+£15EH —1-‘_“)]111,1 + 21

!

]
Ey.
1

L’ensemble Sp, 4 ngn étant au plus dénombrable et les en-

sembles E; et Sz, (7 et k naturels) n’appartenant pas a la famille @,
on en conclut que 'ensemble Q jouit de la propriété U, c. q. f d

La propriété U appartenant évidemment a tous les ensembles

dénombrables, les lemmes 2 et 3 impliquent par l’induction trans-
finie ce
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Théoréme'). S'il n'existe aucun aleph inaccessible < w oi
m 3> Ry, tous les ensembles de puissance w jouissent de la propriété U.

Ainsi, pour le cas particulier ot m = 2%, la proposition Cj,
entraine aussitét en vertu du théordme qui précéde (et sans d’au-
tres hypothéses) la proposition C;,, p. 106, donc aussi les proposi-
tions Cy3 — Cyy, qui sont des conséquences de C;, (voir Chap. Iv,
§ 3). La proposition Cy; constitue, comme il a été déja observé
p. 107, la solution négative de Dainsi dit probléme généralisé de
la mesure. Or, l'implication Cy; » C;, - Cy; nous permet, en outre,
de déduire de I'hypothése Cy; (sans aucune autre hypothése) la
proposition qui suit:

Proposition Cy,*). Tout ensemble linéaire qui est de deuxiéme
catégorie de Baire dans tout intervalle contient une infinité non
dénombrable d'ensembles disjoints dont chaucun est de deuxiéme caté-
gorie de Baire dans tout intervalle,

Démonstration. En admettant la proposition C;;, nous
allons démontrer d’abord que, étant donné un ensemble linéaire M
qui est de deuxiéme catégorie dans tout intervalle, il existe dans
tout intervalle / un ensemble Q de deuxidéme catégorie contenu
dans Ml et tel que M — Q est encore un ensemble de deuxiéme
catégorie dans tout intervalle.

 En effet, Pensemble M/ (en tant qu'un ensemble de deuxidme
catégorie) contient en vertu de la proposition C,; une infinité non
dénombrable d’ensembles disjoints, dont chacun est de deuxiéme
catégorie: soit @ leurs famille. '

Considérons un ensemble £e @. En tant qu'un ensemble de
deuxiéme catégorie, I’ensemble E est, comme on sait, de deuxiéme
catégorie en tout point d’un certain intervalle J aux extrémités
rationnelles (et qui dépend de F). La famille de tous les inter-
valles aux extrémilés rationnelles étant dénombrable et la famille @

1) W. Sierpinski, Fund. Math XX, p. 214
) W. Sierpifislki, Fund, Math. XXII, p. 1. Cf le probléme de M.
C. Kuratowski, Fund, Math. IV, p, 868, probléme 21.
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étant non dénombrable, il existe un intervalle J, aux extrémités
rationnelles tel qu’une infinité non dénombrable d’ensembles de la
famille @ sont de deuxiéme catégorie en tout point de .J,. Soient E,
et F; deux ensembles de ce genre,

Posons Q = J, E;; nous aurons évidemment Q (C /, puisque
E,CIMCL L’ensemble Q est done de deuxiéme catégorie et on a
M—Q=(M—1)+(MJy— Q) =(M~J)+Jy (M—Eq) D(M—J)+J, Ey,
puisque M — E, D) E;, car E, et E; sont disjoints. Vu la propriété
de I’ensemble M (et E, étant de deuxiéme catégorie en tout point
de lintervalle .J;), ensemble M — Q est donc de deuxiéme caté-
gorie dans tout intervalle.

Ceci établi, considérons un ensemble linéaire £ qui est de
deuxiéme catégorie dans tout intervalle. Soit

(10) 117 [27 [fsa e ]lla

une suite infinie formée de tous les intervalles aux extrémités
rationnelles.

Nous définirons par induction une suite infinie de sous-en-
gembles disjoints de I’ensemble £ comme il suit.

En posant M=E, il existe, d’aprés ce qui vient d’étre démontré
pour M, un ensemble Q; de deuxiéme catégorie contenu dans EI;
et tel que £E— Q, est un ensemble de deuxiéme catégorie dans
tout intervalle. De méme, étant donné un nombre naturel n>1,
admettons que E— (Q;+ Q, + ... + Qu-1) est un ensemble de deu-

xiéme catégorie dans tout intervalle. D’aprés ce qui a été établi
n—1

pour A, il existe (en posant M= E — > Q;) un ensemble Q. de
i=1

deuxiéme catégorie contenu dans [E—(Q; + Qs+ ... + Qn—1)] /n et

tel que l'ensemble

[E'" (Ql + Q2 + i + Qll—l)] - Qn =FE— (Ql + Qz + e + Qn)

est de deuxiéme catégorie dans tout intervalle.

La suite infinie d’ensembles Q,, Q,, Qy, ... est ainsi définie
par l'induction et ce sont évidemment des ensembles disjoints de
deuxiéme catégorie. De plus, on a Q, (I, E pour n=1,2,3, ...
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Or, en vertu de la proposition C,;, ensemble Qn contient une
infinité non dénombrable d’ensembles disjoints de deuxieme caté-
gorie. Désignons en X, ensembles par Q% ol ¢ parcourt tous les
nombres ordinaux << &, On a done

) GCUCLE  pour <0 e n=1,2,8, ..
et
(12) QG Qi=0  powr :<y<Q ot n=1,2,3, ..

Posons pour iout nombre ordinal § <@

(13) Eb 2 Q;
. Moz

I’ensemble Qf; 6tant de deuxiéme catégorie et, d’aprés (11),
contenu dans l,, el la suite (10) étant formée de tous les inter-
valles aux extrémités rationnelles, on conclut de (13) que I’en-
semble E5 cest de deuxidme calégorie dans tout intervalle, quel que
soit le nombre ordinal ¢ - & D’autre part, on a selon (11) et (13)
E¢ C E pour ¢ <. Or, les ensembles Q,, Qy, Qy, ... étant disjoints,
il résulte de (11) que Q% Q1=0 pour m=£n, ¢<Q et 1<
Moyennant (12) la formule (13) donne done

EEET =0 pour & <n<Q,

Ainsi, les ensembles £ (& << &) sont disjoints, contenus dans E
et chacun d’eux est de deuxiéme catégorie dans tout intervalle.
L’implication C,; -» C, et par conséquent ’implication Cy; - Cjy
est donc démontrée, sans avoir recours & aucune autre hypothése.

W, Blerpinslki, Ilypollidse du continu, 1





