CHAPITRE 1IV.

Autres conséquences de I’hypothése du continu.
§ 1. Décompositions du plan. Conséquences C;; et Cy de P,.

.Proposition C. Il existe une fonction de variable réelle f(x)
telle que le plan est une somme d’une infinité dénombrable d'ensem-
bles dont chacun est superposable avec l'ensemble de tous les points
de la courbe y = f(x)?).

Démonstration. La proposition P, implique immédia-
tement que l'ensemble Q de tous les points du carré ouvert
0<x<1, 0 <y<1)admet une décomposition Q=4+ B ol 4
est un ensemble au plus dénombrable sur toute paralléle & l'axe
d’ordonnées et 5 est un ensemble au plus dénombrable sur toute
paralléle & 'axe d’abscisses.

Soient A, ’ensemble obtenu de A par rotation de —90° autour
du point (*/,, !/,) et B, 'ensemble obtenu de B par rotation de -+ 90°
autour du point (Y/,, /,). Soient H, l'ensemble de tous les points
du plan (x,0) ot 0 < x<1 est /, 'ensemble des points (0,y)
ou 0<y 1L

Posons:
M=A+4B,+H, et N=B+ A, + H,.

1) Le probléme d’existence d’une telle fonction a &té posé par M. N. Lu-
sin; voir W. Sierpinski, Fund. Math. XX1, p. 89. Le terme courbe est en-
tendu ici dans le sens défini au Chap. I, p. 11
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Les ensembles M et N sont, comme on voit sans peine, super-
posables: notamment N s’obtient de M par une rotation de — 90°
autour du point (Y,, 1/,).

On voit aussi sans peine que la somme M + N contient tous
les points du carré Q

0<x<1, 0gLy<1,

Or, il résulte aussitdt des propriétés des ensembles A et B
(et des définitions des ensembles B, et H,) que Pensemble M est
non vide ét au plus dénombrable sur chaque droite x=a ou
0<a<1 1 en résulte de suite que ’ensemble M est la somme
d'une infinité dénombrable d'ensembles M, + M, -+ M, ... dont
chacun a un et un seul point sur chaque droite x=a od 0 La<l.

Ceci établi, définissons la fonction d’une variable réelle f(x)
comme il guit. :

Soit x, un nombre réel donné. Le nombre a — x, — Ex, (ou
Ex, désigne l'entier de x,) satisfait évidemment a la condition
0<a<1 et la droite x=a rencontre chacun des ensembles
M,(n=1,2,8,..) en un et un seul point. Si x, > 1, posons
m=2Ex, et si x,<1, posons m=-—2 Ex,+41: ainsi le nombre
m est toujours entier positif. Nous définirons J(x,) comme ’ordonnée
du point (unique) en lequel la droite x = @ rencontre ensemble Mp,.

La fonction f(x) est ainsi définie pour tout x réel. Nous
allons montrer que le plan P est la somme d’une infinité dénom-
brable d’ensembles dont chacun est superposable avec l’ensem-
ble £ de tous les points de la courbe y=f(x)

Désignons & ce but par E;; ’ensemble de tous les points (x, ¥)
du plan tels que (x —%&, y — /) est un point de Iensemble E et
par ., Pensemble qui s’obtient de Ej; par la rotation de — 90°
autour du point (Y,, Y/,). Les ensembles Epy et Hy; pour & et [
entiers sont évidemment tous superposables avec ’ensemble E.

Nous prouverons que

. . e oo
(1) P=2 3 (Ew -+ H).

k=mmo0 lzmm—oo
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Soit, en effet, (%, y,) un point donné du plan P. Posons
a=x,— Exy =3 —Ey,: ce sont des nombres »'0 et <1 et
(¢, b) est un point du carré Q C M+ N. Le point (a, b) appar-
tient done a un au moins des ensembles M et N.

Si (a, b) € M, il existe d’aprés M= M; + M, + ... un indice n
tel que (a, b) € M,. Or, d’aprés la propriété de I’ensemble M,, (a, b)
est le seul point en lequel la droite x = @ rencontre ’ensemble M,
et d’aprés la définition de la fonction f(x) on a f(a+¢q) =0
pour n=2q et f(a+qg-+1)=0 pour n=2g —1. D’aprés la dé-
finition des ensembles E et Ej; il en résulte que l'on a:

v (%0y 30) € Ens—q,8y, pour n=2q
§ (%0y ¥o) € Ensybg—1,5, pour n=2q—1,
de sorte que d’aprés (1) le point (x,, y,) appartient a la somme (1).

Si (x,, ¥,) € N, le point (&, 71,) qui s’obtient du point (x;, y,)
par la rotation de 90° autour du point (*/5, '/,) appartient a I'en-
semble M et, comme nous avons démontré tout a heure, il existe
un terme Ej; de la somme (1) tel que (¢, 7o) € Ex:. Il en résulte tout
de suite (d’aprés la définition de I’ensemble F:) que (X, ) € Hiy.

Le point (%, y,) appartient donc toujours a la somme (1).
Limplication P, -+ C,; est ainsi établie.

11 est & remarquer qu’en appliquant une décomposition de I'espace dont
jai parlé dans ma communication parue aux Comptes rendus de la Société des
. Sciences et des Lettres de Varsovie XXV (1932), p. 10—11, on pourrait démontFer
sans peine que si 28 =R, il existe deux fonctions d'une vdriable réelle fi(x) et
fo(x) telles que l'espace 4 8 dimensions est une somme d’infinité dénombrable
d’ensembles dont chacun est superposable avec Pensemble des points de la courbe
gauche définie par les équations y = fi(x) et z = fy(x).

Définissons maintenant & 1’aide de la fonction f(x) une nou-
velle fonction ¢ (x) dune variable réelle comme il suit. Posons
9 (x) = f(x) pour x<<1. Si x>'1, Ex est un nombre naturel que
Pon peut écrire (d'une facon unique) sous la forme Ex = 27-1(2¢—1)
ol p et ¢ sont des nombres naturels; nous poserons alors

¢ () =f[(~1)yq+x —Ex].
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On voit sans peine que ’ensemble de tous les points de la

~ courbe y = ¢ (x) peut &tre décomposé en une infinité dénombrable

d’ensembles disjoints (correspondant aux intervalles k< x <k--1
out £ est un entier) et dont on peut former, par une translation con-
venable de chacun de ces ensembles, une infinité dénombrable de
courbes congruenies avec la courbe y= f(x). On en déduit aussi-
tot, en vertu de la propriété de la fonction f(x), la proposition
suivante: -

Si 2% =Ry, il existe une fonction d'une variable réelle o (x)
telle que la courbe y = ¢ (x) peut étre divisée en une infinité dé-
nombrable & ,arcs* (correspondant aux intervalles £ x<k-+1
o k=0, 1, £2,..), dont on peut, en les déplacant convenable-
ment (par translations et rotations), couvrir tout le plan.

Il est & remarquer (jue, comme I’a démontré M. Mazur-
kiewicz!?), les mots ,d’une infinité dénombrable” dans I’énoncé
de la proposition C;; ne peuvent pas &tre remplacés par les mots
»d’un nombre fini“, le plan n’étant pas une somme d’un nombre
fini de courbes.

Une autre conséquence immédiate de la proposition P, est la

Proposition C,,. /Il existe un ensemble plan E tel que toute
droite paralléle & Paxe d'ordonnées rencontre ['ensemble E dans un
ensemble linéaire de points de mesure nulle et toute droite paralléle
a Paxe d'abscisses rencontre le complémentaire de E dans un ensem-
ble linéaire de mesure nulle ?).

Nous ne savons pas démontrer la proposition C,, sans faire
intervenir ’hypothése H ?). Or, il est & remarquer que sans I’hy-
pothése H (mais en faisant appel au théoréme de M. Zermelo)
nous savons démontrer qu’il existe un ensemble plan que toute

) 8. Mazurkiewicuz Fund Math. XXI, p. 43.

) Le probléme d’existence d'un tel ensemble F a été posé par M. H.
Steinhaus.

5 En vertu du lemme p. 9,il suffit d’ajlleurs, pour démontrer la propo-
sition Cyy, d’employer 'hypothése suivant laquelle tout ensemble (linéaire) de
puissance <C2"" est de mesure nulle.
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droite paralléle & 'axe d’ordonnées rencontre dans un seul point

et toute droite paralléle 4 'axe d’abscisses rencontre dans un en-

semble (linéaire) de points non mesurable au sens de Lebesgue?).

§ 2. Conséquences Cy,— C;; de P, (P,a).

Proposition Cy,. i existe une suite infinie de fonctions d'une
variable réelle f,(x), f5(x), f5(X), ... qui ne prennent que deux wvaleurs
0 et 1 et qui sont telles que, quelle que soit la suite infinie croissante
d'indices my <my<my<.., la suite infinie [ (%), fn, (%), f1,(X), ...
West convergente que pour un ensemble aw plus dénombrable de va-
leurs de x?). ‘

Démonstration. Admettons la proposition P, et soit {A}}
le systéme d’ensembles vérifiant les conditions 1), 2) et 3) de P,.
Posons pour i‘naturels et x réels :

1) . fitx) =1 pour x e Al
et ‘ .
2) Ffilx) =0 pour xe&— A.

Nous allons montrer que la suite fi(x) (i =1, 2, 3, ...) satisfait
a la proposition Cj,.

Soit & ce but my, My, My, ... une suite infinie croissante quel-
conque dindices. Posons

@ p=5(c-3 )4 5(e -5 am)
=1 i=p p=1 I=p
Le systéme d’ensembles AL satisfait par hypothése a la con-
dition 3) de P, qui équivaut, comme nous savons, & la condi-
tion 8"), p. 18. Or, la condition 3") implique tout de suite que
I’ensemble (3) est au plus dénombrable.

1) Cf. ma Note du 24 Février 1919 dans le Bull. Acad. Cracovie.

?) (Cest la solution négative d'un probléme posé par M. 8. Saks; voir
W. Sierpinski, Fund. Math. XVIII, p. 110 et Bull. Acad. Serbe A., 1932,
p. 73. Cf. la proposition Cyy, Chap. II, p. 62.
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Soit maintenant x un nombre de ensemble ¢ — D. On a donc

selon (3):
x e.f_,; A¢T et x e AN pour p=1,23 ..
t==p i=p

Il existe par conséquent une infinité d’indices différents i tels
que x € Ag%, done d’aprés (1) que fu,(x) =1, et une infinité din-
dices différents m; tels que x ¢ A7, donc d’aprés (2) et d’aprés la
propriété 2) de P, tels que fn,(x)=0. La suite infinie des fonctions
Fm (%), [ (%) fr, (%), ... diverge donc pour tout x ¢ & — D, Les va-
leurs de x pour lesquelles cette suite est convergente appartiennent
donc & D et forment par suite un ensemble au plus dénombrable.

L’implication P; » C; est ainsi démontrée.

Il est & remarquer que, d’aprés un théoréme de M. S. Ma-
zurkiewicz?), il n’existe aucune suite infinie de fonctions me-
surables f,(x), fy(x), ... vérifiant la proposition C,,.

La proposition C;, équivaut, comme on démontre sans peine
(sans utiliser ’hypothése H), & la proposition C;, suivante:

Proposition C;,. [l existe deux suites infinies d’ensembles {E;}
et {H;} telles que

1) ¢ = E;+ H; pour tout i=1,2,8, ...,

2) E:H;=0pour i=1,213, ...,

3) N étant un ensemble indénombrable quelconque de nombres
réels, il existe un nombre naturel p tel que l'on a

NE; =0 et NH;5=0 pour tout i > p.

Démonstration. L’implication Cy; — Cy, se démontre tout
a fait comme limplication Py~ C; de tout & ’heure et pour dé-
montrer Pimplication Ci, - Cs; il suffit, comme on voit sans peine,
de poser

Ei=F [fi(x)=0] et H,v =E [fi(x) =1] pour i=1,2,8, ..

Yy Voir Fund. Math. XVIII, p. 114.
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Proposition C,,. Etant donnés un ensemble quelcongque Q de
nombres réels et une famille arbitraire @ de sous-ensembles de Q
assujettie & la condition:

(d) toute famille de sous-ensembles disjoints (non vides)

de Q qui appartiennent & D est au plus dénombrable,

il existe toujours une suite infinie E, E,, E,, ... de sous-ensembles

de Q n'appartenant pas ¢ @ et tels que Pensemble Q — > E, est au
n==]

plus dénombrable *).

, Démonstration. Admettons la proposition Py, et soit
{AL} un systtme d’ensembles satisfaisant aux conditions 1), 2)
et 3% de cette proposition. Imaginons tous les sous-ensembles

de Q partagés en deux familles @ et ¥ de facon que la condi-

tion (4) soit réalisée pour @,
Nous allons montrer d’abord qu’il existe un nombre réel x
tel que lon ait pour tout  naturel: ‘

(4) soit Q-AL=0, soit Q- AleW.

En effet, 8’il n’en était pas ainsi, il existerait pour tout nom-
bre x réel un indice naturel i tel que Q-A* =20 et Q- A% ¢ @,
L’ensemble de tous les nombres réels étant indénombrable et celui
de tous les indices naturels dénombrable, il existerait par consé-
quent un nombre naturel p tel quon aurait iy = p pour une infi-

. nité indénombrable de nombres réels x. On aurait donc 04 Q- AL e @
pour une infinité non dénombrable de nombres réels x, contraire-
ment & la propriété () de la famille @ et a la condition 2) de la
proposition P,a. L’existence d’un x réel donnant lieu & Dalterna-
tive (4) est ainsi établie.

Y Voir 8. Ulam, Fund. Math, XVI, p. 145, théoréme (B), oil la propo-
sition C;; est démontrée sans Phypothése H pour les ensembles Q de puis-
sance Ri. Voir aussi Fund. Math. XX, p. 214, ot j’ai démontré la proposition Cyy
en me basant surune hypothdse moins restrictive que I'bypothése H; ecf.
S. Ulam, fund. Math. XX, p. 221 et p. 223 (Bemerkung III).
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Or, désignons par E, le n-iéme terme non vide de la suite
infinie d’ensembles ‘Q- A%, Q- A%, Q- AL ... En vertu de la condition
3%) de la proposition Psa cette suite infinie d’ensembles satisfait
a la proposition C,,.

Il est ainsi démontré que Pia— C;,.

Il est & remarquer que dans la proposition C;, ’hypothése
d’aprés laquelle l’ensemble Q est formé de nombres réels, peut
étre remplacée évidemment par celle que Q soit un ensemble de
puissance < 2% formé d’éléments quelconques. D’ailleurs, la pro-
position C;, peut étre démontrée sans faire appel & ’hypothése H
pbur tous les ensembles Q de puissance m > X, sil n’existe
aucun aleph inaccessible ') <, donc en particulier, pour tous les
ensembles Q de puissance X, o o < 9 2).

§ 3. Mesure et catégorie. Conséquences C;; — C;; de C;..

Proposition C.;. Etant donné un ensemble Q quelconque de
nombres réels, il n'existe aucune fonction m (E) qui fasse corres-
pondre & chaque sous-ensemble E de Q un nombre réel (fini) m (E)
conformément aux conditions suivantes:

1) m(E) ne s’annule pas identiquement pour tous les sous-
-ensembles E de Q,

2) m ( > E,Z) = > m (E,), quelle que soit la suite infinie E, E,, ...
n=1

n=1

de sous-ensembles disjoints de Q,

8) m(E)=0 pour tout sous-ensemble E de Q composé dun
seul élément ®).

1y Voir pour la définition plus loin, Chap. V, p. 152

%) Voir W. Sierpinski, Fund. Math. XX, p. 214

% La proposition C;; constitue la solution négative du probléme de la
mesure géneralisé, considéré au Chap. II, § 12, p. 60 (dans sa forme affranchie
de la restriction (i) du th. 5, p. 44). Cf. S. Banach et C. Kuratowski,
Fund. Math. X1V, p. 129 et S. Ulam, Fund. Math. XVI, p. 145 — 146.
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Démonstration. Admettons la proposition C,, et suppo-
sons qu'il existe une fonction m (E) satisfaisant aux conditions
1)—38) de C;;. Soit M un sous-ensemble de Q tel que m (M)=0,
Un tel M existe en vertu de 1). Désignons par @ la famille de
tous les sous-ensembles E de Q tels que m (EM)==0 et par ¥
celle de tous les autres sous-ensembles de Q.

Nous allons montrer au préalable que la famille @ satisfait *
i la condition (J), p. 106.

Supposons quil n’en est pas ainsi et soit F une famille indé-
nombrable de sous-ensembles disjoints de Q appartenant a @,
Comme F( @, on a donc m (XM) =0 pour tout Xe F et, la fa-
mille F étant indénombrable, le nombre m.(XM) a le méme signe,
p. ex. m (XM)>0, pour une infinité indénombrable d’ensembles
X ¢ F. 1l existe par conséquent un 71>>0 tel que Pinégalité m (XM)>1
se présente pour une infinité indénombrable, donec 4 plus forte
raison pour certaine “suite infinie {X} (n =1,2,3,..) d’ensem-
bles XeF. Les ensembles qui appartiennent & F étant par hy-
pothése disjoints deux & deux, on conclut de 2) qu'on a la relation

m ( Z,'X,,M) > N+1+..=+ 00, ce qui est impossible, puisque
n=1

2 X, MC MC Q, don, selon 2), le nombre m (Z X M> est fini.

n=1 =1
La propriété (4) de @ est ainsi établie.

En vertu de la proposition C,,, il existe donc dans ¥ une
suite infinie d’ensembles E,, E,, ..., E,, ... tels que Densemble

Q— X E, estau plus dénombrable. Comme M (" Q, il vient par con-

n=1
séquent M=D-+ > E, M on L=)<No et D-E, M=0 pour n=1,2,...
n=1

Selon les conditions 2) et 3), il en résulte que

6)  m)=m(D)+3 m(E M) =3 m (£, M)

puisque ces conditions entrainent I’égalité m (D) = 0 pour tout D
fini ou dénombrable. Or, comme m (E,M) =0 pour tout n=1,2, ...
(puisque E; ¢ ¥), la- formule (5) donnerait d’aprés la condition 2)
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Pégalité m (M) = 0, contrairement i Ihypothése admise sur en-
semble M.
L’implication Cj; -+ Css se trouve done démontrée.

Il est & remarquer que dans la proposition C on peut, bien
entendu, remplacer également Pensemble Q de nombres réels par
un ensemble d’éléments quelconques de puissance < 2%,

Proposition Cu. Tout ensemble linéaire de mesure extérieure
positive contient une infinité indénombrable de sous-ensembles dis-
joints de mesure extérieure positive 1), ;

Démonstration. Admettons la proposition Gy et sup-
posons que la proposition Ci soit en défaut pour un ensemble
linéaire Q, c. a d. quel’ensemble Q soit de mesure extérieure positive,
tandis que chaque famille de sous-ensembles de Q disjoints
deux & deux et ayant la mesure extérieure positive est aun plus
dénombrable. Désignons par @ la famille de tous les sous-ensembles
de Q qui sont de mesure extérieure positive et par ¥ la famille
de tous les autres sous-ensembles de Q. Chaque famille d’ensem-
bles disjoints et qui appartiennent & @ est par conséquent au
plus dénombrable. D’aprés C;. on obtient facilement Q=D+ i E,,

n=1

ot D est un ensemble au plus dénombrable et E, (n =1, 2,3, )
sont des ensembles de la famille ¥, donc de mesure nulle. L'en-
semble Q serait donc de mesure nulle, contrairement i Phypo-
thése. Ainsi Cj ~ Ci.

Il est & remarquer que le théoréme selon lequel tout en-
semble linéaire mesurable de mesure positive (au sens de L e-
besgue) est une somme de 2% ensembles non mesurables dis-
joints deux & deux peut &tre démontré sans faire appel a I’hy-
pothése H 2).

1) Voir 8. Ulam, Fund. Math. XX, p. 223 (Satz III).

?) Voir N. Lusin et W. Sierpinski, Sur une décomposition du con-
tinu en une infinité non dénombrable d’ensembles non mesurables, C.R.165; cf. aussi
W. Sierpinski, Bull. Acad. Cracovie 1918, p. 150.
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Un raisonnement correspondant par dualité a celui qui nous
a servi pour établir limplication Ci- C, permet de déduire de
C;» 1a conséquence suivante (qui est donc en relation de dualité

avee Csy):

Proposition Ci;. Tout ensemble linéaire de deuxiéme caté-
gorie de Baire contient une infinité non dénomb/jable de slousl-ensembles
disjoints dont chacun est de deuxiéme catégorie de Baire?).

Proposition Cy. Tout ensemble linéaire Q de mesure extérie.ure
positive contient un sous-ensemble qui nest pas mesurable relative-
ment @ Q, c. & d. qui n’est pas un produit de Q et d’'un ensemble
mesurable ).

Démonstration Admettons la proposition C;y et sup-
posons que chaque sous-ensemble E d'un ensemble liné?ire Q d'e
mesure extérieure positive soit mesurable relativement & Q. Dé-
signons par m (E) la mesure extérieure de E. Nous .al-lons mon-
trer d’abord que la fonction m (E) satisfait aux conditions 1), 2)
et 3) de la proposition Cs.

Pour 3) cela est évident. Pour 1) cela résulte de I’hypo-
thése que la mesure extérieure de Q est positive, donc que
m(Q) %= 0. Reste a examiner la condition 2).

Soit donc E,, E,, Ey, ... une suite infinie de sous-ensembles
disjoints de Q. On a par hypothése, pour tout ~ naturel

6) | En= QM,
ol M, est un ensemble mesurable. Posons
n—1

M R=M et R,1=M,'l—‘§ M; pour n=2,3,..

Ce sont évidemment des ensembles mesurables disjoints. Or,
les ensembles E, (n=1,2,38,..) étant denx & deux disjoints, on a

selon (6) QM, M =0 pour k== 1, done, en tenant compte de (7), .

Yy 8. Ulam, Fund. Math. XX, p. 222 (Satz I),

*) Voir S. Eilenberg, C. R. Soc. Sc. Varsovie XXV (1932), p. 98 (Co-

rollaire 7).
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n—1

Ey= QMn = QM, — Q‘Zi' Mi=QR,  pour n=1,23,..

Les ensembles E}, E,, E,, ... sont donc contenus respectivement
dans les ensembles mesurables disjoints Ry, Ry, R, ... 11 en ré-
sulte d’aprés les théorémes connus de la théorie de la mesure,
que la mesure extérieure de leur somme est égale 4 la somme

de leurs mesures extérieures, c. 4 d. que m (Zﬂ) = 2 m (E,).
n=1 n=1

La condition 2) de la proposition C:; est donc aussi vérifiée.
Or, la fonction m (E) n’étant pas identiquement nulle pour E(C Q

(puisque 7 (Q) > 0), on se trouve en contradiction avec la propo-
sition Cs.  Ainsi Cyy — Ci.

Notons que M. Lusin a démontré récemment sans faire
appel & Phypothése H que tout ensemble linéaire Q qui n'est pas
toujours de premicre catégorie contient un sous-ensemble non mesu-
rable (B) relativement & Q.

La proposition Cs équivaut i la suivante

Proposition Cy. Quel que soit l'ensemble linéaire de mesure
extérieure positive, il existe une fonction réelle définie sur lui et
radmettant ancun prolongement & une fonction mesurable de varia-
ble réelle V),

Démonstration. Admeltons la proposition Cj; et consi-
dérons un ensemble linéaire Q de mesure extérieure positive. En
vertu de Cs; il existe dans Q un sous-ensemble E qui n’est pas

mesurable relativement & Q. Définissons sur- Q une fonction o (x)
comme il suif:

9(x)=1 pour xcE, 9 (x) =0 pour xe Q—E

et supposons qu’il existe une fonction mesurable f (x) d’une varia-
ble réelle x telle que l'on ait

J(x) =9 (x) pour x e Q.

B

) Voir 8. Eilenberg, L ¢, p. 95,
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L’ensemble M = J [f(x) > 0] serait alors mesurable et leg
X

~ définitions de o (x) et f(x) donneraient £ = MQ, contrairement
i I’hypothése sur E.

Le prolongement de la fonction ¢ (x) & une fonction mesu-
rable de variable réelle est donc impossible. ;

Ainsi Gy~ Cx. La démonstration de I'implication inverse
C:; > Cs; n’exige non plus d’hypothése H ).

Il est & remarquer qu’'on peunt déduire de la proposition Cs;
la conséquence suivante, qui est en relation de dualité avec la
proposition C:

Proposition Ci. Tout ensemble linéaire Q de deuxiéme caté-
gorie contient un sous-ensemble qui west pas un produit de Q et
d'un ensemble jouissant de la propriété de Baire (relativement ¢ la
droite). ‘

Démonstration. Soit Q un ensemble linéaire de deuxiéme
catégorie. D’aprés Ci; ensemble Q contient une infinité non dé-
nombrable de sous-ensembles disjoints dont chacun est de deuxiéme
catégorie et, par suite, parfout de deuxiéme catégorie dans un
certain intervalle aux extrémités rationnelles. La famille de tels
intervalles étant dénombrable, il en résulte qu’il existe dans Q
deux ensembles disjoints Q; et Q, qui sont partout de deuxiéme
catégorie dans un intervalle /.

Or, on montre sans peine que @, n’est pas un produit de Q
et d’'un ensemble E jouissant de la propriété de Baire (relativement
a la droite). En effet, un tel ensemble E, en tant que contenant Q,
serait partout de deuxiéme catégorie dans /. L’ensemble E jouis-
sant de la propriété de Baire, I’ensemble /— £ serait donc de
premiére catégorie, ce qui est impossible, puisque les hypothéses
que Q, =EQ, Q,(C Q et Q,Q,=0 entrainent les relations £Q,=0
et [I—ED({—E)Q=1Q,— EQ,=1Q,, de sorte que / — E con-
tient Yensemble /Q,, qui est de deuxiéme catégorie.

Il est ainsi établi que Cj;—~ Cis.

) 8. Eilenberg, L. ¢, p. 94 (Théoréme 1).
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De Ci on déduit facilement la congs
relativement a Ci;,

Proposition Ci. Quel que soit Iensempie linéaire de deuxieme
catégorle, il existe une fonction réelle définie sur lui qui 1’admet
aucun prolongement & une fonction de variable réelle
& la condition de Baire.

quence suivante, duale

satisfaisant

§ 4. Ensembles croissants. Conséquences C,,— Ci; de hypothése F.

Théoréme 1. Etant donnée une Samille F de puissance m > X
de sous-ensembles de puissance w d'un ensempie quelconque M d:'
puissance m, L'ensemble M contient m ensembles disjoints dont chacun
admet w éléments communs avec chaque ensemble de In Samille F1y

Démonstration. Soit o le plus petit type ordinal cor-
respondant au nombre cardinal m. En vertu du théoréme de
M. Zermelo, il existe une suite transfinie du type ¢

(8) Piy Pay ... :pmypw—[-h ’pE’ (E < 5?)

formée de tous les éléments (différents) de I’ensemble donné M.
Considérons une famille quelconque de puissance m de sous-
-ensembles de M de puissance n. Comme m> N, onam=m
et il existe une suite transfinie du type ¢

9) E, E,, ... ’ Etuﬁ‘Ew-{-i’ ey Egy . (e< 9)

composée de tous les ensembles appartenant a la famille F et qui
en contient chacun une infinité de puissance m des fois. k

Nous définirons d’abord par Pinduction transfinie pour
B <a<9 une suite double {qg} d’éléments de M.

Désignons par ¢i le premier terme de la suite (8) qui appar-
tient & 'ensemble F,. FEtant donné un nombre ordinal quelcon-
que A.compris entre 1 et ¢, Pensemble Q. de tous les termes g%
ol fLa<)h est évidemment de puissance <m (puisque A<e
et ¢ est le plus petit nombre ordinal de la puissance m), tandis que

) Ce théoréme est une généralisation d’un lemme établi par M. C. K u-

ratowski et moi, Fund. Math. VIII, p. 198.
W. Sierpinski, Hypothése du continu. 8
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Pensemble E, de la suite (9) est de puissance w (puisque E e F).
Ilelclemste par conséquent i éléments de la suite (8) qui appartien-

t a B — @ ils forment donc une suite partielle de (8), éga-
nen T XA

lement du-type ¢. Soient
) ) \ A
(10) q'u q);;, ey qzus qm~|—l’ aqﬁv EE) Q,‘

. . )
les A premiers éléments de cette dernidre. La suite double {qﬁ}
ol B L a< o go trouve ainsi définie.
Ceci étant, désignons d’une fagon générale par Ry Pensemble
de tous les g% ol B L a<¢ et considérons deux éléments quel-
B
conques {g' ¢ Ry, et g3 € Rg, olt By Loy <9, fp <y , <o et By <B,

Or, dans le cas ou &; = g les éléments qﬁx et qu figurent

donc dans la suite (10) avec A = a, = o, d’oll (]gxl 7= qai, p.uisque
la suite en question a été extraite par définition de/ la s‘mte.(S),
formée d’éléments différents. Dans le cas ot oy <\a,, il vient

1€ Qo1 C Qu, (selon la définition de Q) et t]B € E,,— Q., (selon
1a définition de Tg %), d’oll qg’ nof-€ Q,, et par conséquent q 7£q
Enfin, dans le cas ol o > 0o, un raisonnement tout a falt ana-
logue conduit & la-méme inégalité. Ainsi Pinégalité By~ By (:}1
B, < a; <o et By <Ly, <¢) entraine en tout cas Pinégalité q 7éq
c. & d. que les ensembles Ry et Rp, sont alors disjoints.

Comme il y en a m, il reste 4 monlrer que chaque R@ admet m
léments communs avec n’importe quel ensemble £ de la famille F,
donné a l’avance.

Or, selon la définition de la suite (9) on a E=E, poin'.m
valeurs distinctes de l’indice «, donc aussi pour m valeurs distin-
ctes de cet indice telles que B <o <¢. Pour chacune de ces
valeurs de ¢, 1’élément'qg figure donc dans la suite (10) et Par
conséquent appartient & ’ensemble E,; d’autre part, q’é appartl.enF
a4 Ry en vertu de la définition de cet ensemble. On a a1n.81
qg € E,Rg = ERy et cette relation se présente pour wm valeurs dif-
férentes de «a.
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Or, selon la définition de Qy on a pour « <4, les relations

gl € Qal-l—ls g Qa et Qa L C Qa, d’ol qml #qu Len-
semble ERy contlent donc bien m éléments distincts et as davanp-
p

tage, puisque ERg (C M et M est de puissance m), c. q. f. d.

Proposition C;,. Tout ensemble lindaire qui est partout de
deuxiéme catégorie) est une somme d’infinité indénombrable d'en-
sembles disjoints qui sont aussi partout de deuxiéme catégorie,

Démonstration. Admettons hypothése H et considérons
on ensemble linéaire Q qui est partout de deuxieme catégorie de
Baire. Soit, d’autre part, £ un Gj linéaire qui n’est pas non-dense;
il existe alors un intervalle / tel que Pensemble F est dense
dans /. L’ensemble /— E est par conséquent un F, ne contenant
aucun intervalle, donc un F, de premiére catégorie. Or, Q étant
par hypothése de deuxi®me catégorie dans /, il en résulte que
Pensemble QE ) QE/= Q/— (I — E) est de deuxidme catégorie.
C’est donc un ensemble indénombrable et par suite, en vertu de
Phypothése H, de puissance 2%

Ainsi ensemble Q admet 2% éléments communs avec tout
ensemble linéaire G; qui n’est pas non-dense.

Or, soit F la famille de tous les ensembles QF oii E est nu Gy
linéaire qui n’est pas non-dense. La famille F est par suite de
puissance 2% et chaque ensemble de la famille F est de puis-
sance 2%. Soit M la somme de tous les ensembles de la famille F.
C’est évidemment un ensemble de puissance 2% et on a M CQ.
En vertu du théoréme 1, Pensemble M contient 2% sous-ensembles
disjoints dont chacun admet 2% &léments communs avec tout en-
semble de la famille F.

Soit R un tel sous-ensemble de M. Nous allons montrer que
Pensemble R est de deuxidme catégorie dans tout intervalle /
arbitrairement donné a I’avance.

Supposons, par contre, que lensemble R/ soit de premiére
catégorie, donc contenu dans un F, de premiére catégorie. En dé-

1) ¢ 4 d. de deuxidme catégorie dans chaque intervalle (voir p. 41).
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signant ce dernier par S, ensemble E=/— S est un Gy et il
n’est pas non-dense. QE serait par conséquent un ensemble ap-
partenant 2 la famille F et, comme tel, il admettrait o%s éléments
communs avec R. Cependant c’est impossible, car on a RIC S
et QE=QU—95).

Ainsi Pensemble M contient 2% ensembles disjoints dont cha-
cun est de deuxiéme catégorie dans tout intervalle. Il est donc
vrai 4 plus forte raison que I’ensemble Q D M se compose de 2K
ensembles de ce genre.

L’implication H - G, est par conséquent établie.

Il est A remarquer que on peut établir (sans employer 'hy-
pothése H) limplication Cy; - Cyp 1). Toutefois, on ne sait démon-
trer sans faire appel & H oll 4 une autre hypothése, peut-&tre
moins restrictive, non seulement la proposition C,,, mais non plus
la proposition, d’aprés laquelle tout ensemble linéaire qui est de
deuxiéme catégorie dans chaque intervalle est une somme de
deux ensembles disjoints de méme nature 2).

Théoréme 2. Etant donnée une famille F de puissance < 2%
de fonctions d'une variable réelle, il existe toujours une fonction
d'une variable réelle g (x) telle que pour toute fonction f(x) appar-
tenant o F I'équation f(x) = g (x) admet < 2% racines différentes.

Démonstration. ¢ désignant le plus petit nombre ordi-
nal correspondant & la puissance du continu, il existe une suite

transfinie du type ¢
A1) f1(0), Fol )y vy Fal®); Foqa(K)y woe s Se(X), -oe <9

formée de toutes les fonctions de la famille F, répétées au be-
soin 2K fois, si la puissance de la famille F est inférieure A 2%,
Soit

(12) X1y Kgy Xgy eee y Xy Koty oo s XEy v (& < CP)

1) Voir W. Sierpinski, Fund. Math, XXII, p. 1 et suivantes.
%) Fund Math. IV, p. 368, Probléme 21 (de M. C. Kuratowsk i).
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une suite transfinie du type ¢ formée de tous les nombres réels
différents.

Pour définir la fonction g (x), posons g (%) =0 et procédons
par linduction transfinie comme il suit. Soit 1 <o <g. Dési-
gnons par E, l’ense_mble de tous les nombres ‘fg(xa) ot <a.
Comme & <¢, on a a <2¥%, donc £, <2% et il existe par consé-
quent dans la suite (12) des nombres qui n’appartiennent pas a E,.
Soit X le premier de tels nombres et g (x,) = X -

La fonction g (x) est ainsi définie pour tous les nombres de
la suite (12), donc pour tout x réel, et on a

(13) g(5) #fux)  pour t<a<o.

Considérons & présent une fonction quelconque f(x) appar-
tenant 4 la famille F. C’est donc un terme de la suite (11) et il
existe par conséquent un nombre ordinal : < ¢ tel que f(x)=fi(x).
On a en vertu de (18) g (x,) 5 fi(x,) pour A< a<o, de sorte
que I'égalité g (x,) = fi(x,) ne peut se présenter que, peut-dtre
pour des~nombres ordinaux o <A, dont ensemble est de puis-,
sance < A < 2% (puisque A <¢). Tous les nombres réels x tels
que f(x) = g (x) forment donc un ensemble de puissance << 2%,
c. q. f d

Proposition C,.. Etant donnée une famille F de puissance
< 2% de fonctions d'une variable réelle, il existe toujours une fon-
ction d'une variable réelle g (x) telle que pour toute fonction f(x) de la
famille F Uensemble des x réels qui satisfont & U'équation f(x)=g (x)
est au plus dénombrable.

L’implication H - C;; résulte, en effet, directement du théo-
réme 2, qui précéde.

En désignant par F la famille de toutes les fonctions de
Baire d’une variable réelle (dont la puissance est, comme on sait,
2K, le théoréme 2 entraine en particulier ce

Corollaire 1. [l existe une fonction g (x) d'une variable réelle
telle que, f (x) étant une fonction de Buire quelconque (d'une va-
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riable réelle), ensemble de tous les x réels satisfaisant & U'équation
f(x) = g (x) est de puissance < 2%,

Or, nous allons montrer que la fonction g (x) dont il est
question dans ce corollaire n’est une fonction de Baire sur aucun
ensemble de puissance du continu.

En effet, en supposant que la fonction g (x) soit une fon-
ction de Baire sur un ensemble E de puissance du continu, il
existerait, comme on sait!), une fonction de Baire d’une variable
réelle f (x) qui coincide avec g (x) sur E, donc sur un ensemble
de puissance 2%, contrairement au corollaire 1. ‘

Ainsi la fonction g (x) n’est, en particulier, continue sur aucun
ensemble de puissance du continu. On a donc ce

Corollaire 2 2). Il existe une fonction de variable réelle qui
est discontinue sur tout ensemble de puissance du continu ®).

Moyennant l’hypothésé H il en résulte tout de suite cette

Proposition C;,. Il existe une fonction de wvariable réelle qui
est discontinue sur tout ensemble non dénombrable.

Or, comme 1’a démontré M. H. Blumberg?), toute fonction
d’une variable réelle est continue sur un ensemble dénombrable
dense dans chaque intervalle.

Théoréme 3°%). Il existe une suite transfinie du type Q for-
mée densembles linéaires Gy croissants.

Démonstration. Soient

(14) Xy Koy Xy wee s Xigy Xigh1y oo s Kby o

Yy Voir p. ex. Fund. Math. XVI, p. 81.
?) W, Sierpinskiet A. Zygmund, Fund. Math. IV, p. 316.
%) En vertu d’un théoréme de M. Lusin, une telle fonction ne peut
pas &tre mesurable (voir p. ex. Fund. Math. III, p. 820). :
" %) Proceed. National Acad. U. S. A. 8 (1922), p. 283—288.
5 W.Sierpinski, C. R Soc. Sc. Varsovie XXV, p. 108; ¢f. Z. Zale-
wasser, Fund. Math. 111, p. 45.
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une suite transfinie (du type ordinal quelconque) formée de tous
les nombres réels et

(15) Fly r23 ]-‘3, ey Fun rzu-l—la sery ng

une suite transfinie (quelconque) formée de tous les ensembles
linéaires G; de mesure nulle.

Nous définirons par l'induction transfinie une suite du type 9
d’ensembles G; de mesure nulle

(16) EU E27 ES: ooy Eun E(u+17 ey EE, (5 < Q.)
comme il suit.

Posons E, =7,. Etant donné un nombre ordinal « compris

des G, de mesure nulle. Comme la somme d’un nombre fini ou d’une

infinité dénombrable d’ensembles de mesure nulle, S, est encore

un ensemble de mesure nulle. 1l existe donc des termes de la

suite (14) qui n’appartiennent pas a S,. Soient Xg le premier de
[+

ces termes et 7, = S, + (xga); lensemble 7, est encore un ensem-

ble de mesure nulle.

Or, tout ensemble de mesure nulle étant, comme on sait,
contenu dans an G; de mesure nulle, il existe des termes de la
suite (15) qui contiennent Pensemble 7,: nous désignerons par E,
le premier de ces termes.

La suite transfinie (16) est ainsi définie par Pinduction trans-
finie et on a par définition S, (C 7, (C E,. 1l en résulte gelon la
définition. de S, que :

E(CE, pour £ <a,

D’autre part, on a xg € T,CE, eten méme temps x; yrzon’-Su,
Y . ‘ . “
d’olt Xg non-e Ey, puisque E; C S,. Par conséquent
Ey+# E, pour &<,

La suite (16) est donc croissante et formée d’ensembles dif-
férents, ¢. q. f. d.
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Il est 4 remarquer qu’en prenant pour chaque nombre ordi-
nal « < Q un point Z, de I'ensemble E,.; — E,, on obtient un en-
semble N (de puissance X,) qui jouit de la propriété A.

En effet, soit
. D= (tula ta.zy taﬂa )

un sous-ensemble dénombrable de N. Tous les indices a; (i=1,2,3, ...
étant des nombres ordinaux <&, il existe un nombre ordinal <@,
tel que ;<o pour [=1,2,3,.. Comme f e L, — £, on a done
t“iCE“z+1 C E, pour i=1,2,8,.. (la suite (16) étant croissante).
Par conséquent D ( E,.

Désignons par R ’ensemble de tous les points 7z aux indices
¢<a On atgnon-¢Egy pour ¢ <&, donc fy non-c £, pour ¢ 2>,
1l vient donc R= NE, et, comme D (C E, et D N, on trouve
D=N-[E,— (R—D)]. Lensemble R— D étant au plus dénom-
brable (done un F,) et l’ensemble E, étant un Gj, Pensemble
E, —(R—D) est un G; et I'ensemble D est un produit de N par
un Ga.

L’ensemble N jouit donc de la propriété 2, c. q. £ d.

Ajoutons que la démonstration du théoréme 3 est basée sur
la théorie de la mesure, mais qu'on peut démontrer ce théoréme
d’une fagon purement topologique (sans faire intervenir la théorie
de la mesure) !). :

Proposition C;;. Il existe une suite transfinle décroissante
de puissance du continu formée d'ensembles linéaire F_ distincts.

L’implication H - Cy résulte, en effet, aussitét du théoréme 3.

Il est & remarquer que sans ’hypothése H nous ne savons
méme établir 'existence d’une suite transfinie croissante de puis-
sance 2% formée d’ensembles linéaires mesurables (B) distincts.

Proposition Cg. [l existe une famille de puissance 22 en-
sembles croissants de nombres réels?),

) VoirW. Sierpifigki, C.R. Soc. Sc. Varsovie XXVI, note du 26.X.1983.
*) Une famille est formée d’emsembles croissants, lorsque de deux en-
sembles de cette famille Pun est toujours contenu dans I'autre; cf. p. 24.
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Démonstration. Soit 7 l'ensemble de toutes les suites
transfinies du type @

(17) Ayy Qgy Ay oy iy au)+1’ ey aﬁa see (E < Q’)

dont les termes a; sont égaux a 0 ou a 1.

L’ensemble 7" est évidemment de puissance 2%, done, d’aprés
I'’hypothése H, de puissance 925

Etant donné un nombre ordinal « < &, désignons par E, l’en-
semble‘de toutes les suites transfinies (ou finies, si o« <w) du
type o formées de nombres 0 et 1.

Comme o <&, nous aurons évidemment

(18) E, =2% <& 2%,
Posons
(19) E=JE,.
a=§

Selon (18) et (19) nous trouvons tout de suite £ < ¥, - 2% = 2%
et, puisqu’on a évidemment E > E, = 2%, nous avons

(20) E = 28,

Pour démontrer la proposition Cg, il suffit donc selon (20)
de définir une famille formée de o2 sous-ensembles croissants
de I’ensemble E.

Considérons a ce but un élément x quelconque de l’ensem-
ble T: c’est donc une suite transfinie du type @ formée de nom-
bres 0 et 1, p. ex. la suite (17). Nous désignerons par M (x) l’en-
semble de tous les éléments de I'ensemble E, donc de toutes les
suites finies ou transfinies dénombrables

(21) byy byy by oy by Dy gy oy gy oo E<a)

formées de nombres 0 et 1, telles qu’il existe un nombre ordi-
nal p<a assujetti & la condition

(22) by < ag pour g<y et bp < ay.
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Nous allons montrer que si x et X' sont deux éléments dif-
férents de Pensemble 7, on a M (x)=~= M(x'): notamment soit
M(x) C M (x"), soit M (x) C M(x).

Considérons donc la suite transfinie X' %= x de ’ensemble T:

[l Al ! ! I
(23) @1y @y Ay ooy By By, oo s Bty ooe E<9)

La suite (23) différe par conséquent de la suite (17). 1l exi-
ste donc un nombre ordinal v, le plus petit pour lequel on a
a,= a,. On a par suite soit @, <<aj, soit a,> a). Admettons que
a, <a,.

Soit p un élément de M (x): c’est donc une suite (finie ou
transfinie dénombrable) de la forme (21) et il existe un nombre
ordinal p assujetti 4 la condition (22). Or, la définition du nom-
bre v entraine que

(24) ag = ag pour £<v et a,<a
Si v<{p, on a donc selon (22) et (24):
by < a pour £<v et b,<a,
et si v>yp, on a selon les mémes conditions
by <at pour £<p et b, <ay.

Dans les deux cas on conclut de la définition de M (x') que
la suite (21) appartient & M(x'), c. & d. que p e M (x'). Nous
avons ainsi démontré que M (x) (C M (x).

Or, désignons par ¢ la suite (finie ou transfinie) du type v+ 1:

Ary Qgy ooe g gy oy Ay,

La définition des ensembles M (x) et M (x') entraine alors
selon (24) que ¢ non-e M(x) et ge M(x"). On a done M (x) :/:M(x').
Nous avons ainsi démontré que deux ensembles M (x) et M (x')
correspondant aux éléments différents x et x' de Pensemble 7 sont
toujours différents 'un de lautre et que I'un d’eux est toujours
contenu dans 'autre. Soit @ la famille de tous les ensembles M (x)
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correspondant aux éléments x de 7. Comme T= 22R“, la famille @
est de puissance 22", ‘ =

Or, d’aprés ce que nous venons d’établir sur les ensembles
M (x), la famille @ est formée d’ensembles croissants et la défini-
tion des ensembles M (x) monire que ce sont des sous-ensembles
de I’ensemble E. : ’

@ est done une famille de puissance 22 de sous-ensembles
croissants de lensemble E. Ce dernier étant d’aprés (20) de puis-
sance 2%, implication H - Cy se trouve établie.

Il est & remarquer que Sans admetire I'hypothése H nous sa-
wons démontrer qu'il existe une famille de puissance > 2% d'ensem-
bles croissants de nombres réels?).

§ 5. Ensembles presque disjoints. Conséquences C;;— C;, (Cy?) de H.

Proposition Cy. [l existe une famille F de puissance 92%
densembles de nombres réels de puissance 2%, telle que deux en-
sembles (différents) de la famille F ont toujours un ensemble au plus
dénombrable d'éléments communs ?). k

Démonstration. Soient T, E, et E les ensembles qui
viennent d’étre considérés dans la démonstration de la proposi-
tion C;. Soit x un élément de 7. Clest donc une suite trans-
finie (17) formée de nombres 0 et 1. Désignons pour les nombres
ordinaux o << Q par P(x,«) la suite partielle du type ¢ de la suite
transfinie (17) et par P(x) ensemble de toutes les suites P(x, «)
ol o < Q. (st donc un ensemble de puissance X;.

A tout élément x de 7T correspond ainsi un sous-ensemble
P(x) de E (puisqu’on a P(x,o) e E, pour xe T et a<&). Nous
allons montrer que x et y étant deux éléments distincts de 7, les
ensembles P(x) et P(y) ont un ensemble an plus dénombrable
d’éléments communs.

1 Voir W. Sierpinski, Fund. Math. IlI, p. 109.
®) Voir W. Sierypinski, Monatshefte fiir Math, u. Phys. 35 (1928), p.241;
ef. A. Tarski Fund. Math. XII, p. 199 (Corollaire 20 pour «=0).
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Soit & ce but y 5= x la suite transfinie
(25) by byy byy ooy by By vy Dty oo (t < Q).

Les suites (17) et (25) sont donc différentes et il existe par
conséquent un indice p <@ tel que

" (26) a, # b,

Draprés la définition des suites P(x, o) et P(y, o), nous avons
selon (26)
P(x,0) = P(y,a) . pour p <o <K,

D’autres part, on a évidemment

P(x,0) %= P(y,B)  pour a0,

puisque. P(x, &) est une suite du type « et P(x,B) en est une du
type 8.

Selon la définition des ensembles P(x) et P(y) ces ensem-
bles ont donc en commun au plus . éléments, ol p < X,, puis-
que p < Q. :

Désignons par F la famille de tous les ensembles P(x) cor-
respondant aux éléments x de l'ensemble 7. Ce dernier étant,
comme nous savons, de puissance 228°, la famille F est aussi de
puissance g2 et, comme nous venons de démontrer, deux ensem-
bles distincts de la famille F ont toujours un ensemble au plus
dénombrable d’éléments communs. Or, P(x) C E pour x e 7, de
sorte que F est une famille de sous-ensembles de E. Ce dernier
étant selon (20) de puissance 2% Pimplication H - Cg se trouve
démontrée.

Il est a remarquer que I'hypothése H n’est intervenue dans la
démonstration des propositions Cs, ‘et Ci que pour établir la puis-
sance 22 de ensemble 7. Or, on a le théordme suivant:

Théoréme 41). La proposition Cy est équivalente & I'égalité

92% — oK.

) A. Tarski, Fund. Math. XII, p. 199 (Corollaire 20).
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Démonstration. 1° D’aprés la remarque qui précede,
il suffit, pour établir la proposition Cy, de démontrer que l’en-
semble 7 de toutes les suites transfinies du type 2 de nombres
0 et 1 (qui est par définition de puissance 2X) est de puissance
92% ¢ 4 d. que 22" =28, (Cette égalité entraine donc la pro;
position C;.

2° Admettons a présent la proposition Cy;. 1l existe donc
une famille F de puissance 928 d’ensembles indénombrables de
nombres réels, ayant deux 4 deux un ensemble au plus dénom-
brable d’éléments communs. A tout ensemble N de F faisons
correspondre un sous-ensemble Q (N) de N de puissance ¥,. La
famille @ de tous les ensembles de nombres réels de puissance X,
étant de puissance 2, il résulte de linégalité 22 > 9% quon ne
peut pas avoir toujours Q(N)s£= Q(N') pour deux ensembles dis-
tincts N et N' de F, donc qu'il existe deux ensembles N et N'==N
de F tels que on a Q(N) = Q(N'). Or, c’est impossible, les en-
sembles N et N' ayant d’aprés la propriété de la famille F un
ensemble au plus dénombrable d’éléments communs et ’ensemble
Q (V) étant de puissance X,. )

L’inégalité 22 > oK. ne peut donc avoir lieu. On a par con-
séquent 22x"<2xx et, puisque d’autre part on a évidemment
2% < 22% on obtient 22V = ox.

Dans le m&me ordre d’idées on a encore ce

Théoréme 51%). L'inégalité 28 <28« est une condition néces-
saire et suffisante pour qu'il existe une famille F de puissance = 2%
d'ensembles de nombres réels de puissance 2% ayant deux & deux
un ensemble au plus dénombrable d'éléments communs.

Démonstration, La condition est nécessaire. Soit F
une famille d’ensembles satisfaisant aux conditions du théoréme.
Faisons correspondre i tout ensemble Nde F unsous-ensemble Q (V)
de N de puissance X;. Par hypothése on doit avoir Q(N)== Q(N')
pour tout couple N et N' d’ensembles distincts appartenant a la

Y Cf. A. Tarski, Fund. Math. XII, p. 198 (Corollaire 18).
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famille F. La famille @ de tous les ensembles Q(N) ot N¢ F
est done de la méme puissance que la famille F. Par conséquent
F=&>2% Or, les ensembles NV étant des sous-ensembles de
puissance X; de ensemble de tous les nombres réels, on a évi-
demment @ < 2%, Ainsi 2% < 2K

La condition est suffisante, Il suffit pour le montrer de
consulter la démonstration de la proposition Cy (ot Cy) et d’appli-
quer la remarque que 7 = 2¥:,

Considérons a présent un ensemble linéaire N qui satisfait
aux conditions de la proposition Cj,. L’ensemble N étant de puis-
sance du continu, il existe une correspondance biunivoque entre N
et ensemble ¢ de tous les nombres réels. En vertu de la pro-
position Cj;, il existe donc une famille ¢ de puissance 22 formée
de sous-ensembles de puissance 2% de N et telle que deux en-
sembles (différents) de la famille @ ont toujours un ensemble au
plus dénombrable d’éléments communs. Or, l’ensemble N satis-
faisant a la proposition Cj,, tout sous-ensemble non dénombrable
de N, donc tout ensemble de la famille @, est non mesurable.
On a ainsi cette '

ips ; . . Ko

Proposition Cs. [l existe une famille @ de puissance 22
d'ensembles linéaires non mesurables qui ont deux & deux un en-
semble au plus dénombrable de points communs.

Appelons presque disjoints deux ensembles infinis, si Dlen-
semble de leurs éléments communs est d’une puissance inférieure
4 celle de 'un et de l'autre. Il est & remarquer qu’on peut dé-
montrer sans Phypothése H que fout ensemble infini de puiésance m
est la somme d'une famille de puissance >wm densembles presque
disjoints 1).

) Voir ma Note dans Monatshefte fir Math. und Phys. 85, p. 289. La
décomposition des ensembles en sous-ensembles presque disjoints a &té l'objet
d'un Mémoire de M. A. Tarski, Fund. Math. XII, p. 188—205.
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Proposition Cii. [l existe une décomposition de Lintervalle
g=[0< x < 1] en 22% ensembles qui sont de mesure extérieure 1,
de deuxiéme catégorie dans tout intervalle et qui n'ont deux & deus
qu'un ensemble au plus dénombrable de points communs .

Démonstration. £ étant un ensemble linéaire quelcon-
que, désignons d’une fagon générale par E (r) ensemble obtenu
de E par translation de longueur r (dans la direction positive).
Partageons tous les nombres réels en classes, en rangeant dans
une méme classe deux nombres réels dans le cas et dans ce cas
seulement ot leur différence est rationelle. Choisissons un seul
nombre dans chacune de ces classes et désignons par V leur en-
semble: c’est le bien connu ensemble non mesurable de G. Vitali,

Soit

27) Fis oy Vg on

une suite infinie, formée de tous les nombres rationnels différents.
On a évidemment
(28) V) Vr)=0 pour iz~ j,
et
(29) E=V(r)+ Vi) +V(rg)+ ..

L'ensemble ¢ de tous les nombres réels est donc la somme
d’'une infinité dénombrable d’ensembles disjoints, superposables
avec V. Par conséquent V' est un ensemble de deuxidme catégorie.

Divisons ’ensemble (27) en deux ensembles denses disjoints:

(30) p17p2!p35
et \

(31) ’ q1, 99, qsy +-

Admettons maintenant ’hypothése H. L’ensemble 1/ étant
de mesure extérieure positive et de deuxidme catégorie, il existe
d'une part d’aprés la proposition C;, un ensemble P (_ V de puis-
sance 2% ot tel que tout sous-ensemble non dénombrable de P
est non mesurable (L), et d’autre part d’aprés la proposition Cs

) W.Sierpinski, Fund, Math, XI1I, p. 195.
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un ensemble Q (C V de puissance 2% et tel que tout sous-ensemble
non dénombrable de Q est de deuxiéme catégorie.
11 résulte de la proposition Cj; qu’il existe une décomposition
de tout ensemble de puissance du continu en une famille de puis-
sance 22 @’ensembles non dénombrables ayant deux i deux un
engemble au plus dénombrable d’éléments communs: soit

(32) P=2 P
E<y

une telle décomposition de Pensemble P et
(33) Q= &Z Qe
\v:jgp

une telle décomposition de ensemble Q (¢ désigne ici le premier
nombre ordinal tel qe ¢ = 22&').
Posons maintenant

B4 X=X [Pp)+ Qlgn)]  pour 1<¢<e
ot
(35) X =(X“;.§ XE) + le [Pi(pn) + Qugn)].
< .((P n=
Nous aurons évidemment d’aprés (34) et (35)
(36) 9=20X:

k<o

Or, nous allons montrer que la décomposition (36) de linter-
valle O satisfait 4 la proposition & démontrer.

Soient ¢ et 15~ ¢ deux indices donnés inférieurs a ¢. Il vient
d’aprés les propriétés des décompositions (32) et (33):

(37) PP <R et Q Q<K

Comme PCV et QCV, on a évidemment d’aprés (32) et (33)
P.CE et Q77 C E, donc

(B8) Plr))CV(ra) et Qra) CV(ra) pour n=1,2,3,..
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et parsuite, d’aprés (28), les termes des suites (30) et (31) étant
des termes différents de la suite (27):

[Pe(pd) + Qe [P(p) + Qan]l =0 pour i =,

ce qui donne selon (34) et (35)

XXy = gl [Pe(pa) + Qegn)] - [Py(p) 4 Q(gn)].

Il en résulte sans peine en vertu des inégalités p, = g,
(n=1,2,38..) et d’aprés (38) et (28) que

(39) X&Xr] :,,%": [Pl;(pn) P-q(pn) + Qg((]n) Q.q(f]/z)].

Or, on a selon (37)

pg(—ﬁ“ﬁ’q(}’n) <Ry, el QE(M(]ﬁnH)Qq(E]u) <R, pour n=1,2,8, ..

La formule (39) donne donc

XEX.Q <R, pour &=~ .

Nous avons ainsi démontré que les termes de la série (36)
ont deux a deux un ensemble au plus dénombrable de points
communs.

Soit ¢ <¢ un indice donné. L’ensemble P, en tant que sous-
-ensemble non dénombrable de P, est de mesure extérieure posi-
tive. Les nombres (30) formant un ensemble dense dans tout in-
tervalle, il en résulte sans peine que le complémentaire de ’en-

semble 2] Py(pa) est de mesure intérieure nulle ?).
n==

) En effet, on démontre sans peine le théoréme suivant:
Etant donnés un ensemble linéaire T de mesure extérieure positive et une
suite infinie p,, pa, py, ... de nombres réels, dense dans tout intervalle, le complémen-

e

taire de I'ensemble Z T(p,) est de mesure intérieure nulle.
na=

'W. Sierpingki, Hypothdse du continu. 9
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Or, ’ensemble Q, en tant que sous-ensemble non dénombra-
ble de Q, est de deuxidme catégorie. Les nombres (31) formant
un ensemble dense dans tout intervalle, ilven résulte que len-
semble > Qg(q,,) est de deuxiéme catégorie dans tout intervalle.

n=1

On en conclut tout de suite selon (34) et (35) que les ensem-
bles X; (¢ <¢) sont de deuxiéme catégorie dans tout intervalle et
que leurs complémentaires sont de mesure intérieure nulle, ¢. g. f. d.

Proposition Ci V). Il existe parmi les ensembles linéaires in-
dénombrables un ensemble K de premiére catégorie que chaque trans-
lation le long de la droite transforme en lui-méme, abstraction faite
tout au plus d’une infinité dénombrable de points.

Démonstration. Admettons ’hypothése H et soit

(40) %y =0, Xy, X3, o0 s "Fﬂ): Kbty wev 3 KXy e (< Q)

une suite transfinie du type @ formée de tous les nombres réels.

Soit Q un ensemble linéaire de mesure nulle ne contenant
pas le nombre O et tel que son complémentaire CQ soit de pre-
miére catégorie. Désignons d’une facon générale par Q (2) la trans-
lation de Pensemble Q de longueur a, c. a d. ’ensemble de tous
les nombres réels x + 2 ol x € Q.

Nous allons d’abord définir par Pinduction transfinie une
guite transfinie {p,}, ol « <, comme il suit.

Posons p; = x,. Etant dooné un « ordinal compris entre 1
et Q, désignons par Q, la somme de tous les ensembles

Q= g, — &g, — oo — X ),

Ol £y, £9y - 5 £n €St une suite finie quelconque de nombre ordinaux
<a. Comme ¢«<9, Pensemble de telles suites est évidemment
au plus dénombrable. Or, Q (a) étant pour tout @ réel un en-
semble de mesure nulle, il en est de méme pour tout o <& de
Pensemble Q,, qui est est par définition une somme d’un nombre

) W.Sierpifnski, Fund. Math. XIX,p.22. Cf. 8. Banach, ibid, p.15.
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fini ou d’une infinité dénombrable d’ensembles de mesyre nulle,
En désignant donc par P, ensemble de tous les points pe oot £<a
(c. & d. un ensemble au plus dénombrable, puisque «<Q) la
somme S, = P, + Q, constitue encore un ensemble de mesure
nulle. Il existe par conséquent, dans la suite (40) de tous les
nombres réels, des nombres n’appartenant pas a S, et cest le
premier de ces nombres que nous désignerons par Do
La suite transfinie

(41) Pr=0,py ..., Py, Pudty vy Doy ons (a<Q)

se trouve ainsi définie et il est évident que tous les termes de
cette suite sont distincts.

Ceci élabli, désignons par K l'ensemble formé de p; et de
tous les nombres de la forme

(42) Po X A+ X, 4 o+ Xt

ot 1 <a<Q et &, &, ..., & est une suite finie arbitraire de nom-
bres ordinaux <<a«. Comme x; = 0, ’ensemble K ainsi défini con-
tient évidemment tous les points p, ot o <2, Par conséquent il

est indénombrable. Or, nous allons montrer que
(43) K- Q=0.

A ce but supposons, par contre, qu’il existe un point pe K- Q.
On a p = p;, puisque p; =x, =0 et le point 0 n’appartient pas
4 Q. Comme appartenant & K, le nombre p serait donc de la
forme (42), d’on, en tenant compte que pe Q, on tire aussitdt
Po€ Q(—Xg — g, — i — xg ) et par conséquent 1. €Q, CS,, con-
trairement a la définition de la suite (41).

L’égalité (43) est ainsi établie. Elle revient 4 dire que K est
situé dans CQ, qui est par hypothése de premiére catégorie. L’en-
semble K est donc lui-méme de premiére catégorie.

Considérons enfin les translations de K. Soit 2 un nombre
réel quelconque. C’est donc un terme de la suite (40). Il existe
par conséquent un nombre ordinal A<% tel que @ =x,. Etant
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donné un point arbitraire p € K(a) — K, on a gelon la définition
de K d’une part

(44) v =pa+x51'|—x52+ "'+xﬁn+x)\’
puisque p ¢ K (a) et d’autre part o < ), puisque dans le cas con-
traire p appartiendrait a K.

Il est ainsi démontré que chaque point p de l’ensemble
K(a)— K est de la forme (44) ol o <\ et £, Ly .y £n est une
guite finie de nombres ordinaux <e. Or, 'ensemble de tous les
nombres p de ce genre pour a =X, fixe est évidemment au
plus dénombrable, ¢. g. f. d.

L'implication H - Cs est ainsi établie.

1l est & remarquer qu’en remplacant partout dans la démon-
stration qui précéde les termes premiére catégorie par mesure nulle
et inversement, on transforme cette démonstration en celle de la
proposition suivante, qui est donc avec Cis en relation de dualité:

Proposition Ciw. Il existe parmi les ensembles linéaires inde-
nombrables un ensemble M de mesure nulle que chaque translation
transforme en lui-méme, si lon en néglige tout au plus un ensemble
dénombrable de points.

Ajoutons qu’on peut démontrer le théoréme suivant:

Etant donné un ensemble mesurable (linéaire) M qui se trans-
forme par chaque translation en lui-méme, si l'on en néglige un ensem-
ble de points de puissance < 2%, soit M, soit le complémentaire de M
est un ensemble de mesure nulle.

Ce théordme résulte sans peine de la propriété d’ensembles
de mesure positive de contenir des points de densité,

Théoréme 6 1). Il existe un ensemble linéaire N de puissance
98y, non mesurable et tel que chaque translation le transforme en
lui-méme, abstraction faite d’'un ensemble de points de puissance <2X.

Démonstration. Soient ¢ le plus petit nombre ordinal
de puissance du continu et

1y W.Sierpinski, Fund. Math. X1X, p. 24,
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(45) Xy =0, X1y Xy cony Ky Kty ooe s Xy ooe (¢ < 9)

une suite transfinie du type ¢ formée de tous les nombres réels.
La famille de tous les ensembles linéaires parfaits étant de puis-
sance du continu, il existe une suite transfinie du type ¢:

Plapﬁz PB»-" :pw’ Pm-]—lv ree 7PE: e (E<c‘?)

formée de tous les ensembles linéaires parfaits.

Nous allons d’abord définir par Pinduction transfinie deux
suites {p,} et {g,} du type ®. ;

Soient a4 ce but p; le premier terme de la suite (45) qui
appartient & P; et ¢, le premier terme de la méme suite qui ap-
partient & P,, mais qui est distinct de p,. Etant donné un «
ordinal quelconque compris entre 1 et o, désignons par S, ’en-
semble de tous les nombres de la forme

Te— Xg, = Fgy = — Xy

ol £ £y, &g, ... » £&n €St une suite finie arbitraire de nombres ordi-
naux iEférieurs a «. L’ensemble Sa est évidlemment de puissance
<o+ o'+’ .., done de puissance < 2% puisque « < o, d’oit
a < 2%, [’ensemble parfait P, étant (comme parfait) de puissance
du continu, ’ensemble P, — S, n’est pas vide et c¢’est le premier
terme de la suite (45) appartenant & P,— S, que nous désigne-
rons par p,. Désignons, d’autre part, par 7, 'ensemble de tous
les nombres réels de la forme

De+ xe 4 X, + .+,

olt £ <o et les nombres ordinaux ¢, &y, ..., . sont <o Comme
@< ¢, on voit sans peine que Yi<2N«, de sorte que Pensemble
P, — T, n’est pas vide; c’est le premier terme de la suite (45)
appartenant 4 P, ~ 7, que nous désignerons par g,.

Les suites transfinies {p,} et {g,} étant ainsi définies, soient
N Tensemble de tous les nombres de la forme

Do+ X, -+ X, + et X,
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ot a <o et &<a pour i=1,2,..,7 et Q Pensemble de tous les
points g, ol &< ¢. Nous allons prouver que

(46) N-Q=0.

Supposons, par contre, qu’il existe un nombre peN: Q.
Comme p ¢ N, il existe un nombre ordinal o <¢ et une suite finie
de nombres ordinaux £, &, ... , &« inférieurs a o, tels que

@) P =Pt X+ K o Fay
D’autre part, comme p e Q, il existerait un nombre ordinal
B <o tel que ‘
(48) pP=0qs

et on aurait par définition gp non-¢ Tg; or, pour o < B on a selon
la définition de Ty la relation p € Ty, de sorte qu'on obtiendrait
dans ce cas p 7 qg, contrairement & (45); enfin, pour « > on a
d’aprés la définition de p, la relation p, ron-e S, et comme la
définition de S, entraine la relation gg — Xg — Xg, — ... — X¢ € S.s
il vient p, 7= gg — Xg, — Xg,— o — Xt contrairement & (47) et (48).

1’6galité (46) est ainsi établie. Comme la définition de len-
semble N et celles de {p,} et {¢,} entrainent respectivement que
€N, p,eP, et q,eP, pour tout a <o, il vient P,N = 0= P,Q
pour « <@, de sorte que chacun des ensembles NV et Q admet
des points communs avec tout ensemble parfait. Or, les deux
ensembles en question étant selon (46) disjoints, il en résulte
quils sont de puissance du continu, non mesurables et partout
de deuxiéme catégorie.

" Considérons enfin les translations de N. Soit a un nombre
réel arbitraire. (Pest donc un terme de la suite (45). Il existe
par conséquent un nombre ordinal X <¢ tel que & = X). En dé-
signant d’une fagon générale par N (a) Pimage de la translation
de N de longueur a, soit p un point quelconque p € N (a) — N.

Comme p € N (a), on a alors selon la définition de N d’une
part: ’

(49) P = qo+ Xg, + Xg, o+ Ky T X0
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ot a<¢ et &<<a pouri=1,2..,n et, dautre part, } <«
puisque dans le cas contraire p appartiendrait a M.

1l est ainsi démontré que chaque point de ’ensemble N (a)— N
est de la forme (49) ol A <Ta el £, £y .., L« sont des nombres
ordinaux <. Or, ’ensemble de tous les nombres p de ce genre
ost évidlemment de puissance < X, 4+, donc de puissance < 2¥.,
puisque A <o et o <2,

Proposition Cy,. Il existe un ensemble linéaire non mesura-
ble que chaque translation transforme en lui-méme, abstraction faite
d'un ensemble aw plus dénombrable de points,

L’implication H -» C;, est une conclusion immédiate du théo-
réme 6, qui vient d’8tre établi.

Signalons Papplication suivante de la proposition Ci,.

Etant donnée une fonction f(x) de variable réelle, appelons
presque-période de f(x) tout nombre réel a qui satisfait & Péqua-
tion f(x+ @) = f(x) pour toutes les valeurs de x ¢ &, sauf-pour
un ensemble au plus dénombrable!). En désignant alors par f(x)
la fonction caractéristique de I’ensemble N assujetti aux condi-
tions de la proposition C;,, cette derniére peut s’exprimer comme
il suit:

Proposition C,,a. [l existe parmi les fonctions d'une varia-
ble réelle une fonction non mesurable telle que chaque nombre réel
est sa presque-pérlode.

§ 6. Images par fonctions de Baire. Conséquences C;—Cy
de Phypothése H.

Proposition C,,. F étant une famille de puissance 2% d'en-
sembles linéaires de puissance 2% et D une famille de puissance 2K
de fonctions mesurables d'une wvariable réelle, il existe un ensemble
linéaire E de puissance 2% tel que pour toute fonction ¢ (x) de la

1) Dang ma Note de Fund. Math, XIX, p. 27, jai donné une autre défi-
nition de la presque-période; elle coincide avec celle qui est adoptée ici dans
le cas ot Phypothése H est vraie.
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famille @ lensemble ¢ (E) ne contient aucun ensemble de la fao-
mille F1).

Démonstration. Les familles F et & étant de la puis-
sance 2% donc d’aprés I’hypothése H de la puissance R, il existe
(en vertu de égalité Ni = X,) une suite transfinie du type 2 d’en-
gembles de la famille F:

El, Ez, E.‘n ey Em! E(u~|—1, ey EE& (& < Q)
et une guite transfinie du type @ de fonctions de la famille @&:
fl(x)3 fZ(x)3 vy f(n(x)9 f(i)—[—-l(x)) 7fﬁ(x)! e (E < ‘(“!)

telles que pour tout ensemble Me F et pour toute fonction e @ il
existe un nombre ordinal a<® pour lequel M=E, et ¢ (x)=f, (x).

Nous allons définir par l'induction transfinie une suite trans-
finie du type 2 d’ensembles de mesure nulle

(50) Ny, Ny Ny ooy Ny Ny o 5 Ny oo < Q)

e

et une suite transfinie du type ¥ de nombres réels -

(51) P1s D23 Pas v 3 Pops p(n-l-b $pF,1 (& < Q‘)

Pour définir ’ensemble N, distinguons deux cas:
1) E, — fi(€) 0. Nous poserons dans ce cas N; =0,
2) E; C f(€). Les ensembles Q () = F' [fi(x) = a] qui vien-

nent correspondre aux différents nombres a de E, sont disjoints
et mesurables, puisque f,(x) est une fonction mesurable. L’en-
semble F; étant indénombrable et contenu dans fi(X), il existe
un nombre a, ¢ E; tel que Q (a,) est un ensemble non vide de me-
sure nulle. Nous poserons alors N, = Q (a,).

Le nombre p; sera défini dans le cas 1) aussi bien que dans
le cas 2) comme un nombre réel arbitraire n’appartenant pas a N;.

Etant donné un nombre ordinal « tel que 1< o <, distin-
guons encore deux cas:

Yy W.Sierpinski, Fund. Math. XIX, p. 205 et p. 210.
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1) SiE, — fu(¢) = 0, posons N, = 0.

2) Si E, CfA¢), nous concluons comme plus haut qu'il
existe une infinité indénombrable de nombres a de E, tels que
E [fux)=a] est un ensemble non vide de mesure nulle. Les
X

ensembles [/ [f,(X) = @] qui viennent correspondre aux nombres a
X

différents étant disjoints deux & deux, on voit sans peine qu’il
existe un nombre @, € £, tel que Pensemble [/ [f,(x) = a,] est non
X

-vide, de mesure nulle et ne contient aucun nombre p; on ¢ <a

(ensemble de ces derniers étant au plus dénombrable, puisque
a < ). Nous poserons alors

(52) Ny = {;«1 [ ful%) = @]

Enfin, les ensembles N (¢ << ) étant de mesure nulle, il en est
de méme de leur somme (puisque «<{&), ainsi que de l’ensemble
S,=2 Ng + > (pe). 11 existe donec un nombre p, non-c S,.

E<u Era

Ainsi les ensembles (50) et les nombres (51) se trouvent dé-

. finis par Uinduction transfinie.

Or, soit £ l’ensemble de tous les nombres de la suite (b1):
¢’est un ensemble de puigsance X,, donc d’aprés I’hypothése H
de puissance 2%, puisqu'on a p,non-e¢ S, pour 1<e<®, d’oll
selon la définition de Pensemble S, l'inégalité p,==p: pour ¢ <.

Supposons que lon ait f,(E) D) E, pour un nombre ordi-
nal o < £,

De la définition des suites (50) et (51) résulte tout de suite
que pgnon-e N, pour ¢ <& et < 2, Il vient donc

(53) EN, = 0.

Or, Phypothése que f,(E) = E, entraine que £, C fo(E) C f.(€),
puisque £ (¢, D'aprés la définition de Pensemble N, on a done
la formule (52). Mais la définition du nombre a, donne a,€ Eq;
comme E, (C f,(E), il existe donc un nombre X, de E tel que
a,=f,(%,), ce qui entraine d’aprés (52) la relation X, € N, con-
traire & (53).
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Il est ainsi démontré que Pon a E, — f,(E) =0 pour « < Q.
L’ensemble E satisfait donc aux conditions de la proposition Ci,
de sorte que l'implication H — C;; se trouve établie.

Il est & remarquer que la proposition C;, cesse d’&tre vraie
(si Pon admet ’hypothése H) pour les familles @, méme dénom-
brables, de fonctions quelconques d’ume variable réelle et méme
dans le cas o la famille F est formée d’un seul ensemble & de
tous les nombres réels. C’est une conséquence immédiate de la
proposition P, (Chap. I, p. 12).

La famille de toutes les fonctions de Baire d’une variable
réelle ayant la puissance du continu et toute fonction de Baire
étant mesurable, on déduit tout de suite de la proposition C;; cette

Proposition C;,. F éfant une famille de puissance 2% d'en-
sembles linéaires de pulssance 2%, il existe un ensemble linéaire E
de puissance 2% tel que pour toute fonction de Baire o (x) d’une

variable réelle l'ensemble ¢ (E) ne contient aucun ensemble de la
famille F. '

La proposition C;, peut &tre aussi exprimée comme il suit:
Proposition Ci,a. F étant une famille de puissance 2% d’en-
sembles linéaires de puissance 2%, il existe toujours un ensemble li-
néaire E de puissance 2% dont les images obtenues par des fonctions de
Baire définies dans E ne contiennent aucun ensemble de la Jamille F,

En effet, soient F une famille donnée de puissance 28 d’en-
sembles linéaires et £ un ensemble linéaire satisfaisant a la pro-
position C;,. Etant donnée une fonction de Baire f(x) définie
dans E, il existe, comme on sait, une fonction de Baire © (x)
d’une variable réelle, telle que Pon ait ¢ (x) = f (x) pour x € E.
Daprés la proposition C;, il vient Q — f(E) =0 pour Qe F. Or,
on a évidemment ¢ (E) =f(E), dott Q—¢ (E)=~0 pour QcF,
ce qui prouve que P'ensemble E satisfait & la proposition Cj,a.

Il est & remarquer qu'un cas particulier trés spécial de la

proposition C;,« est donné par la proposition C; (voir Chap. II,
p. 51).
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Nous allons déduire une conséquence de la proposition Ciya.
Soit , le plus petit nombre ordinal de puissance N,. Considérons
la suite transfinie du type o, d’ensembles linéaires E, (< w,)
définie par linduction transfinie comme il soit.

" Soit E, = ¢. Etant donné un nombre ordinal « compris entre
1 et w,, soit F, la famille de tous les Ensembles E; ot ¢ <a. En
vertu de I'hypothése H la puissance o < X, de la famille F, est
done < 2%. En désignant par &, la famille de tous les en-
sembles linéaires de puissance 2% qui sont des images des en-
sembles de F, données par fonctions de Baire, il vient aussi
50; « 2%, puisque toul ensemble linéaire admet < 2% images .par
fonctions de Baire. En vertu de la proposition Cpye il existe
donc un ensemble linéaire £, de puissance 2% dont toutes les
images par fonctions de Baire sont distinctes de tous les ensem-
bles de la famille @,. La suite transfinie d’ensembles E, (¢ < ©;)
est aingi définie.

Or, nous allons montrer que des deux termes différents de
cette suite aucun n’est une image par fonction de Baire d’aucun
autre.

En effet, soient o et > o deux nombres ordinaux < o,.
Comme « < B, on conclut aussitot de la définition ’de I’ensemble
Eg que E, n’est pas une image par fonction de Baire.de ’Eg.
Dautre part, £g ne peut dtre une telle image d’e .E.a,. pulsqufm
aurait dans ce cas Ege Py, contrairement & la définition de Lg.

On aboutit ainsi 4 la proposition suivante:

Proposition C;;. Il existe une famille F formée de R, en-
sembles linéaires de puissance 2% et telle que des deux ensembles
distincts quelconques de cette famille aucun ne s'obtient par une
fonction de Baire comme une image de lautre.

On voit en outre qu'aucun ensemble linéaire de pulssanc.e 2t
r’est une image par fonction de Baire de deux ensembles distincts
de la famille F.
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M. A. Lindenbaum a déduit récemment de Phypothése
le théoréme suivant '):

Etant donnée une famille quelconque F de puissance 2% (e fon-
ctions d’une variable réelle, il existe 2% ensembles linéaires de puis-
sance 2% dont aucun ne s'obtient comme image d’aucun autre par
aucune fonction appartenant ¢ la famille F.

@ étant une famille quelconque d’ensembles linéaires, dégsi-
gnons par ¥ (®) la famille de toutes les images des ensembles de
la famille @ qui s’en obtiennent par des fonctions de Baire. Ia
famille ¥ (®) jouit évidemment de la propriété suivante: toute
image par fonction de Baire d’un ensemble de la famille V()
appartient encore & cette famille. Le famille W (D) constitue donc
un invariant envers les transformations par fonctions de Baire.

Or, considérons une famille d’ensembles F satisfaisant & la
proposition C;;. Soient @, et @, deux sous-familles de F et ad-
mettons que @, = @,. Il existe par conséquent un ensemble Ec¢F
qui appartient 4 I'une des familles @, et @, sans appartenir
a l'antre. Soit donc E ¢ @, et E non-¢ @,. En vertu de la pro-
position C;; la premiére de ces relations donne aussitét Ee (D))
et la deuxiéme E non-e¢ ¥ (d,).

L’inégalité &, s& @, entraine done Pinégalité V' (PD,) 5= V' (D,),
de sorte que les familles ¥ (®) qui viennent correspondre aux
différentes sous-familles @ de F sont différentes elles-mémes. Com-
me F= X,, leur ensemble est de la puissance 2%. Comme chaque
famille ¥ (®) est un invariant des transformatlons par fonctions
de Baire, on arrive i cette

Proposition C,,. 1l existe une classe de puissance 2% formée
de familles différentes densembles linéaires et dont chacune est
invariante envers les transformations par fonctions de Buaire.

') & paraitre dans Fund. Math. XXII, 1984,
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Il est & remarquer qu’ en adwettant au lieu de H Ihypothése
(peut-étre plus forte) que 2% R, on tire de C;, aussitét la pro-
position suivante:

La classe de toutes les familles d'ensembles linéaires, invariantes
envers les transformations par fonctions de Baire, est de la puis-

4N
sance 22 b.

§ 7. Ensemble ordonné universel. Conséquences C; et Cy; de H.

Lemme 1. Soit U lensemble de toutes les suites transfinies
A du type Q
(54:) gy Qyy vv y By, atu~]-17 ey at‘;a aE-|.1: (g"; < h)

ayant pour éléments ag les nombres 0 ou 1 et telles quil existe un
A< pour lequel on ait oy =1 et op =0, si &>\, Supposons I'en-
semble U ordonné selon le principe de premicres différences.

Dans ces hypothéses, il existe pour chaque suite infinie A,, A, ...
d'éléments de U deux éléments B et C de U tels quelon a B< A,<C

pour n=1,2, ..
Démonstration Soit An.={ag}q pour n=1,2, 3, ..
Comme A,e U pour n=1,2,8,.., il existe selon la définition

de U pour tout n naturel un indice A, < @ tel que 'on ait a, =1
et aE 0,81 Ay <<g <Q. Congidérons un nombre ordinal A < Q tel
que A > A, pour 2= 1, 2,8,... Un tel nombre ) existe, puisqu’on
ah<Q pour n=1,2,38,.. Posons

be =0 pour t=) et b =1,
cg=1 pour ¢<h et cg=0 pour ¢>N\
Soient B = {bi}e¢ et C={cr}t—o. Etant donné un 7 naturel
quelconque, nous aurons évidemment b =0< ag pour &< X et
b,=0<1=a,, puisque A, <\ Il en résulte que B < A

D’autre part a <1 =¢; pour § <\etaf=0<1=¢. Il en
résulte que 4, < C, c. q. f. d.

) Voir A. Tarski, Fund, Math. XVI.
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Lemme 2. Dans les mémes hypothéses, étant données deux
suites infinies Ay, Ay, Ay .. €t By, By, By, ... d'éléments de U telles
que lon ait A, < By pour k et ! naturels, il existe toujours un élé-
ment C de U tel que A, < C < B, pour n=1,2,3, ...

Démonstration. Soit 4, = {ag}g,<ga_ et By = {bg}:_g pour
n=1,2,8,.. Nous définirons une suite transfinie auxiliaire {ug}; ¢
comme il suit. Posons #, =1, &'l existe un 7z naturel tel que
ai=1, et u;=0, si on a at=0 pour n=1,2,3,.. Etant donné
un nombre ordinal ¢ compris entre 1 et £, posons u =1, ¢'il
existe un # naturel tel que 1’on ait aff] =u, pour 1<¢ et si af=1;
enfin, nous poserons 4#; =0 dans le cas contraire.

La suite {#}ro est ainsi définie par Pinduction transfinie.
Elle n’appartient pas nécessairement a U, mais toutes les suites
A, (n=1,2,38,..) appartenant a U, on voit sans peine (d’aprés la
définition de U) qu’il existe un indice A <Z @ tel que l'on ait #;=0
pour A <g <L,

En effet, comme A, ¢ U, il existe pour tout n naturel un nom-
bre ordinal ), < tel que af =0 pour A, <g <& Or, il existe
un nombre ordinal A<<Q tel que A\>X, pour n=1,2,3,.. et il
est évident que 'on a ag =0 pour A<E<R et n=1,2,3,.., dou
ug =0 pour 2 <¢ <L De méme, comme B, e U pour n=1,2,3,.
on voit sans peine qu'il existe un indice p <& tel que l’on a1t
by =0 pour p <E<Q et n=1,2,3,.. Nous pouvons admettre
toujours que | > A,

Posons maintenant ¢; = u¢ pour ¢ 7= p. et ¢, = 1; comme ug=0
pour A<<g < et comme p <X, on a cg=0 pour b <g¢ <& et on
voit que la suite transfinie C={c;};_o appartient & U. Reste
a montrer que A, << C << B, pour n=1,2,38, ..

Soit 4 ce but # un nombre naturel donné.

Dans le cas olt A, 7 {4t}t—, il existe un plus petit nombre
ordinal v <Q tel que ay~ #,. On a donc af = u; pour ¢<y. Il
en résulte tout de suite, en tenant compte de la définition du
nombre z, et de l'inégalité af 7 u,, que ay =0 et u, =1 (puisqu'en

supposant que &y =1, on aurait u, =1, done 4y = &,). Vu la défi-

157 HEnsemble ordonné universel. 143
nition de la suite C, on trouve donc a; = ¢; pour ¢ <y et ay <c,
(puisque Uinégalité 1 =% . entrainerait e =1, >a et 1=y don-
nerait a =0<1= c() Par conséquent A4, < C. Dans le cas ol
A, = {”E}E -0, on a selon la définition de la suite C Végalité af =c;
pour ¢<p et a[L =u,=0<¢, =1, dot encore 4, < C,

Or, si n est un nombre naturel on ne peut pas avoir B,=C,
puisque b =0 et ¢, = 1. Admettons donc que l'on a B, < C pour
un indice z: il ex1sle par conséquent un nombre ordinal y < Q tel
que 0f =¢C¢ pour £, by =0 et ¢y=1; il en résulte que 7 p,
puisqu'on a cg==0 pour p. <¢ <%, donc (d’aprés la définition de la
suite C) que b = 1 pour &<y,

Siv<p, on a bf = cy=u pour ¢ <y et uy=c,=1. Vula
définition du nombre Uy, il existe donc un mdlce m tel que aE =
pour £E<y et a =1. Par conséquent ag == bg pour § <y et

=1>0= b{, d’olt B, <q Ay, contrairement A I’hypothése.

On a donc y=p. Comme B,e U, il existe par conséquent
un indice & <& tel que b5 =1 et bf =0 pour 6 <<% Comme
b = 0 pour p. < £ < Q, il vient & <p.

On a donc bf = c=ug pour (<yv=p et ;=0 =1. Vula
définition du nombre uy, il existe en conséquence un indice % tel
que a’g =u; pour ¢ <\d et a’§ =1, Comme & <p, on obtient donec
ag=>b; pour ¢<3, ay=1=208 et at > 0=bf pour 8<(<Q,
contrairement a la relation 4, < B,.

Notre hypothése qu’on ait B, < C pour un indice 7 est done
impossible. On a par suite C< B, pour n=1,2,83,..., c. q. . d.

Théoréme 7. Il existe un ensemble ordonné U de puissance
du continu et tel que tout ensemble ordonné de puissance X, est
semblable (au sens d'ordre) & un sous-ensemble de U. .

Démonstration. Soit U l'ensemble ordonné de suites,
défini dans I'énoncé du lemme 1, p. 141. Etant donné un nombre
ordinal quelconque ¢ < Q, désignons par Uy le sous-ensemble de U
formé de toutes les suites (54) de U pour lesquelles on a 2,=0,
lorsque ¢ <7 <. On voit sans peine que U:gzs: Us et que ﬁ5\<2*‘°

pour ¢ <I&. Par conséquent U < X, 28 = 2%
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D’autre part, on voit sans peine que U > 2%, puisque toutes
les suites (54) dans lesquelles @ (n=1,2,8,..) est une suite infinie
quelconque formée de nombres 0 ou 1, tandis que a,=1 et a;=0
pour o<g<&, appartiennent évidemment a U. On a ainsi U=2%,

Ceci établi, soient
(55) Pis Doy Pas o s Pup Pugtn s P e (B
un ensemble ordonné qu'elconque de puissance X, et
(56) Ay Agy Agy ey Ay Augay oo s At o

une suite transfinie formée de tous les éléments de U.

"Posons f (p;) = A, et, étant donné un nombre ordinal « com-
pris entre 1 et Q, définissons f(p,), comme le premier terme de
la suite (56) qui, pour tout indice ¢ < ¢, a les mémes relations d’or-
dre dans U par rapport & f(pg) que p, par rapport & pg. Onv
conelut aussitét des lemmes 1 et 2 qu'un tel élément f(p,) existe
toujours dans la suite (56). Or, on voit sans peine que le sous-
-ensemble de U formé de tous les éléments de la suite {f(zg}e<g
ainsi définie est semblable & I’ensemble ordonné (55), c. q. f. d.

Proposition Cy;. [l existe un ensemble ordonné U de puis-
sance 2% tel que tout ensemble ordonné de puissance 28 est sem-
blable & un sous-ensemble de U*Y).

L’implication H ~ C;; est une conséquence immédiate du théo-
réme 7, qui vient d’&tre établi.

Considérons & présent I'ensemble < de toutes les suites infi-
nies de nombres naturels et supposons-le ordonné de facon que
deux suites A ={as} et B={b:} soient en relation A < B, lorsqu’il
existe un i naturel tel que l'on ait a; < b, pour tout &> L

Théoreme 8. Etant donnée une suite infinie de suites des nom-
bres naturels A® = {a{"}, A® ={a®), ..., AP={al’}, .., il existe une

) W.Sierpinski, Fund. Math. XVIII, p. 280; cf, aussi F. Hausdorff,
Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, p. 181 et 182.
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suite infinie de nombres naturels B — (i} telle que Pon ¢ A) < B
pour tout i=1,2, .. <

[0 l ( O = I, y e
bk - a}(cl) afz) e + ag;) + ].7

pour avoir b > af’ & partir de k> I, ou i/ est un nombre naturel
arbitrairement donné a Pavance. Par conséquent AW < B pour
i=12,..,c q. f. d

Proposition Cy. En convenant pour deux suites infinies de
nombres naturels A = {a,} et B = {b,} d’écrire A < B, lorsqu'il exi-
ste un i naturel tel que a, <b, pour k>>i, lensemble S de toutes
les suites infinies de nombres naturels contient un ensemble S de 2%
suites, bien ordonné daprés la relation < et ayant lo propriété
suivante: étant donnée une suite infinie quelconque A (appartenant
ou non & S) de nombres naturels, il se trouve dans S une suite B
telle que A < B. '

Démonstration. Admettons I’hypothése H. L’ensemble -
de toutes les suites infinies de nombres naturels ayant la puis‘-
sance 28, donc X, d’aprés H, il existe une suite ‘transﬁnie du type &

(54) Al: Aﬁ’ A.’b ey Aw? Am—l—la ey AE) (& < 9)

formée de toutes les suites distinctes de cS.

Nous définirons par I'induction une suite transfinie de nom-
bres ordinaux oy < (ol ¢ <) comme il suit.

Posons «; =1. Etant donné un nombre ordinal v tel que
1<y< %, I’ensemble de tous les nombres ordinaux o ol £ <y
est donc au plus dénombrable. Il existe alors, comme on sait, des
nombres ordinaux A tels que lon ait <1< Q et a; <X pour
tout ¢ <<y, Soit )\.( le plus petit parmi les nombres de ce genre.
D’autre part, ’ensemble de toutes les suites Ag ol g<A, étant
au plus dénombrable (puisque XY < ), il existe en vertu du théo-
réme 8 une suite B e S telle que l'on ait 4; < B pour tout .g<)\7.
C'est le premier indice avec lequel un tel B figure parmi les ter-
mes de la suite transfinie (54) qui est & désigner par O

W. Sierpiriski, Hypothdse du conlinu. 10
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La suite transfinie de nombres ordinaux oy (¢ <L) est ainsi
définie par linduction transfinie et on a A“g < A“‘r pour ¢ <y <Q.

Or, soit S P’ensemble de toutes les suites A”‘E ol £ < Q. L'en-
semble S est donc de puissance X; et par suite (en vertu de Ihy-
pothése H) de puissance 2%. En méme temps, il est bien ordonné
selon la relation <. Enfin, étant donnée une suite infinie quel-
conque A de nombres naturels, donc un terme A = AT de la suite
transfinie (54), il vient 7 <A, <o, < Qet 4, < A“’r’ d’olt A< B
ot B= A, appartient par définition & I’ensemble S. Cet ensem-
ble satisfaif donc & la proposition Cy, c¢. q. f. d.

Il est & remarquer quwen s’appuyant sur le théoréme 8, on
peut établir, sans faire appel a I’hypothése H, l'existence d’un
ensemble indénombrable S (de puissance X,) de suites infinies de
nombres naturels, bien ordonné d’aprés la relation < '), Sil’on en-
visage les suites de cet ensemble comme points de l’espace (to-
pologique métrisable) & 0 dimensions de Baire, ’espace S jouit de
la propriété X 2), dont il a été question au Chap. III, § 3, p. 94

§ 8. Complémentaires d’ensembles analytiques. Comséquences
C;; et C;3 de Vhypothése H.

Proposition C,;. @ étant une famille quelconque de puissance
du confinu d'ensembles indénombrables (formés d'éléments arbitraires),
il existe dans chaque ensemble indénombrable N un sous-ensemble
indénombrable N, qui ne contient aucun ensemble de la famille @.

Démonstration. Il existe en vertu de ’hypothése H une
suite transfinie {E¢}eo du type @ formée de tous les ensembles
de la famille @. Or, ’ensemble N étant indénombrable, il existe
une suite transfinie {p;}ro du type @ dont les termes sont des
éléments distincts de l’ensemble N.

) Ce résultat est dd &4 M. G. H. Hardy (voir A. Schoenflies,
Entwickelung der Mengenlehre, Erste Hilfte, Leipzig 1918, p. 221).

*) Voir N. Lusin, Fund. Math. 1I, p. 155 et C. Kuvatowski, Fund.
Math, XXI, p. 127—128.
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Nous allons définir par induction deux suites transfinies: une
suite {rghcn, Ol 1y € Ey pour ¢ <4, et une suite {s;};_q,o00 s; ¢ M.

Soient & ce but r;, un élément quelconque de E et s le
premier terme de la suite {p¢}r-u qui est distinct de ry. Etant
donné un nombre ordinal « compris entre 1 et 2, nous définirons r,
comme un kélément de £, qui est distinct de tous les éléments St
ol ¢ <o (un tel élément r, existe dans E,, puisque I’ensemble E,
est indénombrable, tandis que ’ensemble de tous les éléments S¢
ol E<<a <& est au plus dénombrable) ot nous désignerons par s,
le premier terme de la suite {pg}g.., ¢ qui est distinct ‘de tous les
éléments ry ol ¢ < o.

Or, nous allons montrer que I’ensemble N, de tous les ter-
mes de la suite transfinie {sg};.., satisfait & la proposition C,,.

En effet, étant donné un nombre ordinal quelconque X < @,
la définition de I'élément r, implique que 7, 5% S ol £<<) et la
définition des éléments s, entraine que s, 5=, pour A < ¢ On
a donc r) 5= 8¢ pour ¢ <&, d’oll r non-e¢ N,. D'autre part, r; ¢ E,
ot par conséquent E; — N, 0. Le nombre ordinal < étant
arbitraire, on conclut que Pensemble N, ne contient aucun en-
semble £; ot A<&, donc aucun ensemble de la famille @,
¢ q.°f. d.

L’implication H - C;; est ainsi démontrée.

La famille de tous les complémentaires analytiques linéaires
indénombrables étant, comme on sait, de puissance du continu, la
proposition €, entraine immédiatement la conséquence suivante:

(X]

Proposition C,;,. Tout ensemble linéaire indénombrable admet
un sous-ensemble indénombrable qui ne contient aucun complémen--
taire analytique indénombrable.

Il est & remarquer que sans faire usage de I’hypothése H,
on montre facilement que fout ensemble linéaire indénombrable
admet un sous-ensemble indénombrable qui ne contient aucun ensem-
ble analytique indénombrable.



148 Chapitre TV. Autres conséquences de Phypothése H.

Cependant, sans I'aide de I’hypothése H, je ne sais pas éta-
blir non seulement la proposition C,,, mais méme la proposition
selon laquelle tout complémentaire analytique linéaire indénom-
brable contiendrait un sous-ensemble qui ne soit pas un complé-
mentaire analytique (probléeme de M. N. Lusin).

§ 9. Propriétés J et J,. Conséquence C;, de I’hypothése H.

Nous dirons qu’un ensemble linéaire E jouit de la propriété J,
si pour tout sous-ensemble indénombrable N de E il existe dans E
un ensemble parfait P ayant avec N une infinité indénombrable
de points communs. Lorsque des pareils ensembles parfaits P exis-
tent dans E pour tout sous-ensemble N de E de puissance du con-
tinu, nous dirons que E jouit de la propriété J.. Si Pon admet
Phypothése H, les deux propriétés en question sont done équiva-
lentes.

Théoréme 9. La condition nécessaire et suffisante pour qu'un
ensemble linéaire jou.iSse de la propriété 3. est qu'il soit une somme
de moins que 2% ensembles fermés?).

Démonstration. La condition est nécessaire. Soit,
en effet, E un ensemble linéaire qui n’est pas une somme de moins
que 2% ensembles fermés. La famille de tous les ensembles fer-
més contenus dans E est évidemment de puissance 2%, Soit ¢ le
plus petit nombre ordinal de puissance 2« il existe donc une suite
transfinie du type ¢

Fla F2) F:h "'7Fu)) Fm+1= -'-:FE, e (E<CP)

formée de tous les sous-ensembles fermés de E.
Parmi les ensembles

(55) F,—XF on a<g
|

il y a une infinité de puissance 2% qui sont non vides, puisque
dans le cas contraire on aurait pour un p<g¢

) Voir W. Sierpinski, Ann. Soc. Polonaise de Math. V1IT (1929), p.323.

[§ 9 Propriétés J et J,. Proposition C,,. 149

H

. ,
Fy—2 Fg=0 pour tout o -,
B
ce qui donne, comme on voit sans peine,

E=2F,=2 (F,— 2 F) =2 (F-2FR|=2F,
7 o & [ Ea ap
et comme p. <¢, ensemble E serait une somme de p < 2% en-
sembles fermés, contrairement a ’hypothége.

Or, considérons un élément dans chacun des ensembles (55)
qui n’est pas vide. Nous obtenons ainsi un ensemble N de puis-
sance 2%, On voit sans peine que pour ¢ < ¢ I’ensemble NF, est
de puissance <7 <C2%, L’ensemble N admettrait donc avec tout
sous-ensemble fermé de £ moins que 2% points communs. Par
conséquent, ensemble E ne jouirait pas de la propriété J..

La condition est suffisante. Soit, en effet, £ un ensem-
ble linéaire qui est la somme de moins que 2% ensembles fermés:
(56) E =EZ F oir 1< 28,
ey
. Soit NV un sous-ensemble de £ de puissance du continu. Il
existe donc dans la série (56) un terme F; tel que ensemble NFg
est indénombrable, puisque dans le cas contraire N = NE serait,
contrairement a I’hypothése, de puissance < K, p < 2%,
Or, ’ensemble fermé F; étant indénombrable, on a Fy=D.+P%,
ol Dy est un ensemble au plus dénombrable et P; un ensemble
parfait. Comme NFy = NDg + NP, ol Pensemble NF; est non dé-
nombrable, il en est de méme de I’ensemble NP D’autre part,
P: est un sous-ensemble parfait de F;, donc, d’aprés (56), de E.
Ainsi, pour tout sous-ensemble N de E de puissance 2%, il existe
dans £ un ensemble parfait P admettant avec NV une infinjté non
dénombrable de points communs. L’ensemble £ jouit donc de la
propriété J., c. q. f. d.
Proposition C,,. La condition nécessaire et suffisante pour
qu'un ensemble linéaire jouisse de la propriété J est qu'il soit un F.Y).

) Voir W. Hurewiecs, Fund, Math, XII, p. 106,
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L’implication H - C;, résulte du théoréme 9 en vertu de la
définition des propriétés J et J..

Il est & remarquer que sans faire appel & I’hypothése H on
peut établir lexistence d’ensembles linéaires qui ne jouissent pas
de la propriété J.. Tels sont p. ex. les ensembles de puissance 2%
qui ne contiennent aucun ensemble parfait.

Or, nous ne savons pas démontrer sans ’hypothése H que
Pensemble ") de tous les nombres irrationnels est dépourvu de la
propriété J, tandis que cela résulte aussitét de la conséquence C;,
- de H, pui'sque Pensemble 9 n’est pas un F,.

Sans employer ’hypothése H, on peut démontrer aussi qu’aucun
ensemble linéaire qui est un complémentaire analytique non mesu-
rable (B) ne jouit pas de la propriété J. Cependant, on ne sait
pas démontrer sans I’hypothése H qu’il existe des ensembles (liné-
aires) analytiques ne jouissant pas de la propriété J.

§ 10. Types de dimensions de M. Fréichet. Conséquence C;, de H.

Désignons d’une fagon générale par dX le type de dimensions
(au sens de M. Fréchet) de 'ensemble X1).

Théoréme 10. Etant donné un ensemble linéaire E de puis-
sance du continu, il existe toujours un ensemble Q de puissance du
contina tel que dQ<dE.

Démonstration. Soient £ un ensemble linéaire de puis-
sance du continu et @ la famille de tous les sous-ensembles de E
qui sont homéomorphes & E. On voit sans peine que la famille @
est de la puissance < 2% et que les ensembles formant @ ont
chacun la puissance 2%, D’aprés le théoréme 1, p. 113 il existe donc
deux sous-ensembles disjoints Q et Q, de E dont chacun admet
au moins un point commun avec tout ensemble de la famille ®.

Comme Q (CE, il vient dQ < dE. Or, si on avait dQ = dE,
Pensemble Q contiendrait un ensemble E, homéomorphe a E.

) Cf plus haut Chap. III, § 4, p. 99.
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Comme E; C Q (. E, 'ensemble E; serait donc en vertu de la défi-
pition de la famille & un engemble de cette famille et on aurait
par conséquent Q E; 7= 0. Mais c’est impossible, puisque E, C Q
et Q@ = 0.

Ainsi Dégalité dQ = dE implique contradiction. Par consé-
quent dQ < dE, c. .q. f. d.

Proposition Cy,. Parmi les types de dimensions de M. Fré-
chet d'ensembles linéaires indénombrables il n'y a aucun qui soit
le plus petit?).

L’implication H-> Cy, est une conséquence immédiate du théo-
réme 10.

) Voir ¢. Kuratowski et W. Sierpinski, Fund. Math. VIII,
p. 200.





