CHAPITRE IL

L’ensemble de M. Lusin.

§ 1. Proposition C,.

Parmi les diverses conséquences de I'hypothése H il 'y a une —
nous la désignerons par C;—qui est d’une importance capitale,
puisque plusieurs autres conséquences de Ihypothése H peuvent
dtre démontrées, en admettant au lieu de cette hypothése la pro-
position C, seule. Elle est due & M. N. Lusin.

Nous consacrons donc ce chapitre & la proposition C, et
4 ses conséquences. Nous y établirons aussi, sans admettre I’hy-
pothése H, plusieurs théorémes, dont nous déduirons ensuite
moyennant la proposition C; d’autres conséquences intéressan-
tes. Nous envisagerons enfin certaines conséquences de 1’hypo-
thése H qui sont dans un rapport particulierement étroit avec
la proposition C;.

Proposition C;. Il existe un ensemble linéaire N de puissance
du continu qui admet un ensemble au plus dénombrable de points
communs avec tout ensemble (linéaire) parfait non-dense.

C’est précisément une partie de la proposition Py cette der-
niére étant équivalente a ’hypothése H, on a donc H -~ C;.

M. Lusin a démontré la proposition C; & I’aide de ’hypo-
thése H pour en déduire l'existence des fonctions qui satisfont
i la condition de Baire, sans étre représentables analytiquement?)

Yy C. R. Paris 158, p. 1259 (Note du 4 mai 1914).
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(ce n’est que plus tard qu’il a établi Pexistence de telles fonctions
sans I’hypothése H, & savoir par les moyens de la théorie des en-
sembles analytiques !); nous y reviendrons plus loin, p. 69 et 70).

Il est & remarquer que l’existence d’un ensemble linéaire in-
dénombrable N ayant avec tout ensemble parfait non-dense un
ensemble de puissance <<2¥ de points communs peut &tre établie
sans utiliser ’hypothése H. En effet, si 2% = R, ’existence d’un
tel ensemble N résulte immédiatement de la proposition C; et si
2% >~ R,, il suffit de prendre pour N un ensemble linéaire quel-
conque de puissance X,.

§ 2. Propriétés L et C.

Nous appellerons ensemble de Lusin tout ensemble N qui sa-
tisfait a la proposition C,. L’ensemble de M. Lusin joue un
role considérable dans la Théorie des ensembles de points, ol ses
propriétés remarquables permettent de démontrer plusieurs pro-
positions importantes.

Nous dirons pour abréger qu'un ensembie linéaire £ jouit de
la propriété L, si tout ensemble parfait non-dense contient un
ensemble au plus dénombrable de points de ’ensemble E. La pi-o-
posilion C; affirme donc qu’il existe parmi les ensembles linéaires
de puissance du continu un ensemble N jouissant de la pro-
priété L.

On dit qu’un ensemble linéaire jouit de la propriété C, si pour
chaque suite infinie g, a,, aj, ... de nombres réels positifs donnés
d’avance, il peut &tre couvert par une suite infinie d’intervalles
L, I, I, ... tels que, &, désignant la longueur de I, on ait 3, = an
pour n=1,2, .. 2%,

') Voir N. Lusin, Fund. Math. II, p. 157, ainsi que N. Lusin et
W. Sierpifiski, Journ. de Math. 11 (1928), p. 72.
» ®) Les ensembles jouissant de la propriété C coincident avec ceux que
M. E. Borel appelle ,ensembles qui ont une mesure asymptotique inférieure
a toute série donnée i I'avance® (Bull. Soc. Math. de France XLVII, 1919, p. 1).
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On voit aussitét que la somme d’un nombre fini ou d’une
infinité dénombrable d’ensembles jouissant de la propriété C est
aussi un ensemble jouissant de cette propriété. M. E. Szpilrajn
a démontré !) quun ensemble jouissant de la propriété C ne peut
contenir aucun sous-ensemble parfait, de sorte que s’il est mesu-
rable (B) ou, plus généralement, s’il est un ensemble analytique,
il est nécessairement au plus dénombrable.

En outre 2) la propriété C est un invariant des transformations
effectuées moyennant les fonctions continues d'une variable réelle.

§ 3. TFonctions définies sur les ensembles & propriété L.

Dans la suite nous appellerons:

fonction de Baire — toute fonction reprégentable analytigue-
ment (c. & d. qui s’obtient des fonctions continues par un nombre
fini ou par une infinité dénombrable de passages i la limite),

fonction satisfaisant & la condition de Baire — toute fonction
qui est continue sur_chaque ensemble parfait, quand on néglige
les ensembles de premidre catégorie de Baire par rapport a cet
ensemble parfait %),

ensemble jouissant de la propriété de Baire — tout ensemble E
(situé dans un espace métrique) tel que pour tout ensemble par-
fait P il existe une sphére S contenant & son intérieur des points
de P et telle quau moins un des ensembles SPE et SP~— E est
de premiére catégorie de Baire par rapport & P*).

On montre que la condition nécessaire et suffisante pour
quune fonction f(x) satisfasse 4 la condition de Baire est que

pour tout F fermé I'ensemble [7 [f(x) ¢ F] jouisse de la propriété

Yy Fund. Math. XV, p. 126.

) Ibidem, p. 127.

) M. Kuratowslki (Topologie ], Monografje Matematyczno, 1933, p. 194)
Yappelle fonction & propriété de Baire au sens restreint (ef. ibid., p. 191).

19 M.Kuratowski (Topologie I, p. 55) I'appelle ensemble jouissant de
la propriété de Baire au sens restreint (cf. ibid., p. 49).
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de Baire'). La propriété de Baire d’un ensemble quelconque et
la propriété de sa fonction caractéristique (c. a d. égale & 1 dans
lui et 4 0 partout ailleurs) de satisfaire a la condition de Baire
sont équivalentes.

Théoréme 1. Chaque fonction de Baire d'une wvariable réelle
transforme tout ensemble jouissant de la propriété i en ensemble
Jouissant de la propriété C 3.

Démonstration. Soit f(x) une fonction de Baire d’une
variable réelle. Il existe alors, comme on sait, un ensemble X
de premiere catégorie, tel que la fonction f(x) est continue sur
Pensemble & — K3).

Pour tout E, on a identiquement f(E)= f(KE) + f(E — K).

Or, soit E un ensemble linéaire (infini) jouissant de la pro-
priété L. L’ensemble K étant de premitre catégorie (donc con-
tenu dans une somme d’une infinité dénombrable d’ensembles
parfaits non-denses), ’ensemble KE, et a4 plus forte raison I’en-
semble f(KE), est au plus dénombrable et jouit par suite de
la propriété C. Une somme de deux ensembles jouissant de la
propriété C étant aussi un ensemble qui jouit de la propriété C,
il s’agit de montrer encore que Pensemble f(E — K) jouit de cette
propriété.

Nous pouvons évidemment supposer que l’ensemble F— K
est infini. Soit Q = (xy, Xs, Xy, ...) un sous-ensemble de E — K, dé-
nombrable et dense dans £ — K. Considérons une suite infinie

quelconque de nombres réels positifs ay, 2., a,, ... et soit & un
nombre naturel donné.

La fonction f(x) étant continue dans I'ensemble ¢ — K, donc
4 plus forte raison dans lensemble E— K, il existe un nombre
positifs ¢, tel que les formules

') Ibid., p. 194—195.

2) Clest une généralisation d’un théoréme que j’ai démontré dans Fund.
Math. X1, p. 802—304; cf. Mathematica vol. 1, p. 115.

%) Voir p. ex. Fund. Math. 1, p. 168.
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6)) | X — X | << G et xell—-K
entrainent l’inégalité

@) 1F(8) — fF ()| < “‘2*”"'

Désignons par R l’ensemble de tous les nombres x de E— K
qui satisfont aux inégalités

3) | x— xi| 2> O pour R=1,2,3,.

L’ensemble Q étant dense dans £ - K, on voit sans peine
que Pensemble R est non-densge; comme contenu dans Pensemble £
qui jouit de la propriété €, 'ensemble R est done au plus dénombra-
ble. Posons R = (3, ¥u, ¥y, -..) ¢t désignons pour k== 1,2, 8, ..: par

F ) _ ke Fmw)+ ‘7"21 ot par [y intervalle
! 2 ;

L Dintervalle

Ay Qan
[f () — s » f (%) +'—5
égale 4 a, pour n=1,2,3,... et on voit sans peine que l'ensem-
ble f(R) est recouvert par les intervalles /,, , I, ... Ovr, Pensem-
ble f(E— K)— f(R) est en méme temps couvert par les interval-
les 1, I, I, ...

En effet, soit ¢ un élément de f(E— K)— f(R). On a done

]- La longueur 8, de Vintervalle /; est donc

4) gef(E—K) et (5) g non-¢ f(R).

En vertn de (4), il existe un nombre x de F — K tlel que
g =f(x) et, en vertu de (5), il vient x non-e R. D’aprés la défi-
nition de ’ensemble R, les inégalités (8) ne peuvent donc étre sa-
tisfaites toutes a la fois. Il existe par conséquent un nombre na-
turel %2 pour lequel |x — x;| <&, et, I'inégalité (1) entrainant I'iné-
galité (2), la définition de Dintervalle hr montre que le point
g = f (x) appartient A cet intervalle.

Tout point ¢ de l'ensemble f(E — K)—f(R) est donc con-
tenu dans un (au moins) des intervalles 1y, /,, I, ... et par consé-
quent lensemble f(E— K) = f(R) 4+ [f (£~ K) - f (R)] se trouve
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entiérement couvert par les intervalles L, 1, L, ... 1l jouit done
de la propriété C, c. q. f. d.

Théoréme 2. Aucun ensemble linéaire indénombrable Jjouissant
de la propriété L. ne jouit de la propriété de Baire relativement
a la droite?).

Démonstration. Soit £ un ensemble linéaire indénom-
brable jouissant de la propriété L: un tel ensemble est nécessai-

‘rement de deuxiéme catégorie de Baire, puisque chaque ensemble

jouissant de la propriété L admet un ensemble au plus dénom-
brable de points communs avec tout ensemble parfait non-dense,
donc aussi avec tout ensemble de premiére catégorie. Or, chaque
ensemble linéaire de deuxiéme catégorie est parfout de deuxidme
catégorie, c. 4 d. de deuxidme catégorie dans tout intervalle partiel
(en cas de ’espace métrique général dans toute sphére partielle)
d’un certain intervalle: soit / un tel intervalle pour ’ensemble E.
Si ensemble /— E était de premiére catégorie, il existerait, com-
me on voit sans peine, un ensemble parfait P contenu dans len-
semble / — (/ — E) = E, car le complément & un intervalle d’un en-
semble de premiére catégorie contient toujours un sous-ensemble
parfait. Cependant I’existence de l’ensemble P est impossible,
Pensemble E jouissant de la propriété L. I’ensemble /— E est
donc de deuxidme catégorie et par suite il existe un intervalle
J(1 tel que /— E est partout de deuxidme catégorie dans J.
Les ensembles E et /— E=J(I — E) sont donc partout de deu-
xiéme catégorie dans intervalle J, c.a d. que Pensemble £ ne jouit
pas de la propriété de Baire relativement a la droite, c.q. f. d.

La propriété L étant évidemment Aéréditaire 3, le th. 2 en-
traine les deux corollaires suivants:

) On dit qu’'un ensemble linéaire E mne jouit pas de la propriété de
Baire relativement a la droite, 'il existe un intervalle de cette droite dans le-
quel ensemble £, en méme temps que son complémentaire, sont partout de
deuxiéme catégorie.

*) cf. plus haut, p. 28, renvoi ).
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Corollaire 1. Si un ensemble linéaire I jouit de la propriéié YL,

qucun sous-ensemble indénombrable de E ne jouit de la propriété de

Baire relativement & la droite.

Corollaire 2. Tout sous-ensemble indénombrable d'un ensem-
ble (linéaire) jouissant de la propriété L est de deuxiéme catégorie
de Baire.

Il est aisé de voir que la condition du corollaire 2 est non
seulement nécessaire, mais aussi suffisante pour qu'un ensemble E
jouisse de la propriété L.

En effet, si tout sous-ensemble non dénombrable d'un en-
semble linéaire £ est de deuxiéme catégorie, aucun ensemble
parfait non-dense ne peut contenir un sous-ensemble indénom-
brable de E, car ce serait alors un sous-ensermble indénombrable
de E de premiére catégorie.

Théoréme 3. Si E ést un ensemble linéaire jouissant de la
propriété L, toute fonction de Balre définie sur E est de classe <7 2
(sur E) Y.

Démonstration. Soient £ un ensemble linéaire jouissant
de la propriété L et f(x) une fonction de Baire définie sur E.
Une fonction de Baire définie sur un ensemble linéaire quelcon-
que peut, comme on sait, &tre toujours prolongée A une fonction
de Baire d’une variable réelle ?): il existe donc une fonction de
Baire @ (x) définie sur I’ensemble ¢ de tous les nombres réels et
qui coincide avec f(x) sur E.

Comme toute fonction de Baire d’une variable réelle satisfait
4 la condition de Baire, il existe un ensemble K de premiére ca-
tégorie tel que la fonction ¢ (x) est continue sur ’ensemble ¢ — K.
La fonction f(x), comme égale & ¢ (x) dans E, est done¢ continue
sur P'ensemble E(€— K)=E — EK. Or, Pensemble £ jouissant
de Ia propriété L et I'ensemble K étant de premidre catégorie,

Yy Cf. Fund. Math. XV, p. 212 et p. 285.
*) Voir p. ex. Fund. Math. XVI, p. 81.
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Pensemble EK est au plus dénombrable. La fonction f(x) est
done continue sur E, lorsqu’on néglige un ensemble au plus dé-
nombrable. Une telle fonction est, comme on sait, de classe <2
sur E.

Théoréme 4. Si un ensemble linéaire non dénombrable E
Jjouit de la propriété L, il existe une fonction réelle définie sur E
et qui est de classe 2 sur E*1). ’

Démonstration. Soit D un sous-ensemble de £ dénom-
brable et dense dans E. Posons

f(x)=0 pour xe D
° fx)=1 pour xe E— D,

Il suffit de montrer que E jouissant de la propriété L, la
fonction f(x), ainsi définie sur E, est de classe 2 sur E. La fon-
ction f(x) étant sirement de classe <2 sur E (en tant que con-
tinue, lorsqu’on néglige 1’ensemble dénombrable D), cela revient
& prouver que f (x) n’est pas de classe <(1 sur E.

D’aprés le théoréme 2, Pensemble E est de deuxiéme caté-
gorie et il existe un intervalle / dans lequel E est partout de deu-
xiéme catégorie. L’ensemble D étant dense dans E, la définition de la
fonetion f(x) montre aussitot que f(x) est une fonction disconti-
nue sur £ en tout point de £/ Or, M. C. Kuratowski a démon-
tré 2) que ensemble des points de discontinuité d’une fonction de
classe <1, définie sur un ensemble linéaire, est toujours de pre-
mieére catégorie sur cet ensemble. En conséquence, sila fonction

f(x) était de classe <1 sur E, donc aussi sur £/, ensemble E/

serait de premiére catégorie sur lui-méme et par suite sur la
droite ¢ (E7 étant dense dans /). Cependant on se trouverait
alors en contradiction avec le th. 2, p. 41, car E/ est un sous-
-ensemble indénombrable de I’ensemble E, qui jouit par hypothése
de la propriété L.

1y Cf. G. Poprougénko, Ffund. Math. XV, p. 285.
% Fund. Math. V, p. 80, théoréme 1.
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Théoréme 5. Soit m (E) une fonction définic pour tous les
sous-ensembles E d'un ensemble linéaire Q de fagon que les condi-
tions suivantes soient remplies:

() m (E) est un nombre (fini) réel non négalif, quel que soit
ECQ N |

i) m (2 E,,) = > m(Ey), quelle que soit la suite (finie ou in-
finie) E, E,, ” , By, ... de sous-ensembles disjoints de Q,

(iii) m (E) =0, lorsque E est un ensemble formé dun scul
élément de Q.

Dans ces conditions, si lensemble Q joult de la propriété L, -

la fonction m (E) s'annule identiquement pour tout E (. Q).
Démonstration. Etant donné un &> 0 réel quelcongue et
un élément x, de Q, désignons par £, Pensemble de tous ley points

1 - 1 - ~ . 2
e | X Xy | < ol posony Ew=Ey ALy ALy
xeQ tels que P 0 " p 1

Les ensembles E, (n=1,2,3,..) sont évidemment des sous-
-ensembles disjoints de Q daprés (i) on a donc Pégalité
m(Ey=m(E)+ m(E;)+ .. Le pombre m (E) étant fini, la série
m(E) +m(E)+ .. est convergente et il existe un indice » tel
que m (Ey) -+ m (Epg) + ... < e Posons M= (x)~+ E; - Eypyga -+ ...

Il vient d’aprés (ii) et (iii) m (M) = m (En) -+ m (Epyq) -+ oo <6 Or,

M est évidemment la partie de l’ensemble Q contenue dans Iin-

' 1 1]
tervalle [xo — = x4+ -
n n.
Nous avons ainsi démontré que pour tout x, ¢ Q et pour tout

e>0 il existe un intervalle / entourant x,, tel que m (Q/) < e.

) Ce th. est un cas particulier du théoréme plus général, démontré
pour les ensembles Q jouissant de la propriété C (voir K. Sxpilrajn,
Fund. Math., XXII (1984), & paraitre). L'énoncé du texte exprime lo fait que
Tainsi dit probléme de la mesure géndralisé (cf. p. ox. 8 Banaeh of ¢ Ku-
ratowski, Fund, Math. XIV, p. 127) comporte sur les ensembles () & pro-
priété L une solution toujours négative. Nous y revienmdrons plus loin (voir
§ 7, p. 60).
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Soit maintenant x,, x,, x,, ... une suite infinie de points de Q

dense dans Q. Pour tout indice 7 il existe donc un intervalle /,
€

2n+1

entourant x, et tel que m (Q/,) < « Posons R=Q—(,,+1,+..).

C’est évidemment un sous-ensemble non-dense de Q.

Or, admettons que Q jouisse de la propriété L. Comme en-
semble non-dense situé dans Q, l’ensemble R est alors au plus
dénombrable. En vertu de (ii) et (iii) il vient done m(R) =0,
d’ott selon (i) et (ii):

m(Q)=m(R+Q21n) =m (QZIn)<2m(»Q 1,,) <fiii=s
n=1 n=1 n=1 2 2

de sorte que m(Q)<e. Le nombre positif = étant arbitraire, il
en résulte d’aprés (i) que Pon a m(Q) =0, donec d’aprés (i) et (iii)
que m (E) = 0 pour tout sous-ensemble £ de Q, c. q. £ d.

Théoréme 6 ). Si un ensemble linéaire indénombrable Q jouit
de la propriété L, il existe une fonction f(x) continue sur Q qui

west par uniformément continue sur aucun sous-ensemble indénom-
brable de Q.

Démonstration. Soit Q un ensemble de nombres irra-
tionnels de Pintervalle J =1[0,1] jouissant de la propriété L.
Considérons une fonction f(x) continue sur Pensemble AT - de
tous les nombres irrationnels de Pintervalle [0,1], mais qui n’est
uniformément continue sur aucune portion de 9, c. & d. sur aucun
ensemble )/ olt / est un intervalle partiel arbitraire de O.

11 est facile de trouver des exemples pour les fonctions f (x)
de ce genre. Telle est p. ex. toute fonction croissante dont Pen-
semble des points de discontinuité est ensemble ¥ de tous les
nombres rationnels. On peut poser en particulier f (x) = > En:c

n

n=z1

b

ot Ef désigne le plus grand entier ne dépassant pas £.
La fonction f(x) est évidemment continue sur 'ensemble Q.

) Voir ma Note dans le Bull. Acad. Roumaine XVII (1934), No 1.
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3 ‘ost iformément continue sur aucun
Reste A montrer quelle n’est unifort

sous-ensemble indénombrable E de Q. ‘ N t

Supposons par contre que la fonction [ (%) spxl' ulfl‘ ‘O.msm;w;l
continue sur un tel ensemble E. L’enset’nble Q ]ombhm]ll ce' a
propriété L, I'ensemble E ne peut étre non-dense dans Q: ! (ax.l'ste
donc un intervalle /(9 tel que E est dens? dans 1. ‘La I()ll(z.tlén
f(x) étant par hypothése uniformément continue sur 1 ot coptln?é
sur Penmsemble ¢/, contenu dans la fermeture‘ de E, clrleq sorait,
selon un théoréme connu, uniformément c:ontl.nue sur )’(.[, co‘nf
trairement & Ihypothése, selon laquelle la fonction f(x) n’est uni-
formément continue sur ancune portion de ')(.

D’aprés une remarque que je dois a M. S. Saks, un raison-
nement analogue permet d’établir le théoréme suivant:

Théoréme 7. Si un ensemble linéaire indénombrable Q joult
de la propriété L, il existe une suite infinie Fu(x) (=21, 22 ) de
fonctions continues d'une variable réelle qui converge non uniformé-
ment vers O sur tout sous-ensemble indénombrable de Q.

Démonstration. Soient Q un ensemble linéaire jouissant
de la propriété L et D = (x;, Xy, X3, ..) un ensemble dénombra-
ble partout dense contenu dans CQ (16 complémentaire de Q).

Posons f (xn) _1 pour n=1,2,8, ... et f(x)==0 pour xeCD.
n

On voit sans peine que la fonction f(x) est continue en tout point
de CD et discontinue en tout point de D et qu’il existe une suite
infinie de fonctions continues d’une variable réelle fu(x) (n=1,2,..)
qui convergent vers f(x) pour tout x réel. Reste a4 montrer que
cette suite converge non uniformément sur tout sous-ensemble
indénombrable de Q.

En effet, soit N un sous-ensemble indénombrable arbitraire
de Q. L’ensemble Q jouissant de la propriété L, il existe, comme
nous savons, un intervalle / tel que N “est dense dans /. Suppo-
sons que la suite fu(x) (n=1,2,..) converge uniformément sur N.
Elle converge donc uniformément sur un ensemble dense dang
Pintervalle I les fonctions fu(x) (7 =1, 2, ..) étant continues, il en
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résulte sans peine que la suite fu.(x) (n=1,2,...) converge unifor-
mément sur Pintervalle / tout entier, done que sa limite est une
fonction continue sur /. Or, ce n’est pas le cas, car la fonction f(x)
est par hypothése discontinue en tout point de Pensemble dense D.

Théoréme 8Y). Si un ensemble linéaire Q jouit de la pro-
priété L, il existe une suite infinie de fonctions d'une variable réelle
f1(x), fo(%), fi(%), ... continues, uniformément bornées et telles que
pour chague suite infinie croissante d’indices my, May My, ..., la suwite
Jm (%), fm(), fn (%) ... est convergente tout au plus en une infinité dé-
nombrable de points x de Q.

Démonstration. Comme on voit sans peine, on peut
définir (par induction) une suite infinie de fonctions continues
d’une variable réelle f,(x), fo(x), ... telle que Pon ait 0 < fu(x) < 1
pour tout z naturel et pour tout x réel, et qui remplisse en outre
la condition suivante:

(6) quel que soit n=1,2, ..., il existe pour tout intervalle I

de longueur <X et pour tout indice k< n un nombre réel x ¢ I tel que
n
g 1

| fa(x) — fulx) | > 5

Or, nous allons montrer que chaque suite Ja(x) (n=1,2,..)
de ce genre (qui est uniformément bornée par définition) satisfait
a la thése du théoréme.

Soit, en effet, m; <m, <m,<.. une suite infinie croissante
d’indices et supposons que N soit un sous-ensemble indénombrable
de Q en tout point x duquel la suite infinie f,(x), Sl %), Frn(X), ...
est convergente. Admettons enfin que I’ensemble Q jouisse de la
propriété L. L’ensemble N, en tant qu’indénombrable et jouissant
de la propriété L (comme sous-ensemble de Q), est dense dans
un certain intervalle /. Soit D un sous-ensemble dénombrable
de N dense dans /. La suite S (%), fm(%), ... converge donc dans D
et, d’aprés un théoréme général connu, on peut en extraire une

!} Ce théoréme et sa démonstration sont dus 4 M. S. Saks.



48 Chapitre 1I. L’ensemble de M. Lusin,

uite fr, (%), [1(%), fn(X), ... qui converge uniformément dans D, done
§ ny 9 J Ny R R ; ' . \ ’ ¢
aussi dans / (puisque D est dense dans D). Or, ¢esl, comme voit
sans peine, incompatible avec la condition (6).

§ 4. Propriété M.

Nous dirons quun ensemble linéaire £ jouit de la propriété M
de M. K. MengerY), si toute famille F d’ensembles ouverts tels
que chaque point de E se trouve situé dﬂnﬁ.un ensemble appar-
tepant 2 la famille F de diamétre aussi p(ﬁ,tlt‘ qu'on le veut con-
tient une suite infinie d’ensembles ouverts dont la‘a?mme con-
tient E et dont les diamétres lendent vers zéro (,Nullfolge”).

Théoréme 9. Tout ensemble linéaire jouissant de la pro-
priété L jouit aussi de la propriété M.

Démonstration. Soit F une famille d’ensembles ouverts
tels que pour tout point p de E et pour tout nombre réel e>0
il existe un ensemble appartenant & F, contenant p et dont le
diamétre estinférieur A e. Soit (py, Py, Py, -..) UN SOUS on.sam?olc ‘de \
dénombrable et dense dans E. D’aprés la propriété de la famille F,
il existe pour tout n naturel un ensemble P, de [/* de diamétre

1 srcoit aisément que l'engem-
3 (Py) <,n_ et tel que p, e P,.  On apergoit alsément que

ble Q = E— (P, + P, + Py +..) est alors non-dense.

Or, admettons que Pensemble E jouisse de la propriété L.
Comme sous-ensemble non dense-de £ ensemble Q est done au plus
dénombrable. Soit ¢y, ¢», g5 une suite formée de tous les élé{rlents
de Q (on peut la supposer toujours infinie, en répétant, s’.il vy a
lieu, le méme point ad inf.). D’aprés la propriété de la famille F,
il existe pour tout indice 7 un ensemble Q. de F tel que gue Qu
et 8 (Qn) < 'n.

Considérons la suite Py, Q, Py, Qy Py, ... Les diamétres des
ensembles de cette suite convergent vers 0 el I'engemble-somme

1 Voir K. Menger, Sitzungsber. Akad. Wim; 1833 (1924), p. 421,
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S=P;+ Qi+ P+ Q,-+... contient évidemment ensemble F. Done,
Pensemble E jouit de la propriété de M. Menger, c. q. £. d.

§ 5. Conséquences C.—C, de la proposition Ci.
La proposition C, et le théoréme 2 entrainent la

Proposition C,. 1l existe un ensembie linéaire de puissance
du continu qui est transformé par toute fonction de Baire d'une
variable réelle en un ensemble jouissant de la propriété C,

Tout ensemble jouissant de la propriété C est évidemment
de mesure nulle. La proposition C, implique par conséquent la

Proposition C,. 1l existe un ensemble linéaire de puissance
du continu dont toute image continue est de mesure nulle.

En etffet, pour montrer que C, - C,, il suffit de rappeler que
pour toute fonction continue f(x), définie sur un ensemble quel-
conque £ de nombres réels, il existe, comme on sait, une fonction
de Baire de premiére classe définie sur Pensemble ¢ de tous les
nombres réels et qui coincide avee J(x) sur E.

Or, il est & remarquer que nous ne savons pas établir sans
faire I'nsage de I’hypothése H non seulement la proposition C;,
mais non plus la proposition affirmant existence d’un ensemble
linéaire indénombrable qui se transforme en ensemble de mesure
nulle par toute fonction continue d’une variable réelle.

D’une fagon analogue, nous ne savons-démontrer qu'a Paide
de Phypothése H cette '

Proposition Cy,. I existe un ensemble linéaire de puissance
du continu, dont toutes les images homéomorphes sont de mesure
nulle,

Or, nous savons démontrer sans Phypothése H quil existe

un ensemble linéaire indénombrable dont toute image homéomorphe
est de mesure nulle ),

) Voir W. Sierpinski, Fund. Math. VII, p. 188 et Publications de
PUniv. de Belgrade 1934.

W. Sierpiiski, Hypothise du continu. 4



Chapitre II. T’ensoemble de M. Lusin,

50

Notons toutefois que sans employer Ihiypothése H on sait
8 théoréme que voici:
demor;r?talrjt une famille de puissance R, de fonctions de Baire
d'une wariable réelle (ou, plus généralement, de forzc‘tiafzs 1(!1,1 S.o‘rzl'
continues, en négligeant un ensemble de premicre mtcigom’)f il ex%bte
un ensemble linéaire indénombrable qui se z‘mnsfornie par toute fon-
ction de la famille D en ensemble de mesure nulle ).

P. Urysohn appelait parfaizfeﬂwnt mesm:abfa un ‘onsemble
(linéaire) F, si tout ensemble homéomorphe a I est 111@551}r21b1e,
et il a posé le probléme: quelle est la puissance de ﬂlu” famille de
tous les ensembles linéaires parfaitement mesurablos? *),

Proposition C,. La famille de tous l(;f; f?/zsenzlal(r.v lindaires
parfaitement mesurables est de la puissance 2% ). ‘

Démonstration. Nous prouverons que C, »Cj. l)’apre.s _C"l
il existe un ensemble linéaire de puissance du continu qui ]0.111’:
de la propriété L. Cette propriété étant héréditaire*), l.a famille
de tous les ensembles jouissant de la propriété L est évidemment
de puissance g2, |

En vertu du théoréme 1, la puissance de la famille de tous
les ensembles dont toutes les imagesl xcontinues joui.ﬁ:qcm.t o;le la
propriété C est aussi de puissance 22", La proposition C, en
résulte tout de suite. ,

11 est & remarquer que lexistence de 28 ensembles indéll()mb%'a~
bles parfaitement mesurables linéaires peut &tre établie sans .f.alrfe
appel & I'hypothése H: tels sont p. ex. tous les ensembles indé-
nombrables mesurables (B) et, plus généralement, analytiques.

Voici encore une conséquence immédiate de la proposition C,
et du théoréme 1:

Yy Voir W. Sierpinski, Fund. Math. XXII, p. 42,
% Fund. Math. IV, p. 868 (Probléme 22),

% M. Lavrentieff, Fand Math. VI, p. 1506,

4) cf. la définition p. 28, renvoi ?),

{§ 51 Propositions C; et C;. 51

Proposition C,. [ existe un ensemble lindaire E de puissance
du continu et tel que lintervalle linéaire wen est pas une image
continye 1),

D’aprés le théoréme 1, il suffit évidemment de prendre pour £
un ensemble quelconque de puissance du continn qui jouisse de
la propriété L.

Or, si simple que peut paraitre la proposition C,, nous ne
savons pas la démontrer sans admettre Phypothése H. Cependant
nous savons démontrer sans admettre Phypothése H qu’il existe
un ensemble linéaire non dénombrable dont toutes les images con-
tinues sont distinctes de l'intervalle. |

En effet, si 2% =NR,, cela résulte tout de suite de la propo-
sition C;, et si 2%> R, il suffit de prendre un ensemble liné-
aire quelconque de puissance X;.

Il est 4 remarquer que sans faire appel & hypothése H, on
sait établir I’existence de deux ensembles linéaires de puissance
du continu dont aucun n’est une Image continue de Pautre;
M. A. Lindenbaum a méme démontré (sans admettre Ihypo-
thése H) qu’il existe une famille formée de g2t ensembles liné-
aires de puissance du continu, telle qu’aucun d’eux n’est upe
image continue d’aucun autre ?).

La proposition C, entraine en vertu du corollaire 1 la

Proposition C,. 1l existe un ensemble linéaire de puissance
du continu dont aucun sous-ensemble indénombrable ne jouit de la
propriété de Baire relativement i Iintervalle (donc, dont tout sous-
~ensemble indénombrable est de deuxiéme catégorie).

) Fund. Math. XIX, p. 208.

2) L’énoncé de cette proposition est publiée dans les Ann. de le Soc. Po-
lonaise de Math. X (Séance de la Section de Varsovie du 16.1.1931). En admet-
tant que 22&’:82, je Tai démontré dans Fund. Math. XIX, p. 209. Notons
a4 ce propos qu'on peut donner sur le plan une construction effective de 2N
continus dont aucun n’est une image continue d’aucun autre (cf. Z. W a-

raszkiewicsz, Fund. Math. XVII, p. 118, et N. Aronsza in, Fund. Math,
XIX, p. 134—136).
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i t théorémes 3 et 4 la suivante
On déduit de C; en vertu des Uu,o;*(lnr i i L i

iti s ensembles de nombres réels sur
Proposition C;1). Il y a des en o ol
lesquels il existe des fonctions de Baire des classes 0, 1 el 2, mals

youp

sur lequel il wexiste aucune fonction de Baire de classe 3. |

Or, on ne sait pas #il y a un engembloe de nombres réels

r ’ ombre :
ur leql;el il existe une fonction de classe 3, mais sur lequel il
® "
pexiste aucune fonction de classe 4 ).

La proposition C; entraine en vertu du théordtme 5 la solu-
tion négative du probléme généralisé de la moesure (non négative)
pour les ensembles de puissance du continu; plus loin nous dé-

L . -
duirons de C, cette solution par une aulre voie ).

Le théoréme 6 et la proposition €; donnent tout do suite cgtte

Prbpdsition C. Il existe une fonction f(x) corzti'mu,’ sur un
ensemble linéaire Q de puissance du continu, mais qui n'est unifor-
mément continue sur aucun sous-ensemble indénombrable de Q1)

La propos‘ition G, et le théoréme 7 impliquent immédiatement la
Proposition C,. Il existe une suite infinic convergente de

fonctions dune wvariable réelle fi(x), f,(X), [y(X), ... qui convergent’

non uniformément sur tout ensemble indénombrable *).

§ 6. Equivalences entre les conséquences (), Gy, ¢ et .

Nous prouverons maintenant (sans utiliser Phypothise H)
que la proposition C, est équivalente i chacune des proposilions
Cy, Cyy et C;, suivantes:

) Voir G. Poprougénko, Fund. Math, XV, p. 284—280.

2) (Pest un cas particulier (pour « ==4) d'un probléme posé par M. Ma-
zurkiewicz sur les fonetions de classe «. Une solution pour =2 gera
donnée plus loin (voir Chap. III; § 2, proposition Cy, p. 91).

%) ef. p. 60, renvoi®). On peut sans peine se débarasser de la condition
que la mesure soit non-négative, i

*) Voir ma Note dans le Bull. Acad, Roumaine XVIL (1984), N, 1,

% Voir W. Sierpinski, €, K. Soc. Se. ef lLettres  Varsovie 1928,
D. 84—87.

1§ 6] Propositions Cy, Cy et Ci. 53

Proposition Cy,. 1/ existe une suite infinie de fonctions d'une
variable réelle f™(x) (m =1, 2,38, ..) et une suite double de fonctions
d'une variable réelle fr(x) (m=1,2,8,..; n=1, 2,8, ...), telles que

@) lim fr(x) = f™(x) pour m=1,28, ...,
(ii) lim £"(x) = 0,

et que, quelles que soient la suite infinie croissante de nombres na-

turels mi <m,<my <.. et la suite infinie d’indices n,, n,, n, ...,

(iif) légalité lim f*(x) =0 ne se présente que tout au plus
k=oa

pour une infinité dénombrable de wvaleurs de x.

Proposition C,; V). 1l existe une double suite d'ensembles B;
telle que

E=Bi+Bi+..+Bi+ ...
E=Bi+Bi+.+B+..
O

E=Bi+By+ ..+ Bi+..

. . . . .

(L) les ensembles d'une méme ligne sont disjoints
() quelle que soit la suite dentiers positifs ki, ko, ..., ki, .
le produit [] (B} + B% + ... + By) est au plus dénombrable.
i=1

ey

Proposition C,. Etant données deux suites infinies différen-
tes de nombres naturels

S= {k,} et T= {ﬂ[},

convenons d'écrire T < S, lorsque n; < k; pour tout i=1,2, ..

) La proposition C;, a été déduite de I'hypothése H par M. M. Banach
et Kuratowski, Fund. Math. X1V, p, 128.
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Ceci posé, il existe une famille F de la puissance 28 gyant
pour éléments certaines suites infinies de nombres naturels et safis.
faisant & la condition: pour chaque suite infinie S de nombres na-
turels (quwelle appartienne & F on non), Lensemble de toutes les
suites T de F différentes deux & deux et telles que T < S est qy
plus dénombrable.

Pour établir I’équivalence entre les propositions C,, €y, C,,
et Cyy, il suffit évidemment de prouver les qualre implications

Cy» Cy > Cy Oy > Gy

1° €y~ C,,. Admettons la proposition C,: il existe done une
suite infinie convergente ©,(x), ¢,(%), ©4(x), ... de fonctions Qune
variable réelle qui convergent non uniformément sur chaque en-
semble indénombrable. Nous définirons la suite double de fon-
ctions f7'(x) comme il suit: posons pour tout m 1,2, .., n=1,2,..
et x réel: ‘

(D) fX) =0, si |oux)— o x)] < ;31 pour pnoet q>n

et f7'(x) =1 dans le cas contraire.

‘ Fixons un m et un x. La suite ¢;(x), ¢,(x), 9,(x), .., Gtant
par hypothése convergente, il existe un indice 7 == r (m, x) tel que

| ©p() — () | <r—n pour p=r et qor.
Nous en concluons tout de suite selon (1) que 'on a fi'(x) =0
pour n > r, ce qui donne
@) lim £7"(x) = 0.

N0

La formule (2) étant ainsi vraie pour tout m naturel et pour
tout x réel, nous n’avons qua poser f”(x) = 0 pour m =1, 2,38, ..
pour en tirer les formules (i) et (ii).

Soit maintenant m,, m,, my, ... une suite infinie crojsgante de
nombres naturels et admettons que I'égalité (ili) ait lieu pour un
+ ensemble indénombrable N de valeurs de x. Les fonctions f(¥)

[§ 6] Equivalences entre C,, C, Cy, et C,.. 55

ne prenant que deux valeurs 0 et 1, on en conclut qu’il existe
pour tout nombre x € N un indice . (x) tel que I'on ait

Jrr¥(x) =0 pour k> p (x).

Il en résulte en vertu de (1) que

@ |2 = 09| <1 pour p>my,q>ns k>p(x) et xeN.
k

L’ensemble N étant indenombrable et celui de tous les indi-
ces naturels étant dénombrable, il existe un nombre naturel s
tel que I’égalité p. (x) ='s se présente pour une infinité indénom-
brable de nombres x ¢ N. Soit N, leur ensemble. D’aprés (3)
on a donc

l@p(x)—%(x)!<miv pour p>neq>ny,k>s et xelNj.
&

Comme m, >k (la suite infinie d’indices nyy My, My, ... étant
croissante), il en résulte aussitét que la suite infinie de fonctions
71(x), ¢3(x), 95(x), ... converge uniformément sur P’ensemble indé-
nombrable /,, contrairement A la propriété admise de cette suite.

Ainsi I'égalité (iii) ne peut &tre vérifiée que pour les nombres
réels x formant un ensemble au plus dénombrable. La condi-
tion (iii) de la proposition Cy, est donc également réalisée.

2° €y~ Cy;. Admettons la proposition Cy, et soient f™(x)
et f1(x) les suites de fonctions qui satisfont aux eonditions (i) — (iii)
de la proposition C,,.
Posons pour i et & naturels, ou &> 1:
7 = gl i i 1
® B = S B | e —roi <]

n=1 x

et

. i i 1 ; i 1
®) Bi=[] |1 —F )] < B w - Fwi< ol
n=k x x
Nous allons montrer que la suite double d’ensembles B. satis-
fait aux conditions (I)— (II) de la proposition Cy;.
Soit & ce but / un indice et x un nombre réel donnés.
D’aprés (i) il existe un indice p tel que
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= fel <L pour wpy

soit k£ le plus petit de tels indices p. On déduit mu[m peine de (4)
et (5) que l'on a alors x ¢ Bi. La suite double B satisfait done
a la condition (I) et les formules (4) el (5) montrent d’elles-mdmes
qu’elle remplit aussi la condition (II).

Soit maintenant r,, 1y, 7y, ... une suite infinie de nombres na-
turels. On a encore selon (4) et (5)

S " ot 1
B+ By + ..+ B, = | I i (%) = [ (x)] - ml

Pty X

et

.

] 7o el ’ L
6) ]:II( i"-}- BY .. B;?m) ::,,[,,! ]! {f/" I!ﬁ,‘u(x) - f”‘(w‘C)’ o m,h

N Pty

Soit x un nombre réel, tel que
(7) xe le(Bg" + By + ... + B}
Il vient en vertu de (6)

1 .
[fr(x) — f™(x) | <= pour p-ny et meo 1,2, .,
m
d’'oul en particulier
-1 .
| fan (%) — () | <<= pour nm==1,2,8, ..,
m
ce qui donne d’apres (ii)
. m
lim £y, (%) == 0.
mz==oa
Or, en vertu de la proposition Ciy, cotte égalité ne peut élre
remplie que pour les nmombres réels x formant un ensocmble au
plus dénombrable. La formule (7) ne peut donc se présenter que
tout au plus pour une infinité dénombrable des X, de sorte que

la suite double {B}} satisfait également A la condition a1y de la
proposition Cj;.
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3’ Cyy » Cpy V). Admettons la proposition C,; et soit {B;} la
suite double d’ensembles satisfaisant aux conditions (I)— (III) de
la proposition C,,. Désignons par F la famille de toutes les suites

infinies de nombres naturels My, Mg My, ... telles que le produit HBLI.
i=1

D’est pas vide. Nous allons montrer que la famille F satisfait a Jla
condition de la proposition C;,.

On voit tout d’abord que la famille F est de puissance du
continu. Car d’une part, selon la condition (II1) de la proposi-

tion Cy;, chague produit [] Bf,l. est au plus dénombrable et d’autre
i=l1

part, selon la condition (I) de C,,, 'ensemble-somme de tous les
produits de ce genre coincide avec I'ensemble ¢ de tous les nom-
bres réels.

Or, considérons une suite infinie quelconque de nombres na-

oo

turels S = (&, &, k,,...). L’ensemble [1 B+ B+ ... + B;iﬁ) étant
=1

au plus dénombrable selon la condition (II) de €y, il n’y a parmi

les produits [] B, qui viennent correspondre aux suites différen-
i=1

tes 7y, ny, ng, ... avee n; <k ((=1,2,...) que tout au plus une in-
finité dénombrable qui ne soient pas vides, puisque deux produits
de ce genre sont toujours disjoints d’aprés la condition (II) de Ci,.
Cela veut dire précisément qﬁe I'ensemble des suites 7T apparte-
nant i la famille' F et telles que T < S est an plus dénombrable.

4° Cjs » C,. Admettons la proposition C,, et soit F une fa-
mille de suites infinies de nombres naturels qui satisfait a cette
proposition. La famille F étant de puissance 2%, on peut repré-
senter les suites qui lui appartiennent par 7, ol x parcourt l’en-
semble ¢ de tous les nombres réels et on peut le faire d’une ma-
niére & avoir 7, % T, pour x =% B

) L’équivalence des propositions C;; et C,, a ét6 démontrée par M. M.
Banach et Kuratowslk i, Fund. Math. XIV, p. 181.
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Soit T = (1f, 13, niy ..). Nous définirons la suite de fonetions
i 9 f02 b )
F1(%), fo(%), f5(X), ... comme il suit. Btant donnés un x réel et un n
FACAOF IV ANGY £ IR AN Bl
naturel, si 7 est un terme de la suite infinie

X B
(8) nJlC, Mgy My vy
soit p le plus petit indice tel que 7 == ny; nous poserons dans ce

cas fulX) 1 et, si 1 west pas un terme de la suite (8), nons po-
n e ’

serons fu(x) = 0. o

La suite infinie des fonctions fy(x), f,(X), f5(x), ... est ainsi dé.

finie pour tout x réel. Nous allons montrer qu’elle satisfait  la
proposition C,.

Soit x un nombre réel et ¢ un nombre naturel guelcongues.

Sy X X \

La définition de fu(x) implique que pour 7.7 Ay - 10y - .. - 1y == (X,

on a soit f,,(x)=~1— ol p > ¢q, soit fy(x)=0. On a donc toujours
v

0 <Fle) <~ pour 1> (),
q

d’ou ’
lim fu(x) = 0 pour tout x réel.

liz=oa

| D’autre part, soit V un ensemble indénombrable quelconque
de nombres réels et supposons que la suite f(x), f,(X), ... converge
uniformément pour tout x ¢ N. Il existerait par conséquent pour
tout { naturel un indice ¢; tel que

©) | fu(x) | < ~—1_~ pour xeN et n3qu
: i
Or, d’aprés la définition de la suite fu(x) (7= 1,2, ..) nous

avons

Fuxx) t pour i=1,2,3,.. et x réel,

ce qui donne selon (9)

ni < q; pour xeN et i(=1,2,8,..
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En désignant done par S la suite infinie q1s 925 G35+, il vient
T.<< S pour xe N,

Comme x 5=y entraine 7.5 7,, il existerait ainsi une infi-
nité non dénombrable de suites différentes 7% telles que 7 << S
et on se trouverait de la sorte en contradiction avec la propo-
sition C;,. La suite infinie Ji(x), fo(%), fi(x), ... satisfait donc & la
proposition C,, c. q. f. d.

Ainsi, les propositions C,, Cy, Cy, et C,, sont équivalentes.
Le probléme si elles sont équivalentes aussi a Phypothése H

ou & la proposition C;, dont elles sont des conséquences, reste
ouvert.

§ 7. Origines et applications des propositions C, — C,,.

La proposition C, a été établie par moi (& I’aide de YPhypo-
thése H) pour démontrer que le théoréme connu de T. Egoroff,
a savoir que les suites convergentes de fonctions mesurables con-
vergent uniformément, lorsqu’on néglige un ensemble de mesure
(extérieure) aussi petite quon le veut, n’admet pas d’extension
aux fonctions quelconques d’une variable réelle .

La proposition C;, a été démontrée par moi (aussi a aide
de Phypothése H) pour montrer que le théoréme de M. Fréchet
sur les suites doubles de fonctions mesurables n’admet pas d’ex-
tension aux fonctions arbitraires 2).

Le théoréme de T. Egoroff implique que parmi les fon-
ctions fu(x) (n=1,2,8,..) satisfaisant  la proposition C, il y a
qui sont non mesurables, et le théoréme de M. Fréchet montre
quil en est de méme pour les fonctions f5'(x) (m=1,2,...; n=1,2,..)
qui satisfont aux conditions (i) — (iii) de la proposition Cj,.

) C. R. Soc. Sc. Varsovie 1928, p. 84— 87. Pour Péquivalence des pro-
positions C, et C;, voir ma note dans Fund. Math. X1V, p. 277—280.

*) Monatshefte f. Math. u. Phys. XXXIX, p. 233. Pour l’équivalence des
propositions €y, et C); voir ma note dans Studia Mathem. 1V, p. 15 et suiv.
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La proposition Cj; a été établic (i 'aide de I'hypothise H)
par M.M. S. Banach ot C. Kuratowski!) pour en déduire 1a
solution négative du probléme de la mesure géndralisé®), Dang
une Note récente *) j’ai déduit la proposition C); directement de
la proposition C,. Mais le théoréme de MM. Banach ct.I:(ura.
towski peut étre déduit aussi directement de la ‘propos‘ltxon C
(sans passer par Cy), & savoir par l'emploi immédiat du théo-
réme 5, établi p. 44. Une autre démonstration sera donnée au
Chap. 1V, § 8 (voir proposition Ciy).

Il est & remarquer que 'on peut établir facilement Iimplica-
tion suivante:

P, - C,. Admettons i ce but la proposition P, et soit {45}
un systéme d’ensembles assujetti aux conditions 1) - 3) de cette
proposition. Posons

(10)  Bi=Ap  pour i=1,28,.. o k=234 ..

et i
(11) Bi = ¢~ 3 Bi.

L=

Nous allons montrer que le systéme d’ensembles B satisfait
aux conditions (I) — (III) de la proposition C,,.

Qu'il satisfait aux conditions (I) et (II) de €y, cela résulte
facilement de (10) et (11) en vertu des conditions 1) et 2) de P,
admises pour Aj. Pour établir la condition (III) de C,,, considé-
rons une suite infinie quelconque £, &, ... de nombres naturels.
Le systétme d’ensembles AL satisfaisant & la condilion 3) de la pro-
position P, et cette derniére étant, comme nous savons %), équiva-

lente 4 la condition 3"), I’ensemble ¢ Mzﬁ)"j Ajyps est au plug dé-

nombrable. Or, la condition (II) de C,;, qui vient d'&tre établie,
entraine selon (10):

Yy Fund. Math. X1V, p. 128.

*) Cf. p. 44, th. 5 et plus loin Chap. [V, § 8, proposition €.
%) Fund, Math. XXII (3 paraitre).

1) Voir Chap. I, p, 18.
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Bi+Bi+ ..+ By C € — Bl =€ — A,

ce qui donne tout de suite

o

[[(Bi+ By+ ...+ Bi) C [[(¢€— A= ¢ — 2 A,

de sorte que la condition (III) de C; est également réalisée.

Notons que P’on peut définir effectivement une suite double d’en-
sembles B, satisfaisant aux conditions (1) et (I) de la proposi-
tion Cy; et telle que pour chaque suite infinie de nombres natu-

rels k. k,ky,..., Pensemble [](B)-+Bi+... +B}) soit non-dense.
i==1
Il suffit & ce but, pour tout nombre naturel i, de ranger en une suite

infinie tous les intervalles i <x< I+1 (ot [=0,%1,42 ..)
i

[
et de désigner par Bj le k-idme terme de cette suite.

Par contre, sans admettre Phypothése H, nous ne savons pas
démontrer l’existence d’une suite double d’ensembles Bj satis-
faisant aux conditions (I) et (II) de C;; et telle que pour chaque
suite infinie %, k,, k,, ... de nombres entiers positifs, ’ensemble

[[(Bi+ B+ .. + By) soit de mesure nulle. On voit sans peine
i=1

que parmi les ensembles B; formant une telle suite double il y a
nécessairement des ensembles non mesurables.

§ 8. Proposition Ci et son équivalence avec C,.

Nous dirons qu'une famille S de suites finies de nombres
naturels est compléte, si quelle que soit la suite finie de nombres
naturels my, m,, ..., m; (appartenant a3 S ou non), il existe une
suite 71y, 7,...,7, de & telle que > % et i=m; pour i=12,..,k.

D’aprés M. C. Kuratowski on peut démontrer sans utiliser
Phypothése H que la proposition C; équivaut i la proposition
suivante: ;

Proposition Ci. /I existe une suite double d'ensembles B qui

satisfait aux conditions (I) et (I) de la proposition €y, et i la con-
dition suivante
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swites S, Pense
(1) quelle que soit la famille compléte de suites 2, lensemble

\ 7 [ % i
¢— 2 BB, .. By,
My, Hyy wey 1

olt la sommation gétend A toutes les guites (#y, 1yy ooy 1) do la
tamille €, est au plus dénombrable. |

Voici une esquisse de démonstration de P'équivalence entre

*

Cl et Cl 1). '

10 ¢, » C'. Soit N un ensemblo de M. Lusin contenu dans

! ) . P i
Pensemble ©{ des nombres irrationnels. Désignons par Bi len-
semble de tous les éléments de N dont le développement en {rac
i ) p i-dme dénominateur.
tion continue admet le nombre & comme son /-éme n p
Le systéme (B} satistait aux conditions de la proposition C.
. . SUAY
20 C; - C,. Etant donnée une suite double ‘15‘/“ d’engembles
ki
gatisfaisant aux conditions de la proposition ¢, 'ensemble de
tous les nombres irrationnels 1(’)1 -+ ”| 4 ... pour lesquels le pro-
‘1 2

duit ﬁBf,i est non vide constitue un ensemble de M. Lusin,

La déduction de ces implications s’appuie sur le lemme
suivant, dont la démonstration n’offre pas de difficulté:

Nu, o .. n, désignant Uensemble de tous les nombres irration-

19 Mg vevy Af

nels dont le de’wloppc’mmt en fraction continue admet le nombre
1 1] + 1] pour i-éme reduit, la condition nécessaire et suf-

|ﬂ1 Ny ‘ ny ' 3 .
fisante pour qu'un ensemble ouvert G soit dense dans lensemble "),

est -que la famille de toutes les suites finies de nombres naturels
Ny My s T pour lesquelles on a Ny, ..., n;(C G Soit compléte.

§ 9. Conséquences C; et C, de C.

La proposition C; entraine en vertu du théoréme 8, p. 47, la
Proposition Ci,. Il existe une suite infinie (), ¢3(X), ©y(X); v
de fonctions d'une wvariable réelle telles quétant donnée une suite

) Une démonstration détaillée sera publiée par M. . Kurvafowski
dang Fund, Math, XXII.

[§ 10] Ensembles toujours de I-re catégorie. 63

infinie croissante quelconque d’indices m, < my <my<.., lensemble
de tous les nombres réels x pour lesquels la limite ( fzme ou infinie)
11m 0 P, (x) existe est au plus dénombrable 1),

Admettons, en effet, la proposition C,. 1l existe donc un
ensemble /V de puissance du continu jouissant de la propriété L.
Soit fu(x) (n=1,2,..) une suite infinie de fonctions d’une variable
réelle satisfaisant aux conditions du théoréme 8. L’ensemble N
étant de puissance du continu, il existe une fonction ¥(x) qui
établit une correspondance biunivoque entre les nombres x de ¢
et les nombres de N. Posons o,(x) = fm(¥(x)) pour x réels et
pour m=1,2,3,... Les fonctions fu(x) (m =1, 2, 8, ...) satisfaisant
aux conditions du théoréme 8, on voit sans peine que les fon-
ctions om(x) (m=1,2, 8, ...) satisfont a la proposition Cj,.

La proposition €, implique en vertu du théoréme 9, p. 48, 1a

Proposition C,,. 1l existe un ensemble linéaire qui jouit de
la propriété M et qui n'est pas un F_?2),

Admettons, en effet, la proposition C; et soit NV un ensemble
satisfaisant & cette proposition: Evidemment ’ensemble N n’est
pas un F; or, d’aprés le théoréme 9, il jouit de la propriété M.

§ 10. Ensembles toujours de I-re catégorie.

Un ensemble (lmeau'e) est dit d’aprés M. N. Lusin %) toujours
de premiére catégorie, s’il est de premiére catégorie de Baire sur
tout ensemble (linéaire) parfait.

Un ensemble indénombrable qui est toujours de premiére
catégorie ne peut pas &tre mesurable (B), ni méme analytique, tout

) Cette proposition (qui constitue la solution négative d’un probléme
posé par M. Saks) a ét6 démontrée par moi & Paide de ’hypothése H dans
Fund. Math. XVIII, p, 110 et suivantes. Cf. aussi Chap. IV, § 2, proposition Cio-

?) Voir W. Sierpin ski, Fund. Math. VIII, p. 223. La proposition C,,
résout un probléme posé par M. K. Menger (Sitzungsber. Akad. Wien 133
(1924), p. 421); cf. aussi W. Hurewi ¢z, Fund, Math. X, p. 196.

8 Fund. Math, XXI, p. 115.
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ensemble analytique indénombrable (zontenant’ un s‘ous-ensemble
parfait. Or, le probléme s'il existe un Complﬁﬂl(’/lt“ff’e fm(ll%/l‘lque
(linéaire) indénombrable qui soit toujours de preml’uru- catégorie
équivaut a un des plus difficiles problémes de la théorie des en-
gembles analytiques, notamment a celui d’existence d'un complé-
mentaire analytique indénombrable ne contenant aucun sous-
-ensemble parfait.

En effet, d'une part il est évident qu'un ensemble toujours
de premidre catégorie ne contient aucun gous-ensemble parfai't.
D’auntre part, admettons qu'il existe un complémentaire analytique
(linéaire) Q, indénombrable et dépourvu de sous-ensembles par-
faits. Les constituantes ') du complémentaire analytique Q, en tant
que mesurables (B) ), sont donc toutes au plus dénombrables, et
dans ce cas, comme nous avons démontré avec M. Lusin "), en-
semble Q est toujours de premiére catégorie.

1l est & remarquer que l'hypothése qu'il existe un complémen-
taire analytique (linéaire) de puissance du continu et qui est un
ensemble toujours de premiére catégorie implique Uhypothése H. En
effet, Q désignant un tel complémentaire analytique, il n’existe
parmi les sous-ensembles de Q aucun ensemble parfait et les
constituantes de Q sont toutes au plus dénombrables. Tout com-
plémentaire analytiques étant une somme de ses R; constituantes,
Q est de puissance < X;; comme il est par hypothése de puis-
sance du continu, on aurait 2% = X, *).

Yy Voir N. Lusin, Legons sur les ensembles analytiques, Paris 1980, p. 188.

%) Voir p. ex. C. Kuratowski, Topologie I, p. 264.

) N.Lusin et W. Sierpifiski Rend. Accad. Lincei, vol. VII ser. 6
(1928), p. 214—215.

¥ Un auntre probléme concernant les complémentaires analytiques et
dont la solution positive impliquerait Phypothése H est le suivant:

Existe-t-il une fonction d'une variable réelle f(x), dont [image gdomdlrigue
(la ,courbe” y = f(x)) soit un complémentaire analytique déponrovn de sous-ensembles
parfaits? (voir N. Lusin, Lecons sur les ensembles analytiques, Paris 1980, p. 287).

b
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Théoréme 10. Il existe une fonction J (%) continue dans I'en-
semble )(J, & valeurs distinctes dans cet ensemble et qui transforme
tout sous-ensemble de NI qui jouit de la propriété Li en un ensem-
ble toujours de premiére catégorie 1.

Démonstration. Q étant un ensemble linéaire parfait
et ¢ un nombre positif, il existe, comme on sait, une suite infinie
Q1, Qs Qy, ... d’ensembles parfaits de diamatre < 5, disjoints, situés

oo

dans Q et tels que I’ensemble Qn est dense dans Q, tandis que
n=1

chacun des ensembles Q, (1 = 1, 2,..) est non-dense dans Q.
Il en résulte sans peine 'existence d’un systeme d’ensembles
parfaits {Py, 5, . .} situés dans Pintervalle < et assujettis 4 la

condition: quels que soient les nombres naturels %, n,, n,, ..., ns,

les ensembles P, ,, . Jngn =1,2, ... sontde diamatre <~1ﬂ dis-
k

joints deux & deux, situés dans Py n, .., n, et tels que Pensemble

Z;Pn,, Moy vuey Rpy 11 est dense dans Pnl, 1,
n= i

.., nyy tandis que chacun des en-
sembles Pn,, Tlay ooy g, 1y Prz

2 e 1, ey Py o ng ny ..y est non-dense.
Posons pour £=1,2,3, ...:

Sk = Z })lz,, Ty ees s Mgy
np

My Moy aee

(o0 la sommation s’étend A tous les systémes de £ nombres na-
turels ny, n,, ..., 1) et

T'=S8-5,8;..
Soit x un nombre de Pensemble NI et
| H
e SN
(ny | ’”3

son développement en fraction continue infinie. On déduit de la
définition des ensembles P, n, ... n, que

f(x) =Py Po, 0 Py m, LA

1y Voir N. Lusin, Fund. Math. XXI, p. 119—122.

W. Sierpiniski, Hypothése du continu.
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6

int bien déterminé de Pensemble 7. La fonction f(x)

n po

eStht pomme on voit sans peine, une correspondance biunivoque
it, ¢

etat les nombres x appartenant P’ensemble )7 et les points

nire

Z Pensemble 7. Le diamétre de Vensemble P, n,, ..., 00 étant

e len / ; :

ction f(x) est (onlmue ans "),
< 1/z, on montre aussi que la fon f(x)

Soit enfin P un ensemble parfait quelconque. Posons
(12) R= E [x €, f(x)e Pl

L’ensemble P étant fermé et la fonction Jf(x) continue dans (7
Pensemble R est fermé dans /(. Comme tel, il admet donc une
décomposition en deux ensembles disjoints

(13) R=Ry+ Ry,

ot R, est non-dense et Ry ouvert dans .

Nous allons montrer d’abord que Pensemble f(R,) est de
premiére catégorie dans P.

Etant donnée, en effet, une suite finie de nombres naturels
Ny Mgy v 5 iy d6signons par Qn,, m, ... ny l’ensemb;le de ‘tm.m les nom-
bres x de 9T dont le développement en fractlon cor;t,mue admet
+.

comme son k-ieme réduit le nombre ; 1+ \”k

| Iz
L’ensemble Qu,, n, .,_;,,k est donc une portion de '){'7, notamment
le produit de 9 par lintervalle

1, 1 TS P
[{_n-l_l_[ t +‘n/¢ ml+1n) | v ]/1,,+1
ou |
1
ETIAE TP S FRNC BN S TIRR R1 }
[{nl T |f12 et \ Ite—1 * ‘ e 4 1 Nﬂl 1/‘12 . l Iy

suivant que % est pair ou impair.

On voit sans peine que tout ensemble ouvert danyg ')(7, donc
en particulier ’ensemble R,, est la somme d’un nombre fini .on
d’une infinité dénombrable d’ensembles Qu. ty ey e L@ définition

_ de la fonction f(x) montre que

{§ 10] Ensembles toujours de I-re catégorie.

67
(14) f (Q'l,, Moy aeary Ilk) = T Pn“ 1,

y wes y nk b
quelle que soit la suite finie d’indices Ry Ny ooy g,

Pour tout Qu,n,..,n, C R, on a donc en vertu de 12), (13)
ot (14)

(15) T-PinyngC P

et on conclut des définitions de 7 et des ensembles parfaits
Pryny ..., que T est dense dans Py, ..ny Ce dernier étant fermé
(de m&me que ’ensemble P), on tire donc de (15)

(16) pll,.ﬂ,. s N C P.

D’autre part, il vient selon la définition de T

T'P s Mg CE Pllx Moy aee s N, 11

n=1

ol le membre droit est de premiere catégorie dans Iensemble
P, n,...ny en tant qu'une somme dénombrable des ensembles non-
-denses dans lui. I en est donc de méme du membre gauche;
en vertu de (16) et (14) on en conclut aussitét que l’ensemble
F(Qun, .. ns) est de premiére catégorie dans P. L’ensemble R,
étant composé d’un nombre fini ou d’une infinité dénombrable
d’ensembles Qn,, n, .np Pensemble f(R,) est donc encore de pre-
midre catégorie dans P.

Ceci établi, soit N un ensemble contenu dans I et jouis-

sant de la propriété L. Il s’agit de montrer que I’ensemble f(N)
est de premiére catégorie dans P.

Or, d’aprés (12) on a P-f(N) = F(NR), d’ol1 en vertu de (13)
P-f(N)=f(NR,) + f(NR,). L’ensemble R, étant non-dense et ’en-
semble N jouissant de la propriété L, ensemble NR,, done aussi
Pensemble f(NR)), est au plus dénombrable. Evidemment on a
F(NR) C f(R,) et Pensemble J(Rs) est, comme nous savons, de pre-
miere catégorie dans P. L’ensemble P-f(N)=f(NR)=f (NR,)+f (NR,)
est donc aussi de premiére catégorie dans P, ¢. q. f. d.
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§ 11. Proposition C;; et ses conséquences C;— Cyy.
En vertu du théoréme 10, la proposition €, implique immé-
diatement cette

Proposition Cy;. [l . : .
sance du continu, toujours de premiére catégorie et qui est une image

continue et biunivoque d'un ensemble jouissant de la propriété L.
Le cas particulier du théoreme 1 est que toute image con-

tinue d’un ensemble linéaire jouissant de la propriété L jouit de

la propriété C. La proposition Cy; entraine donc tout de suite la

existe un ensemble linéaire K de puis-

Proposition Cj. 1L existe un ensemble linéaire K de puissance
du continu, toujours de premiére catégorie et qui jouit de la pro-
priété €.

Un tel ensemble doit &tre regardé comme extrémement
pauvre en éléments aussi bien au point de vue de la caté-
gorie, qu'au point de vue de la mesure.

D’aprés la conséquence C;; de C,, il existe un ensemble liné-
aire de puissance du continu qui est toujours de premiére caté-
gorie. Nous ne savons pas démontrer V'existence d'un tel ensem-
ble sans admettre I’hypothése H. Or, on démonire sans admettre
cette hypothése qu’il existe un ensemble linéaire indénombrable
(de puissance R;) qui est toujours de premiére catégorie '). Ce-
pendant on sait démontrer le théoréme suivant sans admettre
I’hypothése H:

@ étant une famille de puissance X, de fonctions mesurables
d'une variable réelle et IT une famille de puissance X, d'ensembles
linéaires parfaits, il existe un ensemble linéaire indénombrable que
chaque fonction de la famille @ transforme en ensemble qui est
de premiére catégorie dans tout ensemble parfait appartenant a la
famille 112,

!
% N. Lusin, Fund. Math. II, p. 155; W. Sierpinski, C. R. Soc. Se
Varsovie XXV, p. 102. ‘
%) Voir W, Sierpinski, dans Fund. Math. XXII, p. 47.
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La propriété d’étre un ensemble foujours de premiére catégorie
étant évidemment héréditaire?) et chaque ensemble de puis-
sance du continu ayant 22x° sous-ensembles, la proposition Cj;
entralne aussit6t cette

Proposition C.. La famille de tous les ensembles linéaires
qui sont toujours de premiére catégorie est de puissance o2

Comme tout ensemble qui est toujours de premiére catégorie
jouit évidemment de la propriété de Baire, la proposition Ci;
entraine 2 son tour la

Proposition C,;. La famille de tous les ensembles linéaires
qui jouissent de la propriété de Baire est de puissance 92

Etant donné un ensemble toujours de premiére catégorie, sa
fonction caractéristique (c. & d. qui prend la valeur 1 aux points
de cet ensemble et la valeur 0 partout ailleurs) satisfaitit évidem-
ment 4 la condition de Baire. La i)roposition C,; entraine donec
encore la suivante

Proposition Cy,. La famille de toutes les fonctions d'une
variable réelle qui satisfont & la condition de Baire est de puis-
sance 2%,

D’aprés R. Baire toute fonction représentable analytique-
ment satisfait 4 la condition de Baire ?). La famille de toutes les
fonctions représentables analytiquement d’une variable réelle ayant,
comme on soit, la puissance du continu, donec une puissance < 22&’,
on conclut de C,, qu’il existe des fonctions d’une wvariable réelle
satisfaisant & la condition de Baire, mais non représentables analyti-
quement.

Cette proposition a été déduite de hypothése H par M. N.
Lusin en 1914 %) et ensuite démontrée par Iui sans utiliser cette

!) au sens de la définition, p. 28.

%) La démonstration de ce théoréme a été donnée pour la premiére
fois dans le Mémoire de M. H. Lebesgue, Journ. de Math. (1905), p. 188.

3 C. R. Paris 158, p. 1259.
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hypothése!). On a trouvé méme des exemples (?ff(’ctzf:q de fon-
ctions satisfaisant 4 la condition de Baire, mais non représentableg
analytiquement ), ce qui a donné la solution compléte d’une que-
stion posée par M. Lebesgue, L. ¢.®).

Au sujet des conséquences Cj; — Cy, de C, il est & remar-
quer, en outre, ce qui suit. Comme il a été déja dit, on sait
établir sans I’hypothése H ’existence d’un ensemble linéaire de
puissance R, et qui est toujours de premiére catégorie. Cel ensem-
ble ayant 2%: sous-ensembles, il en résulte sans peine qu’on peut
démontrer sans admettre Phypothése H que la famille de tous les
ensembles linéaires qui sont toujours de premiére calégoric et, par
suite, la famille de toutes les fonctions d'une wariable réelle qui
satisfont & la condition de Baire, ont une puissance .+ 2%, donc
dépassant X,.

§ 12. Images géométriques des fonctions., Fonctions superposées.
Proposition C, et ses conséquences C, — Cy.

A présent nous allons déduire de C; une conséquence (d’ori-
gine récente) dont nous ferons ensuite quelques applications aux
images géométriques des fonctions réelles sur le plan.

Soit N un ensemble linéaire ayant la propriété L et gitué
dans Pensemble (3. Considérons une fonction f(x) continue
dans ce dernier et satisfaisant au théoréme 10. L’ensemble K= f(N)
est donc foujours de premiére catégorie au sens de la définition
p. 63.

Soit J Pensemble de tous les points (x,y) du plan, tels que
xeNet y=f(x). La fonction f(x) étant continue dans N, on
voit sans peine que ensemble J/ est homéomorphe & N. Plagons
ensemble K sur Paxe OY: c’est évidemment la projection de Ien-
semble J sur laxe OY.

) Fund. Math. 11, p. 157.

) Voirp.ex. N. Lusin et W. Sierpifnaki, Journ. de Math. 1T (1928),
p.. 72,

%) Cf. aussi N. Lusin, Fund. Math, XX, p. 114—116.

[§ 12] Proposition C.,. it

Soient S I’ensemble-somme de toutes les paralléles 4 Paxe OX
passant par les points de I’ensemble X et T I’ensemble de tous
les points (x,y) du plan, tels que x eI et y=f(x). La fon-
ction f(x) étant continue dans I'ensemble (I, qui est un G;, on
voit sans peine que Pensemble 7T est aussi un G;. De plus, la
fonction f(x) étant & valeurs distinctes dans *){9, on a J=ST.

Or, si I'ensemble S jouissait de la propriété de Baire, il en
serait de méme de l'ensemble J= ST (car le produit de deux en-
sembles jouissant de la propriété de Baire jouit également de cette
propriété). J étant homéomorphe & N et la propriété de Baire
étant, comme j’ai démontré 1), invariante envers les transformations
homéomorphes, ’ensemble N jouirait de la propriété de Baire, ce
qui est incompatible en vertu du th. 2, p. 41, avec la propriété L
de N. Par conséquent I'ensemble S est dépourvu de la propriété
de Baire.

La conséquence suivante de C, se trouve ainsi démontrée:

Proposition Cy. 1l existe un ensemble linéaire K situé sur
Paxe dordonnées et jouissant de la propriété de Baire (méme un
ensemble toujours de premiére catégorie) tel que lensemble plan S
Jormé de toutes les paralléles ¢ I'axe d’abscisses qui passent par les
points de K ne jouit pas de la propriété de Baire .

Ceci établi, définissons comme il suit une nouvelle fonction
& (¥) de variable réelle, en conservant les notations précédentes.

Si y non-¢ K, posons g (y) = — 1.

Si y € K, il existe dans N un x bien déterminé tel que y=f(x),
car K= f (V) et la fonction f(x) est & valeurs distinctes dans N;
nous poserons alors g (y) = x.

La fonction g (y) satisfait évidemment i la condition de Baire,
puisque %f[g (y) %= —1]= K est un ensemble toujours de pre-

miére catégorie. Or, I'image géométrique & de la fonction g (y),

") Fund. Math. 1V, p. 819.

*) Voir ma Note dans C. R. Paris, 197, p. 1716 (Note du 26 décembre
1933); cf. aussi Fund. Math. XXIIL, p. 54.
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c. 2 d. Pensemble de tous les points (x,y) du plan tels que X=:g(y),
ne jouit pas de la propriété de Baire, puisque si (5 jouissait de

TatE 3 serait & s Jens (3 e 1 T e
cette propriété, il en serait de méme de Pengemble (y\{. L [x 1],

qui coincide évidemment avec lensemble J. Cependant, comme
nous avons vu plus haut, J ne jouit pas de la propriété de Baire,
Nous avons donc cette

Proposition Cy,. [l existe une fonction (d'une variable réelle)
qui satisfait & la condition de Baire, mais dont l'image géométrique
ne jouit pas de la propriété de Baire.

Plus loin nous déduirons d’une autre conséquence de I’hy-
pothése H une proposition en quelque sorte réciproque, notam-
ment qu’il existe une fonction ne remplissant pas la condition de
Baire et dont 'image géométrique jouit de la propriété de Baire
(voir Chap. III, proposition C,,).

La remarque suivante et la conséquence C,, sont dues 4 M.
C. Kuratowski.

Soient K et S les ensembles satisfaisant A la proposition Cy
et posons f(x,y)=1 ou f(x,y) =0, suivant que (x,¥)cS ou
(%, y)non-¢ S. La fonction f (x, ) de deux variables réelles, ainsj
définie, ne satisfait pas 4 la condition de Baire, puisque lensem-
ble S n'a pasla propriété de Baire. Or, la fonclion J(x.3) ne dé-
pend évidemment que de la variable y et si l’on pose pour x
et y réels f(x,y) = ¢ (y), la fonction ¢ (y) comme fonction o'une
seule variable réelle y, jouit de la propriété de Baire, puisque

E o (y) £ 0]= K et K est un ensemble toujours de premiére ca-
¥

tégorie.

D’autre part, posons pour x et y réels F(x,y)==y. Cest
évidemment une fonction continue de deux variables réelles. Or,
¢ (y) étant la fonction caractéristique de I'ensemble (linéaire) K,
donc une fonction d’une variable réelle satisfaisant i la condition
de Baire, la fonction F (x, ¢ (y)) est la fonction caractérigtique de
Pensemble (plan) S, donc une fonction qui ne sgatisfait pas a la
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condition de Baire. On aboutit ainsi 4 la conséquence suivante
de Cy:

Proposition C,,. Une Sonction continne de deux Sfonctions
(d’une variable réelle) satisfaisant & la condition de Baire peut
(comme fonction de deux variable réelles) ne pas satisfaire ¢ la
condition de Baire,

Pour les fonctions continunes d’une fonction (d’une variable
réele) satisfaisant 4 la condition de Baire un tel cas est, comme
on sait, impossible. Or, nous allons déduire de C, (voir plus loin G,,,
p. 75) que, par contre, il existe des fonctions satisfajsant ala
condition de Baire d’'une fonction continue (d’une variable réelle)
qui ne satisfont pas i la condition de Baire.

Considérons d’abord une courbe continue de Peano
(17) X=0(), y=4¢(@) o 01

remplissant le carré 92= [0 < x <1, 0<y<1]. On peut la dé-
finir, comme on sait, d’une manisre que les points du earré 92
aux deux coordonnées irrationnelles soient des points simples de
la courbe (17), c. 4 d. quwil existe pour tout couple (x,, y,) de deux
nombres irrationnels de lintervalle 9 un nombre réel unigue t,
de cet intervalle tel que Xo =9 (%) et y, =10 (). Telles sont p. ex.
les ,courbes remplissant le carré” définies en effet par G. Peano
et par M. D. Hilbert. ,

Posons encore ¢ (x) =1¢ (0) pour x <0 et ¢ (%) =9 (1) pour
x>1. La fonetion ¢ (x) ainsi prolongée est continue pour tout x
réel. ’

Soit M la courbe gauche

(18) x=9¢@, y=0(@), z2=¢ ot 0<t Ly

enfin, soient U/ I’ensemble de tous les points (a, b) du carré 9?2
tels que la droite x = q, Y = b rencontre ’ensemble M en un seul
point et V Pensemble de tous les nombres ¢ de Pintervalle 9 tels
que (¥ (%), b (%)) e U. ‘
La courbe (18) étant continue et bornée, on voit sans peine
que les formules '
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19) x=9(), y=4(@)
stablissent une homéomorphie entre les points £ de Pensemble V
et les points (x,y) de I'ensemble U. ‘
Considérons un ensemble N (T ')\ salisfaisant a Ta propo-
sition C,, ¢. & d. jouissant de la propriété L. On a donc pour
tout x € N les relations x € )7 et f(x) € )7 ol f(x) désigne une
fonction satisfaisant au théoréme 10, p. 65.
L’ensemble 4= [ [xeN; y=f(x)] est donc contenu dans U
(x,¥)

et en posant B =_Zt4:’ [teV; (@), ()¢ A], on voit que les for-
mules (19) établissent aussi une homéomorphie entre los points
(x,y) de A et les points ¢ de B. Or, 'ensemble A est comme nous
savons, homéomorphe & N et ensemble f(N) est une projec-
tion biunivoque de A sur Paxe OY. Il en résulte tout de suite que
o (B)=f(N) et que ¢ est une fonction & valeurs distinetes dans B.
Comme ensemble homéomorphe a N, I'ensemble B ne jouit pas
de la propriété de Baire. Ainsi, on parvient 4 la

Proposition C,,. Il existe une fonction continue de variable
réelle transformant d’une fagon biunivoque un certain ensemble dé-
pourvy de la propriété de Baire en un ensemble qui est loujours de
premiére catégorie.

L’ensemble B, en tant que ne jouissant pas de la propriété
de Baire, est indénombrable et il existe pour un intervalle / une
décomposition /B= E;+E, en deux ensembles disjoinls, indénom-
brables dans chaque sous-intervalle de /. Or, Pensemble B étant
homéomorphe & N, chaque sous-ensemble non dénombrable de B
est homéomorphe & un sous-ensemble non dénombrable de N,
done, d’aprés le théordme 2, p. 41, i un ensemble qui ne jouit pas de
la propriété de Baire. Par conséquent aucun sous-ensemble indé-
nombrable de B ne jouit de la propriété de Baire. Il en résulte
que les ensembles E, et E, sont partout de deuxitme catégorie
~ dans /.

Définissons maintenant la fonction ¥ (x) d’une variable réelle
comme il suit, Posons
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) (19) T(x)=1 pour xed(E)
e
(20) ¥ (x) =0 pour x non-e ¢ (E,).

, . . s
C’est évidemment une fonction satisfaisant a la condition
de Baire, car ’ensemble

{T [3(x) 7 01 = ¢ (£)) C 4(B) = £ (),

en tant que contenu dans F(N), est toujours de premiére ca-

tégorie.
Or, posons
(21) F(x) =9 (¢ (x) pour tout x réel;

c’est donec une fonc‘;ion satisfaisant 4 la condition de Baire d’une
fonction continue (d’une variable réelle).

Si xekE;, ona d’aprés (19) et (21) f(x) =1. Si xekE, ona
d’aprés (20) et (21) f(x) = 0, la fonction ¢ (x) étant & valeurs dis-
tinctes dans /B = E, + E,. Par conséquent:

@?[f(x)=1]351 et Elf®=0DE

X
et, les ensembles E, et E, étant partout de deuxiéme catégorie

dans Pintervalle /, il en résulte que la fonction f(x) ne satisfait
pas & la condition de Baire. On a ajnsi cette

Proposition C,,. Il existe une fonction de variable réelle qui
ne satisfait pas & la condition de Baire et qui est une fonction satis-
faisant & la condition de Baire d’une fonction continue ).

) Ct. W. Sierpinski, Annals of Mathematics 1934 (a paraitre).





