CHAPITRE L

Propesitions équivalentes a ’hypothése du continu.

Proposition P,. L’ensemble de tous les points du plan est
une somme de deux ensembles dont l'un est au plus dénombrable sur
toute paralléle & laxe d'ordonnées et I'autre est au plus dénombra-
ble sur toute paralléle & I'axe d’abscisses?).

1 H - P,. Nous démontrerons d’abord le lemme suivant (sans
faire usage de I'hypothése H).

Lemme. Le plan est une somme de deux ensembles, dont 'un
est de puissance < 2% sur toute droite paralléle & 'axe dordonnées
et lautre est de puissance < 2¥ sur toute droite paralléle & I'axe
d’abscisses 2?). '

Démonstration. Il résulte du théoréme de M. Zermelo
qu’il existe une suite transfinie

(1) tl! tQa tas ey tuu ttu—}-l) ey taa o (OE < r‘P)

formée de tous les nombres réels; nous pouvons supposer que le
type © de cette suite est le plus petit nombre ordinal de puis-
sance du continu.

1) Cette proposition a été démontrée par moi en 1919; voir Bull. Acad.
Sc. Cracovie, Séance du 24 Février 1919. Voir aussi Fund. Math. V, p. 179,

2y Voir ma note des Comptes rendus de le Soc. des Sc. et des Lettres
de Varsovie, Classe III, XXV (1932), p. 9 —10.
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Soit P Pensemble de tous les points (X, y) du plan; désignons
par A Pensemble de tous les points (7, fg) olt f <o <T¢ et po-
sons B=P— A.

Soit 2 un pombre réel donné: c’est donc un terme de la
guite (i), p. ex. a=1Z, ol « est un nombre ordinal <¢. Les
points de I’ensemble A & l’absciise % =a sont des points (Z,, fp),
ot B <o comme a<<w, ona «<<2% et il en résulte que la
droite x = a contient un ensemble de puissance < 2% de points
de A.

Or, soit b un nombre réel donné, p. ex. & = L.

Les points de B=P — A a 'ordonnée y = b sont, comme on
Y_oit sans peine, des points (Z,, fg) ou a<P; d’aprés B<<o on a
B <<2X et on en conclut que la droite y = b contient un ensemble
de puissance < 2% de points de B. Le lemme est ainsi démontré.

La proposition P, résulte aussitt de notre lemme et de I’hy-
pothése H. L’implication H - P, est ainsi démontrée.

2° Py -47. Admettons la proposition P, et soit P=A4 + B
la décompisition du plan dent il s’agit dans cette proposition.
Soient £ un ensemble formé de R, paralléles & I’axe d’ordon-
nées et N Iensemble de tous les points de 4 qui sont situés sur
les paralleles formant ’ensemble E. Comme E contient X; droites
et toute drdite de E contient un ensemble au plus dénombrable
de points de A (d’aprés la propriété de A) '’ensemble N est de
puissance <CR,. II en résulte & plus forte raison que la projec-
tion orthogonale /7 de I'ensemble N sur Paxe d’ordonnées est de
puissance < K;.
~ Je dis que /7 contient tous les points de I’axe d’ordonnées.
En effet, soit (0,5) un point donné quelconque de cet axe. La
droite y = b contient (d’aprés la propriété de l'ensemble B) un
ensemble au plus dénombrable de points de B; or, cette droite
renconfre les paralléles formant £ dans un ensemi)le de points
de puissance X,: parmi ces points il y a donc (une infinité indé-
nombrable) des points qui appartiennent & 4 (comme n’apparte-

Propositions P; et P,. 11

nant pas d B) et leur projection sur I’axe d’ordonnées, notamment
le point (0, b), appartient a /7 (d’aprés la définition de /7).

Nous avons ainsi démontré que /7 contient tous les points
de Yaxe d’ordonnées: la pnissance de I'ensemble /7 est donc égale
a celle du continu; or, comme nous savons, la puissance de /7
ne dépasse pas R;. Il en résulte tout de suite que 28 = R;; il est
ainsi démontré que P, ~ H.

L’équivalence des propoéitions P, et H se trouve donc établie.

Convenons A présent d’appeler ici courbe tout ensemble des
points (x, ¥) du plan qui satisfont & I’équation de la forme

y=f® ow  x=f()

ol f est une fonction univoque d’une variable réelle.
De la proposition P; on déduit facilement?) la

Proposition P,. Le plan est une somme d’une infinité dénom-
brable de courbes.

En effet, soit P= A 4+ B la décomposition du plan qui satis-
fait aux conditions de la proposition P;. En ajoutant a I’ensem-
ble A tous les points du plan dont ordonnée est rationnelle, et
4 lensemble B tous les points du plan dont P’abscisse est ration-
nelle, on obtient évidemment une nouvelle décomposition du plan
P = A, + B,, oi ’ensemble A4, est dénombrable sur toute paralléle
i laxe d’ordonnées et B, est dénombrable sur foute paralléle
a Paxe d’abscisses. L’ensemble A, ainsi que B;, se compose donc
d’une infinité dénombrable d’ensembles dont chacun admet un et
un seul point sur chaque droite parallele respectivement & 1’axe
d’ordonnés et & axe d’abscisses. Chacun de ces ensembles est
donc une courbe (dans le sens adopté plus haut). Il est ainsi

démontré que P, - P,.

1y daprés une remarque de M. N. Lusin. Cf. mon livre Zarys Teorji
Mnogosci I (en polonais), Warszawa 1928, p. 229 et C. R. Soc. Sc. Varsouvie
XXV, p. 11,
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On voit sans peine que, réciproquement, P, - Py.

Admettons en effet, que le plan soit une somme d’une infinité
dénombrable de courbes et désignons par A et B les sommes de
toutes les courbes de la forme y = f(x) et de la forme Xx = f(y)
respectivement. Il est évident que les ensembles A et B satisfont
aux conditions de la proposition P;, de sorte que P, > P;.

Les propositions P, et P, sont donc équivalentes. La pro-
position P, étant, comme nous avons démontré plus haut, équi-
valente & Phypothése H, la proposition P, P’est donc aussi.

Il est 4 remarquer que si, dans lespace a 3 dimensions, on
appelle courbe ’ensemble de tous les points (x,y, 2) qui satisfont
aux équations y=f(x), z2=g(x) ou aux équations x==7(y),
z=g(y) ou encore aux équations x=f(2), y=g(2), f et &
désignant des fonctions univoques d’une variable réelle, on peut
démontrer que I'’hypothése H équivaut & la proposition suivante 1):

Proposition P,a. L'espace & trois dimensions est une somme
d'une infinité dénombrable de courbes.

Proposition P,. [l existe une suite infinie de fonctions uni-
voques d'une variable réelle f,(x), [y(X), f5(x), ..., telle que, quel que
soit l'ensemble non dénombrable N de nombres réels, toutes les fon-
ctions de la suite, sauf peut étre un nombre fini, transforment N
en ensemble de tous les nombres réels?).

1® H -~ P,. Admettons T’hypothése H. Il existe donc une
suite transfinie du type &,

1) Cela résulte sans peine d’une proposition sur 'espace 3 trois dimen-
sions, que - j’ai démontrée (4 'aide de I’hypothése H) dans C. R. Soc. Sc¢. Var-
sovie XXV, p. 10.

) Cf S.Braun et W.Sierpinski, Fund Math. XIX, p. 2, Propo-
siton (R); W. Sierpinski, Bull. Acad. Serbe (Glas)y CLII (1932), p. 168 ot
Fund. Math, XX, p. 168. .
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X xm-}-la xw+27 oeey Xy oee (a < g)

formée de tous les nombres réels différents.

L’ensemble de toutes les suites infinies de nombres réels,
ainsi que I’ensemble de toutes les suites infinies de nombres na-
turels, ayant la puissance du continu, done, d’aprés notre hypo-
thése, la puissance X;, il résulte tout de suite de la formule Xi =X,,
quil existe une correspondance d’aprés laquelle i tout nombre

ordinal @ <@ correspond une suite infinie de nombres réels

o o % . . .
(#1, 12, 25, ...) et une suite infinie de nombres naturels (77, ﬂ?, ns, )

telles que, quelle que soient la suite infinie de nombres réels
(#1, %5, Xy, ...) et la suite infinie de nombres naturels (1, 1, 7,, .e)

il existe un nombre ordinal = < remplissant les égalités x, = £3
et my=n; pour k=12 83,..
o étant un nombre ordinal transfini << 2, ’ensemble de tous

les nombres ordinaux & < o est dépombrable et il existe une suite
infinie

formée de tous ces nombres.

Soit x un nombre réel donné. Il existe donc un nombre
ordinal transfini bien déterminé « <€, tel que x = x,. Pesons
pour % naturels

3
1) Jlx) =11
ny

Les fonctions fi(x) (B =1,2,8,..) sont ainsi définies pour
tous les x réels. Je dis qulelles satisfont aux conditions de la
proposition P,.

En effet, soit V un ensemble non dénombrable de nombres
réels et admettons qu’il existe dans la suite f(x), f,(X), f5(%), ... une
infinité des fonctions qui ne transforment pas ensemble N en
ensemble de tous les nombres réels. Il existe donc une suite in-
finie d’indices m,, m,, m,, ... et une suite infinie de nombres réels
Yis Yo» Vs, o tels que '
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@2 - Y 101-€ fny(N)-

Comme nous savons, il existe un nombre ordinal p <@ tel que

(3) my=nt et yp=th, powr k=123 ..
Soit maintenant ¢ un nombre ordinal tel que <o<<Q I
existe donc un indice % tel que p = &, dou d’aprés (3):
ga
e
Y =1 ,a.
H’Ek
D’aprés la formule (1), qui définit la fonction fi(x), on a done
fu(x,) =y, ce qui prouve d’aprés (2) que X, non-¢ N.
Nous avons done x, non-€ N pour a >, de sorte que Pen-~
semble N est au plus dénombrable, contrairement i I’hypothése,

Toutes les fonctions de la suite £1(%), fo(%), f3(x), ... , sauf peut-

dtre un nombre fini, transforment donc I’ensemble N en ensem-
ble de tous les nombres réels. L’implication H ~ P est ainsi dé-
montrée. '

2" P, > H. Admettons la proposition P; et soit N un en-
semble de nombres réels de la puissance N;,. D’aprés P, il existe
un indice 7 tel que fu(N) = €. .

Or, f«x) étant une fonction univoque d’une variable réelle
et I'ensemble N étant de puissance X, 'ensemble f,(N) (qui coin-
cide avec l'ensemble ¢ de tous les nombres réels) est donc de
puissance < X,. Par conséquent 2% <R, ce qui donne 2% = X,.
Nous avons ainsi démontré que P; - H.

L’équivalence des propositions P; et H est ainsi établie.

Il est & remarquer que ‘la proposition P, peut &tre déduite
directement de la proposition P, comme il suit: /, désignant I'image
géométrique de la fonetion fi(x), c. & d. ’ensemble de tous les points
(x,3) du plan P, tels que fu(x)=y, on pose A=J,+J,+J;+ ..
et B=P—A et on démontre facilement!) que les ensembles A et B
ainsi définis satisfont aux conditions de la proposition P,.

1) Voir Fund. Math. XX, p. 165.
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Proposition Pja. [l existe une fonction d'une wariable réelle
J(x) & une infinité dénombrable de valeurs (c. a d. taisant corespon-
dre & tout nombre réel x un ensemble dénombrable f(x)) qui trans-
forme tout ensemble indénombrable de nombres réels en ensemble &
de tous les nombres réels.

1° H+ Py, 11 suffit évidemment de montrer que P, - Pja
Admettons donc la proposition P, et soit f,(x), f,(x), f3(X), ... une
suite infinie de fonctions (réelles) d’une variable réelle qui satisfait
aux conditions de la proposition P,. Etant donné un nombre réel
X, désignons par f(x) Pensemble (évidemment dénombrable) formé
d’ensemble <) (de tous les nombres naturels) et de tous les nom-
bres réels qui sont termes de la suite infinie f,(x), f5(x), fy(x), ...
Soit N un ensemble non dénombrable quelconque de nombres réels.
D’aprés la condition de la proposition P,, il existe un nombre
naturel n tel que fu(N)= ¢ Or, la définition de la fonction-
-ensemble f(x) entraine tout de suite que f(N) D) fu(N). On a par
conséquent f(N) D) &, ce qui donne aussisdét f(N) = €. La fonction-
-ensemble f(x) satisfait donc aux conditions de la proposition P,a.
Il est ainsi démontré que P, - Pia.

2 Py~ H. Admettons la proposition Pjz; soit f(x) la fon-
ction-ensemble qui satisfait aux conditions de cette proposition.
Soit N un ensemble arbitraire de nombres réels de puissance X;:
d’aprés la propriété de f(x), on a f(N)=E. Or, f(x) étant une
fonction & une infinité dénombrable de valeurs et /N étant un en-
semble de puissance R,, ensemble f(N) est évidemment de puis-
sance X;. L’ensemble ¢ est donc de puissance X,, de sorte que
28 =X,. Il est ainsi démontré que P,z > H.

Les propositions P;a et H sont donc équivalentes.

» Proposition P,. [l existe un systéme d’ensembles A’ (o i est
un nombre naturel et x un nombre réel) tel que

1) @:ZA_’;, pour i=1,2,8 .
xeC
2) ALAl=0 pour x==y, i=1,238,..
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* gl)le N étant un ensemble indénombrable quelconque de nombres

réels, il existe un nombre naturel p tel que pour i p et pour tout
nombre réel x l'ensemble N- AL est non vide.

1° H-P,. Admettons ’hypothése H. Elle entraine, comme
nous venons de montrer, la proposition ;. Soit fu(x) (2=1,2, ..)
une suite infinie de fonctions d’une variable réelle, gatisfaisant

aux conditions de la propositions P;.
i étant un indice naturel et x un nombre réel donnés, posons

) A= lf [fit) = x],

c. & d. désignons par AL ensemble de tous les nombres réels ¢
tels que f;(f) = x. z o

1l est évident que le systéme d’ensembles A. satisfait aux
conditions 1) et 2), puisque, d’aprés (4), on a d’une part tGAfiict)
pour tout nombre réel ¢ et tout { naturel et d’autre part la for-
mule ze AL A} entraine f;(f)=x et fif)=y, dou x=y.

Or, soit N un ensemble indénombrable quelconque de nom-
bres réels. D’aprés la propriété de la suite fu(x) (n=1,2,..), il
existe un indice p tel que fi(N)= ¢ pour > p. Pour tout nom-
bre naturel [ > p et tout nombre réel x il existe donc un qombx:e
t@ de N tel que f:(£) = x. Il en résulte d’aprés (4) que £ ¢ A%,
ce qui prouve que NAL=~0 pour i > p, c. 4 d. que le systéme
d’ensembles A% satisfait également & la condition 3) de la propo-
sition P,.

2° P, » H. Admettons maintenant la proposition P, et soit
N un ensemble de nombres réels de puissance X,. D’aprés 3) il
existe un indice i tel que l’ensemble NA,’; est non vide pour
tout x réel. Il en résulte d’aprés 2) que lensemble N admet an
moins un point commun avec tout ensemble ’d’une famille formée
de 2% ensembles disjoints. Il s'en suit que N est de puissance
> 2% Or, N étant par hypothése de puissance X,, on conclut
que 2% <R, et par conséquent que 2% =X, ¢. & d. que l'on a la
proposition H.

Proposition P,. 17

L’équivalence des propositions P, et H est ainsi démontrée.

Il est & remarquer que la condition 3) équivaut & la condi-
tion 38" que wvoici:

8") N étant un ensemble indénombrable quelconque de nombres
réels, il existe un nombre naturel p tel que pour tout i>> p et pour
tout nombre réel x l'ensemble NAL est indénombrable.

Il suffit évidemment de montrer que 3) - 8).

Soient done: A% un systeme d’ensembles qui satisfait a la
condition 3) et NV un ensemble indénombrable quelconque de nom-
bres réels. L’ensemble N est évidemment la somme d’une famille
indénombrable d’ensembles indénombrables disjoints et nous pou-

vons poser N = 3 N% olt N*(a < Q) sont des ensembles mdenom-
a

brables et N*NP =0 pour a<<B<Q,

Or, le systéme des ensembles A% satisfaisant i la condition 3),
il existe pour tout nombre ordinal o <<Q un nombre naturel P, tel
que Pon a N%4. # 0 pour tout indice naturel i3> P, et tout x
réel. L’ensemble des indices naturels étant dénombrable et I'en-
semble des nombres ordinaux « < Q ne l'étant pas, ily a évidem-
ment une infinité indénombrable de termes de la suite transfinie
{Po} (¢ <L) qui sont égaux au méme nombre naturel p. 1l existe
donc une suite infinie croissante de nombres ordinaux {og} E<<Q)
telle que Pa, =p pour §<Q 1 en résulte en vertu de la défi-

nition des nombres p, que N% A% =0 pour > p et pour tout x
réel. Les ensembles A. ont done, pour i > p et pour tout x réel,
au moins un élément commun aveec tout ensemble N% oi £ < Q:
ces derniers ensembles étant disjoints et contenus dans N, on
conclut que, pour i >p et pour tout x réel, les ensembles NA.
sont indénombrables. Le systéme A. satisfait done i la condi-
tion 3'), e. q. . d.

Nous allons prouver encore que la condition 3) équivaut
a la condition 3") que voici 1):

') Cf. S. Braun et W. Sierp inski, Fund. Math. XIX, p. 1, propo-
sition (Q), et W. Sierpitiski, Bull. Acad. Serbe CLII, p. 168.
‘W. Sierpiniski, Hypothdse du continu. 2
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8") - Quelle que soient la suite Infinie croissante de nombres
naturels ty, Ny, My, ... et la suite infinie de nombres réels xy, Xy, Xy, ...,
1 3 08y o
4 : o e of au plus dénombrable.
ensemble ¢ — (A% + Al + A%+ ..) est au p

En effet, soit Ay un systéme d’ensembles q.ui z;mtiﬂi.’ait a ’l:al
condition 3). Soient en outre: ny, fiy, g, ... UNE surte"mhfu;a. (frmdb-
sante de nombres naturels et Xy, X, {c3, un:a ‘Smt,,ej mAl:]ne e
nombres réels. Supposons que Pensemble N == € — (A - Ay A+ .’,.)
soit indénombrable. D’aprés 3) il existe un nombre na'Fure]; ,{7. tfal
que NAL#O pour tout x réel et pour [ »p. La suite infinie
d’indices 7, Ny, My, ... 6tant croissante, il existe un nombf'e na‘turfl .Ia
tel que m;>p. On a donc NA! 0, con‘trairelzwnt A la défini-
tion de lensemble N. L'ensemble ¢ — (AY -+ 4%+ ...) ‘est‘?onc
au plus‘ dénombrable. Nous avons aingi démontré que ;3)wfz3 )..

Réciproquement, soient Al un gystéme d’ensembles gui salis-
fait a la condition 3") et N un ensemble indénombrable quelcon-
que de nombres réels. Supposons que I'ensemble N ne satisfasse
pas 4 la condition 8). Il existerait donc pour tout p natu’fel un
nombre naturel 7, > p et un nombre réel x, tels que NAxf; =
Commeé n,>>p pour p=1,2,..., on peut extraire de la suite infinie
d’indices 7y, 1y, 1y, ... une suite infinie croissante ng, ?k“, nk,?’.l,'. On a
done NAZ,’:E =0 pour i=1,2,3,.., dott N ¢~ (ijjz - Ax;:,: :I- )y
contrairement 4 la condition 3”). Nous avons ainsi démontré que
8"y -+ 3) et par conséquent 1’équivalence des conglitions 3) et 8")
se trouve établie. '

Proposition P,aY). Il existe un systéme densembles A,
oi i=1,23,.. et x parcourt tous les nombres réels, qui satisfait
aux -conditions 1) et 2) de la proposition P, et & la condition 8%)
suivante:

52

3%)  Quel que soit le nombre réel x, l'ensemble & Mf“\"z Al est
an plus dénombrable.

) Fund. Math. XIX, p. 6.

Proposition P,a. 19

1° H- Pz. L’hypothise H entraine, comme nous avons vu,
la proposition P,. Or, nous venons .de démontrer que la condi-
tion 3) de cette proposition équivaut i la condition 3"), et tout
systéme d’ensembles A qui satisfait & la condition 3") satisfait
évidemment, a plus forte raison, & la condition 3%). Il en résulte
donc que P, P,a et comme H - P,, nous avons H - Py,

2° Pja» H. Admettons la propositon P2, Soit N un en-
semble de nombres réels de puissance R,. D’aprés la condition 39

de la proposition P,s, il vient N AL 7 0, de sorte que pour tout
i=1

nombre réel x il existe un nombre naturel 7, tel que NAi"sé:O.
Désignons par X I'ensemble de tous les nombres réels x tels que
ix=4k On aura évidemment ¢ = X, + X, 4 X;+ ... Or, on sait
qu’en décomposant un ensemble de puissance du continu en une
infinité dénombrable d’ensembles, 'un au moins de ces ensembles
est de puissance du continu !). 1l existe donc un nombre naturel p
tel que I’ensemble X, est de puissance 2X. D’aprés la définition
de I'ensemble X, on a i =p pour x € X,, done, d’aprés la défini-
tion des nombres i, on a NAL =~ 0 pour xeX, Cela prouve en
vertu de la condition 2) que I’ensemble N contient un ensemble
de puissance ?p. Or, ensemble NV étant de puissance R; et I'en-
semble X, de puissance 2%, il vient 2% R, ce qui donne 2% =Y, .
Nous avons ainsi démontré que P,c— H.

L’équivalence des propositions P,z et H est donc établie,

Il est & remarquer que non seulement les conditions 3) et 89
ne sont pas équivalentes, mais que la condition 8) n’est méme
pas une conséquence des conditions 1), 2) et 3%). En effet, en
admettant qu’il existe un systéme d’ensembles A assujetti aux
conditions 1), 2) et 3%), nous pouvons définir un autre Systéeme
d’ensembles 141*’r qui satisfait aux conditions 1), 2) et 3%), mais ne
satisfait pas & la condition 3).

1) Voir p. ex. mes Legons sur les nombres transfinis, Paris 1928, p. 135.
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Posons 4 ce but pour i=1,238,.. et mpour tout x réel
A% — AL et désignons pour =1, 2,8, .. par A¥Y Pensemblo for-
mé d'un seul nombre x. On voit sans peine que Pon a pour tout
i=1,2,8,.. les formules
¢ = Z AL et ALAL=0, lorsque x /sy,
xel
Le sys’téme {Afi} satisfait donce aux conditions 1) et 2). En outre,

ou

— . 1.0
on a évidemment 5 AL )Y A% pour tout x réel, de sorte que le
i==1 il

gystéme {ﬁ_’;} satisfait aussi & la condition 37), le systéme {A_’f}a Ba‘t*is-
taisant i la condition 8¢) par hypothése. Cependant le systéme {A,{-}
ne satisfait pas a la condition 8), puisque Uensemble Av-l Abl- A,
est (pour tout x réel) formé d’un geul élément x.

Quant & la proposition Pya, il est encore i remarquer qu’elle
résulte immédiatement de Phypothése H et du théoréme suivant
de M. S.Ulam!) (dontla démonstration n’exige pas I'hypothése H):

Z étant un ensemble de puissance Xy, il existe un systéme d'en-
sembles Aé (C Z, oi i parcourt les nombres naturels et § les nombres
ordinaux < Q, tels que

@) Z=§9Aé pour i =1,2,8,..

(i) ALAn=0  pour i=1,2,8,.. et g < Q,
Et | o0
(iii) quel que soit le nombre ordinal &< Q, l'ensemble Z ——12;' Aé
est au plus dénombrable.

Proposition P,. Il existe une suite infinie de fonctions d'une
variable réelle fi(x), f,(x), fy(X), ... telle que, quelle que soit la suite

infinie de nombres réels y,, ¥,, Yy, ..., & toute valeur de x, sauf peut-

-étre pour un ensemble au plus dénombrable de valeurs (et qui dépend

Yy Fund. Math. XV1, p. 142; cf. augsi W. Sier piﬁékl, Fund. Math, XX,
p. 214 (Lemme I). ‘

Proposition P, 21

de la suite y,,y,, s, ...), correspond une suite infinie croissante d'in-
dices ky, ky, ks, ... (dépendant de x et de la suite y,, ¥s, ¥y, ...) qui Sa-
tisfont ¢ U'égalité

B) J#,(X) = yx, pour {=1,2,38, ..

Démonstration. Admettons ’hypothése H. Il en résulte,
comme nous savons, la proposition P, Soit f,(x), f5(x), f3(X), ..
une suite infinie de fonctions d’une variable réelle satisfaisant a la
condition de la proposition P;. Nous allons montrer qu’elle satis-
fait aux conditions de la proposition P,. Soit & ce but y,, ¥», ¥, -
une suite infinie quelconque de nombres réels. On voit sans peine
que si, pour un x réel donné, il n’existe aucune suite infinie crois-
sante d’indices k, &y, ks, ... telle qu'on ait la formule (5), il existe
un nombre naturel g. tel que

(6) Ju(%) = e

Soit N Pensemble de tous les nombres réels x pour lesquels
ce cas se présente. Afin d’établir la proposition Py, il suffit évi-
demment de démontrer que I’ensemble N est au plus dénombrable.

pour k > q..

Supposons, par contre, que ensemble N soit indénombrable.
L’ensemble ‘) de tous les nombres naturels étant dénombrable,
il existe évidemment un nombre naturel ¢ tel que légalité g, = ¢
se présente pour un sous-ensemble indénombrable N, de nembres
de N. Comme la suite infinie de fonctions f,(x), f,(x), f5(%), ... satig-
fait aux conditions de la proposition P, il existe un nombre natu-
rel p tel que Pon a fx(NV;) = ¢ pour tout £>> p. On a done ¥ € fx(V,)
pour 2> p, de sorte que, pour tout nombre naturel &> p, il existe
un nombre x. ¢ N; tel que yr = fa(%). Par conséquent

(7 : Je(Xe) = yr pour k> p.

Or, c’est impossible, car la définition de ’ensemble N, donne
pour les nombres x.e N, en question P’égalité gx, = ¢, quel que
soit 2> p. Comme N, (C N, on en conclut selon (8) que l'on
a fr(Xs) = y» pour k> max (p, q), ce qui est incompatible avec (7). -
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Ainsi Pensemble N ne peut pas étre dénombrable et par con-
séquent limplication H - Py se trouve établie,

De la proposition P, résulte tout de suite (en posant y,=y

pour i=1,2,3,..) la

v Proposition P;.. [l existe une suite infinie de fonctions d'une
variable réelle f,(x), fy(X), f{(X), ... telle que, quel que soit le nombre
réel y, la suite fi(x), fo(x), fs(%), ... contient pour toute valeur de x,
sauf peut-étre pour un ensemble au plus dénombrable des valeurs
(et qui dépend de y), une infinité de termes égaux & y.

On a donc P;~ Py et nous allons prouver que Ppo- H:
comme H-» P; (ce que nous venons de montrer), il en résultera
que chacune des propositions P, et P,a est équivalente & I’hypo-
thése H. Admettons la proposition Py et soit fi(x), fu(X), fy(x), ..
une suite infinie de fonctions d’une variable réelle satisfaisant
4 la condition de la proposition P,.. Soient N un ensemble
de nombres réels de puissance X, et y un nombre réel quel-
conque. D’aprés la propriété de notre suite de fonctions, il exi-
ste des systémes (x,p), ot xe N et ped, tels que [fu(x)=y.
L’ensemble des nombres réels y ayant la puissance 2%, il en est
donc de méme pour Iensemble de tous les gystémes (x, p), ol
xeNetp=1,23, .., puisque les systémes (p, x) ot (p', x') sont
nécessairement distinets, si f,(x) 7 fu(x'). Or, N étant de puis-
sance R;, 'ensemble de ces systémes est de puissance X, 'R, == X,.
On a donec 2% = X,

Ainsi P+ H et 1’équivalenée des propositions H, P, et Py
se trouve établie. |

Proposition Py Y). 1l existe une famille F de puissance du
continu de suites infinies de nombres réels telle que Viy Vos Yy oo
étant une suite infinie quelconque de nombres réels, lensemble de
toutes les suites x,, x,, xy, ... de la famille F pour lesquelles on a

) Voir 8. Braun et W. Sierpinski, Fuud. Math. XIX, p. 1, pro-
position (P), ‘ k :
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Xp 5= Vo, quel que soit k=1,2,3, ...,
est au plus dénombrable.

1° P, > P,». Admettons la proposition P; et soit fi(x), (%), ...
une suite infinie de fonctions d’une variable réelle assujetties aux
conditions de cette proposition. Désignons .par F la famille de
toutes les suites infinies différentes f,(x), fo(x), f3(x), ... , ot x sont
des nombres réels; on voit sans peine que cette famille est de
puissance du continu.

Or, étant donnée une suite infinie quelconque de nombres
réels y, ¥, Vs, ... , la proposition P;, qui est par hypothése satis-
faite par la suite infinie de fonctions f1(x), foa(%), f3(x), ..., implique
que l’ensemble de tous les x réels tels que

Ju(X) = i pour k=1,2,8, ...

est au plus dénombrable. II en résulte tout de suite que la fa-
mille F satisfait aux conditions de la proposition P;s. On a donc
en effet P, - P.p,

.2° Py H. Admettons la proposition P;s. Soit F; un sous-
-ensemble de puissance X, de la famille F. L’ensemble X de tous
les nombres réels qui sont des termes au moins d’une suite appar-
tenant & F, est évidemment de puissance < X;.

Or, si on avait X, <<2%, il existerait un nombre réel y qui
n’appartient pas & X, de sorte que, quelle que soit la suite
Xy, X9, X5, ... appartenant a F, on aurait x;s=y pour i=1,2,..;
mais cela contredit la proposition P;» (en y posant y;=y pour
i=1,2,..). On ne peut donc avoir X, <2X et on a par suite
28 = X, ;

Il est ainsi établi que Py —» H. Or, nous avons démontré
plus haut que H — P, et P, —» P;s. Par conséquent les propositions
H et P,y sont €quivalentes.

Proposition P;. L'ensemble de tous les nombres réels est
une somme d’ensembles croissants dénombrablest).

Y W. Sierpinski, Fund. Math. 111, p. 112 et V, p, 180."
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On dit qu'une famille F est formée d'ensembles crolssants, lors-
que des deux ensembles distincts appartenant & /7 un est toujours
un sous-ensemble de lautre.

1° H-P,. Lhypothése H équivaut  lexistence d’une suite
transfinie du type © formée de tous les nombres réels. Pour avoir
une famille d’ensembles qui satisfait a la proposition Py, il suffit
évidemment de considérer la famille de tous les gegments infinig
d’une telle suite transfinie.

20 p,» H. Admettons la proposition P et soit N un ensem-
ble quelconque de nombres réels de puissance R,. Soit F la fa-
mille d’ensembles dénombrables satisfaisant & la proposition Py
A tout nombre réel x correspond done un ensemble dénombrable

D(x) de la famille F tel que x e D(x). Soit S la somme de tous

les ensembles D(x) correspondant ainsi aux nombres X de N: I'en-
semble S est évidemment de puissance X;. Soit maintenant x, un
nombre réel arbitraire. L’ensemble D(x,) étant dénombrable et

Pensemble S étant indénombrable, il existe un nombre y de S qui-.

n’appartient pas 3 D (x,). En vertu de la définition de S, il exi-
ste donc dans N un nombre x tel que y e D (x) et D (x) (_S. Or,
on a ynon-eD (x): par conséquent, un des ensembles D (x) et
D (x,) étant confenu dans I’autre, on a nécessairement [ (x,) (_ D (x),
car linclusion D (:&) CD(xQ) est impossible, puisque ye lD)(x) et
X, € S. L’ensemble S (qui est de puissance X ) conllenl don(~ tout
nombre réel, de sorte que 2% <X, et par conséquent 28 = X,
Nous avons ainsi démontré que P, - H.

L’équivalence des propositions P, et H est donc établie.

Proposition P, Y). [l existe un ensemble analytique liné-
aire qui nest pas une somme de moins de oK ensembles mesi-
rables (B).

1Y H-P,. Admettons I’hypothése H. Il existe, comme on
sait, des ensembles analytiques linéaires non mesurables (B) *).

1) Voir W. Sierpinski, Publ. de I'Univ, de Belgrade 1984,
%) Voir p. ex. N. Lusin, Fund. Math. X, p. 70.

Propositions P; et P 25

On voit sans peine que chaque ensemble E de ce genre satisfait
4 la proposition P, puisque s’il était une somme de moins de 2%
ensembles mesurables (B), il serait, vu P’hypothése H, la somme
d’un nombre fini ou d’une infinité dénombrable d’ensembles me-
surables (B); mais alors l'ensemble E en question serait mesura-
ble (B), contrairement & sa définition. On a domec bien H - P..

20 P, » H. Admettons la proposition P; et soit £ un ensem-
ble analytique satisfaisant & la proposition P,. Comme nous
avons démontré avec M. Lusin !, tout ensemble analytique, donce
en particulier 'ensemble E, est une somme de X; ensembles me-

surables (B). L’ensemble E n’étant pas (en vertu de P;) une

somme de moins de 2X ensembles mesurables (B), Vinégalité -

X, < 2% ne peut se présenter. Or, on a, comme on sait, R; < 2% ?),
Par conséquent X, = 2%, d’ou P, —» H.

L’équivalence des propositions H et P; est ainsi établie.

Il est a4 remarquer que le probléme si I’hypothése H est
fausse ou vraie équivaut a celui si un certain ensemble linéaire E
(analytique) non mesurable (B) et qu’on sait définir effectivement %),
est ou nomr une somme de moins de 2% ensembles mesurables (B).

Proposition P;. Soit E est un ensemble (formé d'éléments
quelconques) et @ une famille de puissance < 2% de sous-ensembles
de E telle que E n'est pas une somme de X, ensembles de la fa-
mille @ et d’un ensemble au plus dénombrable; dans ces conditions E
contient un ensemble indénombrable N qui n'admet avec tout ensem-
ble de la famille @ quun ensemble au plus dénombrable d’éléments
communs.

Yy Journal de Mathématiques 11 (1923), p. 32. Cf. aussi Fund. Math. VIII,
p. 362.

7y 11 est 4 remarquer que la démonstration de cette inégalité utilise
laxiome du choix (voif p. ex. mon livre Legons sur les nombres transfinis, Paris
1928, p. 208 et p. 210).

%) Voir pour cette notion ma Note de Fund. Math. II, p. 112 et C. Kura-
towski, Topologie I, Monografje Matematyczne 1933, p. 109 (cf. aussi ibid. p. 175).

4
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1" H - P,. Admettons ’hypothése H. Soient £ un ensemble
quelconque (non vide) et @ une famille de puissance -7 2% de
sous-ensembles de E, telle que £ n’est pas une somme de X, en-
sembles de la famille @ et d’un ensemble au plus dénombrable.
Considérons une suite transfinie

(8) KXyy Koy Xgy ey Xigy Xigep 1y oo 9 Ky oo (U' <. CP),

formée de tous les éléments de I’ensemble E.

La famille @ étant de puissance = 2%, done, d’aprés Ihypo-
thése H, de puissance - X,, il existe une suite transfinie du
type |
’ (9) EI’ Eza E:H e Eun Etu»|—1: Em e (d - S"l)a

formée de tous les ensembles de la famille @ (car dans le cas ol

cette famille est de puissance <X, on peut compléter la suite (9),

en répétant transfiniment un terme quelconque de cette suite).
Nous définirons maintenant par Pinduction transfinie une

suite transfinie {p,} (¢ <) d’6léments de E comme il suit. Po- -

sons p; = X, et désignons par P, lensemble de tous les p; ou
1 &<a pour un a <<, Soit

(10) S, =g_j Eg.

En verlu de ’hypothése faite sur la famille @ on a E:=4P,+S,,
puisque S, est la somme d’une infinité dénombrable d’ensem-
bles de la famille @ et ’ensemble P, est au plus dénombrable.
Evidemment S, 4+ P, C E; on a done E— (S, + P,) == 0 et il exi-
ste par conséquent des termes de la suite (8) qui n’appartiennent
pas a Sa—l—Pa. Nous définirons p, comme celui de ces termes
dont I'indice est le plus pelit.

La suite transfinie {p,} (¢ << Q) se trouve ainsi définie par
Pinduction transfinie. '

Soit N l’ensemble de tous les termes de_ cette suite: c’est
évidemment un ensemble non dénombrable d’éléments de £ (les
termes de la suite {p,} (2 <) étant par définition distincts deux
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a deux. Soit d’autre part Q un ensemble de la famille @: c’est
donc un terme de la suite (9) et on a par conséquent Q= £, pour
un nombre ordinal p. < Q. D’aprés la définition de la suite trans-
finie {p,} on a p, € E— (S, + P,), donc p, non-¢S, pour a<<L,
et a plus forte raison p,non-¢ E, pour p <<, puisqu'on
a selon (10) E[LCSO’. pour < a. Les termes de la suite trans-
finie {p,} qui appartiennent & E, ont donc nécessairement des
indices o <p: et leur ensemble est par suite au plus dénombrable
(car p<Q). 11 en résulte que ensemble- NVE, = NQ est au plus
dénombrable.

Or, Q étant un ensemble arbitraire de la famille @, I'ensem-
ble N satisfait donc & la proposition P;. Nous avons ainsi dé-
montré que H -~ Pg. _

2° P, > H. Admettons la proposition P; et supposons que
o%: >R . On a donc X, < 2%, Soit E un ensemble de puissance X,.
Les éléments de E peuvent donc &tre rangés en une suite trans-
finie

A1)  x;, X5, X3y e s X Xiggts oo s Xy XQp1y -ov s Xy oon («< mg)

du type v,, ol ®, est le plus petit nombre ordinal de la quatriéme
classe de Cantor.

Soit @ la famille de tous les segments de la suite (11): évi-
demment @ est alors de puissance X,, donc, d’aprés notre hypo-
thése, de puissance < 2%. Or, tout ensemble de la famille &, en
tant que segment de la suite (11), est de puissance < X;; on voit
donc sans peine que I’ensemble E (qui est de puissance X,) n’est
pas une somme de X, ensembles de la famille @ et d’un ensemble
au plus dénombrable (puisque X,-R, = X, <R,). D'aprés la propo-
sition P; il existe par conséquent un sous-ensemble non dénom-
brable N de E qui admet tout au plus une infinité dénombrable
d’éléments communs avec tout ensemble de la famille @.

Or, considérons un sous-emsemble N; de N de puissance R,
et soient xaE (¢ < Q) les termes de la suite (11) qui appartiennent

a N Comme o <o, pour ¢ <%, il existe, on le sait, un nombre
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ordinal « < ®, tel que l'on ait a»a pour ¢~ & Alors le seg-
ment de la suite (11) qui vient correspondre d I'élément x, con-
tient évidemment tous les éléments de N, donc une infinité non
dénombrable d’éléments ‘de N. Mais c¢’est incompatible avec la
propriété de I’ensemble N, car le segmént en question appartient
a la famille @. Ainsi la supposition que Pon ait 2% > R, implique
contradiction. On a donc 28 = X, et par conséquent P, » H.
Les propositions H et P, sont donc équivalentes.

Tl est & remarquer que si Pon remplace dans la proposition P,
la condition que l’ensemble N ait avec tout ensemble de la fa-
mille @ un ensemble au plus dénombrable d’éléments communs
par la condition qu’il ait avec tout ensemble de ¢ un ensemble
de puissance <. 2% d’éléments communs, la proposition Py ainsi
obtenue peut-étre é&tablie sans faire appel & Uhypothése H.

En effet, on a évidemment P, » P{ et nous avons démontré

plus haut que H - P;. On a donc H - P}, de sorte que si 2% =¥,
la proposition Pj est vraie. Or, la proposition P{ est vraie aussi,
lorsque 2% > X, puisqu’il suffit alors de prendre comme N un
sous-ensemble quelconque de puissance X, de l’ensemble E.

Une légére modification de notre démonstration de I’équiva-
lence entre H et Py permet de montrer que Ihypothése H est
équivalente 4 la proposition Py suivante *):

Proposition Pya. Soit P une propriété des ensembles de nom-
bres réels assujettie aux conditions:

1) P est une propriété héréditaire ?),

2) P est une propriété absolument additive 3),

1) Pour plus de détails voir ma Note dans le Bulletin de la Section
Scientifique de P"Académie Roumaine, XVIe année, N° 4—5.

?)  Une propriété d'ensembles est dite hérdditaire, si elle appartient i tout
sous-ensemble d’'un ensemble qui en jouit.

%) Une propriété d'ensembles est dite absolument aqdditive, & elle ap-
partient & la somme d’un nombre fini ou d’une infinité dénombrable d’ensem-
bles qui en jouissent,
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3) Tout ensemble formé d’un seul nombre réel jouit de la pro-
priété P,

4) Il existe une famille @ de puissance < 2% d’ensembles de
nombres réels jouissant de la propriété P et telle que tout
ensemble de nombres réels jouissant de cette propriété est
contenu dans un (au moins) des ensembles de la famille ®;

alors chaque ensemble E de nombres réels qui ne jouil pas de la
propriété P contient un sous-ensemble non dénombrable N ayant tout
au plus une infinité dénombrable de points communs avec tout en-
semble jouissant de la propriété P. )

Proposition P, !). Deux affirmations suivantes sont vraies
a la fois: ’

(K) Tout ensemble linéaire de puissance inférieure a celle du
continu est de premiére catégorie de Baire,

(L)Y 1l existe un ensemble linéaire N de puissance du continu
qui admet un ensemble au plus dénombrable de points communs avec
chaque ensemble (linéaire) parfait non-dense.

1° H-»P,. On a évidlemment H - (K), puisqu’en admettant
Phypothése H, tout ensemble de puissance inférieure & celle du
continu est au plus dénombrable, donc de premiére catégorie de
Baire.

Quant & limplication H~ (L), elle a été démontrée pour la
premigére fois en 1914 par M. N. Lusin?). Nous la déduirons
ici de Vimplication H ~ P;.

Posons 4 ce but £ = € et soit @ la famille de tous les en-.
sembles linéaires parfaits non-denses. Les ensembles au plus
dénombrables étant de premiére catégorie et la somme d’une infi-
nité dénombrable d’ensembles de premiére catégorie quelconques
étant encore un ensemble de premiére catégorie, on voit sans
peine que la famille @ satisfait & la proposition P;. Or, d’apres

1 Voir W. Sierpinski, Téhoku Math. Journ. 88, p. 225.
% C. R. Paris t. 158, p. 1259; cf. plus loin Chap. II, proposition C,.
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cette proposition il existe un sous-ensemble N de E indénoy
brable, donc, d’aprés H, de puissance 2%, ot qui admet avec cha-
que ensemble de la famille @ tout au plus une infinité dénom-
brable d’6léments communs. Un tel ensemble NV gatisfait évidemment
4 la proposition (L). On a donc Py - (L).

Les implications H - P, et Py~ (L) donnent H » (L) et comme
on a en méme temps H - (K), il vient H -» P,.

20 P, —+ H. Admettons la proposition P,. Soit N un ensemble
vérifiant la proposition (L). Or, I'ensemble N admet alors tout
au plus une infinité dénombrable de points communs avec tout
ensemble linéaire de premiére catégorie, car tout ensemble de
premiére catégorie est contenu dans une somme dénombrable
d’ensembles parfaits non-denses.

Soit maintenant N, un sous-ensemble de N de puissance X;.
Si R, < 2%, lensemble NN; serait d’aprés (K) de premiére catégorie
et (par suite de la propriété de ensemble N, établie tout & I’heure)
Pensemble NN, serait au plus dénombrable. Or, c¢’est impossible,
puisque N; C N et N, est de puissance X;. On a par conséquent
R, > 2% donc N, = 2%,

L’implication P, -~ H et, en conséquence, I’équivalence des
propositions P, et H est ainsi établie.

Il est & remarquer que la proposition (L) suivante peut étre
démontrée sans faire appel a ’hypothése H: ‘

(L) Il existe un ensemble linéaire non dénombrable N qui
admet un ensemble de puissance < 2% de points communs avec cha-
.que ensemble parfait non-dense.

-BEn effet, on a évidemment (L)~ (L;) et, comme nous venons
de montrer, H - (L). Il vient donc H ~ (L), de sorte que si
2o = 81, la proposition (L) est vraie.

Or, la proposition (L) est encore vraie, si 2% > X, puisqu’il
suffit dans ce cas de prendre comme N un ensemble linéaire
quelconque de puissance ¥,.

La proposition (L;) résulte d’ailleurs sans peine de la pro-
position Pi.
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Proposition Py.. Deux affirmations suivantes sont vraies
a la fois:

(M) Tout ensemble linéaire de puissance inférieure & celle du
continu est de mesure nulle. ‘

(S) Il existe un ensemble linéaire N de puissance du continu
qui admet un ensemble au plus dénombrable de points communs avec
chaque ensemble de mesure nulle.

1° H > P,,, On a évidemment H- (M), puisque, si 'on admet
I’hypothése H, tout ensemble de puissance << 2% est au plus dé-
nombrable, donc de mesure nulle.

Quant a limplication H - (S), nous la déduirons ici de I’im-
plication H - Pg1).

Posons E = ¢ et soit @ la famille de tous les ensembles
linéaires G; de mesure nulle. La famille de tous-les ensembles
(linéaires) G, étant, comme on sait, de puissance 2% et les en-
sembles au plus dénombrables, ainsi que les sommes d’une infinité
dénombrable d’ensembles de mesure nulle, étant de mesure nulle,
on voit sans peine que la famille @ satisfait 4 la proposition P;.
D’aprés cette proposition il existe donc un sous-ensemble N de E
non dénombrable, donc selon H de puissance 2%, et qui admet
avec tout ensemble de la famille @, donc avec tout ensemble
linéaire G; de mesure nulle, un ensemble au plus dénombrable
d’éléments communs. ' '

Of, tout ensemble linéaire de mesure (lebesguienne) nulle
étant, comme on sait, contenu dans un ensemble linéaire G; de
mesure nulle, 'ensemble N a un ensemble au plus dénombrable
de points communs avec tout ensemble linéaire de mesure nulle.
L’ensemble N satisfait donc & la proposition (). On a ainsi
P, - (S).

Les implications H » Py et P, - (S) donnent H~ (S) et comme
on a en méme temps H - (M), il vient H - Pya.

) Cf. W. Sierpinski, Fund, Math. V, p. 184,
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20 p,o ~ H. Admettons la proposition Pya. Soient N un en-
semble vérifiant Ja proposition (§) et NV un sous-ensemble de N
de puissance X;. Si R, < 2%, l'ensemble N, gerait, d’aprés (M),
de mesure nulle et l’ensemble NN, serait, d’aprés la définition
de N, au plus dénombrable. Or, ¢’est impossible, puisque N, (N
et N, est de puissance X,. On a done X, =+ 2%, d’oll Ry = 2K,
L’implication Py~ H, et par conséquent I'équivalence des propo-
sitions P, et H, est ainsi établie. ’

Il est & remarquer que la proposition (8;) suivanle peut élre
démontrée sans faire appel a4 Phypothése H:

(S,) I existe un ensemble linéaire indénombrable N qui a un
ensemble de puissance << 2% de points communs avec tout ensemble
de mesure nulle.

La démonstration de la proposition (8;) est tout & fail ana-
logue & celle cie la proposition (L,), donnée plus haut. |

Proposition Py, Y). Il existe dans l'espace de Hilbert un ensem-
ble indénombrable de points, dont aucun sous-ensemble indénombrable
west homéomorphe & une partie d'un espace euclidien.

1° H-P,,. Admettons Ihypothése H. Il en résulte, comme
nous savons, la proposition P.

Soient ) I’ensemble de tous les points de I’espace de Hil-
pert et @ la famille de tous les ensembles G de dimension 0
(c. 2 d. homéomorphes A des sous-ensembles de I'ensemble <) de
tous les nombres irrationnels) situés dans ‘). On sait que I’espace
9 et la famille @ satisfont aux conditions de la proposition Py?).
D’aprés cette proposition il existe donc un ensemble non dénom-
brable N(C qui a avec chaque ensemble de la famille @ un
ensemble au plus dénombrable d’éléments communs.

Soit maintenant Q un. sous-ensemble quelconque de N, homéo-
morphe 3 une partie de lespace euclidien ¢, & m dimensions.

1) W, Hurewicsz, Fund. Math, XIX, p. 8. Cf. aussi Proc. Acad. Amster-
dam 31 (1928), p. 920, renvoi 7).
2) Pour plus de détails voir la Note précitée de M. Hurewicz
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Or, on sait que ¢, est une somme de m -1 ensembles homéo-
morphes & des ensembles de nombres irrationnels et que chaque
ensemble de tels nombres est contenu dans un G; de dimension 0,
donc dans un ensemble de la famille ®. Comme Q (N, il en
résulte tout de suite en vertu de la définition de I’ensemble NV
que Q est une somme d’un nombre fini d’ensembles au plus dé-
nombrables et par conséquent qu’il est lui-méme au plus dénombra-
ble. On a donc H - Py,

2° P, ~ H. Admettons la proposition P;,. On sait que tout
ensemble de puissance inférieure a celle du continu et situé dans
un espace métrique est homéomorphe & un ensemble de nombres
irrationnels et par suite de dimension 0. En supposant done que
R, <2®, il en résulte que tout ensemble de puissance X, situé
dans l’espace ‘I de Hilbert est de dimension 0. Or, tout ensemble
indénombrable contient un sous-ensemble de puissance N,. Par
conséquent tout ensemble indénombrable situé dans Pespace “If
contiendrait un sous-ensemble indénombrable homéomorphe & un
ensemble linéaire, contrairement a la proposition P,,.

On a donc P,,~ H; I’équivalence des propositions P, et H
est ainsi établie.

Proposition Py;. Aucun ensemble de paissance R, n'est une
somme de plus que X, ensembles infinis ayant deux & deux un nom-
bre fini d’'éléments communs?).

1° H -+ P;,. Admettons I’hypothése H. Soient E un ensemble
de puissance R; et F une famille de puissance > X, de sous-
-ensembles infinis de E.

Faisons correspondre a chaque ensemble NV de la famille F un
ensemble dénombrable D(/N) contenu dans Iui. Or, E ne contenant
(en vertu de l'hypothése H) que R§°=2R°=N1 sous-ensembles
dénombrables et la puissance de la famille F (des ensembles N)
dépassant R, I'inégalité D(N') 5= D(N") ne peut se présenter pour

1) Voir A. Tarski, Fund. Math. XII, p. 201.
'W. Sierpiniski, Hypothése du continu. 3
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tout couple N'== N" d’ensembles de la famille F. Il existe done
deux ensembles distincts N' et N de F tels que D(N')y = D(N")
et qui ont par conséquent une infinilé d’éléments communs (d sa-
voir Pensemble D(N"). Il est ainsi démontré qu'il n’exidte aucune
famille F de sous-ensembles infinis de £ ayant deux a deux tout
au plus un nombre fini d’éléments communs. I’ensemble E ne
peut donc étre une somme des ensembles d’une telle famille. Par
celai-méme il est établi que H - Py;.

20 p,, » H. Admettons la proposition Py et soit E Vengem-
ble de tous les nombres ordinaux << . C’est done un ensemble de
puissance X,. Faisons correspondre i toute suite infinie de nom-
bres naturels croissants 1, <<n,<<n, <. Pensemble D (ny, fy, 1y, .2
de tous les nombres naturels

ot o Ot -, Dk ot k=1,2,38, ...

Or, si my, my, my.. et Ry, My, Iy, .. sont deux suites infinies
croissantes de nombres naturels, différentes l'une de Pautre, les
ensembles D (m,, m,, ...) et D (1, n,,...) ont tout au plus un nombre
fini d’éléments communs: en effet, si m, =% 1y, on a évidemment
pour k= p et [ 2= p

o g Qs b QM L 27 e D A D L A 2 o L 20

puisque chaque nombre naturel admet une seule représentation
" dans le systtme de numération & base 2, et par conséquent les
ensembles D (m, m,, ..) et D (1, ny,..) ont moins que p éléments
communs.

Soit @ la famille de tous les ensembles D (n,, n,, ...) corres-
pondant aux suites infinies croissantes n,, 1y, 1y .. de nombres
naturels: c’est donc une famille de puissance 2%. Soit S la somme
de tous les ensembles de la famille @: c’est évidemment un sous-
-ensemble de £. Comme E= S+ (E£—S), on en conclul tout de
suite que £ est une somme de 2% ensembles infinis ayant deux
a deux fout au plus un nombre fini d’éléments communs. - L'en-
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semble E étant de puissance X,, E n’est pas, d’aprés la propo-
sition P,;, une somme de plus que X, ensembles de ce genre. Il
en résulte que le nombre 28 ne peut dépasser X, c¢. a d. que
2% = R,.

Nous avons ainsi prouvé que Py -~ H. Il est donc établi
que les propositions H et Py; sont équivalentes.





