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PREFACE AU VOLUME 1.

La Topologie traite des propriélés des ensembles de points,
invariantes par rapports aux transformations bicontinues.
Une transformation (univoque) y = f(x) est dite continue,
lorsque la condition x=1Iim x. entraine f(x)=lim f{xa). Elle
n=oco

est dite bdicontinue ou une koméomorphie, lorsqu’elle admet, en
outre, une transformation inverse x = f~(y) continue.

Le terme ,ensemble de poinfs‘ exige quelques explicalions:
on peut notamment se demander quel est l'zspace dont on consi-
dére les points.

Comme on sait, la notion de point de ’espace euclidien 4 3
dimensions a été étendue dans la Géométrie analytigue sur Pespace
a un nombre arbitraire des dimensions: un point p de Tespace
euclidien &* (4 % dimensions) est par définition un systéme de &
nombres réels p®), P2, .., p®; la convergence lim p, = p signifie

| =
que on a lim pf] = p("), quel que soit I <k
e ‘

Le développement récent de la Topologie et des antres bran-
ches des malthématiques modernes (surtoui ecelui de la Théorie
générale des fonctions et du Calceul fonctionnel) a montré que cette
conceplion de Despace était encore trop étroite: dans un grand -
nombre des problémes on est conduit 4 eonsidérer, outre espace
€*, Vespace ¥ & upe infinité de dimensions (nommé aussi ,espace
€, de Fréchet®) et dont les points p sont des suites infinies
o, L, p@, .. de nombres réels; la convergence lim p.=p

=0

(0 ——p(’)

y signifie que Pon a lim g, . quel que soit i

n=ts

Or, c'est précisément I’étude des invarianis des homéomor- -

~phies entre sous-ensembles de ’espace C¥ gui constitue le vrai .
- domaine de la Topologie & 1'état actuel de ceité gcience. Ajoutons
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que le terme ensemble est entendu ici dans le sens le plus

général: les ensembles de points que nous allonsrenv,isa}gef 'ne se
réduisent pas A des courbes ou surfaces de la Géométrie élémen-
taire ou analytique, ni méme & des figures considérées en Analyse
et définies par des expressions analytiques, mais ils sofnt.com-
plétement arbitraires (dans le sens de la Théorie des
ensembles).

Dans la suite, nous n’allons pas admesttre d’'une maniére
explicite que Pespace considéré est un sous-ensemble de dtfo,
pas plus que dans la Géométrie du plan euclidien on ne‘Eud1_e
explicitement P'ensemble des nombres complexes, mais on déduit
les conséquences dun systéme d’axiomes qui caractérise cet en-
semble au point de vue géoméirique. Pareillement, nous allons
baser ici la Topologie sur un systéme d’axiomes ([ — V) tel que
1% chaque espace satisfaisant A ce systdme est homéomorphe (done
équivalent au point de vue topologique) & un ensemble situé dans
Pespace &% et 2° chaque sous-ensemble de 'espace C¥- satisfait
i ce systdtme d'axiomes (cf. p. 105). Le seul ferme primitif du
systéme est le ‘terme A, désignant la fermeture de 'ensemble 4
(c. & d. I'ensemble A angmenté de tous ses points d’accumulation).
La propriété d’appartenir 4 la fermeture d'on ensemble étant inva-
riante par rapport aux homéomorphies de l'espace, fout ce qui se
laisse exprimer par lopération A (au moyen, s'il y a lieu, des opé-
rations de la Logique et de la Théorie des ensembles) est égale-

ment invariant par rapport & ces transformations et appartient

par conséquent & la Topologie *).

I’avantage de la méthode axiomatique tient d’abord a des

raisons méthodologiques. En particulier, elle permet de mieux
se rendre compte des prémisses qui sont essentielles dans les
démonstrations des théordmes topologiques. Bien que G. Cantor,
le fondateur de la Théorie des ensembles, et les autres mathé-
. maticiens qui s'occupaient de la ,Théorie des ensembles de points®,
ne procédaient pas par la voie axiomatique, on s’est apercu plus

1) Au Heu de la fermeture on pourrait employer comme termes primi-
tifs de la Topologie: la limite d'une suite de points (Fréchet), I'entourage
(Hausdorff), 'snsemble guvert (Sierpinski) ete.

Par contre, 1a notion de distance entre denx points ns pourrait p. ex.
servir au méme but, puisgwelle n'est pas invariante par rapport & Phoméo-
morphie. '
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tard (Fréchet) que, dansla majorité des problémes topologiques,
bien peu de propriétés de I'espace intervenaient dans les raison-
nements. En admettant ces propriétés comme axiomes, on est
parvenu aux ,espaces abstraits. Tel est en particulier Pespace
cousidéré dans ce livre; il équivaut topologiquement — comme
nous P'avons dit — & un sous-ensemble arbitraire de % ou, en
d’autres termes, & un espace métrique séparable {(dans le sens
établi pp. 80 et 82). '

Cependant la valeur de la méthode axiomatique n'est pas
uniquement de nature méthodologique. Il y a, en effef, des pro-
blémes olt T'on est conduit & considérer une famille d’ensembles
ou de fonctions comme formant elle-méme un espace (nommé par-
fois ,hyper-espace®), de démontrer que cet hyper-espace satisfait
a certains axiomes et d'appliquer les théorémes qui en résultent.
Ainsi p.- ex, le probléme ‘de I'existence des fonctions continues
sans dérivée se raméne i un théordme (théorgéme de Baire) sur
I’ espace des fonctions continues® (voir p. 209), qui est— comme
on le montre — complet et séparable.

C'est ]2 un des procédés caractéristiques des mathématiques
modernes: pour démonptrer un théoréme concernant un espace
donné, on définit un nouvel espace (eh conférant ainsi le earactdre
géométrique an probléme considéré) et on opdre ensuite sur
ce. dernier. On procéde de la sorte dans maintes applications dun
Caleul fonctionnel aux équations intégrales, au Caleul des varia-
tions ete. Dans ce mode de procéder les différentes branches des
mathématiques deviennent utiles les unes anx auntres: dans des
nombreux problémes d’Analyse l'’hyper-espace est un espace géo-
métrique ou topologique, dams certains problémes de Topologie
il est d'une nature algébrique (il constitue un groupe).

* * &

" Létude de ’espace assujetti aux axiomes I — V est divisée
en deux chapitres, dont le premier ne concerne que les trois pre-
miers axiomes (p. 15). Ces trois axiomes se distinguent par leur
caractere ,algébro-logique“'). En conséquence, le méme caractére
appartient aux méthodes de raisonnement du Chapitre I.

Yy Sur limportance de algorythme algébro-logique en Topologie a attiré
lattention 8. Janiszewski.
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Le Chapitre III et les suivants (du vol 1I) sont d’un caractére
plus spécial. L’espace du Chap. I est supposé complet, celui du
Chap. IV compact, celui du Chap. V connexe etc.

‘Au lieu de considérer les espaces spéciaux (fels que
les espaces complets, compacts ete.), on pourrait, bien entendu,
envisager des ensembles complets, compacts elc., situés dans
un espace assujetti aux axiomes I —V, de sorte que la Topo-
logie toute entiére renirerait dams le Chap. II (ou méme dans
le Chap. I1). Or, it est avantageux de formuler partout ol ¢'est
possible les propriétés d'un ensemble situé dans un espace comme
des propriétés intrinséques de cet ensemble, considéré comme for-

mant un espace pour lui-méme. Telle est, par exemple, la pro-.

priété d'étre compact, d'étre dense en soi, d’étre de dimension r
(par coutre, la propriété, d’8tre fermé ou d’étre ouvert est une
propriété exirinséque: propriété de l'ensemble par rapport
a l'espace).

Parmi les probldmes considérés dans ce volame, il y a qui se
distingunent par leur caractdére purement géométrique, il y en a
d'autres qui se rapprochent par leur origine de la Théorie des
fonctions de variables réelles. La majorité des §§ (4—10, 13 —19,
23 —25, 29, 30) embrasse les deux tendances. Comme exemples
d'une section par excellence géométrique, citons les §§ 20 — 22
(théorie de la dimension): ils concernent un domaine ol le
suceds des méthodes topologiques en Géométrie est particulidre-

. ment frappant. Un grand nombre de problémes traités dans les
§§ 26—28, 3336 représente la deuxidme tendance ). La théorie
des fonctions mesurables B, qui n'était & son origine qu'une théorie
dea fonctions réelles de variable réelle, est devenue (dans sa partie
la pius importante} une théorie des transformations des espaces
topologigues (satisfaisant aux ax. I—V) en espaces topologigues,
de sorte qu’il est juste de traiter cetie théorie comme une section
de ia Topologie. Les §§ 25 et 33 concernent la notion d’ensemble
borelien, notion purement topologique, dont Porigine est liée 4 la
- Théorie de la mesure. Les §§ 10, 34 et 35 concernent les généra-

S

%} Le lectenr gui me gintérasse qu'anx pmblemes geométrlques peut
omattre la lecture des §§ précités. Il importe toutefois de remarquer qu'il 0’y a
-pag de ligne ‘de démarcation précise entre notions et problémes des deux

genres.  Par exemple, la notion d’ensembie de Ixe catégorie, introduite par

Baire pour les besoins de I'étude des fonctions discontinues, est d'une grande
importance daus maintes questmns purement géométrigues.
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lisations plus récentes de cette notion; ces généralisations sont
traitées dans le chapitre consacré aux espaces complets et donnent
lien a des applications importantes dans le Calcul fonctionnel. En
outre, la notion d’ensemble projectif (§ 34) semble présenter un
grand intérét philosophigue, gréce surteut aux liaisons avec la
Logique mathématique. L’emploi des notations logiques s’impose
d’'une fagon trés naturelle dans I'étude de ces ensembles, ainsi
que dans celle des ensembles boreliens et analytiques, oi elle rend
des services incontestables,

Les méthodes de raisonnement que jemploie dans ce volume
appartiennent a4 la Théorie des ensembles 1), les méthodes de la
Topologie combinatoire (homologies, groupes de Betti etc.) n’inter-
venant pas, en général, dans les questions traitées ici.

Sans prétendre de donner une bibliographie compléte, j'ai
tdché d’indiquer dans les renvois bibliographiques les ouvrages les
plus importants parmi ceux qui se rattachent au sujet de ce volume.

Le lecteur qui s’intéresse 4 la bibliographie consultera les
excellents exposés de MM. Rosenthal-Zoretti, Encyklopéddie
d. Math. Wiss. II C 9a, Leipzig 1924 et-de MM. Tietze-Vietoris,
ibid. IIT AB 13, Leipzig 1931.

Parmi les livres sur la Topologie dont je me suis servi en
rédigeant ce volume ot dont la valeur ne se réduit pas sculement
a leur intérét historique, sont a citer: F. Hausdorff, Grundzige
der Mengenlehre, Leipzig, Veit 1914 et Mengenlehre, Berlin-Leipzig,
Gruyter 1927, W. Sierpifiski, Zarys teorji mnogodci 1I, War-

gzawa 1928, M. Fréchet, Les espaces abstrails, Monographies Borel,

Paris 1928. Le manuscrit de ce volume était déja terminé, quand
ont parn les livres: H. Hahn, Reelle Funkiionen 1, Leipzig 1932
et R. L. Moore, Foundations of point set theory, Coll. Publ,
New York 1932. '

En teérminant, je tiens A exprimer ici mon affectueuse grati-/
tnde & MM. Cech, Hurewicz, Knaster, Otto, Posament,.
Szpilrajn et Zygmund, qui ont bien voulu contribaer 4 ma.

_tiche soit par leurs précienx consexls, soit par la lecture des

épreuves.
Casimir Kuratowski.,
Lwoéw, Décembre 1933. ‘ C

D] ,,pomt set theoretic msthod® EBan ]a dénomlnatlon des mathemah
ciens américaing. :
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ERRATA.
remplacer par
1—X)y-1—X) 1—X)y-1—-7)
I -[1‘
z ' ZOX
4 F(p) (deux fois)
(ry §2) (£ §e)s (ray 81), (ry 82)
yeB xed
xs A yeB
[x,31 [x =yl
2n—2 ) n-—2

* Lastérisque indique qu'il faut compter en remoniant.

INTRODUCTION.

Nous rappellerons ici quelques notations et théorémes élémen-
taires de la Théorie générale des ensembles et de I"Algébre de la
Logique. Les notions de la Théorie des ensembles seront d’emploi -
constant (excepté Yopération (si), qui est d'on caractére plus
spécial). I’Algébre de la Logique, dans la majorité des §§ (sur-
tout dans ceux de nature »Zéométrique“) ne sera pas employée,
tandis que nous en ferons usage dans certains problémes (surtout
liés 4 la Théorie des fonctions) ofl Vemploi des notations logiques
s'impose d'une fagon trds naturelle et permet de simplifier les
raisonnements (p. ex. aux §§ 27, 33—36).

A la premiére lecture, on peut omettre tout ce qui concerne
I'Algébre de la Logique. :

§ 1. “Opératidns def.la Lo'gique et de la
' Théorie des ensembles.

I. "Rlgébre de la Logique. « et § étant deux propositions,
o' désigne la négation de = (cest 3 dire ,000 a”) o B la somme
logique (,» ou B”), «-§ le produit logique (o et B"); o~ B veut
dire que « entraine B (implication), u =8 veut dire que o équi-
vaut a f.

. Citons, 4 titre d'exemple, les théorémes suivants: o = o {loi

. de double négatidn), (a—B)=E" —2) (loi de contrapesition),
(@ BY =o'+, (a+B) =(a" ') (lois de de Mor gan), (z — f) =(a! - &

@ B+r)=af+ta- _ ,

Chaqgue proposition admet I'une des deux valeurs 0 (le ,fanx™)
ou 1 (le ,vrai”). Onaa ¢’ =0 (principe de contradiction), « -+ &' =1
(principe du tiers exclu). :

C. Eurafowski, Topologia I. ) o : 1



274 Chapitre III. Espaces complats.

Comme espacé complet, N pest pag de I-re catégorie. Il en résulte
" (comme dans la démonstration précédente) quil existe une infinité indénom-

brable de différences F *ZFE non vides. Tout ensemble E contenant un seul

point de chacune d'elles est un espace v mdénambrable Plus encore: tout souns-
ensemble N de E gui est non-denge dans 9 est dénombrable. Car N é&fant
non-dense daps N, il exists un indice « tel que F, = N, d'on NCIF L'en-
semble EF_ étant dénombrable (par définition de E), P’smsemble N Tast
édgalement.

Propriétés des espaces v.. 1. Tout espace est totalement imparfait.

Car Pengsemble C de Cantor contient un sous-ansemble parfait non-dense
dans &,

2. Chague sous-ensemble 4 propriét:é. de Baire d'un espace v est la somme

d’un ensemble Gy ef d'un ensemble dénombrable,

Car il est la somme d'un ensemble Gz\ et d'nn ensembls de I-re ca’cégone :

(p. 51, IV, 2) et ce dernier sst dénombrable. Il en. résu]te qus

3. Chaque fonction Jomssant de la proprteté de Batre et définie sur un es-
pace v est de deuxiéme classe?).

4. f{x) étant nne fanctmn d valeurs réelles, jouissant de la propriété de
-Baire et définie sur un espace E d proprre‘fc v, l'ensemble f{E) est 'de mesare le-
besguienne nulle: mf (&)= 072).

En effet, d'aprés le théordme p. 195, V, il existe dans £ un ensemble Z -

tel que mf(Z) =0 et que E— Z est de I-re.catégorie. E—Z étant dénom-
brable par hypothése, 11 vient mf(E—Z) =0, d'oit mf(E) =0,

5 E étmzt un espace v, 4 chaque suite {c } de nombres positifs correspond

une décomposition E = E, - E, ... telle gue (E ) <leg?.

En effet, {pn} étantune suite dense dans F et £,, étant une sphére ouverte

'de centre p, et telle que 3(E,,)<C ¢y, Pensemble ouvert G = Ey-E, 4 Fy ..

et dense dans E. L’ensemble £ — (G est par conséquent non-dense, done dé-
nombrable: E— G =gy, g;.-]. On pose E,, ,=(g,)-

D G Poprougénko, Sur un_ probléme de M. Mazurkiewicz, Fund.
Math. 15 (1930}, p. 285. _ ) -

3 Cf. W.Sierpineki, Sur un ensemble nop dénombrabie dont tonte
image continue est de mesure nulle, Fund. Math. 11 (1928), p. 302.

%. Cf. W, Bierpidaski ibid, p. 304. Le probléme de Vexistence des
‘ensembles indénombrables satisfaisant A la thése du théoréme 5 provient de
M. Borel. On ne sait 'pas P’8tablir sans I’hypothése du continu. Voir
E.Borel, Sur la classification des ensembles de mesure nirlle, Bull, Soc. math,

de France 47 (1018), p. 1 et E, Szpﬂra]n, Sur une hypothese de M. Borel,
F‘nnd Math. 15 (1930) p. 126,
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“Automorphie 70.

INDEX TERMINOLOGIQUE.

Symboles de la Logique et de la Théorie des ensembles.

=00 s S E vt X, P, LA )
p. & F4 p. 11 fIE, f(x|E}, p. 12; I;’i_IPES Xn, p. 70 9, p. 118, Y p. 137

Symboles topelogiques et métriques.
—y182, lmp, 76, w{p) 85
A=—=ca

X 15, X839, X9107, X, 118,

D(X) 45, Fr(X), Int(X) 24, o (X) 202, 3(X) 85,
dist (X, ¥) 89, g (X, V) 86,

LiX, 152, LsX, 153, Lim X, 155,

fi==eca N—an fi=—co

e (smsemble de Cantor) 79, € {(ensemble des nombres réals) 43, 9 (mtervalle
0L x<1) 79, L2 77, L2776, I (ensemble des poimbres xrratlunnels) 80, SR 79,
X 201, aimX, dim, % 116, 2% go YN 149

A 234, B 4, B, 55, C 235, F, 160, F_ 21, ‘Ga 180, Gy 21, L, 235.

Termes.

Accessibilité 245,

Accamulation (point &) 39.
Additif 99.

Ambigu 162, relativement. 165.
Analytique {susemble) 2384.

Base 101.

Bicontinue (fonetion)y 70. -
Biunivogue (fonction) 13.
Borelien 22, localement 167.
Borné 85, totalement 91.

Axe 8. ‘ ] : Cara;téristique (forction) 69.
Axiomes I—1I 15, IV 85, V 101, Catégorie (premidre) 48.



276 . - Index terminologigue.

Classe o additive, multiplicative (d’un
ensemble) 160, classe o (fonetion
de) 177, (fonetion propositionnelle
de} 168, petite classe = 233.

Clairsemgé 41,

.Compact 197. :

Complémentaire 2, analytique 234.

Complet (espace) 196, topologiquement
196.

Complexe (fonction) 182.

Condensation (point de) 107.

" Condition de Canchy 196.

Contenu topologiquement 72.

Continuité 66.

Coordonnée 8, barycentrique 93.

Corps 33, -

Cube fondamental de Hilbert 79.

Deénombrable 1.
Dense 31, en soi 40.
Dérivé 39, d’ordre o 114.

Dérivée (fonction sanps) 209, infinie-‘

262, partielle 267.
Développable 59.
Dingonale 144, 150, théordme de la 175.
Diamétre 85.
Dimension 1186, taible 138.
Dimensionnarite (famille) 184.
Discontinue ponetuellement (fonetion)
67
Disjoint 2.
Distance (des points) 82, (de; angem-
 bles) 89. o
" Domaine fermé 37, ouvert 38.

Eeart (des. ensembles) 86.

Effectif 108. .

Ensemile € de Canfor 80, limite 70,
' limite complet, rastrsint 152.
Entourage 27,

Espace de Hausdorff 28, A 268,
Equivalerice topologique 72.

Fermé 19, localement 26.
Fermetyre 15.

Fonctionnel (espace) 90.
Frontidre 24, (ensemble) 1.

Graupe topologique 75,

Heréditaire 29.

Homéomorphie 13, de classe o, § 921, -

Homogéne 78.
Homoie 72, _
Hypothése du contini 191,

Image (drane 6quationj 143.

‘Imparfait totalement (sspace) 267.

Intérienr 24.
fnvariant intrinséque 216,
fsolé 39,

Limite (de points) 78, (d’ensembles)
70, 155, inférieure 152, supérieure
153.

Localisation 27.

Lot du triangle 88.

Mesurabie B (fonctiony 177.
Métrisable 83.

Métrique 82,

Monotone 108.

Nerf (densembls) 94.
Non-dense 81.
Normal (espace) 95.
Novaw dinensionnel 183.

Opération (ly 4, de Hausdorft 246,
Ordre (de point d'un ensemble) 109,
(de valeur d’une fuuction) 259,

Index terminologique. 277

Qscillation 85,
Ouvert 19,

Parfait 40.

Partielle (fonction) 12, (anite) 77.

Produit rartésien 7, _

Projectif (ensemble) 324, (fonetion pro-
positionneile) 243.

Projection 8.

Prolongement (d'un ensemble) 132,

(dun espace) 200, (d’une fonetion)

210.

FPropositionnelle (fonction) 2.

Propriété de Baire {d'sn ensemble) 49,
(une fonctiom) 191, au sens res-
treint (d’un ensemble) 55, (Pune
fonction) 194.

Rang topologique 72.

Régulier (espace) 65, (systéme d’en-

sembles) 5.

Relativization 17.
Représentation analytique 187.
Résidu 64,

Reste 60.

Se’parable 80, séparable B 250,
Séparation 101.

Séparé 99.

Simple (simplexe) 93.

Simplexe 92.

Singulier (simplexe) 93.
Sous-suite 7.

Sphére 83, généralisée 86.
Systémes semblables 95,

Topologique (foration proposition-
nslle) 13, (propriété) 71.
Type de dimensions 72, topologique 70.

Universelle (fonction) 172.
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