TROISIEME CHAPITRE.

Espaces complets.

§ 29. Définitions. Généralités.

1. Définitions. Une suite de points py, ps, ..., Pu, - (8itués

dans un espace métrique) satisfait & la condition de Cauchy,lorsqu’a -

chaque € > 0 correspond un n tel gu'on a |p, — pr| < € pour tout
k>n; autrement dit, lorsque lim ¢ (E,) = 0, ou E, demgne l’en-

Hrzoa

- semble (P, Prta, --)
Un espace métrique est dit complet 1), lorsque chaque suite

~

satisfaisant 4 la condition de Cauchy y est convergente (c. a d.
qu'il existe dans cet espace un point p tel que p = lim p,).

N=ca

Remargue. La notion d’espace complet n’est pas une notion
topologique: Dintervalle ouvert 0 x <1 n'est pas un espace
complet, tandis que l'ensemble de tous les nombres réels — qui -

lui est homéomorphe — est complet (en vertu du théoréme clas-
sique sur I'équivalence de la condition de Cauchy a la convergence
d’une suite de nombres réels).

Nous distinguons entre la notion d'espace complet au sens
métrique (qui vient d’étre définie) et celle d’espace complet au
sens topologique: a savoir, d’espace Homéomorphe 4 un espabe
complet au sens métrique 2).

) Notion due & M. Fréchet (Thése). Cf. F. Hausdorff, Grundzilge,
p.'815. Il est 4 remarquer que les espaces métriques satisfaisant a4 Vax. I de
M. R. L. Mo ore (Foundations..., p. 464) sont complets, voir J. H. Roberts,
Bull. Amer. Math. Soc. ;—38 (1932), p. 835. Cf. aussi W. Sierpin sk1, Fund.
Math. 6 (1924), p. 106.

?) ; C’est dans ce dernier sens que M. Fréchet emplom le terme es-
pace cei"mplet
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II. Convergence et condition de Cauchy. Chaque suite
convergente satisfait & la condition de Cauchy.

Car, si.l'on admet que p = lim p,, & chaque € > 0 correspond

H=0ca
un # tel que l'on a pr—p|<e€/2 pour &> n; done |pn —pr| <€
Le théoréme inverse n’est pas vral dans les espaces non
complets. Cependant: s/ une suite satisfaisant a la condition de
Cauchy contient une sous-suite convergente, la suite totale est con-
vergente (et converge vers la limite de la sous-suite en question).
Soit, en effet, p =limp;. Le sens de € et n étant le méme
e .

que dans la définition de la condition de Cauchy, soit m un in-

dice >n et tel que p;, —p|<e Comme i,>m>>n, il vient

| Piy—Pr|<<2e pour £>n. On a donc [pr—p <3¢, d’oll lim px =p.
. R=o0

Un espace dont chaque suite contient une sous-suite conver-

gente est nommé compact?). Ainsi chaque espace métrique com-
pact est complet. :

Ill. Produit cartésien. Le produit cartésien X XY de deux
espaces complets est complet, lorsqu’il est métrisé par la formule

24 ly—wnE oon y=(x) et 3 = (x,y)

ba

i3

(cf. p. 88).
En effet, si la suite des points 3, 3, ... satisfait 4 la condition

de Cauchy, les suites des abscisses X;, X,,... et des ordonnées

9y, ¥, . lui  satisfont également, car |x,—xz| < |3 — 3| et

Y2 — Vel < 32— 3. Les espaces X et 9f étant complets, ils con-

tiennent respectivement des points x et y tels que x =1im x,

H=o0

et y = hm m Yn, d’ot (x,y) =lim 3,.

n=oo

Le theoreme précédent, valable pour chaque nombre fini
d’espaces, s’étend sur les produits dénombrables. Notamment, le
produit X, XX, X ... d’'une suite despaces complets est un espace
complet, lorsqu'il est métrisé par la formule

oo [ of i
| R L et
3—y|=22" ———F——
STVEAE T 1 -y
ol 3 désigne la suite 3,3, .. ety la suite y.,y? .. (voir p. 88,
renvoi ?)).

1) A Pétude des espaces compacts sera consacré le Chapitre IV.
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Supposons, en effet, que la suite 3, 3,, ... satisfait 4 la con-
dition de Cauchy. Soit i un indice arbitraire fixe. A chaque ¢>>0
(tel que 1—27e>0) correspond un 7 tel que I'on a |3, ~ 3 | < ¢, quel
que soit £>n. 11 vient ' S

fad s ;
“JLOH _ <9, doit iaf, _ 3;; 2% 1
1415, — 8l '

1—2¢ 1

——1
‘ 2e
Ce dernier nombre tendant vers 0 avec ¢, on en conclut que la
suite 3, 3, ... , 3/, ... satisfait & la condition de Cauchy. L’espace °\;
étant complet, il existe donc un 3 = lim 3y ot § = lim 3.

N==oo Ne=oa

En particulier, lespace euclidien &, l'espace ¢% des suites de

nombres réels, le cube n-dimensionnel ", le cube Sondamental S% de
Hilbert, Pespace ‘) des nombres irrationnels (comme la puissance
K, de l’ensemble des nombres naturels) sont topologiquement
complets (c. & d. homéomorphes a des espaces complets).

-
Ferud el ;

IV.. Espace 2%. Si 0 est complet, lespace 2;\7 lest é;g‘r'ﬁl}é:
ment1). De plus, toute suite {4u} lejxf‘}ai'témde lespace 2C et satis-
faisant & la condition de Cauchy cbﬁ%%fge vers lensemble (non vide)
Lim A, (au sens établi p. 155), qui est alissi un élément de cet espace.

Soit, en effet, 4, A,, ... une suite d’ensembles-éléments de 2ﬂf
satisfaisant & la condition de Cauchy. Aut‘ié‘tﬁ&it dit: 4 chaque
€ >0 correspond un 7 (¢) tel que

D n>n(c) entraine dist (A,,,‘vA,,(e)) <e.

Posons L=Ls A, Nous allons montrer que lim dist (L,A}z)'=0. :

H==co R

Il_suffit de prouver que dist (L, Ane) < 2¢, car on en con-

clura en vertu de (1) que dist (L, 4,) < 3¢ pour 7z > n ().
- Ainsi tout revient 3 montrer que :

1° quel que soit p sL, on a p (p, Aue) ‘\<\ 2.,

2° quel que soit g¢ Ay, on a p (g, Ly<2e

Or, R désignant la sphére (généralisée) fermée de czantré A',z(e) ‘v
et de rayon ¢, on a, selon (1), Ax C R, pour > 1 (c) (§ 15, VI (2));

S— . 1

) Théoréme de M. Hahn, Reelle Funktionen, p. 124, Leipzig 1932,

[§ 29, V] Définitions. Généralités. ' 199

Comme limite supérieure de la suite {A.}, I’ensemble L satisfait
3 Pinclusion L A, + Apg1+ ... (cf. § 25, IV, 8), d'ot LT R,
ce qui prouve la proposition 1°

Pour démontrer 2° posons 7 (¢/2%) = m (on peut’a‘dn.aettre que
1, > np—;) et envisageons la suite ¢, @n. -y Gup définie par in.
duction comme il suit: on choisit dans A, un pom‘t qn, de faﬂgon
que Gi, = q et |qu, — qu,_, | < €/2*', ce qui est toujours possible
en raison de (1). -

La suite ¢u,qn,.. satisfait & la condition de Cauchy, car
on a |gn, — qn,| <€/2t' pour m>k. Lespace étant complet, la

! m ) : rpe sy

suite converge donc vers un point I de cet espace. Par définition
de la limite supérieure, ! appariient & L. ‘ Comme,,’e‘n outre,
{qn, — qn,| < 2€ quel que soit &, il vient [ — [| < 2¢, d’olt la pro-
position 2° : , o . :

Enfin, d’aprés le théoréme p. 158, la ’hmlte d’'une suite
d’ensembles {A,}, convergente dans I’espace 24\', coincide avec en-
semble Lim A, de sorte que L = Lim 4.

n=co n=pe

V. Espace fonctionnel. Espace ?jg‘. Nous avons vu au
§ 15, VIII que la famille des fonctions bornées y = bi (x)A qui trans-
forment I’espace Y en sous-ensemble de I’espace ]j peut étre c.ong,ue
comme un espace métrique, lorsqu’on adopte la définition suivante
de la distance:
Q) fi — fol=max f; (x)— f (x) .

XES
.f;‘i Y est complet, Lespace fonctionnel considéré l'est également.

Supposons, en effet, que 'on (ait |fo —fr <€ pour k> n. _P:r
conséquent, pour x fixe, on a [fa(x)— fr(x)| <e et la suite
f, (%), fa (x),... satisfait & la condition dq? CauE:hy. Posons done
F (%) = lim fy(x). La suite fu (x) étant uniformément convergente,

=00

; . .
les fonctions f, convergent vers f au sens de la dlst'ance ()..
Il en résulte que [l'espace des fonctions bornées continues,

espace que nous désignons?) par Qf\', est compl'et. Car ¥a limite
d’une suite uniformément convergente de fonctions continues est
continue.

ie 3 i T sori nombres cardinaux.
) par analogie 4 la puissance nM dans le théorie des
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Il en est de méme de l'espace des fonctions de classe a
(cf. § 27, VIII), de celui des fonctions mesurables B, de l’cspaee
des fonctions & propriété de Baire (cf. § 28, III).

V1. Ensembles G; dans les espaces complets.

Il résulte directement de la définition de 'espace complet que
tout sous-ensemble fermé d’un espace. complet constitue lui-méne un
espace complet (avec la méme notion de distance).

D’aprés le corollaire p. 151, tout sous-ensemble G; d’un
espace métrique X est homéomorphe & un ensemble fermé situé
dans le produit cartésien 9 X ¥ ot ¢Xe désigne l'espace des suites
infinies de nombres réels. Or, si 'on suppose que X est un
espace complet, Iespace X X ¥, comme produit de deux espaces
complets, 'est également, ainsi que chacun de ses sous-ensembles
fermés. On arrive ainsi au suivant ‘

Théoréme?)., Chague sous-ensemble Gy d'un espace complet est
homéomorphe & un espace complet, c. & d. est complet au sens topo-
logique.

Le procédé qui nous a servi & démontrer le corollaire cité de I; 151

- permet de définir directement une ,nouvelle distance” dans un ensemble Ga,
de fagon que cet ensemble devienne. un . espace complet. Notamment, étant

donné un ensemble Q= G, Gy-.. olt G; est ouvert, posons f,(x) = 1
b5 =Gy
La nouvelle distance entre deux points x et y de Q est alors égale &
¢ JD)—F)]
fe—yl4 Z o

=t 1 + [fl(“\')_f[(y) |

VIL. Prolongement d’un espace métrique en espace complet.

Chaque espace métrique est isométrique & un sous-ensemble
d'un espace complet ?).

Notamment, les suites 3 =[3%, 3%, ..., 3/, ...] extraites de l'espace
donné X et satisfaisant & la condition de Cauchy sont les points

)" Théoréme de M. Alexandroff, Sur les ensembles de la premiére
classe et les espaces abstraits, C. R. Paris, t. 178 (1924), p. 185, Une simple démon-
stration a été donnée par M. Hausdorff, Die Mengen Gy in vollstandigen
Raumen, Fund. Math. 6 (1924), p. 146. Pour le théoréme inverse, voir § 31, IL

?) Théoréme de M. Hausdorff, Grundzige, p. 315.  La démonstration

de M. Hausdorff présente une généralisation du procédé lnen connu de
Cantor-Méray de la définition des nombres irrationnels.
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de Vespace complet l la distance entre deux suites j et y est
définie dans Pespace X par la formule
(0) 13—y [=lim [}/ —y],

deux .suites 4 distance 0 étant identifiées (cf. p. 83, remarque).

L’espace “X ainsi défini est métrique. Car, d’une part, I'inégalité
= < =3 3 =9/ [y — ] domne |3i—vi|—|y¥—y/| <
< |3 —3|+]y/ =y’ et parconséquent, si les suites ; ety satisfont
4 la condition de Cauchy, il en est de méme de la suite (numé-
rique) |3t —y'l, [3* — 92, ... L’existence de la limite lim | ;' —y'| en

=0

résulte. Ainsi la distance se trouve définie pour chaque couple
d’éléments de 9.

D’autre part, la loi du triangle est vérifiée, car l'inégalité
I3 =943 — w| > |y’ —w!! donne par le passage i limite la formule
3=yi+[3—w[>[y—wl

Dans le cas ol pour chaque Z on a 3 =x et Y=y, il vient
évidemment |x —y|=|3—yl. L'espace X est donc isométrique
au sous-ensemble de X composé de suites & éléments identiques.

Reste 4 prouver que I’espace X est complet.

Soit 3, 32y« 3ms ... Une suite extraite de X. Il existe donc
une suite d’entiers positifs m,, m,, ..., m,, ... telle que
' , 1 ,
) [3n—3,|<<— pour {>my.
) n

Supposons que la suite 315 Foy wne satisfait & la condition de

Cauchy. Nous allons prouver qu’il en est de méme de la suite

3 = [3™, 37, ...], donc . que 33% et quen outre § = lim 3.

Soit €>0. La suite 3, 3s, ... satlsfalsant a la condition de Cauchy,
il existe un indice g == g (€) > e tel que |35 — 3,42]< €, quel que
soit & Il existe donc selon (0) une suite d’entiers j, telle que

2) 13 —3.,1<e pour l>j;,.(

Linégalité | 379—3, 0% | <[ 370 — 3k | 4135 — 3 | 1301 — 305"
implique d’dprés (1) et (2) pour I supérieur a my, jr et Myqs que
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®) |0 a:,’:z;f’fl< et <8e

ce qui prouve que la suite 3 satlsfalt a la condition de Cauchy.
L'inégalité |3} — 37| <|0,l' 37 |4|3mn — 3| entraine en vertu
de (1) et (3) pour L>mn, n>qeti>q

@ =gl < +6e<Te

On voit ainsi qua chaque €>> 0 correspond un indice g tel
que pour n>>¢ on a 'inégalité (4), pourvu que I soit suffisamment
grand En faisant crmtrei a linfini, il vient en raison de (0)
l3n— 31 < T, dott lim 3, =

n=oa

Remarque. Si I'on identifie les points x de l'espace & avec
les sultes [x, X, x, ] lespace X, considéré comme sous-ensemble

de rY est dense darzs Q(. En effet, étant donnée une suite 3= [3% 33, ...]

appartenant a 9&, on a 3 =1lim 3, ol 3» = 3" 3" 3" ...]. Car d’aprés (0)

N=oa

i —3"t| et, la suite ; satisfaisant & la condition
—3|=0.

30 —

i=eo

de Cauchy, il

En particulier, si X est séparable, :(} Pest également.

A. Espaces complets arbitraires (§§ 30—31).

§ 30. Suites d’'ensembles. Théoréme de Baire.

L’espace considéré dans ce § est supposé complet (séparable ou non).

I. Coefficient «(4). Nous désignons par «(4) la borne
inférieure des nombres e pour - lesquels l'ensemble A se laisse
décomposer en un nombre fini d’ensembles de diamétre < e. L’éga-
lité o (A) =0 signifie ainsi que A est totalement borné (p. 91).

Théoréme?). Toute suite A; ) A, ) ... de sous-ensembles fer-
més non vides de l'espace X et tels que lim a (A4,) = 0 converge

n=—=oco

dans Uespace o0 vers Lensemble non vide A, A,- ...

ll) Voir ma note Sur les espaces complets, Fund. Math. 15 (1930), p 303;
D'aprée un théoréme du Chapitre IV, ’ensemble A;- A,-... est compact.
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Supposons d’abord que la suite {4} ne satisfasse pas & la
condition de Cauchy. Il existe alors un € > 0 et une suite d’entiers
croissants {k.} tels que dist (4., Az)>e. On en conclut quil
existe une suite de points {p,} telle que p,e A, et p(ps, 4r,) > €,
car l'inclusion A, ) Ag, entraine p (44, X) = 0 pour chaque x s Az,

Soit m un entier tel que « (4,)< e Posons
= Zl + wee +Zz et ¢ (Z,) < e,

Les points pm, Pmt1s Pmie, ... appartenant & A, il existe parmi
les ensembles Z,, ..., Z; un (on peut admettre que ce soit Z,) qui
en contient une sous-suite infinie pi, pi, .. Soit j un indice tel
que ;> ki. Donc Az, D Ay; et pie Ag,. Les formules pi s Zy, pie Z,
et &(Z,) < ¢ entrainent | p;, — Pi; |<e, dolt p(pi, As;) < ¢, contraire-
ment 4 la définition de la suite {pa}.

Cette contradiction montre que la suite {A4.} satisfait 4 la
condition de Cauchy, donc (selon § 29, IV) qu’elle converge vers
I'ensemble Lim A,, qui coincide avec'le produit A,- A2 ey puisque’
la suite est décroissante (§ 25, VI, 8). )

Corollaire.,  Etant donnée une famille (de;zombrable ou non)
d’ensembles fermés {F)} tels que 1° le produit de chaque systéme fini

' densembles F, est non vide et 2°° il existe des ensembles F, avec

o (F ) aussi petit que l’on veut;—le produzt detou s les ensembles
F, est non vide. '

S()lt %p Un 1r1d1ce tel que o (F, ) < n. ‘ Posons P.=F, - F”
Il vient « (P) =0, c. 4. d. que P: -est totalement bome, done sepa—

" rable (p. 91). D’aprés le théoréme de M. -Lindeldf (p. 102) appli-

qué i I'ensemble P, considéré comme I’espace, il existe une suite

@indices t, b, ... telle que 3P .F,, = X P—F, donc que [| PF, =

on=1 L - - on==

=[]PF,=]]F, PosonsA,=F, - wrF, 'F o F . 1L résulte du
t t . . P

théoréme" précédent que H]PF‘tn: ]:[] Ans=0; d'o [] F, 0.

P
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?

’ . Théoréme de Cantor'). Pour foute suite A, DA
d'ensembles fermés, non vides et tels que lim 8 (4,) = 0, Lensemble

Nazzees

Ay Ay- ... se compose d'un seul point.
C’est une conséquence immédiate du théoréme N°I et de
Pinégalité « (A4,) < 8 (4n).

Le théoréme de Cantor peut &tre démontré plus directement. No-
tamment, en extrayant un point p, de chaque A,, on définit une suite satig-

faisant a la condition de Cauchy. La limite de cette suite étant un point de

chaque 4, (puisque A, est fermé), elle appartient & 4,- 4, - ...

.Il est 4 remarquer que cé théoréme caractérise les espaces complets
(pfu'm1 les espaces métriques). ' Considérons, en effet, une suite p, Py - Satis-
fflxs?nt &4 la condition de Cauchy; en posant E,=(p,p ,..’.) z’il vient
Im3d(E,) =0. Daprés le théordme de Cantor, il’z e;-i;lte ’un point

n==oa

peE Eyo, @0t | p—p, | <H(E,) =10(E,), done p=limp,. ‘
. N==oa

, . Application aux fonctions continues. Soif f(x) une
fogction continue définie sur lespace X et soit F, D) F, ) ... une
suite d'ensembles fermés, non wvides et tels que lima (F) =0 (én

N=co

particulier, tels que lim 6 (F,) = 0). On a alors' f ( ﬁ F,,) = F] f(F)
n=co fi=1 n=] “

En effet, on a toujours (§ 3, II, 2a): /(F,- F,-..) Cf(F. |
Réciproquement, considérons un point 13/5]2‘(}’1)- f(j;g)??..fitZ)po-
sons Ar = Fp-f~I(y). 1 vient, selon N°I, A, Ay 50, do
FUI) Fi Py 0, done yef(F,-F,-..), & q. £ d. ’

IV. 'Théoré¢me de B.aire ?). Chaque ensemble d. ¢
’ . le de premi -
tégorie est un ensemble frontiére. b

Soit, en effet, £E =N, + N2 -+ ....une série d’ensembles non-
denses. Soit S, une sphére arbitraire (fermée). Il s’agit de prouver

.que S, — E=£0.

- 'Consjdérons lasuite S, D S; ... D 8,D)... de sphéres fermées
fieflm'e (par induction) comme suit: I'ensemble N, étant non-dense,
il existe une sphére fermée, désignons la par S,, telle que,
S,,C Sn—1— Ny et 3 (Sn) < Yn D’apres le théoréme de Cantor, il

'y Cf G.Cantor, Math Aﬁn 17 (1880)

0 . . et F. Hausdorff

p. 318, olt on trouve ce théordme dans la forme énoncée ici P Grandaigs,
-#) - Thése, Ann. di Mat. 1899, p. 65. i . .
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existe un point pe[] S. Comme []S:C [](1 — Ny=1—3 Na,
n=0 n=0 n= =
i1 vient pe S, — E. = =
" Corollaire 1. Le complémentaire d'un ensemble de Ire caté-
gorie n'est pas de l-re catégorie (pourvn que U'espace soit non vide).

Corollaire 2. L'espace west de I-re catégorie en aucun point.

Car, en cas contraire, il existerait un ensemble ouvert non
vide de I-re catégorie.

Corollaire 3. Chaque point d'un espace complet dense en soi
en est un point de condensation. . '

Car, en cas contraire, il existerait un ensemble ouvert dénom-
brable et, chaque point individuel formant un ensemble non-dense,
Pensemble ouvert serait de I-re catégorie.

Corollaire 4. Chaque espace complet dénombrable est clairsemé*).

Car un espace non clairsemé contient un sous-ensemble par-
fait non vide (§9, VI, 3). Cet ensemble parfait, considéré comme
Pespace, est complet et dense en soi, done indénombrable d’apres
le corollaire précédent. '

Corollaire 5. Etant donnée une décomposition d'un espace complet en une
série d'énsembles fermés: 1 =Z, -+ Z, -+ ..., si l'ensemble EZ, est clairsemé pour
chaque n, U'ensemble E l'est également. .

Soit D un sous-ensemble dense en soi de E. Comme ensemble clair-
semé, DZ, est un ensemble frontiére dans D (§ 9, VI, 1). On a done D — 2, = D.

don D ZnC5=D—:Z,1Cl—)——Zn, ce qui prouve que 5~Zn est un ensemble
frontiére dans D (p. 34, V1); comme ensemble fermé, il est done non-dense dans D.

L’identité D= D+ Z, -+ D - Z, ... implique par conséquent que 5, comme
ensemble de I-re catégorie sur lui-méme, est vide {(®aprés le cor. 1, Pensemble D
&tant considéré comme un espace complet). Done D =0.

Corollaire 6. E étant un ensemble dense en soi (non vide) situé dans un
espace complet 1 et f(x) étant une fonction définie sur cet espace, continue et telle
que la fonction partielle f (x|E). est biunivogue, I'ensemble V des wvaleurs de la
fonction f est indénombrable. ‘ )

Supposons, par contre, que V={_(yy, Vs, ). Posons Z, = f~!(y,). 1l.vient
1 =2+ Z,-}... et les ensembles Z, sont fermés. En outre, £EZ, ne contient
quan senl point au plus, puisque les conditions xeEZ, et x'cEZ, entrainent
Fx) =y, =Ff), doit x=ux" (la fonetion f (x|E) étant biunivoque). D’aprés
le cor. 5, Pensemble E serait done clairsemé, contrairement & I'hypothése.

1) ' Voir dans cet ordre d'idées § 32, 'V, théoréme.
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Remt‘zrques. 1. La démonstration du théoréme de Baire peut étre ren-
due effective dans ce sens (cf. p. 108) quwétant données: 1° la base R,, R,,...
de lespacfz,. 2 une suite N;, N,,.. d’ensembles non-denses et 3° une sphére So
on peut définir un point p qui appartient a S;— (N, +-N,~...). On pose notam-’
ment, pour 7>0, S, =R, ol k, estle plus petit indice tel que f(’;enCRk N

¢ 3R . ’ ) -1 n
et 8(Ry )<{/n. Le produit Sp-S;:S,-... se compose alors d’un seul point, que
I'on désigne par p.

2. - Le théoréme de Baire équivaut d Phypothése que c/zaquek suite X, d'en-
sembles arbitraires remplit I'égalité 1 — 4_\7 X, 1 ——)?7, = 1.
n=1
Car les ensembles non-denses peuvent étre définis comme ensembles de

la forme X.-1— X (puisque X-1— XC X1 - X, ¢f. p. 33, IV).

V. HApplications aux ensembles G;.

1. Qi Q,...étant des Gy denses, lensemble Q,- Q... l'est aussi.

Car, chacun des ensembles 1 — Q,, comme un F; frontiére
f:st de I-re catégorie. La somme (1 — Q) 4+ (1 — Q,) + ... I'est don(;
également et le complémentaire de cette somme, c. i d. I'ensemble
Q- Qy ..., est dense. '

2). Chaque Gy de I-re catégorie est non-dense.

En effet, si Q n'est pas non-densé, il existe un ensemble
ouvert G0 tel que l'ensemble QG est dense dans G. Par
. conséquent, si Q est un G;, G — Q est un F. frontiére, done un
ensemble de I-re catégorie.” Si I’on supposait Q de I-re catégorie
Pensemble ouvert G, comme somme de deux ensembles de I-re ca-,
tégorie, le serait aussi, contrairement au corollaire 2.

B Chaque ‘ensemble G; situé dans un espace complet étant ho-
méomorphe & un espace complet (§ 29, VII), tous les énoncés du

N° V se laissent relativiser par rapport aux ensembles Gj En
particulier: ' i

3). Etfznt donné un ensemble Q qui est un Gy, chaque sous-
e{z‘semble qui est de I-re catégorie dans Q est un ensemble Jron-
tiére dans Q. Chaque ensemble Gy dénombrable est clairsemé.

VL. HApplications aux ensembles F; et G;.

Théoréme'). Chague ensemble F. ef G j
- ’ -~ Chag L s est développable en
Série alternée (transfinie) d'ensembles fermés odé.:roisscmts.pp

) F.Hausdortf, Grundziige der M engenlehre, p, 462.
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Soit, en effet, £ un ensemble F, et G; et X un ensemble
fermé arbitraire non vide. Il s’agit de démontrer (p. 61, N°V, 19
que soit XE, soit X — E n’est pas un ensemble frontiére dans X.
Or dans le cas contraire les ensembles XE et X — E, comme des
F. frontiéres, seraient de I-re catégorie dans X (p. 44, N°II) et
leur somme X = XE 4 X — E serait par conséquent de I-re caté-
gorie sur elle-méme, contrairement au corollaire 1 du N°IV (X étant
considéré comme l'espace).

En ténant compte du théoréme inverse (p. 112, I (1)), on
voit que dans les espaces complets séparables les ensembles F, et
G coincident avec les ensembles développables.

On en conclut (cf. § 12, V et IX) que, pour qu'un ensemble E situé dans
un espace complet séparable soit un F_ et Gy, il faunt et il suffit que, quel
que soit ’ensemble F fermé et non vide:

19 la frontiére de FE relative & F soit non-dense dans F (ou encore:
qu'elle soit = F),

20 que FE soit une somme d’'un ensemble ouvert et d’un ensemble
non-dense dans F (ou encore: une différence d’un ensemble fermé et d’un en-
semble non-dense dans F),

3 gue FE soit localement fermé dans un de ses points (ou vide).

1l résulte de 8° que fout ensemble F_ et G homogéne dans [lespace est une
différence de deux ensembles fermés (comme ensemble localement fermé en
chacun de ses points, cf. p. 65, N°IX, 20).

Dans les espaces complets séparables chague famille bien ordonnée d'en-
sembles F_ et G; croissants (ou décroissants) est dénombrable?) {cf. p. 113 (2)).

Problémes de Ueffectivité. 1. Chaque ensemble F_ et G, est un F_. et
un G effectif (cf. p. 112, remarque 1).
9. Dans le domaine des ensembles qui sont 2 la fois des F_ et des Gy

axiome du choix se laisse réaliser effectivement, c. & d. que Von sait nommer
une fonction f(X), définie pour chaque X qui est un F_ et G nomn vide, de

facon que Yon ait f(X):JX.

En vertu de ’énoncé précédent, il suffit de démontrer cette proposition
pour les Gy effectifs. Autrement dit, il s’agit de faire correspondre a chaque
suite d’ensembles ouverts Gy, Cs, .. tels que Gy-G,-..¥0 un point p qui
appartienne a chaque G,,n=12.. Or, Ry, R, ... 6tant la base de l'espace,

oo

soit k, le plus petit indice tel que Ek‘CGi, sz'nG,,'-'FU et (R, )<L
N . I

=1

1) Cet énoncé ne s'étend pas sur les emsembles Gy On ne peut non
plus omettre ’hypothése que lespace est complet. Voir § 36, III.
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d’une facon générale, soit %, le plus petit indice tel que R’;mﬁ G- Ry, )y

o

R"m'[[ G, :;;fﬁ et B(ka) <« */m. D’aprés le théoréme de Cantor, le produit

n=1
Ek,‘ﬁk,"" se réduit 4 un seul point; c’est bien le point p demands.
3. Chaque famille dénombrable d’ensembled F_ disjoints qui couvre
Tespace tout entier est effectivement dénombrable. i
En effet, le complémentaire de chacun de ces ensembles &tant un F,
chacun d’eux est & la fois un F_etun Ga. En appliquant I'énoncé précédené,

on leur fait correspondre un point choisi; ’ensemble £ de ces points, comme
clairsemé (N°IV, cor. 5), est effectivement dénombrable (p. 115, 1V), d’on la
conclusion demandée.

VIL. Applications aux fonctions de I-re classe. D’aprés
le théoréme p. 189, si f(x) est une fonction mesurable B de
I-re classe qui transforme un espace métrique & en sous-ensemble
d’un espace séparable ‘I, ’ensemble de ses points de discontinnité
est de I-re catégorie dans . Si 2\ est complet, cet ensemble est
donc un ensemble frontiére; autrement dit, la fonction f(x) est pon-
ctuellement discontinue. En rapprochant cet énoncé du théoréme 2,
p. 190, on parvient au théoréme suivant:,

Théoréme?t). X étant complet et Y séparable, la condition né-
cessaire et suffisante pour que la fonction f(x) soit mesurable B
de I-re classe est quwelle soit ponctuellément discontinue sur tout
ensemble. fermé., I

. On voit aussitét que la discontinuité ponctuelle peut étre
remplacée par Pexistence d’un point de continuité sur tout ensem-
ble fermé non vide et que le terme fermé peut étre remplacé
par parfait (voir p. 190, remarques 1 et 2). ~

Corollaire 1. Dans les mémes hypothéses, si I'ensemble des

points de discontinuité de la fonction f.(x) est dénombrable, festde

Ire classe.

; Car tout ensemble parfait, comme indénombrable (N*V, cor. 3),
contient un point de continuité de la fonction. '

Corollaire 2. Chaque famille bien ordonnée de fonctions de
Ire classe (4 valeurs réelles) définies sur un espace complet:
fi(0) <L %) <. < (%) < fern(x) < o, est dénombrable.

) R, Baire, Thése, Ann. di Mat. 1899,
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Cest une conséquence directe du théoréme p. 113.

VIII. Rpplications aux théorémes d’existence. L’importance du thé-
oréme de Baire tient aussi au fait, qu’il permet souvent de démontrer I'exis-
tence des éléments jouissant d'une propriété P. donnée: notamment, si dans un
espace complet ensemble des éléments qui ne jouissent pas de la propriété P

- .se décompose en une série d’ensembles non-denses, cet ensemble, comme en-

semble de I-re catégorie, n’épuise pas 'espace: c. a d. qu'il existe un élément
qui posséde la propriété P (et méme un ensemble dense de tels élémrents).
Ce procédé s’est montiré surtout applicable & des problémes d'existence
des fonctions (de variable réelle) jouissant de certaines singularités ).
Considérons comme exemple la démonstration de lexistence d’une fon-
ction continue sans dérivée ). Nous allons établir en effet Pexistence d’une
fonction plus singuliére encore, 4 savoir d'une fonction continue qui n'admet
dans aucun point les deux nombres dérivés droits finis; c’est bien cette der-
niére propriété des fonetions continues gue nous désignerons par P. )

Envisageons & ce but l'espace I des fonctions continues v = f(x),
0w {1 (ef. § 29, V). La condition que la fonction f/ ne jouisse pas de la
propriété P, c. 4 d. qu'elle posséde en un point (au moins) les deux nombres
dérivés droits finis, équivaut & existence d’un entier positif n et d'un point x
tels qu’on ait

| | . e\
1)) %f(xj!—fz) —f) <(n, quel que soit A>0.
i h |
L’ensemble des fonctions f dépourvues de la propriété P est donc égal
a la somme N, 4 N,-.., o N, désigne I'ensemble des fonctions f pour les-
quelles il existe un x assujetti 4 la condition (1).

Tout revient done i démontrer que I’ensemble N, est non-dense (dans

T'espace (f':l). Or, I'ensemble N, est fermé, car f, étant une suite de fonctions
et x, une suite de points satisfaisant & Ia condition (1), on prouve facilement
que, si la suite f; converge uniformément, sa limite appartient a N, 3.

') Voir plusieurs ouvrages des MM. Auerbach, Banach, Kacz
marz, Mazurkiewicz dans Studia Math. 3 (1931), de M. Steinha us, ibid.
vol. 1 (1929), p. 51—83, de M. Saks, Fund. Math. 10 (1927), p.186—196 et 18
(1932), p. 211—219, de M. Orlicz, Bull. Acad. Polon. 1932, p. 221—228,

Plusieurs applications topologiques du procédé considéré seront traitées
dans Topologie I1.

%) 8. Banach, Uesber die Baire'sche Kategorie gewisser Funktionenmen-
gen, Studia Math. 3 (1931), p. 174.

%) Le fait que N, est fermé est d’ailleurs évident, si Pon se sert des
symboles logiques; on a nmotamment:

S (0= 2,
‘ 7 T a0\ d ’

C. Kuratowski, Topologie I. 14
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Done, pour prouver que N, est non-dense, il suffit de démontrer que N, est
un ensemble frontiére; ou encore: I'ensemble des polyndmes étant dense dang
(fg, il suffit de démontrer que, f étant un polyndme, il existe une fonction con-
tinue qui en différe aussi peu qu'on le veut et qui n’appartient pas & N,; ceei
est un fait élémentaire. .

L’existence des fonctions continues sans dérivée finie se trouve ainsi
établie; plus encore: les fonctions qui ne jouissent pas de cetie singularité con-
stituent un ensemble de I-re catégorie (elles présentent done des ,exceptions®
dansla totalité des fonctions continues).

§ 31. Prolongement des fonctions.

. Prolongement des fonctions continues. FEfant donnée
une fonction y=f(x) définie sur un sous-ensemble A d'un espace
(métrique) X, continue et dont les waleurs appartiennent & un es-
pace complet Y, la fonction f se laisse prolonger d'une fagon con-
tinue sur un ensemble G.

Soit A* 'ensemble des points p de 4 tels que o (P)=0,c.ad.
que l'oscillation de f ’annule au point p (voir p. 85). Faisons cor-
respondre & chaque point p de A* une suite {p,} telle que pre A et
lim p, = p. En désignant par E, I'ensemble (pa, pyis, ..), on déduit
de T'égalité w(p)=0 que lim & [f(E,)] = 0, donc que la suite

f(po), f(py), ... satisfait 4 la condition de Cauchy. L'espace ‘Uf étant
complet, posons f*(p) = lim f(p.)?). La fonction f*se trouve ainsi
définie sur I'ensemble A*, qui est un Gy (p. 85). Pour xc¢ A on a
f(x)=f*(x). Reste & démontrer que la fonction f* est continue
pour pc A% c. 4 d. que w*(p) =0, ol «* désigne Toscillation de f*:

Or, G étant un sous-ensemble ouvert de X, on a f*(G)(C f(G),
dott 3[ (AN < [F (D] =2[f(G)]. Done (p.85): v*(p) =min 8[F(G)]<
<min 8 [f(@]=w (p)=0, ol G parcourt les ensembles ouverts
contenant p. !

ce qui prouve que N, est la projection (paralltle a Paxe 9) de Pensemble fermé
X h) — f(x)] ¢ ~— F(x)
EH{ Flx4h) f(x){<n}:n E{ fEtn =70 -
fx B>0 h B0 fx h
L’a‘xg 9 étant compact, la projection d’un ensemble fermé est fermée (voir
ma nofe de Fund. Math. 17, p. 271).

9 e a d que f*(P)'=”f(G), G étant un entourage variable de p
" (cf. p. 208, corollaire). ¢
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Remarques. 1. L’hypothése' que 'espace ?j est complet est essentielle.
Pour s’en convaincre on pose: ;Y=i%tervalle 01, A =y= ensemble des
nombres rationnels de X et f(x)=x pour xc A,

2. Nous déduirons du théoréme précédent que X étant un espace métri--

que séparable de puissance ¢, il existe une fonction g(x), x= 9(, a valeurs réelles
qui est discontinue sur chague ensemble de puissance ¢ ). ’

La démonstration s’appuie sur le lemme suivant de la Théorie générale
des ensembles: Soit @ une famille de transformations de sons-ensembles d'un en-

semble donné X en sous-ensembles d'un ensemble donné If. Si X, Uf et @ sont

de puissance w, il existe une transformation g (x) de X en sous-ensemble de o
qui ne coincide sur aucun ensemble de la puissance w avec aucune transformation
appartenant @ .

Pour démontrer ce lemme, on range les éléments de X et ceux de @
en deux suites transfinies {xa} et { _fa} ayant le plus petit type d’ordre pos-
sible et on définit la fonection g(x) par Iinduction transfinie, en convenant
que g (xa) =+ fi(xa), quel que soit £ < a.

Substituons 4 @ la famille de toutes les fonctions réelles définies sur
des sous-ensembles G, de Tespace X D'aprés § 19, I et VI, la famille @ est

de puissance ¢.’ La fonetion g (x) est la fonetion demandée. En effet, si elle
était continue sur un ensemble £ de la puissance ¢, il existerait une fonetion
continue f(x) définie sur un Gy contenant F et telle que f(x)=g (x) pour

xeE. Mais cecel est impossible, puisque f: @. v
3. Citons sans démonstration le théoréme suivant?), qui Tentre dans un
ordre d’idées analogue au théoréme du N°I: XX ot Y érant deux espaces complets

séparables, toute fonction y = f(x) définie sur un ensemble AC 3\.‘, continue et telle
que pour chaque ensemble ouvert G U'ensemble f(G) est ouvert dans f{4), se laisse
prolonger sur un ensemble Gy de faron que la fonction prolongée soit - continue

et jouisse de la propriété considérée par rapport 4 lui.

Théoréme de M. Tietze?3). Etant donnée une fonction y = f (x),
définie sur un sous-ensemble fermé F d'un espace (métrique) X, con-

!y, Théoréme de MM. Sierpifiski et Zygmund, Fund. Math. 4

*(1923), p. 816.

*) Voir S. Mazurkiewicsz, Sur les transformations intérieures, Fund:
Math. 19 (1932), p. 198.

%) H. Tietze, Ueber Funkiionen, die auf einer abgeschlossenen Menge
stetig sind, Journ. f. Math. 145 (1915), p. 9— 14, La démonstration du texte
est due & M. Hausdorff, Math. Zft. 5 (1919), p. 296 (o2 Pon trouveras d’au-
tresindications bibliographiques). Cf. aussi P. Urysohn, Math. Ann. 94 (1925),
p. 203 et K. Borsuk, Bull Acad. Pol. 1933 (o il s'agit de prolonger la fon-

ction f de fagon que le ,prolongement® soit une opération linéaire sur les ..

fonctions prolongées). .
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tinue et dont les waleurs appartiennent & lespace 9" (oi n est un
entier positif ou V), la fonction f se laisse prolonger d'une fagon
continue sur lespace X tout entier. :

D’aprés § 14, IV, la condition pour qu’un point variable de
I'espace J" varie d’'une facon continue, est que chacune de ses
coordonnées varie de la méme facon. Le théoréme se réduit
donc au cas ol Pon remplace I'espace 9" par Iintervalle 9, ¢. & d.
o 0 < fx) < 1.

Posons f(p) = mm {f(x)+ i}z F) —1} pourp s(\ —
Il vient f (p) > 0 car lp—x> rj (p, F). D’autre part, f(p) <
car mm {f ()4 IJP( ) —1} max [f(t) — 1]+ nrlsm |J'%p~:~-%\\ .

Afln d’établir la continuité de la fonction f sur 'espace &X
tout entier, remarquons que f(p) étant le minimum de lexpres-
smn entre crochets {-}, on peut (pour p fixe) restreindre la varia-
blhte de x aux points tels que f(x) + Ip( F)l 1<f(p)+1, done

tels que U?Z F; <f(p) —F)+2<3.

Soient p = ¢ deux pomts de X —F. 1l existe donc unxe F
tel que

1) Fxy s ].;,“_t 1<f(p)+lp—q| et |p—x|<3p(p,F).

, p(py F)
Par définition de f(g) on a f(g)<f(x)+ ]i ;)‘ 1, dou
F@<fp+ip-— q|+]q Xl lp=x] g comme, en outre,

olg, F) o(p,F)
lg—x|_lp—x|_lg—x[—|p— x|+1p |- 0P F)=p g F)
plg, F) p(pF) plg, F) plg, F)- 0 (0, F)

P — 4| 3 - ie qn g
< + [e (p, F)-—p(q,F)], on en déduit l'inégalité
p(@.F) ¢ F)

lp—q]| , .
< \ ,F). U
F@—fpy<lp—q|+ 0@ F) + (q’ 7 le (p, F)—p (g, F)l. Une

formule symétrique subsiste pour f(p) —f(@. On en conclut
aussitdt que, si le point p tend vers g, la différence |f(p) — f ()]
tend vers 0. Cela prouve la continuité de la fonction f aux points
de X — F.
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Reste & considérer le cas oii le point p appartenant & X\ — F
tend vers geF. Soit (pour p fixe) x' un point de F tel que
lp—x'1

p(p, F)
done f(p) < f(x')+”’( ;)‘-1<f(x’)+§p-q?-
3

D’autre part, x satisfaisant a la condition (1), on a

<1-+4lp—g¢q|. En vertu de la définition de f(p)on a

) —p—q/< PE_q|< s,
v T@—p—g<io- [( -1 <rw

(2) F@)—=lp—qi<f(@)<f&x)+|p—gql

Or, lorsque p tend vers g, p (p, F) tend vers 0 (puisque g ¢ F),
done, d’aprés (1), |p — x| tend vers 0 et, par définition de x', |p— x'|
tend vers 0. Ainsi x et x' tendent vers p, donc vers g et, la fon-
ction f étant continue sur F, f(x) et f(x') tendent vers f(g). En
vertu de (2), f(p) tend donc vers f(g).

Dans le méme ordre d’idées citons le théoréme suivant !): chaque fonction
continue f, définie sur un sous-ensemble fermé F d'un espace métrique séparable X
4 n dimensions, se laisse prolonger sur Pespace X tout entier de fagon que
FF=f (EY) et que I'ensemble de ses points de discontinuité soit de dimension <n.

En particulier, chague sous-ensemble fermé (non vide) F d'un espace X de
dimension O en est une image continue?) (on n’a gu'a poser f(x)= x pour x: F).

11 en rvésulte qu’d chague famille (de la puissance ¢) densembles arbitraires
E oit 320 correspond un ensemble Z C ) dont chaque E_ est une image continue?).

Smt en effet, N Pensemble des nombres irrationnels n tels que ,)(1)_3(1)

3@ =@ ) 3<:«x) B

ensemble A dont E est une image continue (p. 149, cor. 1). La somme de

Comme homéomorphe i )L, P’ensemble N, contient un
3

tous les ensembles A ot 3 ¢}, constitue I'ensemble Z demandé. Car les en-

sembles N étant d15301nts et fermés dans N, A est fermé dans Z et en est

..

par consequent une image continue.

) Voir G.Poprougenko, Sur la dimension de I'espace et ['extension des
fonctions continues, Mon. f. Math. u. Phys. 38 (1931), p. 129. D’aprés une re-
marque de M. Otto, on peut se débarrasser de I’hypothése que les valeurs
de f soient réelles.

) W.Sierpinski, Fund. Math. 11 (1928), p. 118.

¥ W.Sierpinski, Fund. Math. 14 (1929), p. 234.
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1. Prolongement des fonctions bicontinues.

Théoréme de. M. Lavrentieffl). Toute homéomorphie entre
deux ensembles A et B situés dans deux espaces complets X et Y se
laisse prolonger sur deux ensembles Gy situés dans ces espaces.

Soit; en effet, y = f (x¥) une fonction bicontinue, définie sur
A et telle que f(A) = B. Soit x = g (y) la fonction inverse. Pro-
longeons (cf. N°I) la fonction f d'une facon continue & une fon-
ction f* définie sur un ensemble A* qui est un G;. Attribuons
un sens analogue aux symboles g* et B* par rapport a la fonction g.

Posons [ = [ [y = f(x)] et /= FE[x=g(y)]. Désignons par 4,
Xy ry

et B, respectivement les projections de /-J sur l'axe ‘U et sur
I'axe 9f. La fonction f* est évidemment une homeomorphxe entre
A, et By,

' Reste & démontrer que 4, et B, sont des (3. Or, en po-
sant £ (x) =[x, f*(x)], on a A, =/k"!(J). La fonction % (x) étant
continue et l'ensemble J étant fermé dans X X B* (p. 144), donc
un G; dans % X, Pensemble 2—1(/) est un G; dans A* (p. 68 (5)),
donc dans %X. De méme, B, est un G; dans <.

On rapprochera le corollaire suivant du théoréme du N°IL:

v Corollaire. Etant donnée une fonction y = f(x), ' définie sur

un sous-ensemble A d’un espace métrique X (complet ou non), bi-
continue et dont les waleurs appartiennent & un espace com-
plet Y, la fonction f se laisse prolonger d’une fagcon bicontinue
sur un ensemble Gjs. '

Désighons, en effet; par ﬁ; I’espace éomplet qui contient to-
pologiquement S (voir p. 200, VII). L’homéomorphie f se laisse pro-
longer sur un ensemble A4; qui est un Gj relativement & . On
a donc A (C 4 CSY. L’ensemble A, = A; X est '’ensemble de-

mandé: il est un Gy (dans X), il contient 4 et la fonction pro-
longée est bicontinue sur lui.

Remarques. 1. L'ensemble f(4,) peut ne pas &tre un G Soient, en

effet, X = A = ensemble des nombres rationnels de l'intervalle 01, C}f::in-
tervalle 01 et f(x) = x.

1) C. R. Paris t. 178 (1924), p. 187 et Contribution d la théorie des ensem-
bles homéomorphes, Fund. Math. 6 (1924), p. 149.
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2. Le théoréme de M. Lavrentieff permet d’stablir le théoréme
suivant, qui a été démontiré par une autre voie an § 22, IV (théor. 5): chaque
ensemble n-dimensionnel (situé dans un espace métrique séparable) est contenu
dans un ensemble Gm n-dimensionnel 1),

La démonstration?) se ramzne aun cas ot n=0 (cf. p. 182, th. 5). Or,
A étant un ensemble O-dimensionnel, il existe une homeomorphle entre A
et un sous-ensemble de I'ensemble & de Cantor (p. 124, th, VI). Cette ho-
méomorphie se laisse prolonger, en vertu du corollaire, 3 un ensemble Ga. Ce

dernier ensemble est 0-dimensionnel comme homéomorphe & un sous-ensemble
de C, done 4 un ensemble 0-dimensionnel.

III. Caractérisation des espaces topologiquement complets.

Tout ensemble (situé dans un espace métrique arbitraire I\)
homéomorphe & un espace complet Uf est un Gy ?3).

Car, en supposant dans le corollaire précédent que les valeurs
de la fonction f remplissent Pespace <, le prolongement f* de f

‘coincide avec f (puisque la fonction f* est biunivoque): le domaine

des arguments de f (c. & d. 'ensemble A) est done 1dent1que a
celui de f* et ce dernier est un Gy?).

En rapprochant ce corollaire du théoréme du § 29, VI, on en
conclut que, pour qu’un sous-ensemble d'un espace complet soit ho-
méomorphe 4 un espace complet (c. & d. quiil soit fopologiquement
complet), il faut et il suffit qu'il soit un G3*®). Il en résulte que fout
ensemble homéomorphe & un Gy confenu dans un espace complet
est un Gyb).

1) done contenu fopologiguement dans un espace complet n-dimension-
nel. Comme on verra dans le Chap. IV, le terme complet peut &ire remplacé
par compact.

) L. Tumarkin, Math. Ann. 98 (1928), p. 653.

%) Cet énoncé présente un cas particulier de [linvariance de la classe
borelienne (voir N°1V).

%) Pour une démonstration plus directe, voir W. Sierpinski, Sur les
ensembles complets d’un espace (D), Fund. Math. 11 (1928), p. 203.

5) Cest en particulier & ce fait que tient Pimportance et Putilité de la
notion d'ensemble G..

8 Théoréme de M. Mazurkiewicsz, Ueber Borelsche Mengen, Bull.
Acad. Cracovie 19186, p. 490—494. Voir aussi W. Sier pinski, Sur Pinvariance
topologique des ensembles Gy, Fund. Math. 8 (1926), p. 135. Le théordme peut

aussi 8tre déduit directement du théoréme de M. Lavrentieff sans avoir
recours au théor. § 29, VI, voir M. Lavrentieff, L cit.
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Les espaces complets séparables ne sont auire chose—au point
de vue topologique — que des ensembles Gy situés dans le cube
Sfondamental 5% de Hilbert. Car, d’aprés le théoréme d’'Urysohn,
chaque espace métrique séparable est homéomorphe a un sous-
ensemble de % (p. 104); si cet espace est en outre complet, le
sous-ensemble en question est, comme nous venons de démon-
trer, un Gj.

IV. Invariance intrinséque des différentes familles d’en-
sembles. Une propriété d’ensembles P est dite invariant in-
trinséque, lorsque chaque ensemble (situé dans un espace com-
plet) homéomorphe & un ensemble jouissant de la propriété P (et
gitué dans le méme ou dans un autre espace complet) jouit éga-
lement de la propriété P 1),

Théoréme?). Soit P un invariant intrinséque tel que, X jouissant
de la propriéte P, chaque ensemble qui est un Gy dans X en jouit
également. Dans ces hypothéses les propriétés suivantes sont des
invariants intrinséques:

1°: propriété P, d'étre la somme d'une famille dénombrable
d’ensembles & propriété P,

20 propriété Py d'étre le produit d'une famille dénombrable
d’ensembles @ propriété P,

3°: propriété P, d'étre la différence de deux ensembles & pro-
priété P,

4% propriété P, d'étre le complémentaire d'un ensemble & pro-
priété P, dans ['hypothése supplémentaire qu'un ensemble & pro-
priété P ne cesse pas de la posséder, lorsqu’on lui ajoute un en-
semble F,.

L’invariance de la propriété P_ est évidente (elle ne dépend

guere de I'hypothése que les G relatifs jouissent de la propriété P).

Pour établir 2° posons: A = A, 4, .. oi A, jouit de la
propriété P et A est homéomorphe & B. D’aprés le théoréme de
M. Lavrentieff, ’homéomorphie f entre 4 et B se laisse pro-

longer & un ensemble Gj; désignons le par A% Il vient donc

1) 1l est & remarquer qu’il s’agit ici d’une homéomorphie entre sous-
ensembles de deux espaces.  Bien entendu, dans le cas d’une homéomor-
phie entre espaces, chaque propriété exprimée en termes topologiques es
invariante. o :

?) M.Lavrentieff, Fund. Math. 6, op. cit.
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y-

A=A-A% dot A= f]l(A,,- A et B=f(4) = Hlf(An - A¥), puis-
que la fonction f est biunivoque. A* étant 1;)1 G;, l'ensemble
Aqn- A" jouit de la propriété P et il en est de méme de I'ensem-
ble f (A=-A"). Donc B jouit de la propriété Pj.

La démonstration de 3° et 4° est analogue. Soit A = A4, — 4,,
les symboles B, f et A" ayant le m&éme sens qu’auparavant. Il vient
A=A-A"=A-A*— A A%, d'od B=f(A)=f(4, A" —f(4,- A",
ce qui achéve la démonstration de 3°.

Soit enfin A = A} (complémentaire de 4,). Il vient A= A" Aj=
=A"—A- A" et B=f(A)=f(A)—=f(A;- ANy ={{/(AN+S(A, A)}.
L’ensemble f(A%) étant un G; [f(A")]' est un F,. L’ensemble
entre crochets { } jouit donc de la propriété P et B jouit de la
propriété P.. '

On déduit de 1° 2° 4° et de I'invariance intrinséque de la
notion d’ensemble G; (établie au N° précédent) le

Corollaire 1%Y). Les propriétés d’étre un ensemble borelien de
classe G, avec 2.>0 (G;, Gy, etc.) et celle d'étre de classe F, avec
o> 1 (F3, Fuy, etc.) sont des invariants intrinséques,

Il suffit d’ailleurs de supposer que A est situé dans un es-
pace complet, tandis que B (qui est homéomorphe & A) peut étre

supposé situé dans un espace métrique arbitraire X. Car, X
désignant espace 2\ ,complété“ (cf. p. 200, VII), B est— d’aprés
le corollaire 1 — de classe G, (de classe F,) relativement a D’es-

pace &, donc relativement & X, qui contient B.

Corollaire 2. La propriété de Baire au sens restreint est un
invariant intrinséque. ’

Car la condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensem-
ble A jouisse de cette propriété est que chaque ensemble Z fermé
dans A soit une somme d’un ensemble borelien et d’'un ensemble
de I-re catégorie dans Z (p. 55, VI).

1) Sans l'emploi du théoréme de M. Lavrentieff ce corollaire a été
établi pour quelques cas particuliers (d’ailleurs dans des hypothéses supplé-
mentaires sur Pespace); voir outre le renvoi®) p.215: W. Sierpinski, Sur
une proprié¢té des ensembles F_j et Sur une définition topologique des ensembles F, 53,
Fund. Math. 6 (1924), p. 21—29, do méme aunteur: C. R. Paris t..171 (1920), p. 24
(cas des ensembles G, Gy s, et S Mazurkiewicz, Sur linvariance de la

notion d'ensemble F_, Fund. Math. 2 (1921), p. 104.
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L'invariance de la propriété P, peut servir pour démontrer Pinvariance
intrinséque des développements en séries alternées (finies ou transfinies) des en-
sembles de classe & (ou de classe F) ). Par.exemple, la propriété d’étre une
différence de deux ensembles Gy est un invariant intrinséque 2).

V. HApplications aux rangs topologiques. Dans chaque es-
pace complet séparable de la puissance ¢ il existe une famille com-

posée de 2 ensembles dont les rangs topologiques sont incomparables
deux & deuk?). '

Nous établirons d’abord un théoréme de la Théorie générale
des ensembles.

@ étant une famille de transformations des sous-ensembles
d’un ensemble donné XX en sous-ensembles de °\, convenons d’ap-
peler deux ensembles X et Y (contenus dans X) incomparables
(par rapport 4 @), lorsqu’il n’existe dans @ aucune transformation
d'un de ces ensembles en sous-ensemble'de'l’autre.

 Si les transformations appartenant & @ sont binnivoques et

N=P=mw, il existe une famille F composée de 2" sous-ensembles
de X qui sont incomparables deux & deux.

Rangeons lensemble &Y, ainsi que la famille @ augmentée
de toutes les fonctions inverses aux fonctions qu’elle contient, en
deux suites transfinies {x,} et {f,} ayant le plus petit type d’ordre
possible. Soit P={p,} une suite transfinie définie par induction
de maniére que p, soit différent de tous les Pr. et de tous les
fa(Pn) avec ¢ <z et 7 <a. Soit F une famille de sous-ensembles

de P telle que F=2"¢t que X — ¥ =m pour chaque cduple d’en-
sembles distincts appartenant 4 F4).

;g Ci. les ,petites classes* de Borel, § 33.
W. Sierpinski, Sur 3 ] g 1 ]
Math. 3 (032 & 1?9. s quelques mvarzgnts d'Analysis  Situs, Fund.
) ) Voir ma note Sur la puissance. de lensemble des ,nombres de dimen-
sion” au sens de M. Fréchet, Fund. Math. 8 (1926), p. 201. .Cf aussi: W. Sier-
pifiski, Sur un probléme concernant les types de dimensions, Fund. Math. 19
- (1932), p- 70, S.Banach; ibid. p. 10 et lextrait d’une communicﬂtion. de
M.Lindenbadm (Ann. Soc. Pol. Math. X, 1982, p. 114), d’aprés lequel on
‘peut .remplacer Pincomparabilité des rangs topologiques par Pincomparabilité
relative aux transformations continues (non nécessairement bicontinues).
*) L'existence d'une famille F de ce genre est unme conséquence. de
I'identité }n =2m? 4qui permet de faire correspondre a chaque élément p de P
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Supposons par impossible qu'une fonction f7 e @ transforme
Xen Y, ol XeFet Y, YeF. Soit f‘(_l = f;. Nous allons démon-
trer que les formules p,¢ X — Y et ¢ <a entrainent a <7, d’ou
on conclura que X— Y <m, contrairement & I'hypothése.

Posons £, (p,) = p,, done p, = fe(p,). 1l vient 7 > o par dé-
finition de p,. D’autre part, v «, car p, ¢ Y et p, non-e Y. Les
formules « <7 et p,=f, (p,) entrainent 7 < v, d'ol « <.

Ceci établi, substituons 4 @ la famille de toutes les fonctions
bicontinues, définies sur des sous-ensembles G; de I'espace (. Si
I’on suppose que X e F, que X == Ve F et que X est topologique-
ment contenu dans Y, il existe d’aprés le théor. de M. Lavren-
tieff une homéomorphie f(x) définie sur un G; contenant X et
telle que f(X)(C Y. Mais ceci est impossible, puisque fe @ et X
et Y sont incomparables par rapport a @.

Dans un ordre d’idées analogue on établit I'existence d'une suite transfinie

de puissance > ¢ d’ensembles dont le rang topologique augmente, ainsi que d'une
suite transfinie de puissance ¢ d'ensembles dont le rang topologigue diminue?).

VI. Prolongement des fonctions mesurables B.

Théoréme ?). Soient X un espace métrique arbitraire, If un espace
complet séparable, A un sous-ensemble de . Chaque fonction f(x)
de classe «, définie sur A, se laisse prolonger (sans altérer sa classe)
sur un ensemble A* de classe o+ 1 multiplicative.

Si, en particulier, Uensemble A est de classe a>>0 multipli-
cative, la fonction peut étre prolongée sur Uespace X tout entier*).

Le théoréme étant établi au N°I pour 2=, posons «>0.
D’aprés p. 136, 3, il existe une suite de fonctions fa(x) de classe ¢,

(ot P=m) deux sous-ensembles A, et B, de P de fagon que A—p:: m= Ep et
que les ensembles Ap, Bp, Ap, et Bp, soient disjoints deux & deux pour p=p'-
La famille F a pour éléments tous les ensembles F(X), oit X (P et ol F(X)
est la somme des ensembles 4, avec p ¢ X et des ensembles B, avec peP—X,

1) Voir W.Sierpiaski 'L e et la nofe de M. Sierpinski et de
moi Sur un probléme de M. Fréchet concernant les dimensions des ensembles liné-
aires, Fund. Math. 8 (1926), p. 193.

%) Voir ma note Sur les théorémes topologiques de la théorie des fonciions
de variables réelles, C. R. Paris, t. 197 (1933), p. 19. ,

3} Pour la deuxiéme partie du théoréme, restreinte aux fonctions a va-
leurs réelles, voir F. Haus dor {1, Mengenlehre, p. 244.
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définies sur A, qui approchent uniformément f(x) et pour les-
quelles les ensembles f,(A4) sont isolés. On peut donc poser:

1) (%) — fu(x)

1
< o quel que soit 13 k,

fu(A) =1yL y2 ..., ¥, ..] suite finie ou infinie d’éléments distincts,

Soit By, vy =[f7H ¥ . [T yim)].

Chacun des ensembles f;'(y) étant ambigu de classe o par
rapport a A (puisque le point yi, comme point isolé de ’ensemble
J(4), constitue dans cet ensemble un ensemble ouvert ot fermsé)
les hypotheses du théoréme p. 165, VIII, 2 se trouvent vérifiéesj

Il existe par conséquent pour chaque 7 un ensemble A de
classe o +1 multiplicative et un systime {C; ... ;,} d’ensembles

ambigus de classe o par rapport & 4,, tels que:

1 Choty Crosy =0 DOUE (i) 7 (fy i) ot k<

20 A, =) G, .. iy 38 A-Cj .y = Bi
4° Si Bi1 e fn = O, on a C,,“ v gy = O

in

_ De plus (en vertu de la deuxidme partie du théoréme précité),
sl A est de classe a multiplicative, on a A, =X (puisque 'égalité
A= it fu(A) = fe¥s) + fr(y8) + ..., valable pour chaque k, en-
traine A =} B, ...;, quel que soit n). '

; L’ensem?le A'=A;- A, ... est donc de classe a1 multipli-
cative; en outre, dans le cas olt 4 est de classe o multiplicati
e cat
(donc ot A, =%X) on a A*=<. e
Prolongeons chacum_a des fonctions f, sur I'ensemble A, en
convenant que Ja(x) =ya", sl xc G, ... i,- L’ensemble des valeurs
de la fonction f, ainsi définie &tant dénombrable, il suffit — pour
prouver que cette fon_ction est de classe o (sur A,) —de démontrer
que lensem.ble. 7 (yn) est de classe 4 additive par rapport a A,
po?r in et [ fixes. Or, cela résulte directement de la formule
iy =2 Ci i,y i, la sommation étant étendue 2 tous les sys-
temes de n — 1 indices. |
’Ceci etabli, nous allons démontrer que les fonctions Jr (pro-
longeegs)’ corlxvergent uniformément sur I'ensemble A* notamment
que 'inégalité (1) est valable, quel que soit x, ¢ A"

[§ 31, VII} Prolongement des fonctions. 291

Soit, en effet, x,= C;, ... s,
il vient i;=j;, ... ,fx = js. Soit x ¢ B; ...;;, done xcef7(yin), d’on
fn(x) = yin = fu(x,). L’égalité i»=j. implique de méme que
x ¢ fr'(yir), d’ott fi(x) = yjr = fi(x,). Comme point de A, x satisfait
a la formule (1). Il en est de méme de x,, puisque fa(x) = fa(X,)
et fu(x) = fu(xo).

L’espace 9f étant complet, posons f(x) =lim f.(x). La fon-
ction f(x) se irouve définie ainsi pour chaque xcA” et, comme
limite d'une suite uniformément convergente de fonctions de classe d,
elle est encore de classe « (p. 185, 2).

Corollaire?). Dans les mémes hypothéses sur les espaces X et
O, chaque fonction f(x) de classe o, définie sur A, se laisse pro-
longer sur Uespace tout entier de facon qu’elle devienne une fonction
de classe o+ 1.

En effet, d’aprés la premiére partie du théoréme précédent,
il existe un ensemble E de classe « -+ 1 multiplicative sur lequel
la fonction f se laisse prolonger sans altérer sa classe (pour o=0,
voir N°I) et d’aprés la deuxiéme partie du méme théoréme, la
fonction f, ainsi prolongée, peut &tre étendue a l'espace tout entier
comme fonction de classe 2 - 1.

et x,¢G, ..., E<n Daprés 1°

VIl. Prolongement de '’homéomorphie de classe o, B.

Une transformation y = f(x) de classe = dont la transforma-
tion inverse x = f—(y) est de classe § est dite une homéomorphie
de classe a,3?).

Les énoncés qui suivent permettent de généraliser ceux des
NN° Il — IV dans Phypothése que les espaces considérés sont
séparables.

Théoréme. Toute homéomorphie de classe o, entre deux en-
sembles arbitraires A et B situés dans deux espaces complets sépa-
rables C et Y se laisse prolonger sur deux ensembles respectivement
de classes o+B+1 et B+a-+1 situés dans ces espaces.

1y Pour le cas ou f’]est Pespace des nombres réels, voir W. Sierpif-
ski, Sur Ilextension des fonctions de Buaire définies sur les ensembles linéaires
quelcongues, Fund. Math. 16 (1930), p. 81 et G. v. Alexits, Ueber die Erweite-
rung einer Baireschen Funktion, Fund. Math. 15 (1930), p. 51.

2 Cf. W. Sierpinski, Fund. Math. 21 (1938), p. 66.



292 Chapitre III. Espaces complets.

Reprenons la démonstration du théoréme de M. Lavrentieff.
Soient: y = f(x) une boméomorphie de classe o, B entre A4 et B,
A* un ensemble de classe a -1 multiplicative, 4 (C 4%, y = f¥(x)
une fonction de classe « définie sur A" et qui coincide avec S (x)
sur A (cf. N°VI), /= [/ |y = f*(x)]. Attribuons un sens analogue

aux symboles 5%, g* etJ.,/ par rapport a la fonetion x = g (y), inverse
de y = f(x). Soient enfin 4, et B, les projections de ’ensemble
I'J sur les axes X et % respectivement. L’ensemble J étant de
classe B -1 multiplicative (p. 183, VIII, 1), I'ensemble A, est de
classe o + @ +1 multiplicative par rapport & A* (p. 183, VII, 2),
done par rapport 4 X, ¢, q. £ d.

Le théoréme établi, considérons le cas particulier ol 4 est
de classe o >0 multiplicative. Posons A*= 4.et f*=f 1l vient
A=A et B, =B. Lensemble / étant & présent de classe o mul-
tiplicative, B, est de classe B + o multiplicative par rapport a B*,
donc par rapport & <. On parvient ainsi au

Corollaire. La propriété d’étre un ensemble de classe o.> 0
multiplicative est invariante par rapport aux homéomorphies de
classe a, 0. ' ‘

B. Espaces complets séparables (§§ 32— 35).

- L'espace X sera supposé complet et séparable.

§ 32. Rapports a I'espace 9 des nombres irrationnels.’

I Opération (¢7). Admettons qu’a chaque systéme . ny
d’entiers positifs corresponde un sous-ensemble fermé (vide ou non)
Fy, v n, d’un espace complet 9. '

Nous supposerons dans la suite que !):

M B pnC Ry @ 1lim 3 (Fy . ) = 0.

Soit Z 'ensemble des 3 tels que Fsz gk = 0, quel que soit &.
L’e-nsemble Fy 'Fal aﬂ'Falsﬂaﬁ'-.. se réduit alors (§ 30,II) & un seul
point, que nous désignons par f(3). Par conséquent

o D) Nouei flésignons, comme d’habitude, par  une suite variable [3,(1), 3(2), w]
delrhers iposmfs. En identifiant cette suite aveec le nombre irrationnel
Y : C i

._+._

13(1) i%(2)~{-—... » on peut admetire que 3 parcourt Pensembie “J{ (cf. p. 5 et 80).
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®) f@ =311 Fy g,

de sorte que f(Z) est le résultat de 'opération (=) effectuée sur
le systéme {F, . nk}. '

(@) L'ensemble Z est fermé dans ).

En effet, si 3 non-¢ Z, il existe un % tel que Fou = 0. On
a donc Fpi..p» =0 pour chaque y tel que y'=3' .., 0" =3, de
sorte que y non-¢Z. L’ensemble “)iy ... des y considérés étant,
comme on vérifie facilement, ouvert, on en conclut que 3 est un
point intérieur du complémentaire de Z, done que Z est fermé.

(b) La fonction f (3) est continue (sur I'ensemble Z).

Soient, en effet, j¢Z et Z un indice tel que & (Fj... ;) <e
’4')’(31 ... ¢ désignant le méme ensemble qu’auparavant, la condition
316Z Mg ... p entraine f(3) € Fu..y, done fa — el <e
..y étant un entourage de 3, on en conclut que la fonction f
est continue au point 3.

La proposition suivante est évidente: )

(e) Si Fal 5;;# 0, quels que soient 3 et k, alors Z ="},

(d) Si le systéme {Fy ...} est diadigue, c. a d. si Pensemble
Fy .. ;¢ s’annule toujours sauf quand le systéeme 3'..3* se com-
pose de chiffres 1 et 2,— lensemble Z est "‘homéomorphe & lensemble

@ de Cantor. ’
Car, dans ces hypothéses, Z est 'ensemble des suites com-.

posées de chiffres 1 et 2.

(e) Si deux ensembles F ... et Fyi wqe pourous de diffé-
rents systémes de k indices sont toujours disjoints, la fonction f est
biunivoque. En outre,

(@) =£Z Fop s

(de sorte que I’ensemble f(Z).est alors un Fg), °

En effet, si 33=, il existe un indice & tel que 3 =
Comme f (1) & Fyr ...y, il vient f(y) non-s Fiu... 5 d'oit f(3) =1 ().

Pour le reste de I'énoncé (e) voir § 1, VI, 5.

() Si Pon ajoute & Phypothése de l'énoncé précédent celle que
les ensembles Fy ... . soient ouverts (tout en étant fermés), la fonction
f }) établit une homéomorphie entre Z et f(Z).
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Soit, en effet, lim f(3.) = f (). Il s’agit de prouver que
M=ca
lim 3 =3, ¢ 4 d. que lim 3% = 3" quel que soit %2, ou encore
M=o M==ea :
que, k étant fixe, on a 3f2 = 3* pour m suffisamment grand.
Or, Pensemble F51 - g étant ouvert, on conclut de la formule
”}Lm fGm)=f() = FSI g que S Gm) e FSI e pour m sutfisamment

dm*

entraine donc 3}, =3l ..., 3% =3k

grand. D’autre part f(3w)e Fy), ... 55, L’hypothése de I'énoncé (e)

(g) SiX = glFi et Fa = ;‘Fsl e skiy  quels que soient
et k, ona f(Z)="\.

En effet, p étant un point donné, il existe un indice 7, tel
que p & Fy. Procédons par induction. Supposons que p e Epyoiny,
Il existe par hypothése un indice np tel que peFy, ... i Mg,
En désignant par 3 la suite 7y, 7y, 13, ..., il vient p = £ (3).

II. Transformations de I’ensemble 9/ en espaces compiets.

Théoréme 1%). Chaque espace complet séparable est (effective-
ment ®)) une image continue de U'espace ).

Soit, en effet, Ry, Ry, .. une base de l'espace I\ telle que
Riz=0 et 6(R)<1 (cf. § 17, I et II). Posons F;=£R. Il vient
EY:%R,-:;:F,- et S(F) 1.

Procédons par induction. L'ensemble fermé non vide Foyeeiny,

supposé défini et considéré comme ’espace, il existe une suite infinie
d'ensembles fermés et non vides Fy,... iy £=1,2,.., telle que

oo

Fn‘ vee np = E Fn, soe mgi et & (Fn, "'.”k") \< 1/k+1-

f=]1
D’aprés (b), (c) et (g), X est une image continue de (.
Théoréme 2. Chaque espace complet séparable de dimension (
est homéomorphe & un sous-ensemble fermé de Vespace ).

En effet, ’'espace X' étant (-dimensionnel, chaque ensemble
ouvert est la somme d’une suite infinie d’ensembles disjoints (vides

) Ce théoréme sera étendu dans le § 33 sur les engembles boreliens.
*) ¢ a d. que la démonstration qui suit permet de nommer une fon-
ction continue f qui transforme )0 en X (ef. § 18, VIL).
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ou non) qui sont a la fois fermés et ouverts et de diamétre aussi
petit que ’on veut (p. 120, cor. 1). Il vient done, comme dans la

démonstration précédente:

oc
7
e Ty = }:1 F”s e Mpiy 8 (an e nkf) < 1/k—§—1a
1=

by

X

N=2F, F

1

les ensembles [, ... ,, étant fermés, ouverts et disjoints pour % fixe.

D’aprés (a), (f) et (g), -¥ -est homéomorphe & un ensemble Z
fermé dans (.

Corollaire. Dans lespace ) chaque ensemble Gy est homéo-
morphe & un ensemble fermé.

Car, ‘'en vertu de § 29, VII, chaque ensemble G; contenu

dans ‘) est homéomorphe & un espace complet de dimension 0.

Théoréme 3 (de M. Mazurkiewicz)'). Chaque ensemble G,
dense et frontiére dans un espace complet, séparable et 0-dimen-
sionnel est ‘homéomorphe & Pespace -I.

En effet, d’aprés le théor. I, p. 120, Pensemble G; en ques-
tion est le résultat de l'opération (¢f) effectuée sur un systéme
d’ensembles {Fy, ... n,} non vides, fermés, ouverts, disjoints pour %2’
fixe et satisfaisant aux conditions (1) et (2) du N°L. D’apres (3),
(c) et (f), cet ensemble est donc homéomorphe a (.

Corollaire. Chaque énsemble Gy dense et frontiére dans [l'es-
pace € des nombres réels est homéomorphe & “IL.

Soit Q lensemble @G; considéré et soit D un sous-ensemble
dénombrable de ¢ — Q, dense et tel que I'ensemble & — Q— D
soit dense (un ensemble D de ce genre existe, car I'ensemble € — Q
est dense et dense en soi). L’ensemble Q est par conséquent
dense et frontitre dans ¢ —D. De plus, comme ensemble Gj,
& —D est un espace topologiquement complet de dimension 0
(§ 29, VII). Q est donc homéomorphe a ¥ en vertu du théor. 3.

Yy Teorja zbioréw Gy, Wektor 1918. Cf. dans cet ordre d’idées L. E. J.
Brouwer, On linear inner limiting sets, Proc. Akad. Amsterdam 20 (1917),
p. 1191; P. Alexandroff et P. Urysohn, Ueber nulldimensionale Mengen,
Math. Ann. 98 (1927), p. 89 (cas de l'ensemble F_ homogéne).

C. Kuratowski, Topologie I. ‘ . 15
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III. Transformations biunivoques.

Théoréme. L'intervalle J, ainsi que le cube n-dimensionnel ¢
(n fini on W,)*Y), se laissent obtenir de ‘)i par une homéomorphie de
classe 01, ec. & d. par une transformation biunivoque et continue
¥ = f(x), dont la transformation inverse x = f~I(y)est de I-re classe.

Soit N I'ensemble C de Cantor dépourvu des extrémités gau-
ches des intervalles contigus. La fonction #(x) qui fait corres-

pondre au nombre x = Cl —|—~~—|— +;Z ... (€ =0 ou 2) le nombre
t(x)= —|— -l— + 22%1—}— transforme N en J d’une fagon bi-

univoque et continue (p. 149).

La fonction inverse #~! n’adme! qu'un ensembls dénombra-
ble des points de discontinuité (notamment, les points qui sont
représentés par des fractions dladlques finies); elle est donc de
I-re classe (§ 30, VII, cor. 1).

N étant dense et frontidre dans C, les ensembles N et “) sont
homéomorphes (théor. 3, N°II); soit s (x) une homéomorphie telle
que s (9)=N. La fonction f(x)=1s(x) satisfait au théoréme
pour 72 =1.

En faisant correspondre i la suite (fmle ou lnfmle), composée
de nombres irrationnels x;, x,; ... la suite f (x,), f(x,), ..., on définit
une transformation continue g de )" en 5" (p. 149, VI)

La transformation inverse f~1(y,), f~1(¥,) ... fait correspondre
a chaque point y,,y,, ... de Pespace 7" un point de (% la trans-
formation g=' est donc de I-re classe, puisque /! est de I-re
classe (p. 183, 8). ) étant homéomorphe & 9 (p. 148, remarque),
désignons par % une homéomorphie telle que % ()() = 9(". La fon-
ction superposée g% (x) est bien la fonction demandée.

Corollaire®). Chaque espace métrique séparable X se laisse

obtenir d'un sous-ensemble E de )L par une homéomorphie de clas-

se 0,1. En outre, si X est complet, E est fermé (c. & d. est topo-
logiquement complet, séparable, et O-dimensionnel),

En effet, 9 peut étre considéré comme un sous-ensemble Q de

) et d'une fagon plus générale chaque espace complet séparable et dense
en soi; voir ma note sur ce sujet, qui paraitra dans Fund. Math. 29 (1934).
) Dans le § suivant ce corollaire sera 6tendu sur les ensembles boreliens.
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J% (p. 104, IV). En outre, si Pespace 2\ est complet, Q est un G;
(cf. p. 215, HI). Or, f étant la fonction considérée dans le théoréme
précédent (pour z=R,), Pensemble f~1(Q) est un G; dans °);
il est donc homéomorphe & un sous-ensemble fermé de -} (corol-
laire du théor. 2, N°II).

IV. Théorémes de décomposition.

1. Chaque espace complet, séparable, 0-dimensionnel et indénom-
brable se compose d'un ensemble dénombrable et d’'un ensemble ho-
méomorphe & ).

En effet, d’aprés le théoréme de Cantor-Bendixson (p. 108),
I'espace se compose d’un ensemble dénombrable et d'un ensemble
P parfait et non vide. Soit D un ensemble dénombrable dense
dans P. L’ensemble P, considéré comme lespace, est complet, sé-
parable et O-dimensionnel. En outre, chaque point en est un point
de condensation (§ 80, IV, cor. 8); Pensemble P — D est donc dense
dans P. Comme un G; dense et frontiére dans P, Pensemble P—D

est homéomorphe & 9( selon le théor. 3 du N°IL
On en conclut que chaque ensemble G, indénombrable situé dans € devient

homéomorphe & “I(, lorsqu’'on supprime un ensemble dénombrable convenable-
ment choisi'). Car en enlevant les points rationnels, on parvieant & un en-
semble G, de dimension 0, qui devient— comme nous venons de démontrer—

o

homéomorphe a "A}C lorsqu’on enléve un ensemble dénombrable.

2. Chaque espace complet, séparable et indénombrable se com-
pose d'un ensemble dénombrable et d’un ensemble qui S'obtient de i
par une homéomorphie de classe 0,1.

Soient, en effet, -lf espace considéré et 2\ un espace com-
plet, séparable, O-dimensionnel et tel que %/ s'en obtienne par
une homéomorphie f de classe 0,1 (N°III, corollaire). D’aprés le
théoréme précédent, on a X =D+ N, ot D est dénombrable et N
homéomorphe & . La formule % =f(D) -+ f(N) représente la
décomposition demandée.

V. Rapports a I'ensemble ¢ de Cantor.

Théoréme. Chaque transformation continue d'un espace com-
plet séparable X est une homéomorphie sur un ensemble A homéo-
morphe & [Pensemble ¢ de Cantor, pourvu que cette transformation
admette une infinité indénombrable des valenrs différentes.

)y Théoréme de M. Mazurkiewicz, L cit.
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 En outrel), chaque espace complet, dense en sol et non vide
(qu'il soit séparable ou non) contient € topologiquement. ‘

Faisons correspondre & chaque valeur y de la fonction f con-
sidérée un point x, tel que y = f(x,). L'espace X étant séparable
et P'ensemble des x, indénombrable, soit D wun sous-ensemble
dense en soi (non vide) de cet ensemble (cf. § 18, V).

Soient p, 7= p, deux points del’ensemble D et soient F, et F,
deux sphéres (fermées) de centre p, et p, telles que: 1° &(F,)<1,
8 (F) <1, 2° f(F)) f(F;)=0. L’existence des sphéres F, et F,
résulte de la continuité de la fonction f: si elles n’existaient pas,
on pourrait définir (en considérant des sphéres de’ plus en plus
petites) deux suites {r,} et {s,} telles que lim 7, = p,, lim s, = p,
et f(rn) = f(S»); mais on aurait alors limf (r,)=1lim f(s.), d'ot
f(po) =F(py) et p,=p,, car la fonction f est biunivoque sur D.

L’ensemble D étant dense en soi, il existe & Pintérieur de F,
deux points p,, et p,, de D et deux sphéres Fy, et F,, telles que
8 (Foo) < 3 8(Foa) < Yy, f(Foo) f(Fyn) =0 et Fy+ Fop C F,. En
attribuant un sens analogue aux symboles F,, et F,, et en procé-
dant ainsi de proche en proche, on parvient 4 un systéme diadique
d’ensembles fermés non vides {F, ... ..} qui satisfait aux conditions

(1) et (2) du N°I. On a en outre
. (1) ]‘.(Fcl ck)"f(th "k) =0, si ('Cl . Ck) 7& (dl dk),

ce qui impliqué que F, ..c," Fu, v ay=0.

Il en résulte en vertu de N°I, (d) et (e), que I'ensemble
A :knlz Fe ey ol la sommation s'étend A tous les systdmes de
k chiffres ¢, ...cs est une image biunivoque et continue de C:
A=g(©Q)?). ‘ :

La fonction g (c),ceC, est bicontinue?). Soit, en effet,
lim g (¢x) = g (¢). 1l g’agit de démontrer que lim ¢, = ¢, donc—en
N==ca

n=ooc

) Cf. W. H. Young, Leipz. Ber. 55 (1908), p. 287. ‘
®) La fonction g(c) peut &tre définie directement, en convenant que
c ¢, e
BO=Fq Fop Foge, - pour e=—-t 2. Cf F. Hausdorff,

Mengenlehre, p. 184.
3); C’est un cas particulier d’un' théoréme sur les espaces compacts.
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vertu du théor. de Bolzano-Weierstrass—que la condition lim ¢, = ¢'

N=oc
entraine ¢'=c¢. Or, la fonction g étant continue, on a ’égalité
lim g (cz,) =g (¢), d'ott g(c')=g(c) et ¢'=c, puisque la fon-
n=oo .

ction g est biunivoque.

Il est ainsi établi que A est homéomorphe 4 €. Enfin, pour
prouver que la fonction partielle f(x]4) est bicontinue, il suffit
de démontrer—comme nous venons de voir—que cette fonction est
biunivoque. Or, étant donnés deux points x, == x, de 4, il existe deux
systemes différents d’indices ¢;...c, et d;...d; tels que x; ¢ F; ...,
et X, & Fy, ... g, 11 vient selon (i): f(x) 5= f(xy), ¢. q. L. d.

Pour établir la deuxiéme partie du théordme, il suffit de po-
ser dans le raisonnement précédent D =X et f(x)=x.

Corollaire 1. Toute image continue indénombrable d’un espace
complet séparable contient © topologiquement. Elle est donc de la
puissance du continu. '

Corollaire 2. .Tout espace complet, séparable et indénombrable
contient un Gy (homéomorphe & ) dont chaque espace complet sé-
parable est une image continue.

C’est une eonséquence du corollaire précédent, du théor. 1
(N°II) et du fait que lensemble ¢ dépourvu des extrémités des
intervalles contigus est homéomorphe a NH.

Corollaire 3. Etant donnée une fonction continue f(x), définie
sur un espace complet séparable, la condition nécessaire et suffisante
pour que lensemble des wvaleurs de cette fonction soit indénom-
brable est qu'il existe un ensemble dense en soi E (sifué dans cet
espace) tel que la fonction partielle f (x|E) soit biunivogue.

La condition est nécessaire en vertu du théoréme de ce N°.
Elle est suffisante d’aprés le corollaire 6, p. 206.

§ 33. Ensembles boreliens dans les espaces
complets séparables.

I. Ensembles ambigus?!). A chaque ensemble ambigu A de
classe a41>1, situé dans X, correspondent: un espace complet
séparable C de dimension 0 (autrement dit, un sous-ensemble fermé

Yy Cf. N. Lusin, Ensembles analytiques, chap. II.
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de “)() et une homéomorphie f de classe O,a qui transforme Cen X
de fagon que l'ensemble f-'(A) soit un F, et Gy (dans C).
Supposons que le théoréme soit vrai pour chaque ensemble
ambigu de classe <<B (8 > 1). Nous allons démontrer qu’il en est
encore ainsi, quand A est un ensemble ambigu de classe .

D’aprés p. 166, IX, Pensemble A est de la forme:
A :né‘l(An ' A‘”-l—,l' ) :,I-—{ (An + All-l—l + ..;)

ot A, est ambigu de classe @, et 0 <<, <B.
Si B>2, il existe par hypothése un ensemble C, fermé dans

‘)l et une homéomorphie f, de classe 0,as, définie sur C,, telle.

que fu(Cy) = A, Sif=2, on parvient & la méme conclusion en
vertu du corollajire § 32, IIl (olt l'espace X peut 8&tre remplacé
par 'ensemble A,, car celui-ci est un G;).

L’ensemble X — A, étant aussi ambigu de classe o, il existe
un ensemble D, fermé dans l’ensemble des nombres irrationnels
de Tintervalle (1,2) et dont le rapport & % — A, est identique a

celui de C, 4 A,; de sorte qu'en posant £, = C, -+ D, la fonction f,

définie sur I'ensemble £, tout entier, est continue, biunivoque et
remplit les formules fu(C,) = A, et fuDn) = X — A, La fon-
ction fi' est de classe a,, car les fonctions partielles f7'|A, et
fit|(X—A,) sont par hypothése de classe o, et ensemble A, est
-ambigu de classe o, (cf. p. 179, IV, 2). »

Remarquons que E, est topologiquement complet, séparable,
0-dimensionnel et que les ensembles C, et D, sont fermés et ouverts
dans cet espace. Soit £=E,XE,X.. le produit cartésien des
espaces L, c. & d. Pespace des suites § = [3,3% ...] ot 37 & E,. Soit
C lensemble des ; tels que f;(;') = f,(3*) =... Posons f () = f;(3Y)
pour ;s C.

Les fonctions f, étant continues, C est fermé dans E. L’es-
pace E étant topologiquement complet, séparable et 0-dimensionnel
(§ 29, ITI, § 14, VI, § 24, V), il en est de méme de C.

On a f(C)=X. Car x étant un point de 7\, il existe, pour
chaque n, un #,¢ E, tel que x= fy(¢f,). En posant ;= [£;, L, ...],
il vient x =7 (3) et 3¢.C.

La fonction f(3) est biunivoque. En effet, si 3=, il existe

un 2 tel que 3" = y*, dout fG) = fu(;") 7 fu(0") = f (v), puisque la
fonction f, est biunivoque.
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La fonction f (3) est continue, car la fonction f,(;') est continue.

La fonction 3= f~1(x) est de classe 3 si & est un nombre
limite, et de classe < 8 dans le cas contraire. Car en vertu des
équivalences:

s=f ) ={fQ) =2} ={x=f()=fD) =)=
= {3 = f7i(x), 3 = f7(x), ...}

chaque coordonnée du point 3 = f~!(x) est une fonction de classe
<8 (p. 183, VI, 1).
L’ensemble f—1(A) est un F., et G;. On a, en effet,

FHA) = 3 A S Auad ] = T A +F A + -1

La fonction f étant continue, il suffit donc de démontrer que
Pensemble f~1(A,) est fermé et ouvert dans C. Or, on a pourje C
(F@) e Any = {ful3®) = An} = {i" ¢ Cu} et Densemble C, étant fermé
et ouvert dans En, l'ensemble fYA) =C-E {37 G} est fermé

3
et ouvert dans C, puisque /5 {37 Cu} = E; X os X Epq KX Cp X Enga X
3

Remarqgue. La classe de la fonetion f~*(x) ne peut pas dtre réduite. Car
f--1 étant de classe E, l'ensémble A =ff—1(4) est ambiga de classe £ 41, puis-
que f—'(A4) est ambigu. de classe 1 (§ 27, III). Par conséquent, si A est de
classe o1 sans étre de classe 2, on a E=a

Il. Ensembles boreliens arbitraires’).

Corollaire 1. Chaque ensemble borelien B de classe 0.>> 0 se
laisse obtenir d'un espace complet, O-dimensionnel et séparable (au-
trement dit: d’un sous-ensemble fermé de ) & Paide d'une homéo-
morphie de classe 0,0. '

En effet, B étant ambigu de classe -1, on considére Pen-
semble F. et G; du théoréme précédent comme I’'espace complet
et on restreint A cet espace le domaine des arguments de la fon-
ction f.

1l est en outre & remarquer que, si B est de classe o additive
(multiplicative), Uensemble f(X) Pest également, quel que soit Uen-
semble X ouvert (fermé).

1) Cf. N. Lusin, ibid. Pour des énoneés plus précis, cf. ma note sur
ce sujet, qui paraitra dans Fund. Math. 22 (1934). °
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Corollaire 2. Dans chaque ensemble borelien i/zdénombrabZe B
de classe a >0 il existe un ensemble dénombrable D tel que l'ensem-

ble B—D se laisse obtenir de ¥ & Paide d'une homéomorphie de

classe 0,0, '

Soiept, confqrmément au cor. 1, C un espace complet, sépa-
rable, 0-dimensionnel et f une homéomorphie de classe 0,a telle que
{(C) =ﬁ. g étant un sous-ensemble dénombrable de C tel que

ensemble C— E est homéomorphe 4 ) (p. 227, I
PNy ey p (p. 227, 1V, 1?, on pose

, CO(ollaire 8. Chaque ensemble borelien est une image continue
de U'ensemble Y. des nombres irrationnels.

Supposons d’abord Iensemble B indénombrable et soit
D = py, ps, ... 'ensemble dénombrable (fini ou infini) considéré
da‘”ns le cor. 2. Soit f(t), t £, une fonction continue teile que
f. (0) =B —D. Désignons par ‘), P’ensemble des nombres irra-
tionnels de l'intervalle (n,n+41) et posons S (r) = ps. L'ensem-
ble N+, + My + ..., qui est évidemment homéomorphe a )¢
se trouve ainsi transformé en B d'une fagon continue. ’
_ Dans le cas ol B est dénombrable, on pose B = D. La fon-
ction f transforme alors l'ensemble ¥, + Wy +..en B. . ‘

Corollaire 4. (théor. de M. M. Alexandroff-H
. .M. -Hausdorff)1).
: C,‘haque ensemble borelien indénombrable contient topolagiquenfent
lensemble © de Cantor. Sa puissance est donc . , o
C’est une conséquence du cor. 3 et du cor. 1, p. 229,

II!. ?éveloppementi d\es‘rensembles ambigus en séries
alternées ).. La condition nécessaire et suffisante pour qu'un en-
semble E soit ambigu de classe a1 est qu'il soit développable

en Série alternée dénombrable (transfinie) de e
nsembles
de classe o multiplicative: : ) aécroissants

(1) E=B ~By+ By~ B, + ..+ B, — By + ..

. La suffisance de cette condition a été démontrée p. 164, 3
dour 0en prouver la nécessité, considérons, conformément’ an théor.
u N°I, un espace complet séparable C et une homéomorphie f de

4 ) P.'Alexandroff C. R Paris '

, C. R. t. 162 P F

dorff, Math. Ann. 77 (1916), p. 430. - 515 b 238, . Hpna-
3 N Lusin, 1. cit.
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classe 0,0 qui transforme C en l'espace X (qui contient E) de
facon que l’ensemble f~!(E) soit un F; et G;. En vertu du théo-
réme p. 207, VI, Pensemble f~}(E) est de la forme

fUE)=Fy—~Fy4+Fy— Fy+ e Fy— Fypy + o

ol les ensembles F; sont fermés et décroissants.
La fonction f étant biunivoque, il vient:

E=ff""(E)=f(F)—f(F) + .+ f(F)—F Fupd +

et les ensembles décroissants By =f (F;) sont de classe « multipli-
cative, puisque la fonction f~' est de classe .

IV. Petites classes de Borel. Le théoréme précédent conduit d’une
facon naturelle i une classification des ensembles ambigus d’une classe «
donnée (ot « n’est pas un nombre limite). Notamment, la série (1) étant du
type B, nous dirons que F appartient a la petite classe le. D'une fagon ana-
logue, si le complémentaire de £ est développable en une série du type B,

E est dit de petite classe G& 1.

On voit ainsi que la clagsification des ensembles ambigus de classe a
(o fixe) en ,petites classes® est tout-a-fait analogue & celle - des ensembles

boreliens en classes F_ (ou Ga).
Aingi, par exemple, les ensembles des petites classes F}, Fi, F? vy
G’i, G?, G‘?, .. sont respectivement de la forme:
F, F;—F, F—F,+Fs,..
N —F X—F-4Fy X —F -+ F—F;,..
Par une méthode analogue & celle qui nous a servi pour'démontfer

qu’'a chaque « correspond (dans V'espace des nombres ijrrationnels) un ensemble
borelien qui est de classe o« sans atre de classe <<a (p. 175) on établit Texis-

1) Cette condition s’exprime d’une facon plus naturelle, lorsqu'on em-
ploie la division des ensembles, en posant par définition X:Y¥V=X + ¥’ (o
Gz ast alors la classe des ensembles qui se lais-

¥"= complémentaire de Y):
& du type B d’ensembles croissants de

sent développer en un ,produit altern
classe « additive:
E=(G,:Gy) - (Gy:Gy) o (Gm: Gm+1)-... ot G,CG,C...CG Coe

En effet, la formule E'= B,—By+..+B,— Bm+1 + ... entraine

Em(Bi— B oo (By— By - = (BB (B By
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fence des ensembles qui appartiennent a une petite classe donnée sans
appartenir aux petites classes 4 indices inférieurs !).

§ 34. Ensembles projectifs.

I. Définitions. On appelle ensembles projectifs de classe ()
les ensembles boreliens. Les ensembles projectifs de classe 2 pi-1
sont les images continues des ensembles projectifs de classe 27
(situés dans le méme espace); les ensembles projectifs de classe 21
sont les complémentaires des ensembles projectifs de classe 2 n—1 3,

En particulier, les ensembles projectifs de classe 1, ¢. i d.
les images continues des ensembles boreliens sont appelés analy-
tiques ou ensembles A%, leur complémentaires, ¢. 4 d. les ensem-

bles projectifs de classe 2, sont nommés complémentaires analyti-
ques ou ensembles CA*Y).

Comime on verra dans la suite, il y a de nombreux problémes d'un ca-
ractére élémentaire qui conduisent aux ensembies, A et aux ensembles C4. 11
v a aussi des exemples importants d’ensembles qui sont analytiques sans &tre

" boreliens; tel est, dans P’espace des sous-ensembles fermés de I'intervalle, 1’en-
semble des ensembles fermés indénombrables 9.

L’importance de la théorie des ensembles projectifs (surtout des en-
sembles analytiques) tient aussi 4 ses applications -aux autres branches de la

) M. Lavrentieff, Surles sous-classes de la classification de M. Ba;'m,
C. R. Paris 1925. Cf. aussi N. Lusin, op. cit. p. 123, et W. Sierpinski,
Sur l'existence de diverses classes d’ensembles, Fund. Math. 14 (1929), p. 82.

%) Avec les opérations dénombrables E et ” il '’y aurait aucune

n==] n=1

difficulté de prolonger cette classification dans le transfini (« &), en imitant
la classification des ensembles boreliens.

%) ou ,ensembles de Souslin® (F. Hausdortff, Mengenlehre, p. 177).

~ ') La notion d’ensemble analytique a été introduite par MM. Souslin
et Lusin; voir Sur une définition des ensembies mesurables B sans nombres

transfinis, C. R. Paris t. 164, 1917, p. 88 et suiv. La théorie des ensembles .

analytiques a été développée surtouit par MM. Lusin et Sierpinski. La
notion d'ensemble projectif est due & M. L usin; voir Sur les ensembles pro-
jectz'fg de M. Henri Lebesgue, C. R. Paris t. 180 (1925), p. 1570. Cf. L. Kanto-
roviteh et E. Livenson, Memoir on the analytical operations and projec-
tive sets, Fund. Math. t. 18 (1932), p. 214 et t. 20 (1933), p. 54.

) W. Hurewicsz, Zur Theorie der analytischen Mengen, Fund. Math. 15
(1980), pp. 4—17. Nous reviendrons sur ce point dans le Chap. IV.
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Topologie; ainsi, par exemple, la démonstration du théoréme sur Pinversion
des fonctions continues (§ 35, V) repose sur cette théorie.

Nous allons voir que les ensembles analytiques jouissent de la propriété
de Baire (méme au sens restreint) et qu'ils sont mesurables (dans le ca.s' d}e
I’espace des nombres réels, cf. § 35, II). Le probléme si ces deux propriéiés
appartiennent aux ensembles projectifs en général, n’est pas résolu !); en con-
séquence, les ensembles projectifs de classes n>2 sont—a l'état actuel d’e
leur théorie — moins susceptibles d’applications. Néanmoins, on est conduit
A la npotion d'ensemble projectif d'une facon tout-a-fait naturelle, surtout
lorsqu’on se sert des notations logiques et lorsqu’on tient compte du fait que

lopérateur logique Z correspond a'la projection (p. 8) et que la négation
X B
correspond au passage au complémentaire d’un ensemble.
II. Relations entre les classes projectives. Désignons,
d’'une facon générale, par CX la famille des complémentaires des
ensembles appartenant & une famille donnée X et par PX la famille

des images continues des ensembles appartenant 3 X. On a les
formules évidentes:

1. CCX =X 2. X PX=PPX

3. XC Y entraine CX(_ CY et PX( PY.
En outre, L, désignant la n-iéme classe projective, on a:

4. Loyp1 = Pl 5. Lo = CLop—y

6. CLy=1L, et PL,=L =A.
Nous allons démontrer que

7. Lon(C Lonyr €t Lonpn C Lonpare pour n>0 et k=1,2, ..
Il suffit évidemment de prouver que:

(i) Lo C Lonyy, (ii) Ln C Layo, (iii) Lonyr C Lonta.
L’inclusion (i) est une conséquence directe de 2 et 4.

! i de ce probléme (méme dans le cas de n =3 et d"a l’eF—
pace dls isnfgigzlzgels) sembll}e présenter des difﬁcul‘fés trf&s“pr'ofm-zdles; dli{g::z
M. Lusin, qui a posé ce probléme, ,on ‘ne saura ]umzfls (.). 511 a s.o utlon
est positive ou négative. Il en est de meéme du Probleme‘ sI; i pufsn "
d'un ensemble CA indénombrable est calle-du continu. Voir 81:7 usim,
propriétés des ensembles projectifs, C. R. Paris t. 180 (1925), p. 1817.
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L’inclusion (ii) est satisfaite pour #=0 en vertu de 3 et 6.
Pour #>0 on a soit L, = PCL,_3, soit L, = CPL,_, (o0 1'on pose
L_; =L,). 8il'on admet (en raisonnant par induction) I'inclusion
Lgn—>(C Ly, il vient selon 3: PCL,—»(_ PCL. et CPL, _(_ CPL,
d’olt Vinclusion (ii).

Enfin, Pinclusion (i) donne CLsut1 = Lants C Lonys, d’olt selon
3et1: L2n+1 == CCL;,H_] C CLGA}.z == L2n+4.

Ill. Propriétés des ensembles projectifs. ‘

1. Py étant an ensemble projectif de classe n situé dans un es-
pace complet séparable Xy, k=1, 2, ..., le produit cartésien (fini ou in-
fini) Py X PyX ... est un ensemble projectif de classe n dans Pespace
X XX X . 4 ‘

2. P et Q étant deux ensembles projectifs de classe n, situés
respectivement dans les espaces complets séparables X et ©Vf, et y=f (x)
étant une fonction continue définie sur P, l'ensemble f~(Q) est de
classen. En outre, si n est impair, f (P) est de classe n; si n est
pair, f (P) est de classe n+ 1. ’

81). La propriété d’étre un ensemble projectif de classe n est
additive et multiplicative au sens dénombrable; autrement dit, si les
ensembles P, P,, ... sont des ensembles projectifs de classe n, les
ensembles Py + P, + ... et P,-P,-... le sont également.

Nous établirons ces propriétés par l'induction finie.

Pour 7 =0 (cas des ensembles boreliens), les propriétés 1,3
et la premiére partie de 2 sont satisfaites (§ 26, III). La deuxiéme
partie de 2 P'est également. Car </ étant supposé indénombrable
(ce qui est légitime, puisque autrement f(P) est dénombrable,
" donc de classe 1), il existe un sous-ensemble borelien N de Y
dont P est une image continue: P = g (N) (cf. p. 229, cor. 2 et
p- 282, cor. 3). L’ensemble f(P)= fg(N) est donc de classe 1.

Admettons donc que 2> 0 et que les trois propriétés soient
réalisées pour 72 — 1 (nous les désignerons par 1,_y, 2, 3n—1). ‘

a) Cas de n impair. Posons Ps= pi(R;), ensemble Ry étant
un sous-ensemble de X de classe #—1 et p; une fonction con-
tinue définie sur R:.

) Ci. W.SBierpifiski, Sur les familles inductives et projectives d’ensem-'
bles, Fund. Math. 13 (1929), pp. 228—239,
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ad 1). En faisant correspondre au point (x, X,,...) de l'en-
gsemble Ry X Ry X .. le point [p(x)),ps(%,),..] de Pensemble
P, X P, X .., premier ensemble se trouve transformé d’une fagon
continue en deuxiéme (voir p. 149, VI). Le premier étant de
classe n—1 en vertu de 1,5, le deuxidme est de classe n en
vertu de la derniére partie de 2,—:.

ad 2). Soit, comme auparavant, P=p (R) ot R(C X. Soit,
en outre, Q = ¢ (T), I'ensemble T étant un sous-ensemble de Y/ de
classe n — 1 et ¢ une fonetion continue définie sur T.

On a les équivalences évidentes (oft x¢ <X, x* e X et ye AU
(rs QY= {F e Q=Z{lr=p N 7 ()= Q=
=X {x=p N [Fr ) =9},
x*y

fHQ) = E% {lk=p N [fp ) =9 ]}

d’olt

L'ensemble f~1(Q) est par conséquent une projection (§ 2’Vi 3),
donc une image continue, de l’ensemble M des pointg (x, x*, )
qui satisfont 4 la condition entre crochets { }. Les fOnCthIlS. P fr
et ¢ étant continues, et les deux premiéres ayant Retla :nrmsxeme
T pour ensemble des arguments, I'ensemble M est fermé dans le
produit & X RX T. . Celui-ci étant selon 1,_; de classe n—1,
Mest la partie commune d’un ensemble fermé (donc de classe n—1)
et d’un ensemble de classe n—1. Selon 3., M -est par con-
séquent de classe n —1 dans AXAXY et f—ng), comme image
continue de M, est de classe n selon le derniere partie de 2,

" En outre, lidentité f(P)=fp(R) impliﬂque selon.2n_1 que
’ensemble f (P) est de classe n dans Y, comme image continue de R.
_ad 8). Soit, a présent, Pr = pi(Rs) et Re(CX. On a

[ee 3R = {re S| = T txepiir= 3 =) =

= }; Zkl {x = pk(x*)}.

N

Done 3 Py= E 5 3 tx=pi)}, ce qui prouve que 3 Pi
k=1 X x* )

: / = *-‘_.—”«’x: X"}
est la projection de ‘M=§§{x~—pk(x )} ké; g{ Pr(x")}
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Or, la fonction ps, définie sur R, étant continue, ensemble
Mk—E{x p(x)) est fermé dans le produit X X R, qui est de

classe n—1 selon 1,-1; donc, comme partie commune d’'un ensem-
ble fermé et d’'un ensemble de classe n — 1, '’ensemble M, est, en
raison de 3,_1, de classe n —1; en vertu de ]la méme proposmon,

oo

I'ensemble M— Y My est de classe n—1 et, daprés 2, ZPk

est de classe n comme image continue (projection) de M.

D’autre part, la condition x ¢ ” P, veut dire qu’il existe une
. k=1
suite de pomts Xy, Xy, ... telle que x = pp(x:). En désignant, comme

d’habitude, par 3= [3%, 3% ...] une variable qui parcourt X¥ on a

stnPkI 2 ” {x= Pk(%k)}
U » est par conséquent la projection de I'ensemble
E T {x = push)} =kf [ E {x=pi}-
*3 =R

Il suffit donc (en raison de 3,_;) de démontrer que I’ensemble
E {x=pu(3)} est de classe n —1 (dans Pespace 5 XK. Or,
*3

cela résulte, comme auparavant, du fait que la fonction pu(3®),
considérée comme fonction de 3, est continue (puisque 3* est une
fouction continue de 3 pour & fixe; p. 145, I) et définie sur Pen-

semble E{ € R} =XKL XXX R XX KX X, qui est de classe
n~— 1 selon 1, 1.

b) Cas de n>0 pair. L’ensemble P étant de classe #, I'en-
semble P’ (le complémentaire de P) est de classe n —1 impaire.

La proposition 3 résulte directement de 3,.; et des formules
de de Morgan: (;Pk)'=[k]Pk et (”Pk)"= 2 Pj.
k k

En vertu de l'identité (cf. p. 8,3): PX Y= XU — (P! X af)
et de 1., I'ensemble P X 3/ est de classe n et il en est encore
de méme de I'ensemble X; X.. X Np 1 X Py XXes X ... On en dé-
duit la proposition 1, en tenant compte de 3, et de I'identité
(cf. p. 8, 6a): Py X Py X = (P XA, XA X)) (X X P, XA X )
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Passons enfin & la proposition 2. D’aprés le théordéme sur
le prolongement des fonctions continues (p. 210, I), il existe un
ensemble P* qui est un G; contenant P et une fonction continue f,
définie sur P* et identique & / aux points de P; ceci peut étre
exprimé par I'égalité f = fi|P. Il vient (p. 12, 14): F~4Q) = P- fr{(Q)
et fil(Q)=/T'(Y— Q) =P —friQ).

D’apres 2,,_1, fi 1(Q) est de classe 7 — 1; selon 3,, I’ensemble
fii(Q =P [ — fi(Q)] est done de classe 7. En multipliant cet
ensemble par P et en appliquant 3,, on en conclut que f~(Q) est
un ensemble projectif de classe n.

En outre, N désignant (comme dans le cas 7z = 0) un sous-
ensemble borelien de <f dont X\ est une image continue: X = g (&),
Iensemble g~X(P) est de classe # dans Y et par conséquent
Pensemble f(P)=fg [g~'(P)] y est de classe n-+1.

Les propositions 1—3 se trouvent établies complétement.

4. f(x) étant une fonction mesurable B définie sur un ensem-
ble P de classe n, Densemble I = E {y =f(x)} est de classe n.

En effet, / est borelien’ relatwement au produit cartésien
PX (§ 27, VII). Comme partie commune d’un ensemble borelien
et de l’ensemble PX qui est de elasse n (selon 1), [ est done
de classe n (d’aprés 3).

5. La proposition 2 reste vraie, lorsquion admet que f (x) est
une fonction mesurable B arbitraire.

En effet, il existe d’aprés p. 219, VI, une fonction f; mesu-
rable B, définie sur Dlespace (' tout entier et telle que f= f;/P.
1l vient (p. 12, 14): f~YQ) =P-fiY(Q). 11 suffit donc de démon-
trer que fi(Q) est de classe n. Or, il en est ainsi, si 7 est im-

pair, car en posant J= L'{y fi(x)}, T'ensemble fi(Q) est la
projection de J- (U \< Q) sur PPaxe 2X. Si n est pair, il en est de

méme en vertu de Iidentité: fT1( — Q)= X — fi Q).
En outre, f(P) est la projection de ’ensemble E {y=Ff(0}

- sur l'axe Y.

Remarque. On voit ainsi qu'on n’altére pas la notion de classe
projective, en admettant dans sa définition qu'un ensemble P situé
dans 'espace X est de classe 271, lorsqu’il existe (dans X ou
dans un autre espace complet séparable) un ensemble R de
classe 27 et une fonction f définie sur R, mesurable B et telle

que P =f(R).
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6. Le résultat de Popération (o) effectuée sur des ensembles
de classe n impaire est un ensemble de classe n.

Soit, en effet, (cf. p. 5): Pzzkni Pa ot P . est un
3 k=

ensemble de classe 7 et 3. P étant la projection de 'ensemble

E{xaﬁpy 3k} =kﬁ E {x e Pu pls

3 k=1 =1 3>

tout revient & démontrer que Il'ensemble Z, = E{xe Pal _,_3;;} est

. [
de classe n (dans I'espace 90 X%X). Or, l’élquivalence évidente

{xe PB‘ 3k} =X 2{(xePy,.. np) (Mg =31 .. (e = 3%)}
ny Ay
donne

Ze=3 . 3 {E (% Prn) E (=5 E (=3}

=1 np=1 [ 3 3*

Le premier des 2 -1 ensembles entre crochets { } étant de
classe n (comme identique & X Py, . 5,) et les autres étant fermés
(puisque 3!, 3? etc. sont des fonctions continues de 3), on conclut
aussitét de 3 que Pensemble Zp est de classe 7.

. IV. Projections. Les ensembles projectifs de classe n im-
paire situés dans Ul'espace X coincident avec les projections des
ensembles. de classe n— 1 situés dans le produit 9 X9 Y.

En effet, d'une part, les projections des ensembles de classe
n—1 sont de classe n (d’aprés 2). D’autre part, tout ensemble P de
classe n est une image continue d'un ensemble R de classe n—1:
FfR)=P ot R(CX. P est donc une projection de I'ensemble
E{x* = f (%)}, qui est, d’aprés 4, de classe n— 1 (dans 9 X X).

xx¥ , i
La proposition que nous venons de démentrer reste vraie,

lorsqa’on remplace Pespace X XX par X XN,

. En effet, d’aprés le théoréme 1, p. 224, I'espace X est une

image continue de 9 X = f(9). P étant de classe n (paire ou
impaire), Fensemble P; = f—“(P,) Pest également (selon III, 2). Par
" conséquent, P est une image continue d'un-ensemble de classe 7

1y Cette proposition ‘]"us»‘t,jiﬁe,l/’fempmi’du"‘te'rme ~,,en\\s§mb}§ :prgj'ectif“.
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situé dans I, et celui-ci est—pour 7 impair—une image continue
d’un sous-ensemble de 9 de classe n — 1. Par conséquent P est
la projection sur I'axe X' d’un ensemble de classe 7—1 situé dans
le produit 2 X 97.

En particulier, les ensembles analytiques coincident avec les
projections (sur Paxe X) des ensembles fermés situés dans X X ) h.

En effet, d’aprés le corollaire 8, p- 232, chaqune ensemble bo-
relien est une image continue de 9; il en est done de méme de

chaque ensemble analytique. Par conséquent, 4 étant un ensemble -

analytique, il existe une fonction continue f définie sur ) et telle
que A est la projection sur I'axe X de '’ensemble fermé Ex=f@),
5

situé dans Pespace X X ) (la variable 3 parcourant Pensemble 90).
Inversement, la projection d’un ensemble fermé est un ensem-
ble analytique (d’aprés NCIII, 2).

V. Fonctions universelles.” Conformément & la définition
p. 172, XIII, une fonction L.(3) qui fait correspondre 2 chaque
nombre irrationnel 3 un ensemble projectif de classe 7 (situé dans
un espace °\) est dite universelle relativement a la classe L,, lors-
que L, coincide avec la famille des valeurs de la fonction La(3).
Nous allons prouver qud chaque n>0 correspond une fonction

universelle Ln(3) telle que Pensemble [ {x < La(3)} est de classe n?).
3

Soit, conformément & I’énoncé final de la p. 174, F(3) une fon-
ction universelle relativement & la famille des sous-ensembles fer-

més de Pespace XX et telle que 'ensemble [ {(x3") ¢ F(3)} soit
3

fermé dans T'espace X XWX (3 et 3* parcourant ).

Chaque sous-ensemble analytique de X étant une projection ;

d'un ensemble fermé situé dans XX, on obtient une fonction
L,(3) universelle relativement & L,(= A4) lorsqu’on fait correspondre
a 3 la projection de F(;) sur X. En symboles: {xeL,()}=

=2 {(*3) ¢ F()}. Lensemble F'{xcL,()}= g SZ {3 e FG)}

est analytique, comme projection de I’ensemble fermé J{(x3*)e F(3)}.
: 3

)" Cf. la note de M. Szpilrajn et de moi Sur les cribles fermés et
leurs applications, Fund. Math. 18 (1931), p. 160.
%) Cf. N.'Lusin, Ensembles analytiques, p. 290.

C. Kuratowski, Tapologie I. 16
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Procédons par induction. Posons pour # pair L,(3) =N—L,(3).
La fonction L,(3) est universelle relativement a L, et I’ensemble
E{xe L)) =FE {x non-e L, 1()} = XX — K {x e Lii(3)} est de
XB x& XS .
classe n.

3

»_.(3) une fonetion univer-

selle relativement & la famille des ensembles de classe n —1
situés dans X XN et telle que ’ensemble E; {x3%) e Lny(3)} soit

. 3
de classe 7 — 1 (dans X X 9T X 7)0). En raisonnant comme pour

n=1, on prouve que la fonction L.(3), définie par Péquivalence
{x ¢ La(3)} =2 {(x3") € Lr_1(3)}, est bien la fonction demandée.
3*

Pour > 1 impair, désignons par L

VI. Théoréme d’existence?). L'espace “Ii( des nombres irra-
tionnels contient, pour- chaque n>> 0, un ensemble projectif de classe n
qui n'est pas de classe <<n. -) contient aussi des ensembles non
projectifs. :

Considérons la fonction universelle L,(3) du N°V (en ¥ po-
sant X = ). L’indice # > 1 étant impair, soient

E,=FE {3cL.()} et Enp="UN—Ei=F {3non-¢L,3)
.3 ¢ 3

Comme projection de 'ensemble F{xeL,})}- [ (x = 3), qui est
, B '~ 3
de classe 7, E, est aussi de classe #. Donc E,4; est de classe n-1.
D’autre part, d’aprés le théoréme de la diagonale (p. 175, XIV),
Enyi n'est pas de classe #, ni—a plus forte raison — de classe <n
(puisque 7z est impair). Il en résulte que E, n’est pas de classe
< n, car dans le cas contraire F,;1 serait de classe <n- 1.

Imaginons & présent chacun des ensembles E, placé dans
Tintervalle (z — 1, n). L’ensemble E.. = E, 4- E, +- ... est non projectif.

1) Ibidem. Voir aussi la note d¢ M. Banac¢h et de moi Sur la &truc-
ture des ensembles linéaires, Studia Math. 4 (1933), p. 95, oft il est établi quil

L “ N
exiate dans I’espaceg:7 (des fonctions continues) un ensemble linéaire de
classe 27 qui n’est pas de classe inférieure (un ensemble est dit linéaire, &'l
contient, avec f(x) et g (x), chaque fonction de la forme LX) F g (%)
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Remarque. Le procédé employé dans les NN°V et VI permet de définir
effectivement (cf. § 18, VIII) les ensembles E, et E._%).

L’existence des ensembles non projectifs peut d’ailleurs &tre établie (non
effectivement) d’une fagon plus simple. Notamment, la famille des ensembles
boreliens étant de la puissance du continu et la famille de toutes les images
continues d'un ensemble étant également de cette puissance (p. 116), on voit
aussitét que, quel que soit n, la classe L, est de puissance ¢. 11 en est done de
méme de la somme L; 4+ L, -+ .. La famille de tous les sous-ensembles d’un

espace complet séparable et indénombrable ayant la puissance ot > ¢, U'exis-
tence des ensembles non-projectifs en résulte directement.

VIL.  Invariance. P éfant un ensemble projectif de classe n,
chaque ensemble homéomorphe @ P (qu'il soit situé dans le méme
espace ou dans un autre espace complet séparable) l'est également.

Le théoréme est évident dans le cas ol n est impair, car
dans ce cas chaque image continue de P est de classe n. Dans
le cas ou n =0 (cas des ensembles boreliens) le théoréme est vrai
d’aprés p. 217, cor. 1. Si n>0 est pair, la propriété L, ; satis-
fait aux hypothéses du théoréme p. 216; e. 4 d. qu'elle est un
invariant de ’homéomorphie et qu'en outre: 1) chaque G; relatif
4 un ensemble de classe n—1 est de classe z —1, 2) la somme
d’unensemble declasse n— 1 et d’un F, et de classe n — 1. On en
conclut que la propriété d’étre le complémentaire d’un ensemble de
classe n—1, c. & d. d’étre de classe n, est un invariant intrinsgque 2).

VIII. Fonctions propositionnelles projectives?). Une fon-
ction propositionnelle ¢ (x) est dite fonction de classe L,, lorsque

Pensemble [ ¢ (x) est de classe L,. Nous établirons les régles
X

suivantes du ,calcul projectif*:
1. Si¢(x)estde classe L,, sa négation ¢'(x) est de classe CLa.

Car B ¢'(x) = [E'¢ ()]

1) Dans le cas de 'espace des nombres réels, la mesurabilité lebesgnienne
de Pensemble E; ainsi défini semble présenter des grandes difficultés, bien
que cet ensemble soit zommé explicitement. Voir & ce sujet ma note Sur le
probléme de la mesurabilité des ensembles définissables, Congr. Int. Math. Ziirich
1932, vol. II, p. 117.

?) Pour linvariance de la classe CA4 voir P. Alexandroff, Sur.les
ensembles complémentaires aux ensembles (A), Fund. Math. 5 (1924), pp. 160—165.

.3 Cf. 8§81, 2, et 26, IX. Voir sur ce sujet les notes de M. Tarski et
de moi dans Fund. Math. 17 (1931), pp. 241—272.
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2. SI o (x) est de classe L, dans Uespace X, o (x) est de
classe L, dans lespace X X Q.

Car (N°ILL, 1): F o (x)= [E o (x)] X Y.
Xy X
3. 0y(x), 9, (%), ... étant une suite finle ou infinie de fonctions
de classe L, (n fixel)), les fonctions > ou(x) et [] ou(x) sont aussi
. k k

de classe Ly.
C'’est une conséquence directe de 1’énoncé N°III, 3.

4. ¢ (x,y) étant de classe L, (dans XX Y ), la fonction pro-
positionnelle 3 ¢ (x, y) est de classe PL, et [] ¢ (x, y) est de classe
y ¥

CPCL, (dans ).
Car ’ensemble F/ 2 ¥ (x, y) est la projection (cf. p. 10, V, 3) de
x oy .
I’ensemble g’ Y (x,¥); il est done de classe PL, (N°IV). En outre:
T4 y) =2 ¥@x50]"
y ¥ ;
Les régles précédentes montrent que les opérations logiques:
s ; ) ];[ » effectuées sur des fonctions propositionnelles projectives

conduisent toujours & des fonctions propositionnelles projectives.
Rapprochées des régles du § 26, XI, elles permettent, en méme
temps, d’évaluer la classe borelienne ou projective d'une fonction
propositionnelle, donc de l'ensemble qu’elle définit.

‘Remarques. (1) Etant donnée une fonction propositionnelle de déux varia-

bles ¢ (x, y), on peut se servir pour évaluer la classe de Z ¢ (x, ), tantot de la
régle 4, d’aprés laquelle 'ensemble E Z ¢ (x,¥) est la projection de E nh(x; ),
. xy xy

tantot de larégle p.10,1, d’aprés laquelle EZ{;; (x,¥) est la somme ZEI‘J(X,_}/).
¥ y X )

. X
La deuxiéme régle—ol y est considéré comme indice — est plus avantageuse

dans le cas ol y parcourt un ensemble dénombrable, ainsi que dans le cas
particulier oit I’ensemble 50/ (x,¥) est ouvert (pour y fixe), puisque la somme
d’une famille (de puissance arbitraire) d’ensembles ouverts est ouverte.

Des remarques analogues:concernent Popérateur ” 2).

) On pourrait se débarrasser de cette hypothése, en prolongeant les
classes’ L, au-dela des indices finis (ef. p. 234, renvoi 2)).
) ) Cest ainsi, par exemple, que dans le renvoi 3), p. 209, % est con-
sidéré comme indice et non comme point d’un espace.
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(2) Dans le cas ol L:l/exat un espace compact, la projection paraliéle

a l'axe C_Z/ d’un ensemble fermé est un ensemble fermé?!). En conséquence, on
tiendra compte dans ce cas de la régle suivante:

5. Si 4 (x,y) est de classe F (ou de classe F), Z Y (x,y) Pest également.
Ty

Si $(x,y) est de classe G (ou de clusse Gy), H 4 (x,y) I'est également.
y .

IX. Rpplications?). 1) Accessibilité rectilinéaire. Le point x est dit recti-
linéairement accessible par rapport a M, "en symboles x ¢ M, lorsqu’il existe
dans Pespace X un segment rectiligne xy qui n’a avee M que le point x en
commun (et qui ne se réduit pas 4 un seul point). La condition pour que le
point z appartienne au segment xy s’exprimant par I'égalité: | x—z |4 |z—y|=
=|x—y]|, on en conclut que (les variables x,y,z parcourant I'espace S‘C):

{xe M} = (xeM) .ff {2 [T 1x =2+ 2=y =lr—s) - G2 2 M) =
= (x: M)-%‘ {0 Ile—zl+lz—yl%lc—yD+E=0+@ 1.

La fonction propositionnelle :g(x)z{xa Ma} g’obtient ainsi & l'aide des
opérations logiques effectuées sur les fonctions:

g ={reM), 1c={x=y} teya={r—z|+lz—y=lx—yl}.

La deuxiéme et troisiéme sont évidemment de classe F. Quant 2 la pre-
miére, elle dépend des hypothéses faites sur Pensemble M. Si M est un FG, on
voit aussitdt, en appliquantles régles du §26, XI, quelafonction entre crochets [ |

est de classe G,. Silespace est compact, Popération ” effectuée sur cette
z

fonction donne encore une fonection de classe Gy (selon 5); en multipliant
cette derniére par la fonction (y=x), qui est de classe G, on n’altére pas sa

classe; puis, en appliquant 'opération 2, on parvient & une fonction de classe 4

J
(régle 4); en la multipliant par la fonction (x=M), qui est de classe Fq, on
obtient finalement la fonction o (x), qui est donc de classe 4.

Autrement dit: M étant un ensemble F_ situé dans un espace compact, len-

semble de ses points rectilinéairement accessibles est analytigue?3).

1y Nous reviendrons sur cette proposition — dont la démonstration est
d’ailleurs trés facile—dans le Chap.1V. Voir aussimanote de Fund. Math. 17, p. 253,
%) On trouvera de nombreuses applications dela méthode exposée tout-a-
Theure dans les notes citées de Fund. Math. 17, dans Fund. Math. 18, p. 148—159,
61—170 (note de M. Szpilrajn et moi), chez M. 8 ak s, Fund. Math. 19, p. 218.
%) Théoréme de Nikodym-Uryso hn. II importe de remarquer que
la classe de Pensemble M, mne peut &tre réduite; il existe notamment (dans
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Dune fagon générale, M étant un ensemble de classe Ly,,, situé dans
un espace complet, M, est de classe L2”+3.

2) Opérations de Hausdorff1). Etant donnés: une suite d’ensembles
Ay, Agy ... et un sous-ensemble B de ‘l’espace N des nombres irrationnels, on
considére V'ensemble / tel que

{xety=2{Ge B)- [l [m =3~ (x4}
: 3 mn

8i les ensembles A, et Bsont projectifs (de classe bornée), /7 est projectif.
Si ces ensembles sont analytiques, /7 Pest également. '

§ 35. Ensembles analytiqlies.

I. Généralités. Rappelons d’abord quelques propriétés des
ensembles analytiques établies au § 34. Par définition, les ensembles
analytiques coincident avec les images continues des ensembles
boreliens (§ 84, I). Chaque ensemble bhorelien étant une image
continue de I’ensemble 97 des nombres irrationnels, on peut définir
les ensembles analytiques comme les images continues de Pensemble
o (§ 34, IV).

La propriété d’8tre un ensemble analytique est invariante
par rapport aux opérations dénombrables: d’addition, de multi-

plication et de multiplication cartésienne, par rapport a lopé-

ration (¢f) et par rapport aux transformations mesurables B
(qu’elles transforment 1'ensemble considéré en sous-ensemble du
méme espace ou d’un autre). ' ; ;
D’aprés le corollaire 1, p. 229, chaque ensemble analytique
indénombrable contient un ensemble parfait?). Les ensembles ana-

le plan euclidien) un ensemble fermé M pour quuel. Pensemble M, est non

borelien. Voir: 0. Nikodym, Fund. Math. 7 (1925), p. 250 et 11 (1928), ainsi
que Ann.Soc. Pol. Math. 7 (1929), p. 79, P. Urysohmn, Proc. Acad. Amsterdam
28 (1925), p. 984 et N. Lusin, Fund. Math. 12 (1928), p. 158.

) F. Hausdorif, Mengenlehre, p. 87 et A. Kolmogoroff, Opérations
sur des ensembles, Rec. Math. Moscou 25, p. 418. Voir aussi L. Kantorovitch
et E. Livensohn, Memoir on the Analytical Operations and Projective Sets (1),
Fund. Math. 18 (1932), p. 214, ol T'oh trouve de nombreux renvois biblio-
graphiques.

?)' Voir M. Souslin, C.R. Paris t. 164 (1917). Un théoréme plus général
(en raison du N°II) est celui de M. Hurewicz chaque ensemble qui s’obtient
des.ensembles fermés a l'aide de I'opération (¢{) contient un ensemble pai-
fait, pourva que l'espace soit séparable (complet ou non). - Voir  Relativ per-.
Jekte Teile von Punktmengen und Mengen {(A),; Fond. Math, 12 (1928), p. 78—109.

(§ 85, 1 insembles analytiques. 247

lytiques ,réalisent” donec I'hypothése du continu: leur puissance
est soit finie, soit X,, soit .

Nous allons-établir & présent le théoréme suivant:

A étant un ensemble analytique indénombrable, chaque en-
semble analytique A* S'en obtient par une transformation de I-re
classel). :

Il suffit évidemment de démontrer qu’il en est ainsi pour A*=9C,

Or, comme ensemble analytique et indénombrable, A contient
un ensemble homéomorphe i €, donc un ensemble N homéo-
morphe & . Posons f(x)=x pour xeN. L’ensemble N étant
un G; dans lespace X' (qui contient A, cf. p. 215, III), donc un

espace topologiquement complet, il existe une fonction f*(x) de
I-re classe définie sur I’espace X tout entier, dont les valeurs
appartiennent a N et qui coincide sur N avec f(x) (p. 221, corol-
laire). Par conséquent f(4A)=N, c. q. {. d.

Dans le méme ordre d’idées citons les théordmes smivants:

1. Etant donnés deux ensembles analytiques indénombrables de
dimension 0, un de ces ensembles est une image continue de I'autre?).

2. Chaque ensemble analytique est une image biunivogue et con-
tinue d’un ensemble CA3). '

Plus précisément, x = f (3} étant une fonction continue, définie sur un sous-

ensemble fermé F de ), 'ensemble F contient un complémentaire analytique C tel
que f(C)=f(F) et que la fonction partielle f (3| C) est biunivogue*).

Afin d’établir ce dernier énoncé, rangeons d’abord les nombres irrationnels
3=1[#",3%..] dans Vordre ,lexicographique®; en symboles:

(1) b<n=a<m- [l e <m+ 2 <]

On voit aussitét que la fonction propositionnelle [3 <y} est de classe F.
En outre, il existe dans chaque ensemble fermé X (==0) le premier élément.
Cest notamment le point p (X) =X, -X,-.. ot X; désigne I'ensemble des 3¢.X

pour lesquels 3' admet la valeur minima. et ol X,, avec n>1, est l'en-

semble des 3¢ X,,_; pour lesquels ;" admet la valeur minima. En vertu du
th. de Cantor (p.205) le produit des ensembles X,, se réduit 4 un seunl point.

5 W. Bierpinski, Sur les images de Baire des ensembles linéaires,
Fund. Math. 15 (1930) p. 195.

*)  Pour la démonstration voir W, Sierpinski, Sur les images conti-
nues des ensembles analytiques linéaires ponctiformes, Fund: Math. 14 (1929), p. 345.

5 S.Mazurkiewicz, Sur une propriété des ensembles C(A), Fund.
Math. 10 (1927), p. 172. ) )

%) Pour une généralisation de cet énoncé voir NOV, 5 (p. 254).
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Ceci établi, soit C l'ensemble des points p[f"l(x)] olt x parcourt Pen-
semble f(F); en symboles:

) GeCl=[eFl1- [T =71~ s < v}
)t}

L’ensemble C est un CA, car la fonction propositionnelle entre crochets
{ } est horelienne. En outre, la fonction partielle (3| C) est biunivoque, car
les conditions 3: C, e C et f() =7 (y) entrainent 3 <p<jy doit 3==y. On a
enfin f(C)=f(F), car p [f 1 (x)] peut &tre substitué a 3 dans le' membre gauche
de Téquivalence (2).

II. Opération (¢f). Désignons par U, ..., l'ensemble des
nombres irrationnels 5=1-1—1| ’—1—2i o tels quer 3l=n, .., 3 = m.
3 13
Cet ensemble est fermé et ouvert. On vérifie facilement les pro-
positions suivantes:

(1) C)Z = 2 "7[11 C)Zn, gy = Z‘l‘i)[,;i npn
n=
(2) ona V..o Ney..mpy=0 pour (0, ... mx) == (my ... my)

(3 3= H ‘7’51 it

@ N=X[% =13 %N
3

pe1 3}

La formule (4) montre que Iensemble ) est le résultat de
Popération (;Z) effectuée sur le systéme des ensembles )(,, e g

() limd (I ) =0.

k=co
(6) f(3) étant une fonction continue définie sur )i, on a

F@ =170t =1 7O .

. k=1
Car f(3) = f (,!7{7"5‘ 5'?) C 7 G .y C [ (g ) selon
=5 =, =]
(3) et l’ensemblekgf?)@sx,‘_@ se réduit & un seul 'point, puisque
la continuité de la fonction Jf implique en vertu de (5) que

Hmd[f (I m]=0,d on lim ] FOlp  @l=0etd (kfz]l fO ;e)) =0.
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Théoréme. Pour qu'un ensemble soit analytique, il faut et il

suffit qu'il soit le résultat de l'opération (€0) effectuée sur un systéme
régulier d'ensembles fermés.

En effet, 4 étan_t analytique, il existe une fonction continue
f ) telle que A = f (7). L’ensemble A est le résultat de Popé-
ration (() effectuée surlesensembles ]?("701,..', n,), car on a d’aprés (6):

A=700=27(= 2[3 FO%..5)

Inversement Popération (<{) effectuée sur des ensembles fermés
(méme sur des ensembles analytiques) conduit toujours & des en-
sembles analytiques (p. 240, 6).

Corollaire. Les ensembles analytiques jouissent de la propriété
de Baire au sens restreint ),

Car chaque ensemble fermé jouit de cette propriété et elle est
un invariant de I'opération (<() (selon p. 58, corollaire).

Pour la méme raison les ensembles analytiques sont mesurables
aun sens de Lebesgue (dans le cas de l'espace des nombres réels,
complexes etc).

La propriété de Baire, ainsi que la mesurabilité, appartenant
an complémentaire de tout ensemble qui la posséde, il en résulte
que les ensembles CA en jouissent également. Il en est encore
de méme des ensembles qui s’obtiennent 4 Paide de la soustraction
et de opération (<) effectuées a partir des ensembles fermés ).

Ill. Premier théoréme de séparation. A ef B étant deux
ensembles analytiques disjoints, il existe un ensemble borelien E tel que

ACE et E-B=0

1) Ainsi P’ensemble E;, p. 242, VI, qui est apalytique et non boyelien,
répond au probléme de M. Lebesgue (Journ. de Math. 1905, p. 188) sur Pexi-
stence des ensembles non boreliens 2 propriété de Baire aun sens restreint.
Voir N. Lusin et W. Sierpinski, Sur un ensemble non mesurable B, Journ.
de Math, 1923, p. 58. ‘

*) L'étude des ensembles de ce genre, qui présentent une généralisation
trés naturelle des ensembles A et C4, a été proposée par M. Lusin (voir
Fund. Math. 5, 1924, p. 165, renvoi®). Cf. 0. Nikodym, Fund. Math. 14
(1929), p. 145.
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(tout couple d’ensembles A, B satisfaisant 4 la thése du théoréme
est dit séparable B)Y).

Lemme ®), Les ensembles P= P, —]~4P2+ et Q=0Q, + Q, +
étant non séparables B, il existe un couple Py, Qn non séparable B.
Supposons, en effet, que Z.» soit un ensemble borelien tel

que P, C Znm C Qn (= X — Qm). Il vient

P C Il ZmC I Q0= (2 )= @,
done

P= Z'PnCZ' f[anCQ,

n=1 m=1

ce qui prouve que l’ensemble borelien 5‘ ]-[]Z,zm sépare les en-
n=l m=
sembles P et Q.

Le lemme établi, supposons par impossible que les ensembles
analytiques disjoints A et B ne soient pas séparables B. Soient
f et g deux fonctions continues qui transforment “Jl en A et en B:
A=f@O0, B=g@0). 1l vient (N°II, 1): A= fI)+ fC)y) + ...
et B=g (N)+g @)+ ... 1l existe done, d’aprés le lemme pré-
cédent, deux ensembles f((,) et g(m) non séparables B.

Comme on a, en outre, selon N°II (1): F()n, ..n) = 2 f (Vin,...nyn)
. ¢ n=1

et & (Wm,...mp) = 2, & (Wom, .. mym), on en déduit par induction Pexis-
m==1 ]
tence de deux suites infinies: ny, n,,... et m,, m,, ... lelles que les

ensembles f(?Z,,“,zk) et g (Wm,..m) sont non separables B, quel
que soit &.

11 et 1)=—1—|+—1—!+

Posonss-»I Y Jm P
2 - 1 My

17y

T

1) Théoréme de M. Lusin, Sur les ensembles analytigues, Fund. Math.

10 (1927), p. 02 II' importe de remarquer qu’'un théordme analogue pour les

ensembles CA serait en défaut. Voir un simple exemple de M. Sierpinski,
Sur- deux complémentaires analytiques non séparables B, Fund. Math. 17 (1981),
p. 208, de méme que N. Lusin, Ensembles analytigues, pp. 220, 260, 263 et
P. Novikoff Fund. Math. 17, p. 25. :

%) Si etpiﬁ s ki, Zarys teorji mnogosci II, p. 180.
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Comme f(3)c A, g()eB et AB=0, il vient fR—g@ >0.
Les fonctions f et g étant coutinues, on a (N°II, 5) pour & suf-
fisamment grand: & [f (s, ..5)] + & [g (W, .. )] < F(R) — g ()]
et comme (N°II, 3): 7 (3) e f(Nn,..n) €8 £ ()& g (Vm, .. my), i1 vient:
J (a, .. nk) & (N, ... my) = 0.

Cette derniére formule montre, en raison de Pinclusion
Fn,cing) CF W, ), que les ensembles f()in, . 1) et g(Vim, . )
sont séparables B, contrairement a4 Phypothase.

s

Corollaire 1%). Si les ensembles A et X — A sont analytidues,
A est borelien. ,

Car, en posant dans le théoréme précédent B =X — A4, il
vient E=A.

Le corollaire 1 implique que la famille des ensembles qui sont
simultanément A et CA coincide avec celle des ensembles boreliens.

Corollaire 2 (séparation simultanée). Etfant donnée une suite
d’ensembles analytiques disjoints A,, A, ..., il existe une suite d'en-
sembles boreliens disjoints B, B,, ... tels que A, ( B

D’apreés le théoréme, il existe, en effet, un systéme d’ensembles
boreliens Eyn tels que A, (C Eum et Epp-Am = 0 (pour 2 5= m).

Posons: B, = HEI,,, et B,,—HE,,m (B, + ... + By_y). Lin-

m=2
clusion B, (C Enn entraine Ay: B,,z C An Epp=0. pour m<n.
Done A, C By

IV. Applications aux ensembles boreliens.
Théoréme?®). Toute image biunivogue et continue d'un ensem-
ble borelien est un ensemble borelien.

Chaque ensemble borelien étant composé d’un ensemble dé-
nombrable et d’une image biunivoque et continue de ensemble )(

(p. 282, cor. 2), il suffit de démontrer que f étant une fonction

biunivoque et continue, définie sur 9, 'ensemble f (‘)) est borelien.
La fonction f étant biunivoque, on conclut de N°II (2) que,
pour % fixe, les ensembles du systéme {f (9 ..n,)} sont disjoints.

) M. Souslin, L ecit. ‘
?) M. Souslin, L. cit. Pour des généralisations de ce théoréme voir
NV et N°VIIL
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D’aprés le cor. 2 du N°III, il existe pour chaque £ un sys(éme d’en-
sembles boreliens disjoints By, ..., tels que f(Vn,..n,) C B, g,

Posons B, = By,-f ()) et, d’'une facon générale,

* FAEETTTT *
Bn, ey T Brzl wng f (’)Ln, ”k) . Bﬂ, e Hp_1e

On a l'inclusion

6)) F Ol ..n) C Byonyg C F (s . )

En effet, cette formule étant évidente pour 2 =1, admettons
la pour £—1; selon NCIL(1): f (Vin,..n) C f(in,.. me1)(C By,
d’ou la formule (1). ’

La formule (1) impliQue en vertu de N°II (6) que

s "k-—] 2

[1fC @ =[]B;
k=1 k=1 ¢

=1

‘k = H _(E)C;,‘ .4.3k): d’olt f(7[) = 2,17 B;I 3t
- 3

car f () = Zﬁl f )y . ) selon N°II (6).

En outre, le systéme {B,f,,._,,k} étant régulier (c. a d. que

. * * - . 0 . . "
By, ...ny C By, ..m,_;) et composé, pour £ fixe, d’ensembles disjoints,

oa

il vient (p. 6, 5): X [[ By =[] 3B
‘ =l

L 3!
k=1 3

La sommation 2 BZI ..3¢ étant étendue (pour % fixe) sur un sy-

bl
stéme dénombrable d’ensembles boreliens, I'ensemble >, ng .3t est

2

| R b
borelien. L’ensemble f () 'est donc également, c. q. f. d.

En rapprochant le théoréme précédent du corollaire 1, p. 231,
on voit que les sous-ensembles boreliens des espaces complets sépa-
rables coincident avec les images biunivoques et continues des espaces
complets séparables 0-dimensionnels.

 Remarque. B étant un - ensemble borelien et g une transformation biu-
nivoque et continue, Pespace C];’ qui contient g(B) peut &tre supposé wétri-
que arbitraire (complet séparable ou non). En effet, comme image continue
d’un ensemble séparable, g(B) est séparable. Complétons l’ensemble g (B),

~

qui est aussi séparable, & un espace g (B) (voir p. 200, VII). D’aprés le théoréme
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~

qui vient d'tre démontré, g (B) est borelien dans g (B), done dans g (B), c. 2 d.
que g(B) est la partie commune de g(B) et d’'un ensemble borelien dans Y.
Lrensemble g (B) est done borelien dans .

D'autre part, les hypothéses que Pespace X (contenant B) est complet
et séparable sont essentielles. Admettons, en effet, que B = un ensemble non
borelien situé dans lintervalle 57.—_(:2] et 1° que X =B (cas ot X est non
coniplet) 20 que X se compose de points de Dintervalle :7, la distance entre
chaque couple de points étant définie comme égale A I'unité (cas oit X est
non séparable). Dans les deux cas l’ensemble B (borelien dans ':Y) se trans-
forme par l'identité en un ensemble non borelien (dans {Z/).

V. HApplications aux fonctions mesurables B.

1. y=f(x) étant une fonction définie sur un ensemble bore-
lien E, biunivoque et mesurable B, I'ensemble f (E) est borelien.

En effet, la fonction f étant biunivoque, on transforme ’en-
semble /= F'{y=f(x)} en f(E) d'une facon biunivoque et continue,
Xy :

en le projetant sur l’axe ¢. L’ensemble / étant borelien selon
p. 289, 4, f(E) Vest également en vertu du théor. N°IV,

2. Chaque fonction y = f(x) définie sur un ensemble analyti-
que A et telle que lensemble I= [ {y = f(x)} est analytique, est
xy

mesurable B. Par conséquent (p. 239, 4) si A est borelien, I'hypo-
thése que lPensemble I est analytique implique qu’il est borelien.

Il s’agit de prouver que I'ensemble f—I(F) est borelien dans
A, quel que soit 'ensemble fermé F (%Y. Or, comme projection
de Pensemble analytique /-(X X F), f~%F) est analytique. Pour
la méme raison lensemble f~Y(Y— F)=A — f~XF) est analyti-
que. D’aprés le théordme de séparation (N°IIT), il existe un
ensemble borelien E tel que f~(F) (C E et EA— f~1(F) = 0, d’or
f~YF)= EA. Ceci prouve que f~I(F) est borelien dans A.

8. y=f(x) étant une fonction définie sur un ensemble ana-
lytique A, biunivoque et mesurable B, la fonction inverse x = f~(y)
est mesurable B sur Pensemble f(A)Y).

) (e théoréme remonte (pour le cas ol 4 est un intervalle) 4 M. Le-
besgue (Journ. de Math. 1905, op. cit.). L’analyse de la démonstration de
M. Lebesgue, qui n’était pas exacte; a suggéré 4 Souslin Pintroduction
des ensembles analytiques. La démonstration. correcte est due 4 MM. Lusin
et Souslin. '
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C'est une conséquence de 1'énoncé précédent (en y rem-
placant x par y, y par x et A par f(4)), en raison de Pidentité
Ei{x=f")=FE{y=F(x)}=1 et du fait que les ensembles /
xy xy

et 7 (4) sont anal'ytiques (p- 289, 4 et 5).

4. y = f(x) étant une fonction définie sur un ensemble bore-
lien E, biunivoque et mesurable B, si P est un sous-ensemble projectif
de E de classe L,(n>> 0), Pensemble f(P) est aussi de classe L,.

Car, la fonction x = f~!(y) étant selon 3 et 1 mesurable B

sur f(E), l'ensemble f(P)=(f~1)~1(P) est de classe L, selon
p- 239, 111, 5.

5. y=f(x) étant une fonction continue sur un ensemble bore-
lien E, il existe un sous-ensemble C de E de classe CA tel que
-J(C)=f(E) et que la fonction partielle F(x|C) est biunivogue.

Comme ensemble borelien, E est une image biunivoque. et
continue d'un ensemble fermé F () (voir p. 231, cor. 1):E= g (F).
Posons /% (3) = fg () o0 3¢ F. Selon p. 247, 2, F contient un ensem-
ble [ de classe CA tel que /# (H) = k (F) et que la fonction % (3|A)
est biunivoque. La fonction g (3) étant biunivoque et continue,
I'ensemble C= g (H) est un CA d’aprés 4. En outre, f (C) = fg (H)=
=h(H)=h(F)=fg(F)=f(E). Entfin, si x#= X, xeC et x'eC,
il vient x =g (3), x'=£(3), 354, 3¢ H et y e H. L’inégalité §3
- entraine f(x)=4QG) k()= f(x'), de sorte que la fonction

- f(+|C) est biunivoque,

Remargues. 1. Pour chaque « il existe une fonction f continue, biuni-

voque et telle que la. fonction inverse f—! r'est pas de classe o (voir p. 231,
remarque) ). :

2. L’hypothdse que Pespace X (de 1a proposition 3) est complet séparable
est essentielle. Soient, en effet, Z un ensemble non borelien situé dans Tin-
tervalle & = 0.1, Z* son complémentaire placé dans I'intervalle 1,2, X = A VAN
‘3/::7, f(x)=x pour x:=Z et fx)=x—1 pour x=Z* La fonection 1 est

non mesurable B (elle est méme dépourvue de la propriété de Baire, si Z en
est dépourvu).

La séparabilité est essentielle d’aprés Pexemple 2° du N°IV (remarque).

2

3. ‘1l serait intéressant, d’antre part, de reconnaitre, si 'on peut omettre

dans Pénoncé 1 hypothése de la séparabilité de Pespace ‘Y (cf. 1a remarque
du N°IV). Cette question est liée an probléme de linvariance de la sépara-

) CL.W. Sierpinski, Sur Pinversion ‘ des fonctions représentables ana-
lytiguement, Fund. Math. 3 (1922), p. 26.

1
~en  effet le nombre r=-—--

[§ 85, VI] Ensembles analytiques. 255

bilité par rapport aux transformations mesurables B. La réponse est affirma-
tive si on admet I’hypothése du continu. En effet, dans chaque espace mé-

trique Y il existe une suite F,, F,, .. d’ensembles fermés, isolés et tels que
g (¥, F,) <*/n, quel que soit y (p. 91, remarque 1). Si ‘?j est non séparable,
un des ensembles F, est indénombrable. En entourant chaque point de cet
ensemble d’un ensemble ouvert de diamétre suffisamment petit, on obtient une
famille indénombrable d’ensembles ouverts disjoints. La famille des sommes de ces
ensembles ouverts est donc de puissance > 28: > (en vertu de I'hypothése
du continu). Si I'on suppose que L:?/=f(5\f) et que f est mesurable B, les
ensembles f—'(G) sont boreliens pour G ouvert. Mais alors I'espace - con-
tient une famille de puissance >t d’ensembles boreliens, ce qui implique qu’il
est non séparable (p. 162, III).

4. Application - aux groupes métriques. Soient X et (y deux espaces com-
plets qui constituent des groupes topologiques (cf. p. 75, XII). Soit F(x) une

“fonction additive (c. & d. que f(x-+x) =f(x)+F () qui transforme Vespace

X en C}/ On prouve que, si la fonction f jouit de la propriété de Baire
(en particulier, si elle est mesurable B), elle est continue!). Il en résulte
que si les groupes X et Y sont complets séparables, toute fonction f additive,
continue, biunivogue et telle qgue f(X)= (y est bicontinue ?). Car y=f(x) étant
une fonction additive, la fonction inverse x =jf—(y) est également; comme
la fonction f—! est, en outre, ‘mesurable B selon 3, elle est continue.

"VI. L’opération () et les nombres rationnels. Soit 9%
Tensemble des fractions binaires finies 0 <r <<1:

st .t LI <y < m
r= —2‘;2—‘—}-5;’"}" +57ﬂ; ot 1L<m<my<.. ®

La fonction I (r) =[m,,m,—m,, ... , mp — m_;] établit une corres-
pondance biunivogue entre l'ensemble ‘%2 et la famillg de tous les
systémes finis d’entiers positifs; au systéme n,, ..., 7 correspond
1 1

oy 2n,+n: + o + 5”:+--'+ﬂk :

1y 8. Banach, Théorie des opérations lindaires, cette collection t.I, p. 23.
%) 8. Banach, Uber metrischer Gruppen, Studia Math. 8 (1981), p. 1_11.
Pour les nombreuses applications de ce théoréme a I’Analyse  (en particulier ‘
aux équations différentielles), on consultera le livre précité de M. }.Banach,
chap. III. Cf. du méme auteur, Sur les fonctionnelles line’az:res A St’lldl.a Math. 1
(1929), p. 238 et J. Schauder, Ueber die Unkehrung linearer, stetiger Funk-
tionaloperationen, Studia Math. 2 (1930), p. 1.
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Lemme?). A étant le résultat de Popération (i) effectuée sur
un systéme régulier {Z,, ... n,}, la formule xe A équivaut i Pexis-
tence dune suite infinie de nombres rationnels {r} tels que

(1) r1<r2<.,. et val(fx)'Zl(’z)."'

En effet, si x ¢ 4, il existe une sunite infinie 7, n,, ... telle que

1 1
xeZy Zyy .. Les nombres r, = om +2"1+”2 + ..+ P—

satis-

font donc & (1).
Admettons inversement que la formule (1) soit remplie. Posons

oo

. 1 . .
}elzl’?cfk =k_};lé’—n; ot 1Lmy<my,<.. Solent n, =m, et ny=my—m,_,

£ o
pour £>1. Il existe un r;, tel que 2~1— <rp, <y —1~ Dans le
=12M =1 2mi

développement de 7;, = Elz_ + ..+ —211— ot 1</ <...</, ona done
1 8 .

ly=my ..,ly=mp Il en résulte que les & premiers termes du
systéme /(r;,) coincident respectivement avec les nombres Ry, A
Le systéme d'ensembles {Z,, ...} étant régulier, on a Pinclusion
Zf(,j.k) (CZn,...np, 00 X € Zy 1y, quel que soit 2. Donc xe A,

Théoréme. A étant un ensemble analytique, il existe une fa-
mille densembles fermés W,, oix reR, telle que la formule x¢ A
équivaut & lPexistence d’une suite infinie de nombres rationnels
qui satisfont aux conditions ry <r,<.. et xe W, Wi, .

En effet, 4 étant le résultat de I'opération (<{) effectuée sur un
systéme régulier d’ensembles fermés Z,, .. ,, (N°IT), on pose W, = Zi.

) Ce lemme appartient 4 la Théorie générale des ensembles. Dans le
cas ot X = f, on imagine 1'ensemble Zj(r) placé sur la droite y = #; le point X,
appartient alors 4 A, si lintersection de l'ensemble-somme des ZI(,,) oll
re} avee la droite X = x, contient une suite infinie de nombres croissants.
Voir N. Lusin et W. Sierpin ski, Journ. de math. II (1928), p. 65— 68.
Cf. W. Sierpinski, Le crible de M. Lusin et Lopération (&1) dans les espaces
abstraits, Fund. Math. 11 (1928), p. 16, N. Lusin, Fund. Math. 10 (1927), p. 20
et B. Sélivanowski, C.R. Paris t. 184 (1927), p. 1811.
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Le théoréme inverse est aussi vrai; plus encore: si les ensembles W, sont
analytiques, 'ensemble 4 des x pour lesquels il existe une suite de nombres
rationnels 7, <{ry<{.. tels que'xe W, . W, - .. est analytique. Pour s’en con-
vrainere, on n’a qui mettre en termes logiques la définition de A:

{st}E%]HZ(sz,)(r:&”)(§”<g"+1) ot £ 9™ oty R,

VII. Deuxiéme théoréme de séparation!). A et B étant
deux ensembles analytiques, il existe deux ensembles CA: D et H
tels que

1) A—-B(CD, B—A(CH, DH=0.

Les ensembles W, ayant le méme sens que dans le théoréme

du N°VI, ordonnons l’ensemble M, = J'(x e W,) selon la relation

r
r>s. On a donc ’équivalence suivante:

{x e A} = {'ensemble M. = [ (x = W,) n’est pas bien ordonné}.

D’une facon analogue, il existe une famille d’ensembles fer-
més Z,, r e )2, telle que lon a: :

{x & B} = {I’ensemble N, = [ (x=Z,) n'est pas bien ordonné}.
r .

Posons M, < N, lorsque I'ensemble M. est semblable
4 une partie de N, Soient: )

D=8 [@ (M, < Nx)]’ ot H=A" [E (N < Mx)]'

(X' désignant, comme toujours, le complémentaire de X).
La formule (1) est vérifiée. En effet, si xe¢ 4 — B, M, n'est
pas un ensemble bien ordonné, tandis que N en est un; on ne

peut donc avoir M, < N,. Par conséquent, x ¢ [? My < Nx)]' et

comme x ¢ B, il vient x¢D. Donc A— B (D et par raison de
symétrie B— A H.

D’autre part, si xsB-A, les deux ensembles Mx et N;
sont bien ordonnés. Ils sont donc comparables, ¢. & d. que lon
a soit M, < N, soit Ny < M, Par conséquent on ne peut avoir

xe [E (M, < Nx)]' : [E (Nx < Mx)]'. IL en résulte que DH=0.

1) Voir N. Lusin, Ensembles analytiques, p. 210 (,deuxiéme principe®).

C. Kuratowski, Topologie I. 17
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Pour prouver que D et / sont des ensembles CA, il suffit
de démontrer que ’ensemble [ (M. < N.) est analytique. Or, M
X

et V étant deux sous-ensembles de ‘X, la condition M < N équi-
vaut évidemment & Pexistence des deux suites de nombres réels
(dans Pintervalle 9 =01) ¢ = [¢}, £% ..] et n=[7, 7% ..] telles que
1% la suite .51, g’, ... contient tous les éléments de l’ensemble M,
2% la suite 7, 77 ... est entiérement contenue dans N, 3% I'inégalité
¢ >¢/ entraine 7'> 7/ pour chaque couple d’indices Z, j. En sym-
boles logiques:

o< Ny= ST s 1 — §<r=a")]-lg[nkefv1-
‘g[(a">&f)~»(n">nf)]}-

Substituons M, a M et Ny & N et remarquons que (par dé-
finition de M et de N) on a les équivalences:

(reMy=(xc W) et [1fs N =[xeZy]=3[(r = 1) (xs 2]
En remplacant (§1,I): («-— B) par («'+ B), il vient en définitive:
< N =Z{[T10xe W) + 3 ¢ = [T ST = 1) (x2 2]
- »q r n r

A1IE < &) + @' > )}

Les ensembles é’ (r=g, F (r=1, E (x¢Z)et 1;1' E<e)
7] X

étant fermés (puisque Z, est fermé et la fonction " est une fon-
ction continue de Iargument g), les ensembles F (x< W)) et
X

E (4> 7)) étant ouverts et les opérations [], 3 [].3 et [] étant
n r n k r ij

i
dénombrables, '’ensemble Q des points (x, ¢, m) qui satisfont & la .

condition entre crochets { } est un ensemble borelien (un F.;)
dans l'espace complet X XIXJ (voir § 26, XI). ‘Comme projec-

tion de Q, I'ensemble F {M. < N,} est donc analytique.

Corollaire 1 (séparation simultanée). Etant donnée une suite
densembles analytiques A,, A,, ..., il existe une suite d’ensembles C4
disjoints C,, C,; ... tels que

Alz - (Al "I" e + An_—l + An.{—l‘ ‘+‘ ...) C Cn .
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Soit, en effet, conformément au théordme précédent:
An —ké, Ax C Dy, % Ar— Ay C H,, D,,-‘H,, = 0.

Posons: C, = D,- k]g Hp. Les ensembles C, sont donc des en-
n

sembles CA disjoints. En outre:
An - A An,”“ A ; n= 1]
k%; »C & Cﬂ%’k Ap— A (C He

quel que soit ks rn Done A,— 3 Ay (C [] Hi, d’oit linclusion
demandée, = e

Corollaire 2. Etant donné un systéme d’ensembles analytiques
Ar,...ny tels que An . my=An . .pg+ An ..o+ ..., il existe un sys-
téme régulier {C,, ... n,} d’ensembles CA, disjoints pour k fixe et tels que

(i) An, wnp T 2’ Am; e gy C Cn, oy )

la sommation ' s'étendant aux systémes (my ... mz) == (n, ... nz)

Soit, pour k& fixe, {Dp, .. nyy un systéme d’ensembles CA
disjoints et tels que An, . — > Am,..m,C Dn,.. n, (conformément
au cor. 1). Posons Cp, =Dy, et Cs..ny=Ds, .n,Cr.. n,_, pour
k> 1. 1l gagit de prouver que An, ., — 3 Am,..m, C Cn,.. my_qe Or
cela résulte de linclusion (i) admise pour 2—1 et des for-
mules suivantes admises par hypothése: Anyinyg C Anyiny, et
A, my_y = Amyomy_y1 -+ A, .. magz C 2 An,

VII. Ordre de valeur d’'une fonction mesurable B.

y est dit valeur d’ordre 1 de /. en symboles y ¢ Z; lorsqu’il
existe un'et un seul x tel que y=f(x). Le théordme suivant
présente une généralisation de celni du N°IV.

Théoréme 1%). Les valeurs d'ordre 1 d’une fonction f mesurable B
définie sur un ensemble borelien constituent un ensemble CA.

Le théoréme va étre établi d’abord pour le cas d’une fonction
continue. Chaque ensemble borelien (indénombrable) dépourvu
d’un ensemble dénombrable convenablement choisi étant une

) N. Lusin, op. cit, p. 257.



260 Chapitre III. Espaces complets.

image biunivoque et continue de I'ensemble 9 (p. 232, cor. 2), il
suffit de démontrer que, f(3) étant une fonction continue définie
sur ‘), Pensemble Z de ses valeurs d’ordre 1 est un CA.

On a par définition) Z=Y'[f(3)~/ (W —3)]. Selon N°II et

N
h

p.204, I, on a 3 = QZ et f[n W, 3kJ = ”f(%%l k). Ilen
‘ k=1 P E=1 -3

=1

sesulte que £ ()—f (-9 = [/ Cly_ 9~ | Zor—at,.. |-
k=1 k=1

___/gi [f(«;)islm ak) — I — 7[51 _“3k)]. Posons Ap,..n, = f (Wn, . n,) et

B)zx wnp =f(7£ - qzn, “k)' Donc Z = Zsjk]—l (Asx T le 3};)..

Daprés I[(1) et (2) on a By, .. ,,k=2' Am, .. mp la sommation

_2’ s'étendant aux systdmes (7 ... mg) 7= (4, ... n). D’autre part,
selon I (1), An ..npy; = Anongt & Ang g+ ... Le cor. 2 du N°VIL

est donc applicable. Posons C,,, vy =Cny.ony- Any... nyy— B, .. ,,k,
Cy,...n, ayant le méme sens que dans le cor. 2. On apar conséquent

(1) An, ity T Brz1 . C C:, e g C Zn, e np T Bn, e Mg

et les ensembles C:,...nk sont des CA disjoints pour % fixe. En
outre, le systéme {Cy, .. nk} est régulier, car {Cy, ..} est régulier et
Pinclusion “U, .. n, C Wn, .. ny_, (cf. N°II (1)) donne:

Anying=F Qo) CF Ol i) = Ansmyy C Ay
By ny=F W= Wy o) D F O —=n, o npy) = Boy ooy,
d’olt on déduit la formule Cp, .., =cn,,__,,k“-5n, oy = Bryony C
CCryonpy Anyony —Bryongy = Coy gy -

) La tormule {y s Z=ly=7@] [[{ly=F@ =70 x=x}

conduirait, dans le cas considéré ici, & un résultat moins précis.. Cependant
on en déduit que, si f est définie sur un F_ d’un espace compact, Zf est une
différence de deux 1""G (ce qui est un résultat précis).
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La double inclusion (1) implique que
@) ZCYICi +CXETI(Ax_ 2~ By 4.
= e e 313

D’aprés N°II (6) et § 1,V il vient

oo

[1(Ap_ =By 9 =T1FCG 9 1By =

k=1 hd : k=1 =1
=[17O0a o I By x=1[(Ap =By ),
k=1 M — . ey 3 e}

d’on E H (A 1 k — B,
S F=1 3 3 e

Par conséquent les trois membres de la double inclusion (2)
sont identiques. Le systéme {Cp, ..nyy 6tant régulier et disjoint
pour % fixe, la formule § 1, VI, 5 implique donc que P’ensemble

=XJIC #=[15Cs #=1I1 3C,.n, estun CA
2 k=1 b
3

3 R=1 k=1 n,..np

Passons & présent au cas ol g (x) est une fonction mesurable B
définie sur un ensemble borelien E. Les ensembles E et g (E)
étant situés dans les espaces (complets séparables) X et U, l'en-
semble /= [ {y = g (x)} est borelien dans I'espace X X Y. Evi-

e

demment I'ensemble des valeurs d’ordre 1 de la fonction g coincide
avec celui des valeurs d’ordre 1 de la projection sur I'axe </ (con-
sidérée comme fonction continue définie sur Pensemble /) et ce der-
nier est — comme nous venons de démontrer —un ensemble CA.

Remarque. Ipversement, C étant un CA contenu dans X, il existe une
fonction continue f(3) définie sur un sous-ensemble fermé de N et telte que C= Zf.

Soient, en effet, F un sous-ensemble fermé de 9 contenu dans Pinter-
valle 0.4 et f(3), 3¢ F, une fonction biunivoque et continue telle que F(F) =_9C
(cf. p. 226, corollaire). On définit la fonction f(3) pour % <(3<(1 de fagon que
la partie commune de “){ et de I'intervalle %1 soit transformée en X —c.

La valeur y de la fonction f est dite d’ordre indénombrable,
en symboles: y< Ay, lorsque ’ensemble f~!(y) est indénombrable.
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Théoréme 21). Les valeurs d'ordre indénombrable d'une fonction f
mesurable B, définie sur un ensemble analytique, constituent un
ensemble analytique ).

Posons, en effet, /= J [y = f(x)]. L’ensemble / étant ana-
: o

Iytique (p. 289, 4), tout revient & démontrer quéfant donné dans
le produit (. X Y de deux espaces complets séparables un ensemble

analytique I, Densemble A des y tels que Uensemble E [Cey) e]] est
indénombrable est analytique®).

Or Pensemble /, comme analytique, admet une représentation
paramétrique sur l'ensemble ) des nombres irrationnels, c. & d.
qu’il existe deux fonctions continues g () et % (3) définies sur 9
ot telles qu'a chaque point xy de [/ correspond un 3 remplissant les

égalités x=g (3) et y=A(3). La condition que Pensemble [(xy)el]

soit indénombrable équivaut donc (p. 229, cor. 8) a Dexistence

dans % d’une suite dense en soi sur laguelle: 1° la fonction % (3)

est identiquement égale & y, 2° la fonction g (3) est biunivoque.
En symboles:

(e dr=Z [y =4EN:[11e @) 2 €,

1) Cif.S.Mazurkiewicz et W. Sierpinski, Sur un probléme con-
cernant les fonctions continues, Fund. Math. 6 (1924), p. 161, ma note de Fund.
Math, 17, p. 261 et S, Saks, Fund. Math. 19 (1932).

?) quipeut d’ailleurs ne pas étre borelien méme dans le casoitla fonetion f
est continue et ot N = Cy= un intervalle.

%) M. Saks (loc. cit.) déduit de cet énoncé l'intéressante application

suivante. Soient: X = intervalle 01, Y = espace des fonctions réel]es con-
tinues y (x), 0 <Cx<{1, /="Tensemble des ,points¢ xy du produit C}/ tels
que la dérivée droite “de la fonection y est égale &3 | == au pomt x. L'ensem-
ble ] est analytique (il est un F B)’ car

{ty)el} = HZ' I1 {ﬁih)—_y(x)>nl_
m o<h< h =

L’énoncé précité implique dome’ que lensemble des fonctions continues qui
possédent la dérivée droite infinie dans une infinité indénombrable de points est
analytique (dans Pespace’ Qf)

En outre, cet ensemble n’est en aucun point de I-re categone (ibid. p. 215),
donc—en vertu de la propriété de Baire (p. 53, cor. 2)— son complémentaire est
de I-re catégorie (et non vide d’aprés un théordme de M. Besicovitch,
“'ibid. ‘p. 212). On rapprochera cet énoncé de § 30, VIII (p. 210).
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U ¢ parcourt Pensemble des suites denses en so0i exiraites de J(.
Cet ensemble de suites est topologiquement complet, comme un Gy
dans lespace complet (¥ (p. 170,2). I en résulte que I'ensemble

EF:]_[ {ly =& (") m]_:[ [g (¢") # g (¢™)]} est un G;. Comme projection
YE 1 ==n
de ce dernier, A est analytique.

Remarque. Inversement, d chaque ensemble analytique A correspond une fon-
ction continue F(3), 32N, telle Z;ae A Af

' 1), 1] 1
Posons, en effet, g( -}—[ "'-[_l 3_;_ )_ﬁl_;.,—“-{—r-—i—... Par consé-
13

quent g(?L) = et l’ensemble g~ (5) est indénombrable pour chagque 3. Soit
h(3) une fonction continue qui transforme N en A. On pose F(3) = kg (3).
Désignons respectivement par !f, Df et Cf P’ensemble des y tels que
1% f—1(y) eontient un pointisolé, 2° /—1(y) est dénombrable (fini ou infini) et non
vide, 3° f~1(v) contient un point qui n’en est pas un point de condensation.

Corollaires 1—31). Si la fonction f(x) -définie sur un ensemble borelien est
mesurable B, les ensembles lf, Df et Cf sont des CA.

ad 1. Soit R;, R.,... 1a base de Pespace X. Désignons par f, la fonetion
partielle f(x|R,).. 1l vient Iszf —i—Zf + ..

ad 2. La démonstration se raméne, comme celle du théor. 1, au cas ol
f(x) est une fonction continue définie sur Pespace ). Parmi les ensembles
fermés F, les ensembles dénombrables et non vides (situés dans Iespace 9
complet) sont caractérisés par les deux conditions suivantes: 1° F contient un
point isolé, 2° F n’est pas indénombrable. Il vient Df=1f—Af.

ad 3. f, ayant le méme sens que dans 1, on a C;= Dfx—}»Dj,—}—....

Corollaire 4%). Si la fonction f est mesurable B et I'ensemble E est borelien,

~ tandis que U'ensemble f(E) ne I'est pas, I'ensemble f(E) — CJ,r ne lest non plus.

Car dans le cas contraire Pensemble f(E) = Cj -}—f(E)——Cf est un CA4
selon cor. 3. Comme ensemble analytique (N°V, 1), f(E) est done (N°III, cor. 1)
un ensemble borelien.

"1l en résulte, en particulier, que f(x) étant une fonction continue sur
un espace X complet séparable et telle que f(f‘X) = Df (c. a d. telle que toutes
les valeurs de f sont d’ordre dénombrable), ’ensemble f (9() est borelien. Plus
encore, X est somme d’une’série densembles boreliens: X = B; - B, ..., tels
que les fonctions partielles f(x|B,) sont bicontinues 3).

1) S. Braun, Quelques théorémes sur les cribles boreliens, Fund. Math. 20
(1983), p. 168—172.

?) Ibid. Cf. aussi N. Lusin, 1. ¢it. p. 171. Les corollaires 1—4 présentent
des généralisations du théoréme du N°IV.

3) . Pour la démonstration voir N. Lusin, L ¢it. p. 237 et H. Hahn,
Reelle Funktionen, p. 381 (42.5.8).
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IX. Décomposition en X, ensembles boreliens.

1. Chaque ensemble PCA (done, en particulier, chaque ensemble 4 et cha-
que ensemble CA) est une somme de R, ensembles boreliens.

Cette proposition résulte du théoréme suivant, qui appartient a la Théorie
générale des ensembles !): E étant un ensemble qui s’obtient des ensembles
{An,m ”k} par Popération (&0), posons

0 _ o1 o

Ani,.. nk"‘Anl e R A”1 nk"" 2 n1' npn

=1

et pour X limite: A . -”AS » Posons en outre:

Bk T
E, _ZA“ ot K =E, — Z {A,‘,‘ — A b
. np e "k
onaalers E=[] £ =2 K,
a<® % ac@
Dans le cas ot les ensembles 4, n, Sont boreliens, on constate faci-

lement par induction que les ensembles E et K le sont également. On en ‘

conclut que chaque ensemble analytique, ainsi que chaque complémentaire
analytique, est une somme de X; ensembles boreliens.

Or, soit P un ensemble PCA: P=f((C), f une fonction continue, € un
ensemble CA. Par conséquent

c= Z‘ B, dome P=f(C)=2, f(B,).
a<<Q o ¢
Ba étant borelien, ’ensemble _f(Ba) est analytique; il est done une
somme de ¥; ensembleg boreliens. Par comséquent P l’est également.
2. Chaque ensemble PCA de puissance >R, contient un ensemble parfait?),
Car, parmi les R, sommandes boreliens en lesquels cet ensemble se dé-

compose, il existe an moins un qui est indénombrable; comme ensemble bore- .

lien, il contient done topologiquement Fensemble C.

On voit ainsi que  parmi les ensembles PC4 indénombrables il n’y a que
deux puissances qui peuvent se présenter: i savoir X, et ¢ (d'ailleurs, on ne
sait pas s’il existe des ensembles PCA ou, plus généralement, des ensembles

projectifs de la puissance X;). Quant aux ensembles CPCA, on ne connait pas
d’énoncé analogue.

) W. Sierpinski, Sur une propriété des ensembles (A), Fund. Math. 8
(1926); on y trouve d’autres citations sur ce sujet.

?) Rappelons que dans le cas des ensembles A4 le sighe > peut étre
remplacé par 2> Mais on'ne sait pas 8’il en est ainsidans le cas des ensembles CA.
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31). Siles ensembles A, n, Jouissent de la propriéié de Baire, il existe
un indice p<<Q tel que Pensemble E— K = est de I-re catégorie.

En effet, chaque famille {XL} d’ensembles disjoints, jouissant de la pro-
priété de _Baire et dont aucun n’est de I-re catégorie est dénombrable; car selon
p. 51, IV, 4, les ensembles Int[D (X-,)] sont disjoints, ouverts et non vides.

Par conséquent, 4 chaque systéme n,..7, correspond un nombre e

tel que P’ensemble Aﬁ, n ——A:;_‘L],, est de I-re catégorie. La famille des sy-
ety -ty

stémes finis {n, nk} étant dénombrable, il existe un indice p tel que

Ai”_ nk—Al,:’:l‘ n, est de I-re catégorie, quel que soit le systéme ;.1

1 - - " +1 :
Comme E - Kl_L C EE’-—— K!L gﬂ, f\;‘"k {A"’ nk—-«‘-’li "k}, Pensemble F — KP- est
de I-re catégorie, c. q. f. d.

On en conclut que, si Z contient un point (au plus) de chaque différence

K, ZK Z est la somme d’un ensemble dénombrable et d’un ensemble
E<a

de I-re catégorie. Par conséquent, si les ensembles A,,1 oy jouissent de la
propriété de Baire au sens restreint, Z est de I-re catégorie sur

c¢haque ensemble parfait (on peut relativiser, en effet, le raisonnement pré-
cédent par rapport 4 un ensemble parfait donné).

1l en résulte que E étant analytique et non borelien et An, L n fermé, Z est

un ensemble indénombrable qui est de I-re catégorie sur tout ensemble parfait.

Car on a E‘-‘FE Ky, quel que soit a <[
E<g

4. {A n k} étant un systéme. régulier d’ensembles fermés et B étant un
ensemble borelzen disjoint de E, il existe un o fel que BCD =X — E, % I en
résulte que tout ensemble Z qui contient un seul point de chaque différence
(non vide) DE _1_1—Dt est de I-re catégorie sur tout ensemble rarfuit P*%). Car
X—E jonissant de la propriété de Baire au sens restreint, on a P—E=U+4V,
olt U est un Gy est V est de I-re catégorie sur P. Soit « un indice tel que

3 Voir E. Sélivanowski, Sur les propriétés des constituantes des en-
sembles analytigues, Fund. Math. 21 (1933), p. 20, W. Sierpifiski, ibid. p. 29,
E. Szpilrajn, ibid. p. 284. L’énoncé 3 reste valable, si l'on remplace la
propriété de Baire par la mesurabilité et les ensembles de I-re catégorie par
les ensembles de mesure nulle,

2) Pour la démonstration voir N. Lusin et W. Sierpinski, Bull
Acad. Cracovie 1918, p. 39.

3) Voir N. Lusin et W. Sierpinski, R. Accad. Lincei 6, v. VII
(1928), p. 214.
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UCDa. L’inelusion PZ— Dm CP—E— Da C V montre que PZ— Dm est de

I-re catégorie sur P; il en est donc de méme de PZ, puisque PZD  est dé-
nombrable. '

X. Fonctions 4 et CA. Appelons une fonetion f(x) & valeurs réelles
fonction A (fonction CA4), lorsque V'ensemble E[f (x) >¢] est un ensemble 4
X
(ensemble CA4), quel que soit ¢ ).
On voit aussitét que les fonctions 4 et les fonctions CA sont mesurables
au sens de  Lebesgue (lorsque x esl réel) et jouissent de la propriété de Baire
au sens restreint. Les fonctions qui sont simultanément A et CA coincident avec

les fonctions mesurables B. La fonction caractéristique d'un ensemble 4 (ou CA)
est une fonction 4 (ou CA).

La limite d'une suife convergente de fonctions A (ou CA) est une fonction
A (ou C4). Car la condition f(x) =1lim f,(x) entraine I’équivalence

{1 > =2 [T 14000 > ¢+ 1a),

- d’olt

L@ > e = 21LE Uyt > ¢ o 2l

f (x) étant une fonction A ou CA, I'ensemble E [y =7F(x)] est une différence de
xy :

deux ensembles analytigues. Car {r,,} désignant la suite des nombres rationnels,
on a 'équivalence [y=f(n)] =2 { [y <r, <f()] -+ [f () <r, <yl}.
n .
[ (x, t) éiant une fonction (bornée) mesurable B, la fonction g (x)=max f(x,t)
ot

est une fonction A et " h(x) ::ml;n f(x, t) est une fonction CA *?).

, En effet, 'équivalence [mtaxf(t) <] E]—t] [f(£y < c] entraine [g x) <cl=
-z—]i—[[f(x, )<{cl, e a d. [g (x)>c]EtZ:[f(x, t) >¢cl, ce qui prouve que l'en-
semble E[g (x) >¢] est analytique comme projection de l’ensembla borelien
: § [f (x,©) > c]. D'une facon analogue, 'équivalence [/ (x) < ¢] = tZ: [f (x,6<c]
entraine [ (x)<cl= g () <c+nl= H ; [f (x,t) <<c~+Yn], d0olt on con-

clut que Pensemble J4 [ (x)<C c] est analytique.
. x '

) ‘1) On n’a pas entrepris jusqu’a présent une étude systématique des
fonctions A et CA. Cf. L. Kantoroviteh, Sur les fonctions du type (U)
C.R. Paris, t.. 192, p. 1267. Bien entendu, on peut définir les fonctions d’une,
classe projective arbitraire,

%) F.Hausdorff, Mengenleh}e, p. 274,
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Dans les mé&mes hypothéseé, la fonction lintn sup f (x, t) est une fonction A
et ligrn= ;mf f(x,f) est une fonction CA. Car onﬁl; m?:iw f@® =n]irc‘n'a m, ol
m, = max f() pour 0<|a—t|<'n Par conséquent lirinziup f{x,1) est une
fonction 4 comme Iiu;ite d'une suite de fonections 4.

Exemple. Les dérivées partielles supérieures (ou inférieures) de Dini d'une fon-
ction g (x,y) mesurable B sont des fonctions A(ou CA) (qui peuvent d’ailleurs

admettre des valeurs infinies) !). Car en posant f(x,¥,1) = g+t —2xI) s
t

on a 1i§n _?_up gty —gxy) = lim sup f(x,y,%), ou f{(x.y,t) est une fon-
=40 t =0

ction mesurable B (on admet que £>0).

§ 36. Espaces totalement imparfaits.

Les espaces considérés dans ce § sont supposés métrigues séparables.

I. Définition. Existence. Un espace qui ne contient aucun ensemble
homéomorphe & 'ensemble parfait e de Cantor est dit fotalement imparfait.

Dans un espace complet séparable la propriété d’un ensemble E d’étre
totalement imparfait signifie que E ne contient aucun ensemble parfait non
vide ou, ce qui revient au méme, aucun ensemble analytique indénombrable,
car ‘chaque ensemble analytique indénombrable contient € topologiquement
(§ 85, ). _

Théoréme de M. F. Bernstein?. Il existe dans chaque espace complet
séparable .et indénombrable un ensemble Z qui—de méme que son complémentaire —
est totalement imparfait ef de puissance du continu. ‘

Ce théoréme résulte directement du lemme suivant, qui appartient 4 la
Théorie générale des ensembles:

* Soient R un ensemble de puissancec, M une famille de puissance < ¢ de
sous-ensembles de R dont chacun est de puissance c. R renferme alors un ensem-
ble Z qui, de méme que R'— Z, est de puissance ¢ et contient au moins un élément
de tout ensemble appartenant & la famille M.

) M.Neubauer, Uber die partiellen Derivierten unstetiger Funktionen,
Mon. f. Math. u. Phys. 88 (1931), p. 139. .

?) TLeipz. Ber. 60 (1908), p. 829. Cf. P. Mahlo, ibid. 63 (1911), p. 346
et A. Schonflies, Entwickelung der Mengenlehre I, Leipzig 1913, p. 361
Pour la démonstration, ef. la note de M. Sierpifski et de moi, Fund.
Math. 8 (1926), p. 193. :

Le ptobléme de P’existence des espaces séparables totalement imparfaits
remonte 3 L. Scheeffer, Acta Math. 5 (1884), p. 287. i
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Nous appuyons la démonstration de ce lemme sur le théorém‘e du ,bon
ordre“: SQC désignant le plus petit nombre ordinal de puissaunce ¢, nous ima-

ginons les ensembles-éléments de M rangés en une suite transfinie du type @ :
¢
1 - My My oo . M, M;u+1,
4 termes différents ou non.
Soit, d'une fagcon analogue:
2) . 4 Kty Kgywee g Ko Xty om

une suite du type SQC, a termes distincts, composée de tous les éléments de R.

On définit par I'induction transfinie deux suites {pa} et {qa} (a<$2r),
en admettant que 1% p, est le premier terme de la suite (2) contenu dans M,
et g, est le premier terme de la suite (2) tel que p,==q, ¢ M,, 2% S, désignant
pour « >1 P’ensemble de tous les pi et qE avec £E< a, p, est le premier terme
de la suite (2) contenn dans Ma-—Sa (un terme de ce genre existe, puisque
I'ensemble Sa est de puissance <(¢) et, d’une facon analogue, q, est le premier
terme de la suite (2) contenu dans M, —S,—p,

Z est Pensemble de tous les points P, avee g < $2C.

Remargues. 1) Dans le cas olt I'espace R est un intervalle, Iensemble 7
est non mesurable au sens de Lebesgue. Car Z, ainsi que le complémentaire de Z,
sont de mesure intérieure nulle, comme ensembles totalement imparfaits.

2) La démonstration de I'existence des ensembles indénombrables tota-
lement imparfaits, qui vient d’étre exposée, n’est pas effective, c. 2 d. que
Pexistence en a été démontrée sans nommer aucun ensemble Z individuel (on
remarquera que les suites (1) et (2) n’ont pas été définies). ‘On n’en connait
aucune démonstration effective (m&me dans le cas de l'espace des nombres

réels). C'est 13 un des problémes fondamentaux liés avee la notion de I'effec-
tivits 1), ’

II. Rapports avec la propriété de Baire. 1. Z étant totalement im-

¢

parfait dans un espace X complet, séparable et dense en soi, X — Z n'est de I-re
catégorie en aucun point. ‘

Supposons, en effet, que G soit un ensemble ouvert non vide tel que
G —Z est de I-re catégorie. .Soit B un F_ de I-re catégorie tel que G— Z(B.

D’ensemble' G— B est donc dense dans G (p. 204, IV), donec demse en soi
(p. 41, V, 8); Comme ensemble Gy dense en soi, G— B est indénombrable

(p. 206, V, 3) et contient par conséquent un ensemble parfait non vide (p. 232,
I, cor. 4). Mais alors Pensemble Z G— B n’est pas totalement imparfait.

2. l?ans un'espace X complet séparable et dense en soi chaque ensemble
‘totalemenz imparfait 4 propriété de Baire est de I-re catégorie. Par conséquent,

1) Cf. & ce propos les remarques de M. B ernstein, 1 cit.
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si les ensembles Z et X — Z sont totalement imparfaits, ils sont dépourvus de la
propriété de Baire.

C’est une conséquence directe de 1 et de p. 53, cor. 2.

8. Dans un espace complet séparabie les qualre propriétés suivantes sont
équivalentes:

(i) d'étre un B, (c. & d. un ensemble d propriété de Baire au sens restreint}
totalement imparfait, )

(i) d'étre de I-re catégorie sur tout ensemble parfait,

(iii) d'étre un ensemble dont toui sous-ensemble dense en soi est de I-re caté-
gorie sur lui-méme,

(iv) d'étre un ensemble dont tout sous-ensemble est un B,.

Démonstrations: (i)~ (i). Cest une conséquence de 2.

(ii) —~ (iii). Si FE jouit de la propriété (ii) et si X est un sous-ensemble
dense en soi de E, P’ensemble E-X est de Lre catégorie sur X. L’susemble
X = EX est done (p. 45, 1V, 2) de I-re catégorie sur lui-mémse.

(iii) = (iv). Car la propriété (iii) implique évidemment la propriété B, et
appartient 4 chaque sous-ensemble d'un ensemble qui la posséde.

@iv) > (i). Car d'aprds 2 et selon le théoréme du N°I, chaque ensemble
parfait non vide contient un ensemble dépourvu de la propriété de Baire.

L’existence des ensembles indénombrables jouissant des groprié{és i) —(iv)
a été signalée au § 35, IX (p. 265). Nous I'établirons d'une fagon plus directe
au N° sujvant.

III. Espaces A!). Nous appelons ainsi un espace dont chgque sous-en-
semble dénombrable est un Gy.

1. Chague espace  satisfait d la condition (iii)®).

Soient, en effet, W un ensemble dense en soi et D un ensemble dénom-
brable dense dans W, c. 3 d. DCW{D. Comme un F_ frontiére dans W, l'en-

semble W— D est de I-re catégorie sur W. 1l en est donc de méme de la
somme W= W —D-D. Lensemble W est par conséquent de I-re catégorie
sur lui-méme (p. 45, IV, 2).

9. Chaque espace complet séparable et indénombrable contient un ensemble %
‘indénombrable, done une infinité de la puissance oX: Pensembles de ce genre (pnisque
chaque sous-ensemble d’un ensemble A est un ensemble W).

- 11 suffit d'établir cet énoncé pour lespace “75, puisque chaque espace
complet séparable et indénombrable contient N topologiquement.

1) Voir ma note Sur une famille d’ensembles singuliers, Fund. Math. 21
(1933), p. 127. .

?2) L’implication inverse n'a pas lieu (si Pon admet I'hypothése du con-
tinu). Voir N. Lusin, Fund. Math. 21 (1933), p. 119.
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Or, nous allons démontrer d’abord que ['espace I contient une suite
transfinie indénombrable d’ensembles Gy croissants (et distincts):

M QoC Qi CCQyCQy Tt

Soit; en effet, Q,=0. Pour a>> 0, supposons que tous les ensembles QE

avec £ <o soient des Gy de mesure (lebesguienne) nulle. DoncEZ OE est encore
' <0

de mesure nulle et comme (d’aprés un théoréme de la théorie de la mesure)
chague ensemble de mesure nulle est contenu dans un G; de mesure nulle,

il existe un ensemble Qa qui est ur GB tel que QD’)Z Qg et Qaq:Z QE'
E<<a E<la

- On peut évidemment supposer que les ensembles Oa sont contenus dans 7.
L’existence de la suite (1) se trouve ainsi établie. L’ensemble E des
points py, p,, s Pyt 19 Py g g9 oo tels que Poyi® Qa+l —Q, est un espace A Soit,
en effet, D un sous-ensemble dénombrable de E. Posons D = (pEx,pE;, s Py )
Soit « un nombre transfini supérieur a tous les indices £, Par comséquent
DCQG-E, dott D= QG-E-D=E-[QQ—(Q‘Z~E—-D)] et, ensemble Qa-E
étant dénombrable (car, pour B>, g w’appartient pas a Q ), Qa—(Qa- E—D)

est un Gy;. Cela prouve que D est un GB relativernent & £ ).

Remarque. On est conduit aux espaces A dans Pétude de [ordre de
croissance des suites d’entiers positifs. Notamment, 3= [3!,3%,..] et y = Y, v3,..]

étant deux nombres irrationnels ou, ce qui revient au méme, deux suites d’en- .

tiers positifs, posons 3 <2y, lorsquon a 3 <yl i partir d'un indice i:
i< r)}E%‘ ];] {37 TE < ymth).

Chague ensemble' € de Suites (considéré comme sous-ensemble ‘de 90y,
“bien ordonné selon la relation 3<<y et du type Q%) est un ensemble ).

Soit, en effet, ® un sous-ensemble dénombrable de G:

€= [30, [STRTRY. B 3(1')—{-1’ ey ‘ = [351’ 3&,; e 55’1, .

) Cette proposition est due 3 M. Zalcwass gr.. Pour une démon-
stration qui n’utilise pas la théorie de la mesure voir W. Sierpinski, C.R.
Soc. Sc. de Varsovie 1934.

?) Ce raisonnement est di a M. Sierpinski, Sur un ensemble linéaire
non dénombrable ‘qui est de premiére catégorie sur tout ensemble parfait, C. R.
Soc. Se. de Varsovie; 1933, p. 102,

3) L’existence d’une éckelle de ce genre résulte facilement du théoréme
de M.-Zermelo.

I§ 85, IV] Espaces totalement imparfaits. 271

Soient = un nombre supérieur & tous les £, et § Pensemble (i, 51,....5a).
L'ensemble & contenant T et la différence §H — T étant dénombrable, il sunffit

de démontrer que $ est un G, dans (¥, ou encore, que (F —H est un F_dans .
On a les équivalences évidentes: {3 G — 8 ={G:=® G, <} et
! LN c & e (0 v { .tk JIHRY
b=t =2t <r, don s—p=6 STTE G <o),
n 3
Lensemble [ {m <3} = F {m11<{} étant fermé (pour i et m fixes),
3 3

il en est de méme de Jo {3’;+k<3n+k}. Cela implique aussitot que (& — @ est

h
un F_ dans &),

IV. Transformations. 1. La propriété d'étre totalemeni imparfait et
celle d'étre un espace n sont des invariants de toute transformation biunivoque
v=f(x) dont la transformation inverse x = f"l( V) est continue.

En effet, si P’espace *:lf=f(9f) renferme un ensemble C homéomorphe
a C), Pespace X contient I’ensemble Ff—1C), qui contient ¢ topologiquement
(p. 227, V).

D’autre part, si -{ est un espace % et P est un sous-ensemble dénom-
brable de ‘Y, l'ensemble f(P), comme dénombrable, est unm G, dans A et
Pensemble P = ff"(P) est un Gy, car la fonction f~1 est continue. !/ est
done un espace A.

- 2. y=f(x) étant une fonction arbitraire définie sur un espace X qui
est soit fotalement imparfait, soit un espace k., l'ensemble |= E iy =f(x)} rest
. xy
également. ) '

Car la projection paralléle 3 Paxe “!f transforme / en X d'une facon
biunivoque et continue.

8. Chaque ensemble Z de puissance K. situé dans un espace complet sépara-
ble ?j est une image biunivogue et continue d'un espace 1 .contenu dans DX,
done, d'un ensemble jouissant de la propriété de Baire an sens restreint.

En effat, conformément & N°III, 2, espace "/{ contient un ensemble E
de puissance X: et qui est un espace 4. Soit y =f(x) une transformation biuni-

voque de £ en Z. L’ensemble 1=E {y=F(x)} est un ensemble ’ (d’aprés 2)
xy
et Z en est une image biunivoque et continue.

1y - (’est au fond la marche du raisonnement qui a servi & M. Lusin
pour établir I'existence des ensembles indénombrables & propriété (ii). Voir
Sur lexistence d'un ensemble non dénombrable qui est de premiére catégorie sur
fout ensemble parfait, Fund. Math. II (1921), p. 155-—157. '
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4. Une fonction arbitraire y=f(x), déﬁnie_sm'-un espace joz{z’ssatzt de
la propriété (iii) du NOII, posséde la propriété de Baire au sens restreint.

Plus encore: A étant un ensemble arbitraire, I'ensemble D des points de
discontinuité de la fonction partielle f|A est de I-re catégorie sur A?).

En effet, il existe dans A un ensemble dénombrable £ tel que A—:E
est dense en soi (p. 108, V). Comme, en outre, D ne contient aucun point
isolé de A (p. 67, III), il vient DC(A— E)+ E-A'. L'ensemble E. A\, comme
formé d’une suite de points d’accumulation, est de I-re catégorie dans A4; len-
semble A — F Détant également par hypothése, il en est de méme de D.

Remarques. 1. L’ensemble ]=E {y=f (%)} peut jouir de la propriété de Baire
Xy

au sens restreint sans que la fonction f en jouisse, méme au sens la_rg.e %. Cela
résulte de 2 en vertu de I’hypothése du continu. Notamment,‘ soient 4 un
ensemble dépourvu de la propriété de Baire dans Pintervalle 9:01, E un
espace A indénombrable, F un sous-ensemble fermé de £ et tel que les _en~
sembles. F et E—F sont indénombrables et enfin y=jF(x) une fonction
biunivoque telle que f(J)=F et que f(4)=F.

2. Nila propriété de Baire au sens restreint, ni celle d'étre zt,‘? espace \ n'est
un invariant des transformations biunivogues et continues. Cela résulte de 3 en
vertiu de l’hypothése du continu. Car A étant un ensemble dépourvq de la
propriété de Baire (au sens large, cf. p. 53, IVa), il existe un ensemble # dont
A est une image biunivoque et continue.

V. Butres espaces singuliers. Espaces s. Nous appelons ainsi un
7, 3
espace dont chaque sous-ensemble borelien est un Gy *).

Evidemment chaque espace s est un espace k; chaque fdnction mesurable B

définie sur un espace s est de I-re classe. o
’ L'existence des espaces s indénombrables (contenus dans '7(.) 1'é51{1te de
T'hypothése du continu. La démonstration en est tout-a-fait qnalogue z,1 celle
de l'existence d’un espace A (N°II). On imagine d’'abord, en vertu de 1hyp?-
thése du continu, la famille de tous les ensembles Gy de mesure nulle rangée

en une suite transfinie du type &:

(1) Koy Ky oev s Ky Km—]—-]’

Parmi les différences Ka— (_ZKE il v a une infinité indénombrable de
. 0%

différences non vides. En effet, dans le cas contraire il existerait un in-

1y Cf. la remarque 3 du § 27, X (p. 191). B )

?) Cf. § 28, IIl, remarque 1 (p. 194). Voir W. Sierpinski, La pro-
priété de Baire des fonctions et de leurs images, Fund. Math. 11 (1928), p. 306.

3) Voir W. Sierpinski, Sur I'hypothése du continu, Fund. Math. 5 (1924),
p. 184 et B, Szpilrajn, Sur un probléme de M. Banach, Fund. Math. 15 (1930),
p. 212.
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dice o A partir duquel on aurait E K, = E KE= E K, =.. Comme
Ea ° E<adr ¢ E<gia

chaque ensemble Ga composé d’un point individuel appartient 3 la suite 1,

on obtiendrait E

. K’E::}i’ ee qui est impossible, la somme 2 KE étant de
/) <y

mesure nulle.
Tout ensemble E gui contient un seul point de chaque ensemble Ka— 2 K E.‘
<o

non vide est un ensemble s indénombrable. Nous allons prouver d’abord que

chague ensemble H contenu dans E et mesurable au sens de Lebesgue est dénom-
brable.

En effet, Pensemble EKa étant dénombrable, guel que soit a, il n’existe

aueun G, indénombrable de mesure nulle qui soit contenu dans F. L’ensem-

ble E est done de mesure intérieure nulle et par suite /7 est de mesure nulle.
Il existe par conséquent un Km tel que HCKU_, d’olt H EI(a. L’ensemble EK&
étant dénombrable, il en est de méme de H.

Ceci établi, soit B un ensemble borelien arbitraire contenu dans l’in-

tervalle 9 =01. 1l g’agit de prouver que BF est un G relativement a E.

Posons &/ — B = U4V, ot U est un FB- et V est de mesure nulle. 1I vient
E—B=UE-VE. Comme ensemble de mesure nulle, VE est dénombrable,
par conséquent E-—B est un FG dans £ et BE y est un G’a, c. g. f. d.

Il est & remarquer que l'ensemble E est non mesurable au sens de Lebesgue
et jouit cependant de la propriété de Baire au sens restreint') (qui est une consé-
quence de % done de s).

2) Espace v. Nous appelons ainsi un espace dont chague sous-ensemble
non-dense est dénombrable ?).

L’existence des espaces v indénombrables {contenus dans ) résulte de
Phypothése du continu.

Imaginons, en effet, les sous-ensembles fermés non-denses de ) rangés
en une suite transfinie du type &:

Foy Fiyveoy By Fy s

!} Cest d’ailleurs un fait général quun ensemble dont chaque sous-
ensemble mesurable au sens de Lebesgue est dénombrable jouit de la pro-
priété de Baire au sens restreint. Voir S. Saks, Sur un ensemble non mesura-
ble jouissant de la propriété de Baire, Fund. Math. 11 (1928), p. 277. Cf. N. Lu-
sin, Sur une quesiion concernant la propriété de Baire, Fund. Math. 9 (1927),
p. 117. Ajoutons que le probléme inverse, & savoir, celui de Pexistence d’un
ensemble mesurable (de mesure 0) dépourvu de la propriété de Baire (méme
au sens large) se résout facilement sans Phypothése du continu.

®) N. Lusin, C. R. Paris, t. 158 (1914), p. 1259.

C. Kuratowski, Topologie I. 18
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Comme espace complet, N 1nest pas de I-re catégorie. Il en résulte
(comme dans la démonstration précédente) qu’il existe une infinité indénom-

brable de différences I, — 2 FE non vides. Tout ensemble E contenant un seul
<o

point de chacune d'elles est un espace v indénombrable. Plus encore: tout sous-
ensemble N de EF qui est non-dense dans N est dénombrable. Car N étant
non-dense dans 9, il existe un indice « tel que FG=N, d'odt NCEF_. L'en-
semble EF  étant dénombrable (par définition de E), l'ensemble N Test
également. :

Propriétés des espaces v. 1. Tout espace v est totalement imparfait.

Car Pensemble © de Cantor contient un sous-ensemble parfait non-dense
dans C.

2. Chagque sous-ensemble @ propriété de Baire d'un espace v est la somme
dun ensemble Gy et dun ensemble dénombrable.

Car il est la somme d’un ensemble Gy et d'un ensemble de I-re catégorie
(p. 51, IV, 2) et ce dernier est dénombrable. Il en résulte qué

3. Chaque fonction jouissant de la propriété de Bair.e et définie sur un es-
pace v est de deuxiéme classe?).

4. f(x) étant une fonction d valeurs réelles, jouissant de la propriété de
Baire et définie sur un espace E d propriété v, lensemble f(E) est de mesure le-
besguienne -nulle: mf (Ey = 02).

En effet, d’aprés le théoréme p. 195, V, il existe dans £ un ensemble Z
tel que mf(Z)=0 et que E— Z est de I-re catégorie. E—Z étant dénom-
brable pnr hypothése, il vient mf (E — Z) =0, d’ot mf(E)= 0. )

5. F étant un espacé v, d chaque suite {c V' de nombres positifs carrespond
une décomposition E = El-{—-EZ—}— telle que 8 (E,) <c,?).

_ En effet, {pn} étant une suite dense dans E et E,, étant une sphére ouverte
de centre p, et telle que 3(E,,) <{c,,, ensemble ouvert G =FE,+E;~+E;+..
est dense dans E. L’ensemble E— G est par conséquent non-dense, done dé-
nombrable: E— G = [g3, §5,...]. On pose E,, ;= (g,)-

) G. Poprougénko, Sur un probléme de M. Mazurkiewicz, Fund.
Math. 15 (1930), p. 285.

%) Cf. W.Sierpifiski, Sur un ensemble non dénombrable dont toute
image continue est de mesure nulle, Fund. Math. 11 (1928), p. 302.

3. Cf. W. Sierpinski ibid., p. 804, Le probldéme de 'existence des
ensembles indénombrables satisfaisant & la thése du théoréme 5 provient de
M. Borel. On ne sait '‘pas Iétablir sans Lhypothése du continu. Voir
E. Borel, Sur la classification des ensembles de mesure nulle, Bull. Soe. math,
de France 47 (1919), p. 1 et E. Szpllra]n, Sur ‘une hypothése de M. Borel,
Fund. Math. 15 (1830), p. 126.





