- DEUXIEME CHAPITRE. .

Espaces métrisables et séparables.

A, Introduction de la limite, de la distance
et des coordonnées (§§ 14—17).

Nous allons ajouter, & présent, anx axiomes [—III deux mouveaux axio-
mes (§§ 16 et 17). L’espace satisfaisant anx ax. [—V constitue, comme nous
Pavons indiqué déja dans la Préface, le vrai domaine de la Topologie. TI est
d’aprés un théoréme du § 17 homéomorphe i un sous-ensemble de lespace CXo;
c’est bien ce théordme fondamental, qui. est un de nos buts les plus pro-
ches. Afin d’y parvenir dune facon méthodique, nous étudierons d’abord
deux genres d’éspaces: espaces 2% munis de la notion de limite et espaces
métriques, munis de la notion de distance. Les §§ 14 et 15 contiennent plu-
sieurs -définitions et théorémes importants, liés 4 ces notions. Dés que le
théoréme fondamental sera &tabli, tous les théorémes concernant les espaces
-13*, ainsi que les espaces métriques, pourront &ire considérés comme des
théorémes sur l'espace assujetti aux ax. I—V, puisque dans un espace de ce
genre la limite et la distance se laissent introduire de fagon que cet

espace devienne /2* et métrique.

§ 14. Espaces * (pourvus de la notion de limite).

I. Définition. Un ensemble d’éléments arbitraires devient
un espace .C* lorsquon a fait correspondre & certaines suites
(dites convergentes) p,ps, ..., Pny ... d’éléments de cet espace un
élément p = limp, de facon que les conditions suivantes soient

n=—oca
réalisées 1):

B

) Les espaces abstraits ayant la notion de limite pour terme primitif

i“ont 6té introduits par M. Fréchet dans sa Thése, Paris 1906 et Rend. Cire.

Mat. di Palermo 22 (1906), Sur quelques points du Calcul fonctionnel. Pour la

cond. 8% voir P. Alexandroff et P. Urysohn, C. R. Paris, t. 177 (1923),

p. 1274 et P. Urysohn Sur les classes (L) de M. Fréchet, Ens. Math. 25 (1928),
p. 77—83, ol les espaces 2% sont désignés par Ly

-]
v}

[§ 14, II] Espaces [2* (pourvus de la notion de limite).

1° silimpa=p et by <k, < .., on.cz lim pp, = p

n==oc H=wa

2° " si, pour chaque n, p,=p, on a limp,=p

oo v

3% si la suite p,, p,, ... ne converge pas vers p, elle contient une

suite partielle*) py,, pu,, ... dont aucune suite partielle ne converge
vers p. ‘

Nous distinguons par lastérisque les espaces L% des espaces [ de
M. Fréchet, qui ne sont assujettis gu’aux conditions 1° et 2% Ces deux con-
ditions ne caractérisent pas d’une facon suffisante la notion de limite: par
exemple, un ensemble composé de deux éléments @ et b, od I'on suppose que
seules les suites a,a,4,... et 5,b,b,.. sont convergentes (la suite a,5,8,8,...
diverge!) est un espace J2. Voir aussi NOII et N° III, ainsi que M. Fréchet,
Espaces abstrails, p. 169. * .

II. Rapport aux axiomes I—IIl. X étant un ensemble situé
dans un espace .%, on définit la fermeture X de X, en admettant
que p appartient & X, lorsque p est limite d’une suite extraite
de X. On voit aussitét que la condition 1° entraine Pax. I et
la cond. 2° Pax. II (voir d’ailleurs le raisonnement du § 4, II).
L’ax. III peut ne pas étre rempli, comme le prouve Pexemple de
Pensemble des fonctions, considéré au § 4, V ?).

Pour que p =lim p,, il faut et il suffit que, X désignant Pen-

n—oa

semble des éléments d’une sous-suite arbitraire py,, px,,..., on ait peX.

En effet, si p =limp,, on a peX en vertu de 1°. Inverse-

o

ment, si la suite donnée ne converge pas vers p, elle contient
selon 3° une sous-suite ps,, P, ... dont aucune sous-suite ne con-
verge vers p. On peut supposer, de plus, que la suite {ps,} ne
contient pas I'élément p, car en vertu de 2° elle ne pourrait le
contenir qu’un nombre fini de fois et dans ce dernier cas on la
remplacerait par une sous-suite qui ne contient pas p. Or aucune
suite (d’éléments différents ou non) x,, x., ... extraite de X ne con-
verge vers p, car en cas ol elle admet une infinité d’éléments diffé-
rents, elle contient une sous-suite de la suite ps, ps, ..., donc
une suite qui ne converge pas vers p, et en cas ol la suite x;, x,, ...

D] Py Py €8t UDE suite partielle (on une sons-suite) de la suite p, ps, ...
lorsque &y <<k, <..

?) Des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un espace satis-
faisant aux ax. [—III devienne 2% ont été données par P. Urysohn dans
I'ouvrage précité.
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ne contient gqu'un nombre fini de termes différents, il y en a un
qui se répéte une infinité de fois; ce terme étant différent de p,
la suite ne pourrait converger vers p. Ainsi, en tout cas, p non-s X.

On prouve facilement que la convergence, ainsi que la limite
d'une suite, ne dépend pas de n premiers termes de celte suite, c.ad.
que l'on peut ajouter ou supprimer ou remplacer un nombre fini
de termes,sans que la suite cesse d’étre ou devienne convergente,
ou bien que sa limite change de valeur. On prouve aussi (en
s'appuyant toujours sur lax. 3% que, éfant données deux suites
telles que lim p, = p=1lim q,, ln suite p,, q,, pq, Gy, -.. CORTVEFZE VEFS P.

n=scw H=—oa »

HI. Notion de continuité. Dans les espaces 2% la condition
pour gwune fonction f soil continue aw point x equwaut a la sui-
vante (dite condition de Heine) *):

X = lim x, entraine f(x)=lim f(x,).

n=eo n=co

Supposons, en effet, que la fonetim] soit continune au point x
et que x = lim x,. Désignons par X l’ensemble des elements d'une

=ce
sous-suite arbitraire X, X, .. Nous avons démontré au N° pré-
cédent que x¢X. Done, par définition de la continuité (§ 13, I),

F(x) e f(X). La suite f(xx),f (%), ... étant une sous-suite arbitraire

de la suite f(x,), f(x,), ..., cette derniére converge vers f(x).
Supposons, d’autre part, que x¢X. Il existe donc une suite

Xy, X, ... telle que X =lim x, et x,cX. Si’on suppose la condi-

fi==oa

tion de Heine verlfxee, on a f(x)=1imf(x,) et comme f(x,,) f (X),

n==ca
il vient f(x) s f(X). La fonction est donec continue au point x.
.De 13, on conclut facilement que pour que la fonction f soit bi-
continue, il faut et il suffit que les égalités x =lim x, et f(x)=1im f(x,)
soient équivalentes. =ee =

) L’hypothése que Pespace des valeurs soit un J2F est essentielle. Si,
en effet, un espace est un 2 sans &tre un ,Q* il contient une suite y;, yi,...
qui ne converge pas vers Vp, bien que chaque sous-suite contienne une souns-
suite convergente vers vy, Posons f(0) =y, et f(1/n) =y, La fonetion f est
continue dans le sens adopté au § 13, I, mais ne satisfait pas a la condition
de Heine. ;

En général, si les espaces des arguments et des valeurs sont des espaces J2
(mais pas nécessairement .Q*), la continuité de f équivaut 4 la condition sui-

vante: si x =1lim x,, il existe une sous-suite KXy Xpy o telle que f(X) = lim f (x B ).
n=oc nr=os n

[§ 14, V] Espaces [ (pourvus de la notion de ]umte) 79

IV. Produit cartésien des espaces (*, Le produit carté-
sien U des espaces | et U est par définition (§ 2, I) I'en-
semble des paires ordonnées (x, y) ot x &\ et vz On confére
4 l'ensemble VX % le caractére d'un espace 7*, en convenant

que la suite de points 3, = (xu, ) converge vers 3 = ( x, ¥), lorsque
limx,=xet limy, =y

Nz n=osc
D’une fagon analogue, 2\, 2\,, ... étant une suite infinie d’es-
) . . . 1 .2 .
paces .2* on conv1ent qu'une suite variable 3, = in, in, ... converge
R - . :
(dans lespace 1A KLL) vers la suite 3=1343% ..., lorsque
pour chaque i, on a lim 3"= 3, c. & d. lorsque le i-me terme e

Hmoa
la suite variable tend vers le i-eme terme de la suite limite.

Soit 3 = f(£) une fonction qui fait correspondre a chaque
point ¢ d’un espace 7 un point 3 du produit cartésien 2V, K
(ou, d’une facon moins générale, du produit X <Y). Posons
g@O=[f®)f=1a i- eme coordonnée du point 3 =f ().

La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction f(t)
Soit continue an point t est que chacune des fanctzotzs g:(f),i=1,2
soit continue en ce point.

’

- Car, étant donnée une suite Iy, y, ... convergente vers f,
Pégalité f(Z) = hmf(t ) signifie que, quel que soit i=1,2,.

I'égalité [f ()] = h_m [f ()} est remphe

V. Exemples fondamentaux des produits cartésiens.

1. ' désignant I'intervalle 0 < x <1, 57, ¢. & d. le produit
cartésien de n facteurs identiques & 9, est un cube 4 7 dimen-
sions. % est l'ensemble de toutes les suites infinies extraites
de l'intervalle = 1).

2. Y désignant un espace composé de deux éléments, considé-
rons P'espace (¢ = :\®. Chaque point de Despace  est donc une
suite infinie composée de deux éléments. Désignons ces deux

1) On prouve facilement que l'espace o IRa egt homéomorphe au , cube

fondamental de Hilbert* (,Fundamentalquader®), composé de toutes les suites

3=3L,3®, ..., o () < 1/i et

g
/!

définition, égale a |/ _E: G0 —n) CL D. Hilbert, Gott. Nachr, 1908,
I== °

U la distance de deux suites ; et n est, par

D. 200 et 439,
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éléments par les chiffres 0 et 2 et faisons correspondre & la suite
considérée le nombre réel de lintervalle 01 dont elle constitue
le développement dans le systéme de numération triadique. Ainsi
3 =3, 3, .. étant une suite composée de chiffres 0 et 2 et x (3)
étant le nombre correspondant de lintervalle 01, on a

(1 a(2) 2 (D)

i (}”A‘ e, Q n ans
s gttt

="}

x () ="

Cette correspondance est, comme on prouve facilement, une
homéomorphie entre I'espace ¢ et 1’ensemble de tous les nombres
de P'intervalle 01 qui se laissent écrire dans le systéme de numé-
ration triadique sans le chiffre 1. Ce dernier ensemble, appelé
ensemble parfait non-dense de Cantor '), peut donc étre identifié —
au point de vue topologique —avec 'ensemble C.

3. X désignant I'ensemble de tous les nombres naturels,
considérons l'espace )l = X®.. Cet espace est homéomorphe a I'en-
" semble des nombres irrationnels de Pintervalle 01 2).

- <Faisons, en effet, correspondre 4 chaque suite infinie
=30, 3O, ... de nombres naturels la fraction continue
1], 1 1
RS VPO Y R Y

3O ?S‘” 30

La fonction x (3) est bicontinue, car, d’aprés les propriétés
élémentaires des fractions continues, pour que I'on ait x (3) = lim x (3,),
N==oxa
il faut et il suffit que lim ;¥ = 3@, quel que soit i; or _cette der-
- Ne=oa .
niére condition exprime que lim 3, = 3.
. n=oo
VI. Espaces séparables. Un espace est dit séparable?®),
lorsqu’il contient un ensemble dense dénombrable. Si Pespace est
un 2% cela revient 4 supposer qu’il existe une suite infinie r,, r,, ...

) G. Cantor, Math. Ann. 21 (1883), p. 590.

%) Lespace I est dit aussi sespace O-dimensionnel de Baire*, lorsqu'on
le métrise d’une maniére {]u’il devienne un espace complet.

%) daprés M. Fréchet, Rend. Circ. Mat. di Palermo 22 (1906), p. 28.
Pour les espaces localement séparables (notion due 4 P. Urysohn, Fund. Math.
9 (1927), p. 119), ef. W. Sierpifiski, Fund Math: 21 (1933).
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(composée d'éléments différents ou non) telle que chaque point
de I’espace soit limite d’une sous-suite de la suite considérée.

Une image continue d’un espace séparable est séparable.

Le produit cartésien de deux espaces séparables est sépa-
rable, En effgt, Si 74,7, ... est une suite dense dans Pespace ¥
8t Sy, Sy, ... est une suite dense dans Pespace %, il résulte du NIV
que la suite (ry, s,), (72, 85), ... est dense dans I'espace X X /.

D’une fagon générale, X,,\,, ... étant une suite d'espaces sé-
parables, Pespace X; XX, K ... est séparable.

Soient, en effet, R,-’un ensemble dénombrable, dense dans ;
et 7; un élément fixe extrait de R. Soit N la famille de toutes
les suites v telles que: 1° quel que soit i, on a t's Ry 2°§ partir
d’'un certain indice m (variant avec t) on a constamment:

V=T 0P =g
La famille )N est évidemment dénombrable. Afin de prouver
qu'elle est dense dans I'espace \; < X, % ..., considérons, pour un

point donné.; = [§', 3% ...] de cet espace et pour chaque entier i,
une suite riy, ri, ... extraite de R; et convergente vers 3. Posons:

¥y = FygyFay by eee

To = P9 Fagy Tga ¥y oo

Yn = Finy Fony P3ny vee Fruny Tndis o

- -

Il vient r,= et, pour chaque i, 3 =lim 1y, donc 3=1limz,, ce

Nn=oo n=oo

qui prouve que I'ensemble )i est dense dans 'espace X, X %, X ...

Exemple. L’intervalle J est séparable, puisque ' I’ensemble
des nombres rationnels y est dense. D’aprés le théordme précé-
dent, Pespace JX- est également séparable (un ensemble dense et
dénombrable y est formé notamment de points ayant toutes les
coordonnées rationnelles et -n’ayant qu’un nombre fini de coor-
données différentes de zéro).

C. Kuratowski, Topologie I. &
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VII. Rapports aux espaces de Hausdorff. Dans un es-
pace ayant pour terme primitif la notion d’entourage ouvert (§ 7,
III) on admet que le point p est la limite de la suite p,, p,, ... lors-
que, pour chaque entourage U de p, il existe un indice & partir du-
quel on a p,cU. Les axiomes A—D de M. Hausdorff impli-
quent les conditions 1°—3°.

En effet, on voit d’abord qu'une suite ne peut avoir deux
limites différentes p et ¢, car il existe, en vertu de D, deux en-
tourages U et V de p et ¢ sans points communs. Les conditions
19 et 2° étant évidentes, supposons pour prouver 3° que la suite
Pi, Doy -~ DE converge pas vers p; cela veut dire qu’il existe un
entourage U de p et une sous-suite pr, P, .. qui est située en
dehors de U; par conséquent, auncune suite extraite de celle-ci ne
pourrait converger vers p, c¢. q. f. d. _

Dans les espaces de Hausdorff, on définit la fermeture X d'un
ensemble X comme composée de tous les points p tels que chaque
entourage de p contient des points de X (§ 7, III). Nous allons
démontrer que cette définition est d’accord avec celle adoptée au
§ 14, IV, d’aprés laquelle p = X, lorsque p est un point-limite d'une
suite de points extraite de X, c. & d. lorsque, quel que soit ’en-
tourage U de p, tous les points de cette suite 4 partir d'un cer-
tain indice appartiennent & U.

Supposons, en effet, que chaque entourage de p contient des

points de X. Soit {Us,} la suite d’entourages de p mentionnée dans
I'ax. E. D’aprés B l'ensemble U,-U,-...- U, contient un entourage
de p et celui-ci contient par hypoth&ése un point p, de X, d’olt
Pre X-Up-..-Us Soit U un entourage arbitraire de p. D’aprés
Pax. E, il existe un 7, tel que U, (_ U; de sorte que, pour 1 > n,,
on apyelU ... Uy (C U, C U Donep=Ilimp,.

N—=ow

Inversement; si p =lim p, ot p,¢ X et si U est un entourage

=00

de p, on a, pour 7 suffisamment grand, p,e U, d’ott UX 0.

On voit ainsi que fous les théorémes concernant I'espace L%
sont applicables aux espaces de Hausdorff.

§ 15. Espaces métriques.

. Définitions. Un ensemble est dit espace métrique, lors-
qu'on a fait correspondre & chaque couple x, y de ses éléments
un nombre réel |x — y/|, dit leur distance, assujetti aux conditions:

I§ 15, 1} . Espaces métrignes. 83

(i) légalité x—y =0 équivant ¢ Pégalité x =y,
(i) x—y + x—=z > y—=z (loi du triangle) !).

En substituant dans (ii) respectivement y et x 4 2, on en
conclut que 'x —y[>>0 et que Xx—y = y—x|, de sorte que
la distance est une fonction non négative et symétrique par rap-
port aux deux variables ?),

Un ensemble est dit spkére ouverte (sphére fermée) de cen-
tre p et de rayon r, lorsqu’il est composé de tous les points x
tels que ip — x| <<r (tels que p—x' << n.

Un espace ayant la fermeture pour notion primitive est dit
métrisable, s'il est possible d’y définir la distance de facon que
les conditions (i) et (ii) soient vérifiées et que ’ensemble X se
compose des tous les points p tels que chaque sphére de centre p
contienne des points de X.

Remargque. Si 'on remplace la condition (i) par ' x—x|=10
(de sorte que la distance entre deux points différents ne soit pas
nécessairement = 0), on peut décomposer 'espace en sous-ensem-
bles disjoints, en rangeant dans un méme sous-ensemble tous les
points dont la distance deux 4 deux est 0 (on dit dans ce cas
que les points & distance 0 sont identifiés). La distance entre
deux ensembles X et Y de ce genre est définie comme x—yl,
olt x=X et y=V. Le choix des points x et y est indifférent, car
la condition |x—x'| = 0 implique | x'—y | < | x—x"| 4+ | x—y = |x—y|.

On vérifie facilement que les sous-ensembles en question,
considérés comme des points, constituent un espace métrique.

0

Exemples. Le cas le plus simple, dont nous avons emprunté les nota-
tions, est celui de I'ensemble des nombres réels, ot la distance est définie,
comme d’habitude, par le module de la différence. D'une facon plus générale,
Uespace cartésien 4 n dimensions est un espace métrique, la distance des

-
points xy,..,x, et ¥, ..,3, étant égale & } (v, — 1,)*+ e (x, — 3

) La notion est due 4 M. Fréchet, Rend. Cire. Mat. di Palermo 22
(1906), p. 17. Le terme .espace métrique® provient de M. Hausdorff, Grund-
ziige, p. 211. Pour la définition du texte, voir M. Fréchet, Relations entre
les notions de limite et de distance, Trans. Amer. Math. Sce. 19 (1918), p. 54 et
A. Lindenbaum, Contributions 4 ['étude de I'espace métrigue [, Fund. Math.
8 (1926), p. 211

%) Pour les espaces munis d’une ,distance® non symétrique, voir W. A.
Wilson, On quasi-meiric spaces, Amer. Journ. of Math. 53 (1981), p. 675.
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La définition de la sphére coincide alors avec celle de la sphére n-di-
meusxonnelle. adoptée en Géométrie.

L’ensemble de toutes les fonctions bornées f(x), 0=x- \1 devient un

espace métrigue, lorsqu'on définit la distance entre deux fonctions par la

formule |f; — f; | =max | fi(x) — o) | ).
L'ensemble des fonctions de carrés sommables avee la distance

1
I A 2 1/‘2
hi—fal={ | A0 — sl dx
g
est un espace métrique, si I'on identifie les fonctions qui ne dlfferent que sur
un ensemble de mesure nulle.

Un ensemble de puissance arbitraire peut étre considéré comme un es-
pace métrique, lorsqu’on y définit la distance comme égale identiquement & 1.

Il. Relations entre les espaces métriques et les autres
“espaces. Un espace métrique peut &tre considéré comme un espace
de Hausdorff (§ 7, III), lorsque foute sphére ouverte de centre p est
admise comme un entourage du point p. On vérifie facilement les
axiomes A—D de M. Hausdorff L'ax. E est aussi réalisé, car
toute sphére ouverte contient une sphere concentrique de rayon
rationne].

On en conclut en vertu de § 14, VII et § 7, 111 que:

1° un espace métrique peut étre considéré comme un espace 2%, en
convenant que la formule p = lim m o signifie que. hm lp— p,,[ =0,c.ad.

que chaque sphére de centre p contzent a partzr a.’ un certain uzdzce
tous les points py,

20 un espace métrique satisfait aux axiomes [— 1][ lorsgu on
convient que la formule p e X exprime que chaque sphére de centre p
contient des points de Pensemble X,

8% en admettant les conventions 1° et 2°, la condition p ¢ X équi-
‘wvaut & lexistence d’une suite p,, p,, ... extxazte de X et convergente
vers p,

4° ponr que p soit un pomt intérieur de X, il faut et il suffit
que p soit le centre dune sphére contenue dans X.

) M. Fréchet, op. cit, Rend. di Palermo, p. 36. Cette définition de
la distance entre les fonotlons remonte (d'aprés M. Fréchet) 8 Weier-
stra'ss. Voir aussi plus loin. N® VIII.
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lll. Diameétre. Continuité. Oscillation. Le diamétre dun
ensemble X, en symboles: ¢ (.X), est la borne supérieure des distan-
ces de ses points. Si 3(X) est fini, 'ensemble X est dit dorné.

On établit facilement les propositions suivantes:

(1) {e(X)=0}={XNest vide on se compose d'un seul point}
(2) si XC VY.ona 2(X)22(Y) (8) 7 (X)=2(Y)
@) si XV==0, ona 3(X+Y)<5(X)+3(Y).

Si I'on transforme un espace arbitraire :U en un espace mé-
trique Y, la condition de continuité de la fonction f(x) au point p
(cf. § 13, II (3)) peut &tre exprimée de cetie fagon: @ chaque €>0
correspond un entourage E de p tel que la condition x = E entraine
Pinégalité f(x)— f(p) << En admettant que ¢ est de la forme
1/n, cela veut dire qu’il existe une suite d’entourages £, de p
tels que lim ¢ [f(E,)] =0. Ainsi, G, désignant la somme de tous

Py
les ensembles ouverts G X tels que &[f(G)] < 1/n, Pensemble
C =G, G,".. constitue l'ensemble des points de continuité de la fon-
ction f; cest donc un G. ‘

Nous allons généraliser cet énoncé, en introduisant la notion
d’oscillation (qui permet de ,mesurer” la discontinuité). Notam-
ment, étant donnée une fonetion f (x) définie aux points x d’'un sous-
ensemble A de XX, on appelle oscillation de f dans un point p (qu’il
appartienne & A ou non) la borne inférieure des nombres ¢ [f(E)]
ot E désigne un entourage vamable du point p. En formule:

© (p) = min 2 [f (E)].

- Ainsi par ex., pour f{x)=1sin 1/x, on a w(0) =2
Evidemment, si p n’appartient pas i3 4, on a w(p) =0, car pour
E=1— A Pensemble f(E) est vide, donc & [f(E)] = 0. :

En attribuant 3 G, le méme sens quauparavant, on voit
aussitét que G, est I'ensemble des points ot I'oscillation est <1/n.
Par conséquent [l'ensemble des points oi Poscillation s’annule est
un G; (c'est précisément I’ensemble C). Enfin A-C étant len-
semble des points de continuité de la fonction f, cet ensemble est
un Gy relatif a A.

Il est a remarquer que dans le cas ofl les deux espaces 2\ et
sont métriques, la condition de continuité donnée au début de



86 Chapitre II. Espaces métrisables et séparables.

ce N? peut étre exprimée dans sa forme classique: a chaque ¢ >0
correspond un &>> 0 tel que la condition |x — p | < ¢ entraine I'iné-

galité 1f(x)—f(p)| <e (la sphére de centre p et de rayon 2

remplace ici I'entourage E).

IV. Ecart de deux ensembles. Sphére généralisée.

Lécart des ensembles A et B, en symboles: p(A4, B), est la
borne inférieure des distances |x —y| pour x parcourant A et
y parcourant B (les ensembles A et B sont supposés non vides) 1).

' On a les formules suivantes:
M ey =|x—y| (2) p(4,B)=0(A, B)
@) {p(x,AH=0}={xcA} & O(A C)\\P(A B)+p(B, C)+¢(B)
(5) la fonction p (x, A) est, pour A fzxe, une fonction continue de x.

Pour prouver la derniére proposition, considérons deux points
x et x' tels que !x—x {<e Soitacdet |[x—a|<p(x,4)+e
Il vient p (x', 4) < |x' —a] <p (x, A) + 2¢, d’ott la continuité de p.

Une sphére généralisée ouverte de rayon r et de centre A (sup-
posé non wvide) est, par définition, I'ensemble de tous les points x
tels que p (x, A)<r. En remplacant < par <, on parvient i la
définition de la sphére généralisée fermcée.

La fonction p (x, A) étant continue et 'ensemble des nombres
réels <r étant ouvert, la sphére généralisée ouverte est en effet
un ensemble ouvert (cf. § 13, IV); de méme la sphére généralisée
fermée est un ensemble fermé. On voit, en outre, que la sphére
généralisée ouverte est la somme des sphéres ouvertes de rayon
r et de centre appartenant a A.

D’aprés (2) on n’altére pas; la sphére, en remplacant A par A.

A étant un ensemble fermé et S, désignant la sphére ouverte
de centre A et de rayon 1/z, on a

n=1

(6) A=]]S.

') M. Hausdorff désigne I'écart par & (4, B) et le diamétre par d (A).
Voir Mengenlehre, p. 145,
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Done, chague ensemble fermé est un G;') et, par raison de
symétrie, chaque ensemble ouvert est un F..

V. Transformation lxmxtatlve . Chaqzze espace métrique est
homéomorphe & un espace borné,”

Définissons, en effet, une ,nouvelle distance® par la formule

Xx—3

x-S
ST 1+ ix—yl

La distance |x — vy | satisfait aux axiomes (i) et (ii), qui défi-
nissent la notion de 'espace métrique. En effet, I'égalité ' x—y< =0
équivaut a Pégalité ix—y =0. On a en ouire:

3 L . xX—y lx—z
X=y T ix—z > , p—— ‘ ‘ e =
SR . 1+jx~—y;+ix—-z;+1+;x—y5+:x—z;
rx——y ——1x——z; 1 - | ’
= 2 =|y—=z
1+]x_y +lx—z]| 14 1 __‘m/l_l_‘__lk*f
c—y iz y-z

Les deux espaces métriques, I'un métrisé par la distance [ x —y!
et I'autre par | x—y |, sont homéomorphes, c. & d. que l'on a I'équi-

valence {lim [x, —y|=0}={lim ' x,—y =0}
n==oca n==oc
. ¢
Cela résulte directement du fait que la fonction z = 1o l? est
w

bicontinue dans le domaine des nombres non négatifs.
Enfin le diamétre de 'espace est <1 (relativement a la di-
stance | x —yl).

VI. Méftrisation du produit cartésien. Soient & et I/ deux
espaces métriques. D’aprés § 14, IV, le produit cartésien X X U/
de ces espaces se compose de tous les couples (¢, y) ol xeX
et ye %, la limite étant définie par la convention que la suite

1) C’est une propriété importante des espaces métriques, qui est con-
sidérée par certains auteurs comme axiome topologique. Voir ,propriété ./«
chez P. Urysohn, Math. Ann. 94 (1925), p. 286.

%) Cf. ,Schrinkungstransformation® chez M. H. Ha hn, Theorie der reel-
len Funktionen I, Berlin 1921, p. 115; ¢f. aussi R.Baire, Acta Math. 30 (1906), p. 6.
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3n={(Xu,¥n) converge vers = (x,¥), lorsque limx,=x et {i

—

m Yy ==y,

. . . . b . "o
Le produit XX < °lf peut &tre métrisé par la formule !)

M = l=Vix—xP+y—y .
On voit, en effet, que, pour que 3 = lim 3, il faut et il suffit
que lim|3—3.|=0. »
. No=e

Soit, d’une facon plus générale, 2\;, i = 1, 2, ..., Un espace mé-
trique de diamétre <1 (¢f. N°V). L’espace X, XN, <... se com-
pose de points 3 = [31, 3% ..], le point 3, tendant vers 3 lorsque la
i~me coordonnée de 3, tend vers la i-éme coordonnée de 3.  On pose

@)

3=y = 22 g =y |9,
IE5]
La distance aingi définie satisfait aux conditions (i) et (i),
car I'équivalence {|3 — 1| =0} = {3 =1} est évidente ot la régle du
triangle résulte de la formule '

3=+ 3—w] =L:2~i[;3i“‘)"l F 5 =il = X2~ yi—wi =]y —w],
Iz =]
Il s'agit de prouver que, pour que y=1lim §,, il faut et il
Neneo

Ni==r0

suffit que lim |3 — 3n|=10, c. & d. que I'on a I'squivalence:

{nlim [3— 3| =0} = {lim |3’ — 31| = 0, quel que soit i}.

Nz

Or, la condition lim|3j—3,| = 0 entraine pour chaque §
' n=moa )

g

RTINS i i ; ' s
}Ixzril’]g —3nl =0, car |3 — 3| < 2|3 — 3u] - Supposons que, inver-

3. Il y a bien d’autres définitions de distance gui peuvent &tre ad-
misgs. Ainsi par ex. rien ne change au point de vue topologique, si on admet
comme la distance des points 3 et 3, le plus grand des deux nombres | x — 1, |
et | y—y,| ou bien la somme de ces nombres. ‘

%) - 8i I'on ne fait pas I'hypothése que 8(5\71) +1, on pose

[3—1 ]‘: Nyt | 37— | .
Z i —vi]

Cf. 1a formule de M. Fréche t, Espaces abstraits, p, 82.
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sement, lim |3’ —3,]| = 0, quel que soit i. Soit, pour un €>0 donné,

N=zca

e un entier positif tel que 2—" << ¢, Soit Jj un entier tel que I'on
ait [3' — 3] < g, [ = < €, pour tout #>j. En tenant
compte du fait que

3 —3n| <3(X) <1, on en tire Iinégalité
m =)

3=l <27 (§ — i+ X 2-7<2¢, dodt lim |§— 3] = 0.
f=1 . i=m+-1 n=oo
La distance | x — y|, considérée comme fonction de la variable
§ =(x,¥), est continue. Soit, en effet, « = (a, b) un point donné
et posons |§ —a| e Il vient [x—a| |3 —ua|<c et ly—bl <e
Par conséquent

. ]xwy]Asfjx—a;+ja-b{—|-g;b.—y§<}a——b|+2e:
e
la—bi«:;

a—x|+ix—yl+ly—b|<|x—y|+2¢,

done JI X —y|—|a—b }‘ <2¢, d’otl la conclusion demandée (v. N*1II).

VIL Distance de deux ensembles fermés. Espace o,
Nous désignons par le symbole 29 la_famille de tous les en-

F Ty e
R

sembles fermés, bornés et non wildes| situés dans Pespace mé-
trique XX. La notion d'écart entre les ensembles ne peut servir
a métriser cet ,espace”: en désignant, par ex., par A ensemble
composé du nombre 0, par B Dintervalle 1,2 et par C lensemble
composé du nombre 3, on constate que Décart ne satisfait pas
a la loi du triangle (en outre, Pécart s’annule pour tout couple

.d’ensembles qui ont des points communs). Or, admettons la ,mé-

trique” suivante '): la distance de deux ensembles A et B, en sym-.
boles: dist (4, B), est le plus grand des deux nombres:

max p (x, B) et maxp(y, A).
y:B xz AT

L'ensemble 2V est un espace métrique (relativement a la no-
tion de distance ainsi définie). En effet, _on voit aussitdt que
pour avoir dist (4, B) =0, il faut et il suffit que 4 = B.

Quant & Ia loi du triangle, on a pour xe¢ A et y e B (N°IV (4)):

Y F. Hausdortf, Grundzige der Mengenlehre, Chai). VI, § 6. Cf. aussi
D. Pompéju, Ann. de Toulouse (2) 7 (1905). ’
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p (% C) < |5 —y| 403 0 < |x—y|+dist (B, C),
d'oil p (x, C) rmn[x y|+dist (B, C) = p (x, B) + dist (B, C) =

< dist (4, B)+dlst (B, C) et par raison de symétrie, pour zeC:
p(z,A)<dist(B,A)+dist(B, C), donc dist (4,C) < dist(B, A)+dist (B, C).
Observons, en outre, que:
1 |a—b]=dist{(a), (O)],
@) {dist (4, B) < e} = {4 C R (B)} {BC Re (A)},

Re (X) désignant la sphére fermée de rayon ¢ et de centre .X.

VIII. Espace fonctionnel. :\ et '/f étant deux espaces mé-
triques donnés, considérons, dans la famille des fonctions y = f(x)
qui transforment ’espace \ (tout entier) en un soug-ensemble de
I'espace Y, les fonctions bornées, en entendant par fonction bornée f
une fonction telle que l'ensemble des distances |f (x) — f(x')| est
borné lorsque x et x' parcourent . La famille des fonctions bornées
peut étre considérée comme un espace métrique lorsque la distance
de deux fonctions est définie par la formule

" |fi — ol = max | fi (x) — fu(x)].
xet\

En effet, d’abord la distance ainsi définie est toujours finie,
car x' étant un point fixe, on a

| f1(x%) —sz(x)| < | fi(x) = fix) | + lf1(w“')““fz Y1 (x) — falx) .

Comme, en outre, la condition |f; — f,| = 0 équivaut évidem-

ment & Pégalité f;=f, reste A vérifier la loi du triangle. Or‘

|f1 Sl + 1 = fo| = max | £, (¥) — f,(x)| + max| fy (x) — £ (x) |
= max {| f()—=fy(%) | + | fu(x)~fo(x) [} 2 max | fo(x)—fy(x) | = | fir fa\

Par définition de la convergence dans les espaces métri-
ques, une suite de fonctions f, converge vers f dans I’espace fon-
ctionnel considéré, lorsque lim |f, — f| =0, c. & d. Jorsqu’a cha-
que € >0 correspond un 7 (€) tel que l'on alt pour > (),
max | fa(x) — f(x)] €, donc que | fu(x) — f (x)] <= g quel que soit x.
.‘CE,’

On voit ainsi que la convergence éntenduo dans le sens de

la formule () comcxde avec la conwrgenct’ uniforme entendue dnns
le sens habituel.

[§ 15, 1X] : Espaces métriques. 01

IX. Espaces totalement bornés. Un espace est dit fofale-
ment borné, lorsqu’il se laisse décomposer pour chaque € >0 en
un nombre fini d’ensembles de diamétre << ¢ 1).

Pour quun espace soit totalement borné, il faut et il suffit
quwa chaque €>>0 corresponde un ensemble fini Fetel que p(x, Fo) <k,
quel que soit x.

En effet, I'espace étant supposé totalement borné, on a
T+ A4k, (AN <Yn pour i<k,

Soit p/ un point choisi de A7. L’ensemble Fy, composé de
points pf, ..., pk, est 'ensemble demandé (pour € > /).

Inversement, F, étant un ensemble satisfaisant a la condition
du théoréme, le systéme des sphéres de rayon €/, et de centre ap-
partenant a Fe, présente le recouvrement demandé de l'espace.

La condition qui vient d’étre établie peut s’exprimer a aide
de la notion de distance des ensembles (N°VII) comme suit: les-
pace est la limite dune suite d’ensembles finis (notamment de la
suite Fl, F,/z, oy Frpp )

Ce‘[a résulte aussi du théoréme suivant: :\' étant totalement bor-

né, 2 pest également. Pour prouver ce dernier théoréme, envi-
sageons l'ensemble F. considéré auparavant; soit Hie, ..., Hee 10
systétme de tous les sous-ensembles de F.. A chaque ensemble
fermé X faisons correspondre 'ensemble /7. des points p de Fe tels
que p(p, X)<g; il vient dist(X, H:e) < e

L’espace 2:\L est donc totalement borné. Il est aussi séparable,

‘puisque d'une fagon générale chaque espace rotalement borné est

séparable (pour *‘démontrer le dernier énoncé, on n’a qu'd considé-
rer I'ensemble des points pf, n=1, 2, ..., i < ks, définis auparavant).

Remarques. 1. Dans un espétce métrique arbitraire; 3 chaque € >0, cor-
respond un ensemble fermé et isolé (fini ou infini) F, tel que p(x, F) <e, quel
que soit x. Rangeons, en effet, tous les points de I'espace en une suite trans-
finie pg, Py, ey Py e Posons p%zpo et d'une fagcon générale, pour 7> 0, soit

P, le point A indice minimum tel que |p, —p, |=€e quel que soit E<(y
- ; .
(bien entendu, si un point p, de ce genre existe). F, est Pensemble des puT.

1
2. Considérons comme l'espace 2\ 1a courbe y=sin!/x, 0<C x <1, la dis-
tance de deux points p et g étant définie comine égale au diamétre de 'arc pg. Cet

Y F.Hausdorff, Mengenlehre, p. 108.
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espace est évidemment séparable et borné (méme complet), mais n’esl pas tota-
lement borné. La famille de ses sous-ensembles situés sur l'axe des abscisses est
indénombrable etla distance entre deux éléments quelconques de cette famille
dépasse l'unité; par conséquent cette famille et, & plus forte raison, l'espace

9\ est non séparable.
Il est remarquable que la courbe X' peut étre transformée par homéo-
. morphie (notamment par projection sur l'axe des x) de fagon que I'espace
9\ devienne séparable. o
On voit -ainsi que les propriétés- topelogiques de l'espace 2-\‘ ne sont
pas nécessairement des propriétés topologiques de l'espuce 2. Cela tient au
fait que la définition de l'espace oA n'a pas été topologique.

X. Produits cartésiens des espaces totalement bornés.
‘ Soit {X;} une suite (finie ou infinie) d’espaces totalement bor-
nés et tels que 8 (C(;) <{'1. '‘Nous allons prouver que leur produit
cartésien, métrisé par la formule (2) du N°VI, est totalement borné.

Soient € > 0 et i un [entier tel que 2—/<C¢/2. Pour chaque [ < i,
il existe par hypothése un systéme fini de points: rs, .., 7y, tels
que chaque point de I'espace 2\'; se trouve situé a une distance << €/2
d'un point appartenant & ce systéme. Soit, pour # > i, r, un point
arbitrairement choisi de :\,. L

Considérons, pour 7 fixe, le systéme fini des suites de la forme

)= [rlj,’ l’gja, cos y rUi’ Vi1, Figa, ] ol jl < kl: ,];i(f ki

Etant donné un point 3= [x;, x,, ...] de l'espace 2\, X 2\, K ...,
il ‘existe, pour /<7, un point 1y, tel que ir,j[ — x| << efs, d'oll

oo

; ’ v i ' € €
Coby=sl=e ey w3 2 x| < o=
=1 n=i}1 L7 2 2

L'espace 2y X XX, X... est done totalement borné.

Lintervalle J = 01 étant manifestement totalement borné, il en
est donc de méme du cube n-dimensionnel 0", ainsi que de ¥,

XI. Transformations continues des espaces métriques
en polytopes. ' Citons d’abord quelques notions qui se rattachent
a la Topologie combinatoire. “

~Poy,Pn étant un systtme de points situés dans un espace
euclidien, on appelle simplexe (géométrique ouvert) py ... pn en-
semble des points p de la forme:

[§ 15, XI] Espaces métriques. a3

1) p=XNpe+..+2epr ol At tda=1, 0<N, i=0,1,..,n,

les points p et p; étant considérés comme des vecteurs H.

‘Les coefficients A, ..., A, portent le nom des coordonnées ba-
rycentriques du point p relatives aux points py, ..., p» 2. Chaque
simplexe de la forme pj ..p; est dit face du simplexe p, ... ps.
Les faces ,0-dimensionnelles®, c¢. & d. les points p,, ..., Zn s’appel-
lent sommets du simplexe. Evidemment, S désignant le simplexe

Po - Dn, S est la somme de toutes les faces Pi, ... Pi, et se compose
parsuite de tous les points p satisfaisant & la condition qui s’obtient
de (1), lorsqu’on remplace l'inégalité 0 <); par 0 < \. On peut
aussi définir S comme le plus petit ensemble convexe contenant
les points pg, ..., pa.

Si I'on a une relation de la forme (1), on dit que p dépend
linéairement des points py, ..., pn. Un simplexe dont les sommets
sont linéairement indépendants les uns des autres est dit simple;
dans le cas contraire il s’appelle singulier. Un simplexe simple S
a n+1 sommets est dit n-dimensionnel; -ainsi, en particulier,
si n=0, S se réduit & un seul point, si z =1, le simplexe p, p;
est un segment rectiligne sans extrémités, si n =2, p,p, p, est
lintérieur d'un triangle etc.

Théoréme ®). - Etant donnés un systéme de points p,, ... ,p. d'un
espace euclidien et un espace métrique X décomposé en n-+1 en-
sembles ouverts: :

(2) Etz Gg+.e.+Gn,

il existe une fonction continue y = f(x) qui transforme l’espace:‘:\f
en un sous-ensemble de la fermeture S du simplexe S = p, ... p, de
fagcon que l'on ait, quel que soit le systéme d’indices i, ..., iy:

(3) flGi, .-Gy, ~.§ Gil C piy e Piys
i=ki}

') Etant donnés dans I'espace & k& dimensions deux veeteurs p= (x,, ... » X2)
etr= (¥, ..., ¥;); la somme p |- r est par définition le vecteur (x; 4y, ..., ¥, -+ ¥,);
A étant wn nombre réel, on pose Ap == (hxy, ..., AXy). ,

%) Le point p est bien le centre de gravité du systéme des points
Py -y Py Quand le point pi est porteur de la masse 7

H CL P. Alexandroff, C. R. Paris t.183 (1926), p. 640, Math. Ann.
98 (1928), p. 635, Ann. of Math, 30 (1928), p. 6, ainsi gue ma note Sur un thé-
oréme fondamental concernant le nerf d’un systéme d'ensembles, Fund. Math. 20
(1933), pp. 191—196. )
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ot la sommation §'étend & tous les indices i qui wappartiennent
pas au systéme iy, ..., i.

Posons F; = %\ — G;. Convenons que, pour F =0, p (x, F)=1
quel que soit x. L'égalité p (x, F;) = 0 équivaut donc 4 la formule
xeF. En outre, la somme p(x, Fy)+ ...+ p(x, F») ne sannule
jamais, car elle ne pourrait s’annuler que si tous ses somman-
des s’annulaient, mais alors x n’appartiendrait & aucun G; con-
trairement a (2).

La fonction M\(x) qui suit est donc finie et continue:

px, FY) .
p(x, Fo) 4 oo p (%, Fi)
©Or, soit f(x) = M{(X) py F o 4~ M%) pn. L76galité évidente
2o(x) 4 ...+ (%) =1 implique que f(x) est le point de S ayant
les nombres (), ... , h,(x) pour coordonnées barycentriques. L’og-
pace 2\ se trouve ainsi transformé d’une manidre continue en un
sous-ensemble de S.

Afin d’établir I'inclusion (3), considérons un point x tel qu'on
ait xe Gy pour 0<j<k et x non-e G; pour iz=i. Il vient
x non-e Fy et x ¢ F;, dou p(x, Fi) 5= 0 et p(x, F)) =0, par consé-
quent lfj(x)#() et .(x) =0, ce qui implique finalement que le
point f(x) appartient au simplexe p;, ... p;,.

h(x) =

Corollaire. Dans le cas o le simplexe S est simple, Pinclu-
sion (3) peut étre remplacée par Pégalité ‘

(4) G,‘a‘ hae " G"k ——-E G; =f“1(p,'“ p,-k) 1).
(==
Car les faces d’un simplexe simple sont deux & deux disjointes.

XII. Nerf d'un systéme d’ensembles. Etant donnés un
systétme de points linéairement indépendants p,, .., p, (dans un
espace euclidien) et un systéme d’ensembles arbitraires G, ..., Gy,
on dit que le complexe formé de tous les simplexes pi, ... p;, tels
- que Gy, .-Gy, 0 représente le nerf du systéme des ensembles

) Le membre gauche de cette égalité est nomme, daprés G Boole
(en Algébre de la Logique), ,constituant de I'univers du discours -\ relatif au
systéme G,..., G,*. L'univers du discours se décompose en constituants; les
constituants sont disjoints deux a deux.

[§ 16, 11} Axiome IV (de séparation). 95

considérés '), Soit P le polytope-somme des simplexes p;,..pi,
en question. La fonction f considérée dans le théoréme précédent
transforme lespace X en un sous-ensemble de P, car en vertu de
Iégalité (4) la condition Gy, -...- Gi, =0 entraine f~Y(p; ... pi,) =0,
ce qui veut dire quwaucune valeur de la fonction f n’appartient
au simplexe pj, ... pi,.

Il est 4 remarquer que chaque sous-ensemble d'un simplexe simple se
laisse transformer d’une facon continue en un polytope-somme de certaines
faces du simplexe sans gu’aucun point ne quitte la fermeture de la face
4 laquelle il appartenait ?). Par conséquent, si f(ﬂ') est ce sous-ensemble et
g(p) en désigne la transformation en question, la fonction superposée

h(x) = gf (x) satisfait A la condition h“l(pl-o... Pip) Gy Gy

§ 16. Axiome IV (de séparation).

l. Rxiome IV 3). A et B étant deux ensembles fermés et dis-
Jjoints, il existe un ensemble ouvert G tel que A (G et G-B=0.

L’espace considéré dans ce § est assujetti aux axiomes I—IV.

Il. Systémes semblables au sens combinatoire. Deux sy-
stémes finis d’ensembles A, .., 4, et B,, ..., B, sont dits sembla-
bles au sens combinatoire *), lorsqu'on a-l'équivalence

{A,‘x T Aik = 0} == {Bi‘ Tt Bik = 0},

1y Voir P. Alexandroff, C. R. Paris t. 184 (1927), p. 817. Cf. la no-
tion de ,polyédre réciproque® de H. Poincaré, Complément & ['analysis situs
§ VII, Rendie. di Palermo 13 (1899).

%) Voir ma note citée, Fund. Math. 20, p. 193.

%) Cf. H. Tietze, Beitrige zur allgemeinen Topologie ], Math. Ann. 88
(1923), p. 801. L’axiome IV est aussi appelé de yuormalité®. M. E. Cech
appelle parfaitement normal un espace topologique of, outre I'ax. IV, l'axiome
suivant est réalisé: chaque ensemble fermé est un Gy (cf. § 15, IV). En vertn

du théoréme du N°IV de ce §, les espaces parfaitement normaux présentent
une généralisation des espaces métriques. Comme le prouve M. Cech (v. par ex.
Sur la dimension des espaces parfaitement normaux, Bull. Acad. Bohéme, 1932),
un grand nomhre de propriétés importantes des espaces métriques restent
valables dans les espaces parfaitement normaux.

‘) daprés P. Alexandroff, Annals of Math, 30 (1928), p. 16. -
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quel que soit le systéme d’indices (- n); autrement dit, lorsque
le méme complexe ,représente le nerf” des deux systémes (§ 15, XII).

Théoréme ). Etant donné un systéme fini densembles fer-
més Fy, ..., Fn, chaque F;(1 < i< n) est conteni dans un ensemble
ouvert G; tel que le systéme G, ..., G, est semblable au sens com-
binatoire au systéme donné. '

« Considérons, en effet, tous les produits de la forme Fi ... Fj,
out Fy-Fi-...-Fj, = 0. Soit S leur somme. L'ensemble S étant fermé
et disjoint de Fy, il existe d’aprés Pax. IV un ensemble ouvert
G, tel que F,(C G, et G,-S=0. Nous allons prouver que le sy-
sttme G, Fy, ..., Fy est semblable au systéme Fi, Fy, ... ,Fa.

Considérons & ce but un produit vide dont les facteurs
appartiennent au deuxiéme systéme; il s’agit de montrer: que le
produit des facteurs correspondants du premier systéme est
également vide. On peut évidemment se borner au cas ol F, se
trouve parmi ces facteurs. Le produit considéré est alors de la
forme Fy-Fy,-...- F;,=0. 1l en résulte que F;,*... Fi, C S et comme
G- S=0,1il vient G, F;- ... F;, = 0.

Ceci établi, procédons par induction. Nous supposons que
le systéme F, ..., F, est semblable au systéme Gy, ..., Gp_1, Fiy o , F,
ot Fy C Gyy ey Foo1 C Geor. 1L existe alors, comme nous ve-
nons de prouver, un ensemble ouvert G, tel que Fp C Gy et
que le systeme G, ..., Git, Fiy ... , Fr st semblable au systéme
Gyy s Gity Gy Fipy o, Fr.  Ce dernier est donc semblable a
Fyy .., Fry puisque la propriété d’&tre semblable est transitive.

Le théoréme est ainsi démontré complétement.

Corollaire. Etant donné un systéme d’ensembles ouverts Gy, ..., G,

tel que 1= G, + ...+ Gu, il existe un systéme densembles ouverts

Hyy ooy Hy tel que 1'=H, + ...+ H, et H; C G..

R { '

' En appliquant le théoréme précédent aux ensembles F; =1— G,
on en déduit l'existence des ensembles ouverts V: tels que FCV;

et que V;-...-V,=0. Posons H;=1-V; Il vient 4;=1— V,C
Cl=Vi=1-ViC1=Fi=Gi ot Hitl 4 Hi=1= (V- V) = 1.

) CLW.Hurewicz Math. Ann. 100 (1928). Ce théoréme présente
une généralisation de I'ax. IV, ‘
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III. Transformation de I'espace en ensemble linéaire.
A et B étant deux ensembles fermés et disjoints, il existe une
fonction f(x) continue, définie sur Pespace X tout entier et ftelle que

0<Lfx)<L, Fix)=0 pour xe A, f(x)=1 pour xcBY),

Au préalable, faisons correspondre a chaque fraction de la forme
r=FrR2"(k=0,1,...,2% un ensemble ouvert G (r) de facon que

1° ACGO), X—B=G(1),

2° la condition r <r' entraine G (r) C G ().

Nous procédons par induction suivant Pexposant 7. En iden-
tifiant G (0) avec Pensemble G de lax. IV, les conditions 1° et 29
se trouvent réalisées pour n =0. Supposons qu’elles le soient
encore pour 12— 1; il s’agit de définir G (%/2") pour k impair, Par
hypothése G [(k—1)/2"] C G [(k+1)/27]. 1l existe done, d’aprés
Pax. IV, un ensemble ouvert, que nous désignons par G (k/2m),

tel que G[(k—1)/27] C G(k/27) et G (k2% C G [(k + 1)/27).

La fonction G () est ainsi définie pour chaque r.

Posons f(x) =0 pour xeG(0) et f(x)=borne supérieure
des r tels que xe2X'— G(r) pour x non-c G (0). D’apres 1°
on a f(x)=0 pour xc4 et f(x) =1 pour x ¢ B. ‘

Il reste a prouver que la fonction f est continue, c¢. i d.
(§ 13, 1 (3)) qua chaque point x, et & chaque nombre naturel n
vient correspondre un ensemble ouvert H contenant X, et tel que
la condition x = H entraine |f(x,) —f () <<1/2m,

Soit » une fraction (diadique finie) telle que

F () <7< F () 120

Posons H=G((r)— G (r—’1/27) [en convenant que G(s) =0
pour s<0 et G(s)=%X pour s>1]. Or on a d’abord x,s /. Car
Vinégalité f(x,)<r implique x,¢ G (r), tandis que l'inégalité
r —1/201 < f(x,) implique x, ¢ X — G (r — 1/27+1) C X — G (r— 1/27),
En outre, I'hypothése xe H entraine xe G (r), dol F&x) <L rg
comme elle entraine aussi x¢ X — G (r—1/2%) C X —G (r—1/27), il
vient r—1/2" < f (x). Done ‘

Fx) —1/20 < f (%) <f (x,) +1/2m.

) P. Urysohn, Ueber die Machtigkeit der zusammenhangenden Mengen,
Math. Ann. 94 (1925), p. 290. b

C. Kuratowski, Topologie I. 7
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IV. Rapports a I'espace métrique.
Chaque espace métriqie satisfait & Paxiome IV. 1
Nous allons démontrer la proposition plus générale suivanle *):

(1) A et B étant deux ensembles arbitraires situés dans un es-
- pace métrique, il existe deix ensembles fermés A* et B tels que

{—a+B, ACA, BCB, A“B-(A+B)=4B.

Soient, pour A= 0% B, A Pensemble des /x tels que
o (x, A) < p (x, By et B celui des x tel que p (x, B) <7 p (X, A).

Les ensembles A* et B* sont fermés, car, la fonction p (x, A)
étant continue (§ 15, IV (5)), la fonction p (x, By — p (x, A) Test
aussi; 'ensemble [ [p (%, B) — p (%, A) > 0] est donc fermé (§ 18, IV).

Si xe4, on a p(x, A)=0, donc p(x, A) <Tp (x, B), djoi;) xe A"

De méme B (_.B". Reste & prouver que A"+ B*:(A+ B)==4"85.
Supposons que xcA*-B*. Donc p(x, A)=p(x, B). 8i,en qutrf.&,

xe A, il vient p(x, A) =0 et, comme l'égalité p (x, B?;ﬁ« Q imp;l“iqﬂe

'xeB (§ 15,1V (3)), on a A*-B*-A C B, %ot A*-B*"(A+B)_A-B.

L’inclusion inverse résulte du fait que, si xsA'B, on a’

p(x,A)=0=¢ (x, B), dolt x¢ A* B
La proposition (1) entraine axiome IV. En effet, danﬁs ].’h;{-
pothése que A et B sont deux ensembles fermés et disjoints, {l
suffit de poser G=1—B*% I vient A" B"-(4+ B) =0, d'ol
AB* = 0 = BA*. La premiére égalité donne A ( G et la de_uxibme
implique en vertu de la formule G=1-—B"(_ 4" que G-B==0,
puisque G C A*C 1—B.
I est‘ a'remarquer que dans le cas d'un espace métrique le théoréme
du NOIII se laisse démontrer d'une facon plus directe, en posant *):
o x4
Ty

Ceei est un cas particulier de énoncé plus général suivant ?):

1y Cf L. Vietoris, Fund. Math. 19 (1982), p. 271. La démonstration
est due 4 M. W. Hurewicz.

?) P. Urysohn, Math. Ann. 94 (1925), p. 294.

3 Cf. W. Hurewicz, Mon, f. Math, u. Phys. 37 (1980), p. 202. Comp.
aussi le théoréme du § 15, XI. .
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(2) étant donné dans un espace métrique un systéme de n—+1 ensembles fer-
més (non vides) Fy,...,F, tels que Fy- .. F, =0, il existe une transformation con-
tinue de cet espace ‘en un sous-ensemble d'un simplexe n-dimensionnel (fermé)
telle que I'image de I'i-éme ensemble vienne se placer sur la i-éme face du simplexe.

On fait, notamment, correspondre i x le point du simplexe dont la i-éme

F.
coordonnée barycentrique est égale & plx ) .
’ P(x:Fﬁ)+"'+p(xsFﬂ)

V. Ensembles sépares Deux ensembles X et Y sont dits
séparés 1) lorsque X-Y=0=X Y.

On a les propositions suivantes: ‘

1. X et Y étant deux ensembles séparés, 1° Pensemble XV

est non-dense, 2° les conditions V(X et - W (Y impliquent que
Vet W sont séparés.

2. A et B étant deux ensembles fermés, les ensembles A — B
et B— A sont séparés.

8. Deux ensembles disjoints qui sont tous les deux fermés ou
bien tous les deuk ouverts sont séparés.

4. X étant séparé de Y et de Z, X est séparé de YV + Z.
b. Pour que X et Y solent des ensembles séparés, il faut et

" il suffit qwils soient disjoints et fermés dans leur somme.
qu’il ]

'67%. A et B étant deux ensembles séparés (situés dans un es-

. pace métrique), il existe un ensemble ouvert G tel que AC_Get G- B=0.

On peut de plus supposer que G est situé dans une sphére géné-
ralisée de centre A et de rayon aussi petit que 1'on veut.
- D’une facon plus générale:

7. Ay, .., A, étant un systéme d'ensembles séparés deux i deux
(et situés dans un espace métrique), Il existe un systéme densem-
bles onverts Gy, ..., Gy tels que: A;C G; et A;- A;=Gi- G; pour is=j
(ce qui implique en vertu de 1, 1° que les ensembles G; sont
disjoints). '

1) d'aprés M. Mazurkiewicz, Fund. Math. 1 (1920), p. 66. Cf. dans
le méme ordre d’idées I'ouvrage de M. Knaster et de moi, Fund. Math. 2
(1921), p. 2086, oi1 I'opérateur X - ?—}— X Y, nommé jonction de X et Y, est étudie.
) H. Tietze, Math. Ann. 88 (1923), p. 301; P. Alexandroff et

P.Urysohn, Math. Ann. 92 (1924), pp. 258 — 266; P. Urysohn, Math. Ann.
94 (1925), pp. 262—295.
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Démonstrations: ad 1) On a X V=XV Y+ X'V — Vi
=X-V—Y(C Y—7Y et Pensemble ¥ — ¥ est un ensemble fron-
tiere (§ 8, IV). On a, en outre, I'inclusion V-W(C X Y=0.

ad 2) A—B(C A=A, dot A—B-(B—A)=0

ad 8) Si A et B sont fermés, la proposition 3 résulte de 2
Si A et B sont ouverts,-on a (§ 5, II): A-B(C AB = 0.

ad 4) X (V+2Z)=X- Y+X Z=0 et X- Y+ Z=X Y4+ X Z=0.

ad 5) Si X et Y sont séparés, ils sont & plus forte raison
disjoints; en outre, X=X+ X-¥Y=X(X+Y), ce qui prouve
que X est fermé dans X -+ Y. D’autre part, les conditions XV= 0
et X-(X+ ¥)=X entrainent XV ( XV =0,

ad 6) On considére les ensembles A" et B* du N°IV (1) et
on pose G =1—B" (voir d’ailleurs la démonstration de IV (1)).
Pour établir le reste de la proposition 6, on remplace G par sa
partie commune avec la sphére considérée (supposée ouverte).

ad 7) Considérons d’abord le cas ot 7 =2 '). La proposition 6,
appliquée aux ensembles A=A, — A4, et B=4,— A4, (qui sont sépa-
rés selon 2), entraine Pexistence d’un ensemble ouvert G tel que

() A —-4,CG et = (i) G A4,CA4,.
En vertu de la méme proposition, appliquée aux ensembles
—G et G_m;lg, il existe un ensemble ouvert A tel que

@) | A4,—GCH et  (iv) HGCA,
Les ense?blés Ay et A, étant séparés, on a A, =4, — 4,
et 4, = A, — A;. Done, d’aprés (i), 'A; C G et daprés (ii). et (iii):
A=A, —A4CA—G A =4,—-GCHdot A4,-4,C G H.
L'inclusion inverse résulte de (iv) et (ii): #- G (G- !A“ C A4,
Ceci établi, procédons par induction. En supposant le thé-

oréme vrai pour n—1, il en résulte lexistence des ensembles

ouverts G, ..., Gy, H tels que *
A C Gy oo y A2 C Guosy,  Ani+ Ay C H,
A Ai=0CrG, A At A,= Gi-H pour j<i<n—2

”»1) Voir K. Menger, Ergebnisse Math. Koll. 1, Wien 1981, p. 186.
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D’aprés ce qui précéde, il existe deux ensembles ouverts H;
et /f, satisfaisant aux conditions

Ay CHyy AnC H,y, HiHy=A,.-4,.

Or posons G,y =H"-H; et G,=H H, Le systtme Gi,..., Gy
ainsi défini est le systdme demandé. Car, "pour i<n—2ona
Gy G;z—l C CTz H- 1‘71 —A_ Z;:mn ﬁ] CZL A_n_l—f—;‘l—, Hq Hl
"—Az tAp— +A Atz—] An —A1 An——lL_G Grz—l, d’out Al An«l—G Gn-—l
et Gu' Go(C Hy Hy=An_s Ay C Guer Gy, d0lt Apey- Ap = Gpy - Gn.

VI. Séparation d’ensembles. On dit que "ensemble C sépare
les ensembles A et B, lorsque le complémentaire de C se décom-
pose en deux ensembles séparés dont Pun contient A et P’autre B.

Ainsi par ex. la frontiére d'un ensemble ouvert G sépare
chaque couple de points dont Pun est situé dans G et Pautre &
Dextérieur de G, c¢. & d. dans 1— G. Car 1—Fr(G)=G+ (1 — ().

- D’aprés l'axiome de séparation, chaque couple d'ensembles
fermés et disjoints A et B peut étre séparé par un ‘ensemble fermé.
Car il existe un ensemble ouvert G tel que A (C G et G-B =0,
d’ot B(C 1— G. La frontiére de G sépare donc A et B.

Dans un espace métriciue, en raison de V, 6, chaque couple
d'ensembles séparés peut étre séparé par un ensemble fermé.

§ 17. HAxiome V (de la base).

L. RAxiome V. 1). [l existe une suite Ry, R,, .. densembles
ouverts (non vides) tels que chaque ensemble ouvert (non vide)

- est une somme de certains termes de cette suite.

Une suite de ce genre est dite base de lespace.

Conformément a Paxiome V, si p est un point d’un ensemble
ouvert G il existe un indice n tel que pe R, G. En tenant
compte de 'axiome IV, cette formule peut étre remplacée par -

€Y peRy, R.CG.

1) Voir F. Hausdort#, Grundzlige der Mengenlehre, p. 263 (,das zweite
Abzihlbarkeitsaxiom*).
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En effet, d’aprés I'axiome IV (en y posant A=p et B=1-— (),
il existe un ensemble ouvert /H tel que p c H et H ( G; il existe
~donc selon I'axiome V un z tel que pe R, (C H, d'ot R, H{C G.

Une conséquence immédiate de Paxiome V est le suivant

Théoréme de M. Lindelof?). Chaque famille (indénombrable)
densembles ouverts {G} contient une suite (dénombrable) a,, G, ..

telle que X G, =23 G.
Con=1 L

Soit, en effet, Ry, R, ... la suite de tous les ensembles con-
tenus dans des ensembles de la famille {G,}. A chaque indice &,
vient correspondre (en vertu de l’axiome du choix) un indice t,

tel que Ry, C G,,. Done 211'\)/(,, - Z; G, C Y G.
n= N== L
D’autre part, si p ¢ G, il existe un indice j tel que peR;(C G,.

L'indice j appartenant a la suite ky, ks, ..., il vient ped Ry, d’ott
A=s]

ZG;CE;R@I, c. q £ d

. n=

Le théoréme suivant nous apprend qu'en introduisant I'ax. V on peut
en méme temps remplacer I'ax. IV par Paxiome de ,régularité® (p. 65), qui est
moins restrictif,

Théoréme de M. Ty chonoff?). Si un espace régulier satisfait anx axiomes
LI I etV, zl satisfait aussi é Paxiome 1V,

Soient, en effet, A et B deux ensembles fermés disjoints. En vertu de
lax. de régularité (et de I'ax. du choix), a. chague point a de A correéspond

un ensemble ouvert G, tel que 2¢ G, et G,-B=0. Par conséquent AC D, G,
acd

et d’apres le théoréme de M. Lindels £ on peut poser ACG, +G, +...
D’une fagon analogue, il existe une suite d’ensembles ouverts .{Hb } tels
- I
que BCHb1+Hb2+... etA-anzo. l

Posons U,=G,, Vi=H, — U, et d'une fagon générale:
Un:Ga””(Vl—l_"'_}—Vn_-])a ‘/n’_"Hb"I'— ([].1+"“+Zfll)'

) C. R. Paris, t. 137 (1908), p. 697. Cf. aussi W. H Young, Proe, I
] y . . . . | v L0l
don Math. Soc. (1) 85 (1903), p. 384. . . !

%) Ueber einen Metrisationssatz von P. Urysohn, Math. A 93 5
PD. 139—142, , ! . Math. Ann. 95 (1025),
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Les ensembles ouverts G= >, U, et H= }JIV,Z contiennent 4 et B. En
' n=1 n=

effet, comme A C_E Gﬂn et 4. CA- ﬁbn =0, il vient A G. D'une fagon ana-
n=1

n'-
logue BCH. Reste & démontrer Aque GH=0, c. & d. que U,- V,,=0. Or, si

m<{n—1, on a (par définition de U},) Tégalité U,- V,, ==0; si, au contraire,
n<m, il vient U,-V,,=0. Donc en tout cas U,-V,, =0."

Il Rapports aux espaces métriques séparables.

Chagque espace métrique séparable satisfait & l'axiome V. De plus,
€ étant un nombre positif donné, on peut supposer que ¢ (R,) < €.

En effet, par définition de I’espace séparable, il existe un en-
semble dénombrable S dense dans lespace. Soit R, Rs, ... la suite
de toutes les spheéres ouvertes ayant pour centre un point arbi-
traire de S et pour rayon un nombre rationnel arbitraire (que
Pon peut, d’ailleurs, supposer inférieur & €/2).

Soit G un ensemble ouvert et p= G. Il existe un v > 0 tel que

1) ]x —pl<7 entraine x:eG.

L’ensemble S étant dense, il existe un point s¢S et un nom-
bre rationnel p tels que

(i) ; [s—p|<p<wja

R, étant la sphére ouverte de centre s et de rayon p,
on a d'aprés (ii): p ¢ R, En outre, si x¢R,, on a |x—s|<p, donc
selon- (ii): |x —p|<|x—s|+|s—p|<7u, ce qui implique en
raison de (i) que xe G. Ainsi R, (G, ¢. q. f. d.

Remarques. 1) Ea particulier, dans un espace cartésien,
les sphéres dont le rayon et les coordonnées du centre sont ra-
tionnels constituent une base.

2) Tout espace satisfaisant 4 l'ax. V est séparable. Car, en
choisissant un point dans chaque R, on obtient un ensemble
dense dans J’espace. :

3) Selon § 15, II, § 16, IV et § 17, II, chaque espace métri-
que Sséparable satisfait aux axiomes I—V. Nous allons voir qu’'an
point de vue topologique il y a équivalence entre espace métrique
séparable et espace satisfaisant aux ax. I—V. Nous montrerons
notamment que ce dernier est toujours métrisable.
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IlI. Conséquences de 'axiome V.

1. Chaque sous-ensemble d’'un espace satisfaisant ¢ lax. V
satisfait également & cet axiome. En effet, XR,, XR,, ... est une
base relative a4 l'ensemble X, puisque chaque ensemble ouvert
dans X est de la forme XG, ot G est ouvert (dans I’espace
entier). ;
2. Chaque espace safisfaisant aux ax. I—V est un espace de
Hausdorff, donc un espace (* Plus précisément, si le terme
»entourage ouvert du point p (au sens de M. Hausdorff)” signifie
»ensemble ouvert contenant p” et si ’égalité p=1lim Pn veut dire
que chaque entourage ouvert de p contient tous les Pn A& partir
d'un indice suffisamment grand, alors les axiomes A—E de
M. Hausdorff (§ 7, III), ainsi que les axiomes 19—38% qui- défi-
nissent I'espace £2* (§ 14, I), se trouvent vérifiés. '

En effet, les ax. I—III entrainent les ax. A —C (§ 7, III),
Pax. IV entraine D (en posant dans lax. IV: A =p, B = q, G=U
et 1—G=V) et l’ax. V entraine évidemment E. Enfin, chaque
espace de Hausdorff est un espace .2* (§ 14, VII). ,

Alpsi, tous les théorémes concernant l'espace . * s’appliquent
a l'espace satisfaisant aux axiomes I—V. C’est, comme nous ver-
rons, un cas particulier du théoréme général qui va suivre.

. IV. Métrisation de l'espace et introduction des coor-
- données. :

Théorémed’'Urysohn '), Chaque espace satisfaisant aux axiomes
I-V est topologiquement contenu dans le cube Sfondamental I® de
Hilbert; autrement dit?), il existe une suite de fonctions f(x),
F3(x), ... (les ,coordonnées” du point x), définies sur P’espace en-

tier, ayant leurs valeurs situées dans lintervalle 01 et telles qu'en

définissant la distance entre les suites (de nombres réels)
y=[y0, yO, ] et z=[20),2®, ] par la formule o

oo

@ Iy__zl~=22f—;z.|y(n)v_z(n)!’ .

n=1

- la fonction f (x) = [f(x), . f(%), ...] est bicontinue. -

) - Zum Metrisationsproblem, Math. Ann. 94 (1925), p. 310.
) Voir § 14, Vet § 15, VL.
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Extrayons en effet de la suite R, R,, ... (qui forme la base de
I'espace) tous les couples (Re,y Rmy) tels que j?—k,, (_ Rm,. D’aprésle
théoréme § 16, III, il existe une fonetion continue fm(x) telle que

(1) 0<f"(x)<1, f4(x)=0 pour xeRs, et f*(x)=1 pour x non-s Ry, .

Chacune des fonctions f7(x) étant continue, il en est de

| méme de la fonction f(x)={[f(x), f(x),...] (§ 14, IV). Pour prou-

ver que la fonction f (x) est bicontinue, il reste 4 démontrer (voir
§ 18, VIII, 3a) que la condition p non-= X entraine f(p) non-¢ f (X).

Or, d’aprés I'ax. V, il existe un indice 71, tel que pe Ry, (C 1 —X
et, en vertu de I (1), il existe un k, tel que pe Ry, (C R,

Soit x ¢ X. Donc x non-¢ Ry, et, d’aprés (ii), /*(x) = 1. D'aprés
la méme formule on a f*(p)=0, d’olt selon (i): | f(x)~F(p)|>1/2".
Cela veut dire que dans la sphére de centre f(p) et de rayon 1/2"
il n’y a aucun point de I’ensemble f(X). Done f (p) non-¢ f(X).

Corollaire I. ’L’espace IR a le rang topologique le plus élevé
parmi les espaces satisfaisant aux ax. I—V, ou, ce qui revient au

L

méme, parmi les espaces métriques séparables.

Car I'espace OX;, comme un produit d’espaces métriques sé-
parables, est lui-méme métrique séparable (§ 14, VI) et satisfait
par conséquent aux ax. I—V (on peut d’ailleurs définir directe-
ment la base de J% comme constituée par les ensembles de la
forme R X ... X Ry X I X T X IX .., ol R; désigne un intervalle
variable & extrémités rationnelles et situé dans Pintervalle 9).

Il résulte du théoréme d’'Urysohn et du corollaire précé-
dent que tous les théordmes concernant I'espace métrique sépa-
rable sont applicables & lespace satisfaisant anx ax. I—V. On
en conclut aussi que létude des espaces topologiques assujettis aux
axiomes I—V n'est rien d'autre (au point de wue topologique) que
celle des sous-ensembles de T% ou encore celle des sous-ensembles
de DPespace ¥ de Fréchet (puisque G% ef €% ont évidemment le
méme rang topologique). '

Corollaire II. Chaque espace métrique séparable est homéo-
morphe & un espace totalement borné. :

Car Despace J%, ainsi que chaque sous-ensemble de cet es-
pace, est totalement borné (§ 15, X). .
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Corollaire Ill. Chaque sous-ensemble d'un espace satisfaisant
aux axionies [—V leur satisfait aussi?).

Remargtigs. 1) 11 est intéressant de rapprocher le théoréme d’'Urysohn
(et le corollaire I) au théoréme suivant de MM. Banach et Mazur ?): chaque
espace métrique séparable est isométrigue a un sous-ensemble de [l'espace C de
toutes les fonctions réelles continues dans Uintervalle 0 x < 1, la distance
entre deux fonctions-éléments de cet espace étant définie par la formule
[fi—ful= max | fi(x) — fu(x) |. ' :

Ainsi Pespace C posséde également le rang topologique le plus élevé
parmi les espaces métriques séparables. Au point de vue topologique il a,
envers lespace on, le désavantage d’étre non compact; au point de vue géo-

- métrique, i1 a Pavantage d’avoir non seulement le plus grand rang topologique .

mais aussi le plus grand rang géométrique parmi les espaces métriques sé-
parables.

2) D’aprés le théoréme d'Urysohn Paxiome V constitue wne condi-
tion suffisante pour qu'un espace satisfaisant aux axiomes I—IV soit niétrisable.
Bien entendu, cette condition n’est pas nécessaire (lorsqu’on n’exige pas d’avance
que I'espace soit séparable).

Je dois a M. ‘Aronszajn la condition suivante, qui est nécessaire et
suffisante pour qu'un espace satisfaisant aux axiomes [—IIl soit métrisable %); c’est
notamment [l'existence d'une suite infinie de familles F, (n==1,2,..) composdes
d'ensembles ouverts tels que: 19 quel que soit n, lespace est une somme des en-
sembles-éléments de F,, 2° étant donnés un point p, deux suites d'ensembles G, et
G;; (n=1,2,..) tels que p= G,, G,- G:#:O, G, F, G;: : F,, et un entourage quel-

conque E de p, il existe un indice k tel que G-+ G, CE.

Citons encore, dans le méme ordre d’idées, le théoréme suivant de
M. Chittenden®). Supposons qu'on ait défini dans Vespace une fonction
non négative de deux variables (I,écart“) o(x,3) telle que ¢ (x,y) =19 (¥, %) et
[o(x,¥)=0]=[xgy] (la loi du triangle n’est pas supposée vérifiée); dans ces
hypothéses, &’il existe une fonction f () réelle de variable réelle, tendant vers
0 avee f et telle que les inégalités o (x,y) < ¢ et ¢(y,2) < ¢ entrainent
0 (x, 2) <f@, Vespace est métrisable (la notion de limite &tant définie d’une
fagon évidente & laide de I'écart ¢ (x,y)). :

') Pour une démonstration plus directe, voir P. Uty sohn, Math. Ann, 94
(1925), p. 285. ‘

%) 8. Banach, Théorie des opérgtions linéaires, p. 187. Cf. aussi P. Ur y-
sohmn, Sur un espace métrique universel, Bull, Sc. Math. 151 (1927), pp. 1—388.

) Une condition analogue a été donmée par MM. Alexandroff et
Urysohn, Une condition nécessaire et suffisante pour qi'une classe (L) soit
une classe (D), C. R. Paris t. 177 (1923), p. 1274, Cf. aussi M. Fréch et, Es-
paces abstraits, p. 220.

%) - On the equivalence of écart and voisinage, Trans. Amer. Math., Soc. 18
(1917), p. 161.
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B. Problémes de la puissance (§§ 18, 19).

Nous supposons dans les §§ 18 et 19 que Pespace satisfait aux ax. I—V.

§ 18. Puissance de l’espaée‘. Points de condensation.

I. Puissance de Vespace. La puissance de lespace est < c.

En effet, d'aprés § 17, II, 2, Pespace est séparable. Il existe
par conséquent (§ 14, VI) une suite (finie ou infinie) de points
Fi, Ia, ... telle que chaque point de l'espace est un point-limite
d’une sous-suite de cetie suite. La puissance de l’espace ne
dépasse donc pas ‘celle de lensemble de toutes les suites ex-
traites d’un ensemble dénombrable, c¢. 4 d. celle du continu.

Il. Partie dense. Chaque sous-ensemble de l'espace contient
une partie dense dénombrable. En effet, considéré comme espace,
ce sous-ensemble satisfait aux ax. I—V (§ 17, IV, corollaire III);
il est donc séparable.

III. Points de condensation. Le point p est dit point de
condensation de Pensemble X, lorsque chaque entourage de p con-
tient une infinité indénombrable de points de X 1), autrement dit,
lorsque X n’est pas localement dénombrable au point p (§ 7, IV).
Lensemble des points de condensation de X sera désigné par X©.

En vertu de I’ax. V la formule ps X — XO implique que p est
situé dans un ensemble ouvert R, appartenant a la base de ’espace
et tel que ’ensemble XR, est dénombrable. Il s’ensuit que Pensemble
X—X© est dénombrable. Car, en faisant correspondre a chaque p de
X —XO un indice n(p) de fagon que XRy ;) soit dénombrable, il vient

X — XO (Y XRuy et cette derniére somme, comme somme dé-
r

nombrable d’ensembles dénombrables, est dénombrable (d’aprés un
théoréme de la Théorie des ensembles, basé sur "axiome du c¢hoix).

IV. Régles de calcul.
1) X+°=Xx°4+7° (@ X°-r°C@-1y°
@ JIx)°CIlx? @ Ix2C XN
(6) XC Y impligue X°C Y® (6) (X~=X9°=0 () X°CX'CX
®) X9=x"0=xY=X0=(XX9)° (9 XX°Cxx9".

1) E.Lindels{, Acta math. 29 (1905), p. 183. Cf.aussi W.H. Young,
Quart. Journ. of Math. 85 (1903), p. 103.
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Les formules (1)—(b) résultent directement du fait que la
somme de deux ensembles dénombrables est dénombrable et qu’un
sous-ensemble d’'un ensemble dénombrable est dénombrable (§ 7, V).
‘La formule (6) résulte du N°HJ (puisqu'un ensemble dénombrable
n'admet évidemment aucun point de condensation). Chaque point
de condensation étant un point d’accumulation (§ 9, II), on en dé-
duitla formule (7). En vertude (3) on a (XX©)© C X0 . X0 (C XG0,
comme, en outre, I'ensemble X© est fermé (§ 7,V), on a se-
lon (7): XCO (C XO' (T X9 = X© et la formule (8) se trouve établie,
car lidentité X = XXO4 X — X© donne en raison de (1) et (6)
XO=(XXO)O. Enfin, les formules (8) et (7) entrainent 9
XXO (C XO = (XXO)0 (C (XXO).

V.. Ensembles clairsemés. ‘

- Tout espace clairsemé est dénombrable. ' ‘
L'ensemble 1© étant selon IV (9) dense en soi, ’hypotheése

que Pespace est clairsemé implique que 19 =0, d’odl 1 =1 — 10
et, cette différence étant d’aprés N°III dénombrable, le théordme
est démontré. ;

En le rapprochant de § 9, VL, 8, on en déduit le théoréme ‘

de Cantor-Bendixson): chaque espace se compose de deux
ensembles dont lun est parfait et l'autre dénombrable (et clairsemé).

VL ) Sommes d’ensembles clairsemés. Tout espace qui est une somme
d’une famille monotone?y d'ensembles clairsemés est dénombrable 3.

Supposons que 1-——}:,16L ol CL est clairsemé (l'indice ¢ parcourant un
_enfemble de puissance arbitraire) et que 1 soit indénombrable. D’aprés le
théoréme précédent, 'espace contient alors un ensemble dense en soi, qui,

a son tour, contient (selon II) une partie dense dénombrable -D = [p,, p,, ...].
L’ensemble D est donc dense en soi. '

Faisons cor 4 indi ;
orrespondre & chaque p, un indice t, tel que p,eC et posons
n

>
oo

s=Xc .

n=1 ‘n

) G.Cantor, Math. Ann. 21 (18883), p. 575; i :
. p. 575; I. Bendixson, Act ‘
2'(1883), p. 415 E. Lindels®, L oit. S0 detamath
.?)° Une famille d’ensembles est dite'monotone si ‘g0i
e ] o1 quels que’soient les
ensembles X et Y appartenant 3 cette famille, on a’ soi’t XCY,goit YCX.

%) Théoréme de M. Sierpinski, Sur une propriété
. ‘ ; riété des ens -
semes, Fqnd. Math. 3 (1922), pp. 46—49. , e wribles: ciai
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Il vient DCS. L’ensemble S étant dénombrable, comme somme dénom-
brable d’ensembles dénombrables, il suffit de prouver que S=1.
Or supposons par contre que g=1-—S. Il existe alors un C, tel que

ge (. 11 sensuit que C, n’est contenu dans aucun des ensembles C . la
n

famille des ensembles C, étant monotone, on en conclut que C,  C,, quel que
N ‘n

soit 7. Done ST Cy, d’ou DS C,, ce qui est impossible, puisque C, est elair-
semé et D est dense en soi (non vide).

VII. Points d’ordre m. L¢ponecé du NYIII, d’aprés lequel tout espace
indénombrable cqﬁtient des points de condensation (c. 4 d. des points d’,ordre,
indénombrable”) peut é&tre précisé comme suit: §¢ la puissance m > R, de les-
pace est non confinale avec w (c. & d. qu'elle n'est pas somme d’une série dé-
nombrable de nombres cardinaux inférieurs & m), il existe dans l'espace un point
d’ordre m (point dont chaque entourage est de la puissance m). On a aussi
I’énoncé suivant: l'espace se compose d’un ensemble clairsemé. et d'une suite d'en-
sembles tels que tous les points d'un méme ensemble sont d'un méme ordre?),

VIII. Notion d’effectivité. Cette notion est de nature méta-mathémati-
que: elle concerne le mode de-démonstration des théorémes d’existence. On

dit notamment qu’un théoréme d’existence, ¢. a d. théoréme de la forme an (x)
X

ol p(x) est une fonction propositionnelle (voir § 1, IIl), est démontré d'une
facgon effective, lorsqu'on a défini un individu a et on a démontré que a satis-
fait an théoréme considéré, c. i d. que o (@) 2).

Dans la Topologie fondée sur le systéme d’ax. I—V nous allons consi-
dérer la base de U'espace comme définie (ce qui est justifié par le fait que dans
I'espace euclidien on sait définir une base: la suite des sphéres dont le rayon
et les coordonnées du centre! sont rationnels). Cela donne lieu 4 d'autres

.définitions: on peut en effet définir des différents objets (emsembles, fon-

ctions etc.) & ’aide de la base de 1'espace.

~ Dans les problémes de la puissance il s'agit, en général, de démontrer,
qu’un ensemble est de telle ou telle puissance; la démonstration est effective,
si Pon définit la correspondance en question.

Ainsi, par ex.,, la démonstration donnée au N°III pour le fait que I’en-
semble X — XO est dénombrable n’est pas effective: nous n’avons pas défini
une suite individuelle contenant tous les points de cet ensemble; nous avons
démontré seulement que des suites de ce genre existent.

1) Voir W. Sierpinski, Sur la décomposition des ensembles de points
en parties homogénes, Fund. Math. 1 (1920). Cf. G. Cantor, Acta Math. 7
(1885), p. 118. ' .

%) Comp. la notion d’effectivité chez MM. Borel et Lebesgue, ainsi
que chez:M. F. Bernstein (qui distingue entre ,Existenz* et ,Herstellung",
Leipz. Ber. 60, 1908). Des nombreuses recherches de M. Sierpinski ont été
consacrées A ce sujet, voir surtout Les exemples effectifs et Paxiome du choix,
Fund, Math. 2 (1921). Cf aussi les remarques sur l'effectivité dans une note
de M. Knaster et moi dans Fund. Math, 2, p. 251.
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Par contre, il est facile d’établir d’une facon effective que Lensemble

X— X\ est dénombrable. En effet, si pe X — X', il existe un indice n tel que "

-p=XR, (ot R, est un ensemble appartenant i la base de Pespace). Désignons
par n(p) le premier indice de ce genre. A deux points différents correspon-
dent évidemment deux indices différents. Ainsi, les points de I'ensemble
X— X' se trouvent rangés en une suite (finie ou infinie).

Une démonstration effective de la dénombrabilité de ’ensemble X -— X©O
sera donnée dans le § suivant.

§ 19. Puissance de diverses familles d’ensembles.

I. Familles d’ensembles ouverts.

1) La famille de tous les ensembles ouverts est de la puissance < .

En effet, chaque ensemble ouvert étant selon I’ax. V une
somme de certains ensembles Ry, la puissance de la famille de
tous les ensembles ouverts ne peut dépasser celle de la famille
de toutes les suites extraites de la base de I'espace.

~ Chaque ensemble fermé étant le complémentaire d’un en-

semble ouvert, la famille de tous les ensembles Sfermés est aussi de
la puissance < .

2)  Chaque famille d’ensembles ouverts disjoints est (effecti-
vement) dénombrable, ' '

En effet, G étant un ensemble (non vide) de la famille con-
sidérée, il existe d’aprés I'ax. V un indice 7 tel que R, C G. Soit
n(Q) le premier indice de ce genre. Les ensembles ouverts en
question étant disjoints par hypothése, a4 deux ensembles diffé-
. rents correspondent toujours deux indices différents, de sorte Que

la famille de ces ensembles se trouve rangée en une suite (finie
on infinie). : ‘

En particulier, sur la ligne droite chaque famille d'infervalles
n’empiétant pas les uns sur les autres est dénombrable.

II. Familles monotones bien ordonnées 1.

1) Chaque famille bien ordonnée densembles ouverts décrois-
sants est (effectivement) dénombrable.

o S?it, eneffet, G; 7 G, D) ... D) Gt O Geyy ) ... une suite trans-
finie d’ensembles ouverts (différents). Si o n'est pas le dernier

) Voir R. Baire, Thése, Ann. di Math, (3) 8 (1899), p. 51.
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. indice, il existe un point p,= G, — G,,; il existe donc un indice

tel que p, ¢ R, C G,, donc que
§)) R, (G, et R,— Ga+1 = 0.

Soit 7 (2) le plus petit indice qui satisfait & la condition (i).
A deux nombres transfinis différents correspondent deux in-
dices différents, car la condition « <§ implique Ruggy C G C Gy
tandis que, selon (i), linclusion Ry, C G,.; n’a pas lien. Ainsi,

tous les indices o (sauf, peut-étre, le dernier) se trouvent rangés

en une suite dénombrable. :

2) Chaque famille bien ordonnée d'ensembles fermés décrois-
sants est (effectivement) dénombrable.

Soit Fy DF, D .. DFf D Feyy D ... cette suite. Si o nlest
pas le dernier indice, il existe un point p, e F, — Fy 5 soit 7 (a)
le plus petit indice tel que R,,(a)-Fa%O=R,,m)-Fa+1. 11 vient
pour o <f: FgCFa+1; Pinégalité Rugy-Fa =0 entraine donc
Rugy Fug1 50, dot 2 (2) # n(8). L'ensemble des indices o est
par conséquent (effectivement) dénombrable.

En tenant compte du fait que les ensembles ouverts sont les
complémentaires des ensembles fermés, on parvient a 1'énoncé
suivant, qui généralise les deux précédents:

3) Chaque famille bien ordonnée d’ensembles croissants ou
décroissants qui sont tous fermés ou bien tous ouverts est (effecti-
vement) dénombrable.

Remarques. 1. Chaque ensemble de nombres réels bien ordonnés
selon la grandeur est dénombrable. Car une suite transfinie de
nombres réels x, <.x; <..<x;<xxy; <.. détermine une famille
bien ordonnée d’ensembles fermés croissants {F;} ot F; estla demi-
droite x < x;.

2. La démonstration des énoncés 1) et 2) reste valable, lors-
qu'on considére au lieu du bon ordre un ordre ol chaque élément
(sauf le dernier, g'il existe) admet un élément qui le suit immédia-
tement. Ainsi Iénoncé 3) peut &tre généralisé sur un ordre de ce
genre,

Une autre généralisation sera établie dans le N° suivant.



112 Chapitre II. Espaces métrisables et séparables.

llI. Ensembles développables. Un ensemble £ est par dé-
finition (p. 59) développable, §’il est de la forme

E=F—Fy+ Fy—Fy+ o Fy - Fogy o

les termes de la série (transfinie) étant fermés décroissants.

D’aprés le théoréme II, 2, cette série est dénombrable (autre-
ment dit, tous les indices : sont inférieurs & un nombre de la
premiere ou deuxiéme classe),

(1) Les ensembles développables sont ¢ la fois des F, et des G,

En effet, une différence de deux ensembles fermés est un F,
comme un produit d'un ensemble fermé et d'un ensemble ouvert
(qui est un F, selon § 15, IV). Un ensemble développable, comme
formé d’une infinité dénombrable de différences d’ensembles fermés,
est donc aussi un F. Il est en outre un Gy, car le complémentaire
d’un’ ensemble  développable, étant lui-méme développable (§ 12,
VI, 1), est un F,, :

(1a) * Les ensembles clairsemés sont des F, ét'a,’es G; 1), car cha-
que ensemble clairsemé est développable (§ 12, VI, 4).

Remarqzzes; 1. Les ensembles développablés sont des ensembles FG et Ga
effectifs: nous pouvons, notamment, faire correspondre a chaque ensemble

développable une suite bien déterminée d’ensembles fermés dont cet ensemble:
est la somme (ainsi gu’une suite d’ensembles ouverts dont cet ensemble est

le produit). ‘ .
En effet, si E est développable, on a d’aprés § 12, V, 8% E = }J (AE e BE)
. ) Eln
ot les ensembles AE et BE désignent les termes du développement § 12, I11, 8° (i).
Or, la suite AE étant selon II, 2 effectivement dénombrable, les indices
E<a peuvent étre imaginés rangés en une suite simple infinie &, E,, ... (qui
n’est pas nécessairement une suite croissante). D’autre part, nous avons fait
correspondre (§ 15,1V) 4 chaque ensemble fermé une suite d’ensembles ounverts
|4 —af ]
n,kz—vzl [ En i ‘Sn
La série double se transformant facilement em une série simple, on d¢-

finit ainsi une suite simple infinie densembles fermés dont la somme con-
stitue I'ensemble. £. Cela veut dire que E est un F_ effectif.

Le complémentaire d’un ensemble développable étant développable (§ 12,
VI, 1), tout ensemble développable est un Gy effectif.
¥

dontil estle produit. Il vient ainsi: BE = ]] Gg et £=
k=1

Y Théoréme de M. W. H. Young, The Theory of Sets of Points, Cam-
“ bridge 1906, p. 65.
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2. Le théoréme, inverse 3 (1) est vrai— comme on le verra au § 33—
dans les espaces complets, mais ne subsiste pas dans des espaces arbitraires.

* Notamment, dans lespace des nombres rationnels, tout ensemble qui est

simultanément dense et frontiére est un F_ et Gy (puisque lespace est dé-
nombrable), mais n’est pas développable, car sa frontiére n’est pas non-dense
(elle est en effet identique & I’espace entier, ef. § 12, V, 29),

Passons a4 présent a la démonstration de I’énoncé suivant,
qui constitue une généralisation du théordme N°II, 3):

(2) Chaque famille bien ordonnée d’ensembles développables
croissants. (ou décroissants) est dénombrable.

En tenant compte du fait que la fonction caractéristique d'un
ensemble développable est ponctuellement discontinue sur tout
ensemble fermé (§ 18, VI), Pénoncé (2) résulte !) du théoreme plus
général suivant, que nous allons démontrer 2).

Théoréme. Chaque famille bien ordonnée de fonctions (& va-
leurs réelles) ponctuellement discontinues sur tout ensemble fermé:

Ji(x) <L folx) < < filx) < Jea () < ... (£ << Q) 3), est dénombrable.

Il s’agit d’'établir I'existence d’un indice o tel quon ait, pour
chaque x et ¢, foue(x) = f,(x).

Soit, pour 7 fixe, Ru1, Ruz2, ..., Rui .. la suite des ensembles
appartenant ‘a la base de l'espace et tels qu'il existe un nom-
bre ordinal o, satisfaisant a la condition: :

X € Rp; entraine fm,z i+5(x)— f% i(x) <!n, quel que soit ¢.

Posons R" = Ru1+ Ru2+ ... Soit o, > ay;, i=1,2, .. Il vient
Jant+e(x) — fo, (%) </n pour xeR" Par conséquent, si I'on pose
o« >dy,n=1,2 ., on a pour xzR"R? .. foie(x)— f(x) <Y/n,
quel que soit n, d’olt f,1¢(x) = f,(x). Notre théoréme sera donc
démontré dés que I'égalité R* =1 sera établie pour chaque 7.

Supposons, par impossible, qu’il existe un 7. tel que I'en-
semble fermé F=1—R" soit non vide. Soit [a,, a,, ...] un en-
semble dénombrable dense dans F. Il existe un 7 tel que

) Pour une démonstration plus directe, voir F. Hausdorff, Mengen-
lehre, p. 171, Cf. aussi Z. Zalecwasser, Un théoréme sur les ensembles qui
sont @ la fois FG et Gy, Fund. Math. 8 (1922), p. 44.

?) Je dois cette démonstration &4 M. Zalcwasser. |

) Q désigne, comme d’habitude, le plus petit nombre ordinal indénom
brable. :

C. Kuratowski, Topologie I. 8
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@) ¢ > 1 entraine fy(a») = fy(am), quel que soit m,

car a chague m correspond un y. tel que Se(am) = ﬁ‘:m(am)’p.our
£ > {m (cf. remarque 1 du N° II); il suffit done que 7 soit supefleur
'51 tous les 1m oit m = 1,2,... On peut admettre en outre que -~ oy

Le point a, étant situé en dehors de R", il existe dans cha-
‘que entourage de @, un point x et un indice Bn> 71 tels q}le
San(X) — fY(x) > Yn; il existe do'nfz un bm. tel. que !bm — | < YYn
et fo,,(0m) — f;(bm) > Yn. L'inégalité 1> ay 1mp111que fi?utre part que
Son(bm) < f(bm), donc que Son(bm) — forlbm) 2> /n, 00 by e F.

Soit # un nombre supérieur & tous les B, m = 1,2, ... Il vient

(i) Foow) = f(bw) > Y, m=1,2, ..

La fonction fa(x) étant ponctuellement discontinue sur chaque
ensemble fermé, il existe un point de continuité de la fonction
partielle fa(x|F). Soit done G (5= 0) un ensemble ouvert da}ns F e,t tel
qwon ait | fa(x) — fa(x') | <'2n pour x et &' appartenarft’a G. D’une
facon analogue, il existe dans G un point de continuité de la fon-
ction f(xG); soit H (7 0) un ensemble ouvert dans F tel que
| fa(x) — o) | <Yen et | f(x) — f(X") | <Y/ pour x e H et x'eH.

Pour m convenablement choisi on peut substituer dans ces
inégalités a, & x et b & x. En vertu de (i), on a fo(anm) = f.(an);
il vient ainsi |fo(@n) — fa(6n) | < an ot |fa(@n) — Fy(bm)| < Yy ol
fa(bm) — f(bm)| </n, contrairement & (ii).

(2a) Chaque famille bien ordonnée d'ensembles clairsemés crois-
sants (ou décroissants) est dénombrable?).

Car chaque ensemble clairsemé est développable (§ 12, VI, 4).

IV. Dérivé d’ordre «?). Le dérivé d’ordre o de X est dé-
fini par les conditions: X 0= x, xet) = (X% et X W =T I)\ X
. [ X8

si & est un nombre limite.

Le dérivé X' étant fermé et le produit d’ensembles fermés
étant fermé, on prouve facilement (par l'induction tranfinie) que

). Dans ma note de Fund. Math. 8 (1922), p. 42, se trouve une démon-
stration directe de cet énoncé. Une démonstration effective résulte d’ailleurs
du théoréme § 18, VI de M. Sierpinski (voir sa note citée).

?) G.Cantor, Math. Ann. 17 (1880), p. 357.
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X@ agt fermé, quel que soit «. En outre, tout ensemble fermé
contenant son dérivé, la famille des dérivés est décroissante:

XV OHxP D Dx@y

Par conséquent (selon II, 2), il n’y a gu'un ensemble dénom-
brable de dérivés de I'ensemble X qui soient différents; autrement
~dit, a partir d’un certain nombre § (< Q) tous les dérivés sont iden-
tiques: X® = x®+n — '

L’ensemble X®, comme identique & son dérivé, est parfait.

En particulier, si I'on pose X=1 et 1® =1, on a (§ 12, I):

@) 1 = 2 (1(u) - 1(&4—1)) + 1®
a8

Or, chacun des ensembles 1 — 164D gtant dénombrable, en
tant que composé de points isolés (§ 18, VIII), leur somme d 6-
nombrable 3 (1 — 1Y) g5t encore un ensemble dénombrable.

a<d
On retrouve ainsi dans la formule (i) le théoréme de Can-
tor-Bendixson (§ 18, V): en enlevant de 'espace un ensemble
dénombrable, on parvient & un ensemble parfait,

C’est précisément par cette voie que ce théoréme a été démontré pour
la premiére fois. L'avantage de ce raisonnement vis &. vis du raisonnement
exposé au § précédent .est de ne pas faire intervenir Paxiome du choix et de
pouvoir énumeérer effectivement les éléments de chaque ensemble clairsemé: car
la suite des dérivés et I'ensemble X — X' sont effectivement démombrables
(§ 18, VIID Y).

‘V. Analyse logique 2). Les relations entre les propositions suivantes
ont été étudiées dans les espaces -

(1) toute infinité bien ordonnée d’ensembles fermés croissants est dénombrable,

(2) toute infinité bien ordonnée d'ensembles fermés décroissants est dénom-
brable,

() tout ensemble contient un ensemble dense dénombrable,

(4) tout ensemble clairsemé est dénombrable,

(8) ‘tout ensemble indénombrable contient un point de condensation.

Y Cf. W. Sierpinski, Une démonstration du théoréme sur la structure
des ensembles des points, Fund. Math. I, pp. 1—8. ‘ .

*) Cf. W. Sierpinski, Sur I'équivalence de trois propriétés des ensembles
abstraits, Fund. Math. 2 (1921), pp. 179 — 188, et ma note Une remargue sur les
classes 2 de M. Fréchet, Fund. Math. 8 (1922), pp. 41—43. Voir aussi (pour le
cas de V'espace métrique) W. Gross, Zur Theorie der Mengen in denen ein
Distanzbegriff definiert ist, Wiener Ber, 123 (1914), p. 801.
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On prouve que les propositions (4) et (5) sont équivalentes, .que (4) en-
traine (2) et que (3) entraine (1). Les implications inverses subsistent dans

les espaces £ dans lesquels Ia fermeture est toujours un ensemble fermé, mais
elles peuvent &tre en défaut dans des espaces yE plus généraux.

VI. Familles de fonctions continues. Soit f(x) une fon-
ction continue qui transforme l’espace Y en sous-ensemble de
I'espace <. L'espace. U étant séparable, il existe une .suit? de
points X;, %,, ... telle que chaque point p de X en est- limite d’une
- sous-suite: p = lim x;,. Or, la fonction f étant continue, ses va-
leurs sont déterminées par celles aux points x4, car f(p) = lim f(xy,).
Autrement dit, si f(x,) = g (£,). pour chaque #, les fonctions f

et & sont identiques. Il en résulte que la puissance de la famille

de toutes les fonctions continues qui transforment 'espace X en
sous-ensembles de ’espace </ ne peut dépasser la puissance de la
tamille des suites (dénombrables) extraites de lespace “Y, ¢. & d.
la puissance X, qui est égale & c¢. La famllle considérée est donc
de puissance < c. ’ -

Ainsi, 1a famille des sous-ensembles de l'espace °f qui sont
des images continues d’un sous-ensemble fixe de I’espace X est
de puissance <. Il en résulte que dans un espace ayant la
puissance du continu il y a autant des Zypes topologlques (§ 18,
VII) que des sous-engsembles, & savoir 2% \

C. Problémes de la dimension (§8 20—22).

L’espace est supposé assujetti aux axiomes [—V. On peut donc ad-
mettre quwune distance |x—y| entre les points de cet espace est définie;
autrement dit, qwon est en présence d’um espace métrique séparable.

§ 20. Définitions. Propriétés générales.
I Définition de la dimension !). On assigne & l'espace
un entier 2> —1 ou oo que 1’on appelle dimension de X; en sym-
boles: dim XX. Le symbole dim,XX désigne la dimension de X au

point p.-Les trois conditions suivantes définissent ces notions par
induction: - : \ ‘

1) Lidée de la définition de la dimengion' remonte 34 H. Poincarg,
Revue de métaph. et de mor. 20 (1912) et Derm'éres pensées, p, 65, Paris 1926
(édition JDposthume). La définition a été ensuite précisée par M. L, E. J. Brou-
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1) dim X = —1 veut dire que Pespace X est vide,

2) si X 50, dim X = borne supérieure de dim,X pour p e X.

8) dim,X < n+-1 wveut dire qu'il existe des entourages ouverts
de p aussi petits que l'on veut et dont la frontiére est de dimen-
sion < n.

Afin d'éviter emploi des notions métriques, on peut formu-
ler la proposition 8) de la fagon équivalente suivante:

3) dim,X < n + 1 veut dire qu'il existe dans chaque entourage
de p un entourage ouvert de p dont la frontiére est de dimen-
sion < n.

N La dimension de Iespace est ainsi définie d’une facon pure-
ment topologique; elle est donc invariante relativement aux trans-

formations homéomorphes de Pespace.

Exemples. Par définition, un espace (non vide) est de dimension 0, lors-
quil existe pour chaque point des entourages ouverts aussi petits que Ton
veut dont la frontiére est vide. Tel est par exemple I'espace des nombres ra-
tionnels, chaque intervalle & extrémités irrationnelles ayant dans cet espace
la frontiére vide. Il en est de méme de l'espace des mombres irrationnels et,
en général, de chaque ensemble frontiére situé sur la ligne droite.

L’espace des nombres réels est de dimension <1, car la frontiére d’un
intervalle, comme composée de deux points, est de dimension 0. Dune fagon
analogue, le plan est de dimension <2 (car la circonférence est de dimen-
sion <{1) et, en général, I'espace cartésien & n dimensions (au sens classique)
est de dimension «C#. La démonstration que la dimension de cet espace est
précisément n est moins élémentaire, Nous y reviendrons plus tard.

II. Dimension des sous-ensembles. Etant donnés un en-
semble E ((C X) et un point p de E, I'inégalité dim,E < n+1 si-
gnifie d’aprés 8) qu’il existe un entourage ouvert de p relatif a E,
aussi petit que 'on veut et dont la frontiere relative & E est de
dimension < n; autrement dit, qu'il existe un ensemble ouvert G aussi
petit que ’on veut, contenant p et tel que dim (E- EG—G) < n. Carla

frontiére relative 4 £ de ’ensemble £G est £-EG— EG=F-EG— G.

x;v er, Ueber den natiirlichen Dimensionsbegriff, Journ. f. Math. 142 (1913), p. 146

et Proc. Akad. Amsterdam, 26 (1928), p. 795. La théorie de la dimension, basée

sur une définition bien rapprochée de celle de Poincaré-Brouwer, a 6t
créée et développée indépendamment par M. K. Men ger et P. Urysohn
dans plusieurs ouvrages a partir de Pannée 1922. Voir surtout K. M enger,
Dimensionstheorie, Leipzig-Berlin 1928 et P. Ut ysolin, Mémoire sur les multi-

plicités Cantoriennes, Fund. Math. 7—8 (1925—26).
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(1) la dimension d’un ensemble ne dépasse jamais la dimension

de lespace entier; en symboles: si pe E, on a dim,E « dim,SX.
" En raisonnant par induction, on peut, en effet, admetire que cet
énoncé est vrai pour I'espace n-dimensionnel et que dim,X < n--1.
Soit done G un entourage ouvert de p tel ‘que dim [Fr (G)] << n.

Il s’agit de prouver que la frontiére relative & E de ensemble EG

est de dimension < n. Or, cette frontiére relative étant égale a
E-EG— G G—G=Fr(G), on a par hypothése la double inégalité
dim (E- EG— () < dim [Fr (G)] < n.

(2) pour que AimyE <In+1, il faut et il suffit qu’iZ existe

un entourage ouvert G de p aussi petit que lon veut et tel que

dim [E-Fr (G)] < n. ‘

Supposons, en effet, que dim,E <. n-+ 1. Soit done H un
ensemble ouvert dans £ et tel que dim (EH — H) < n. Les en-
sembles /7 et £ — H étant séparés (§ 16, V, 8), il existe un en-
semble ouvert G tel que /(C G et G-E— H =0 (§16,V,6). Par
conséquent E-G — G (C E-H — H, d’on selon (1): dim (E- G— Q) <
L dim(E-H — )y < n. Comme en outre, selon § 16, V, 6, le dia-
meétre de G difféere aussi peu que l'on veut de celui de H, la né-
cessité de la condition se trouve établie. :

Pour prouver que la condition est suffisante, considérons
Pensemble G en question et posons H = EG. Il vient E+H — H —
=E-EG—G(C EG— G=E-Fr(G), doi dim (E-H — H) <
< dim [E-Fr (()] < n, done dim,E < n41.

Un cas particulier de P’énoncé (2) est le suivant:

(2) pour que dim,E =0, il faut et il suffit qu'il existe un
entourage G de p aussi petit que P'on veut et tel que E-Fr (G)=0.

I Lensemble Ey). Définition: p appartient & lensemble
Ew), lorsque dimy,(E 4 p) < n, . a d. lorsqu’il existe un entourage
G de p aussi petit que 'on veut et tel que dim [E-Fr ()] < n—1.
En particulier, si £ . constitue I’espace entier, E, désigne
Pensemble des points. on Pespace est de dimension << .
Linclusion E (C E(, équivaut a I'inégalité dim E < n.
D’aprés IT (1) Yinclusion A (T B entraine By C A,

L .1: On a dim (E-E(,,))<rz. En effet, si pc E-E,, on a par
définition dim,E < 1, done, selon II (1), Adimp(E - Epy) < 1.

[§ 20, III] Définitions. Propriétés générales. 119

D'ailleurs, la dimension de E(,Z) peut étre supérieure a n. Si par exem-
ple £ se compose d'un seul point, E,y est identique & I'espace entier.

2. L'ensemble E;y est un Gy'). En effet, on a p & Ew, lors-
quiil existe, pour chaque %, un ensemble ouvert G contenant p et
tel que dim [E-Fr(G)]<n—1 et §(G)< Y Désignons par H;
la somme de tous les emsembles G de ce genre. On a done
Ewmy=H,"H,-..

3. [Etant donnés un ensemble E et un entier n, il existe une
suite Dy, D,, ... d’ensembles ouverts tels que 1°dim[E- Fr Dyl <n—1,
2° les ensembles Eqy-D;, i=1,2, ..., constituent une base pour len-
semble E,), autrement dit, pour chaque point p ¢ E(,), il existe parmi
les ensembles D; un qui contient p et qui est de diamétre aussi

petit que on veut, 8°enposant S= 3 Fr(D)), on a EwC (E—S)
=1
et dim [Eyy — 8] < 0. ‘

En effet, pour % fixe, faisons correspondre & chaque point
peEp un ensemble ouvert G (p) contenant p et tel que
8[G(P]<*'Yr et dim {E-Fr[G(p)]} < n— 1. D’aprés le théoréme
de Lindel6f (p.102) on peut trouver une suite dénombrable

Dy, Dy, ... d’ensembles G (p) dont la somme soit égale a celle
de tous les G (p). En transformant la suite double {Ds .} en une

_ suite simple, on obtient la suite {D;} demandée.

Car chaque point p de E(,) étant contenu dans un ensemble
G (p) arbitrairement petit, il existe un D; tel que peD; ( G (p),
d’on la condition 2° . o

La condition 3° en est une conséquence en vertu de la for-
mule évidente: (E —S)-Fr (D;) = 0 = (Emy — S) - Fr (D).

On déduit comme cas particulier de 1’énoncé précédent que.

4. Tout espace n-dimensionnel contient une base dénombrable
composée d’ensembles ouverts a frontiéres de dimension < n— 1.
En enlevant de l'espace ces frontiéres, on obtient un ensemble 0-di-
mensionnel (o vide).

5. La condition dim X < n entraine Eqy (C (E + X)@ni).

En effet, si peEy), il existe un entourage G de p tel
que E-Fr(G)=0. Donc (E+ X)-Fr(G)=X Fr(C) C X, ‘ d’on -
dim [(E + X)-Fr (G)] < 7, ce qui prouve que p € (E + X))

) Voir K. Menger, Ueber die Dimension von Punktmengen II Teil,

Mon. f. Math. n. Phys. 84 (1924), p. 141, P. Urysohn, Fund. Math. 8, p. 277
et L. Tumarkin, Fund. Math, 8, p. 360.
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§ 21. Espace de dimension 0 Y,

I. Base de I'espace. Un espace est par définition de di-
mension 0, lorsque chaque point est situé dans un entourage
aussi petit que l'on veut. et qui est a la fois fermé et ouvert (ce
qui équivaut 4 ’hypothése que la frontiére de cet entourage est
vide). On en déduit le théordme suivant, qui résulte d’ailleurs
directement de § 20, IIL, 4:

Théoréme I. Tout espace 0-dimensionnel contient une base dé-

nombrable composée d’ensembles & la fois fermés et ouverts.
On peut supposer, en outre, que le diamétre de ces ensem-
bles ne dépasse pas un nombre positif donné d’avance,

. Corollaires. Dans un espace 0-dimensionnel; 1) Chaque en-
semble ouvert (en particulier, Pespace tout entier) est somme .d'une
suite d'ensembles disjoints, & la fois fermés et ouverts (et de dia-
métre aussi petit que Pon veut); 2) chaque ensemble fermé est pro-
duit d'une suite d'ensembles & la fois fermés et ouverts.

Pour prouver le cor. 1, posons conformément au théor. I:

G=F +F+..=F +(F,—F)+(F,— F,— F,) + ... ‘
ou G est 'ensemble ouvert donné et F,, F,, ... sont des ensembles
& la fois fermés et ouverts. Le dernier membre de la formule

...représente la décomposition demandée.

~ Le cor. 2 est une conséquence immédiate du cor. 1. i

.« Théoréme I'®). Dans un espace . O-dimensionnel, chaque ensemble Gy qui est

& la fois dense et frontiére est le résultat de Lopération () effectude sur un sy-
stéme - régulier d'ensembles { Ap, ynon wvides, fermés,. ouverts et tels que:
. 4 by :
PAR: (Ak,L . lan) <2y, 29 deux ensembles A o et A, 1, Pouruus des différents
systémes de n indices sont toujours disjoints, ’

Soit Q Pensemble Gy en question: Q= G, . G;-.,.,‘ ol - G, ‘est ouvert et
a,n Gﬂ_H. L’ensemble Q n’étant pas ferms, il existe un indice J; tel que G]-
n’est pas fermé. On peut done poser en vertu du corollaire 1: GJ- = A+ Ay, :

T B(A) <1, les ensembles A; étant fermés, ouverts, disjoints et non vides.
Procédons par induction, Les ensembles Ap .. %, Supposés  définis et
R OE Ak, C G, :
~ Dbour un entier 7 >1, les ensembles A . kykyyy S€TODE définis comme il suit:,

i

~%) ‘La plupart des théorémes de ce § seront généralisés par induction
dans e § suivant, ot I'on trouvera aussi les renvois bibliographiques.
*) Ce théoréme intérviendra dans I'étude des espaces complets (§ 32),

{
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L’ensemble Ak, .. k, Stantouvert, il existe un indice j, ;) =21 41 tel que

Pensemble 4, Ry an-H

serait fermé, contrairement a I’hypothése qu'il est dense et frontiére dans

oo

n'est pas fermé; car autrement ’ensemble Q- Ag, . ki

Jant: =2
A .. x, On peut donc poser comme auparavant: Apy by Gjn-]—l == Ap, oy

B(Ak,...k,,i)<1/”+1’ les ensembles A, ki €tant fermés, ouverts, disjoints et

T

non vides. En outre, on peut remplacer dans (i) 7 par n--1 en vertu de
Pinégalité 7,,, >n-1, qui implique que ‘Gj,z_;‘_'l‘ TGy

Les ensembles Ak, By étant ainsi définis pour chaque #n, nous allons
démontrer que Q coincide avec le résultat de I'opération (<() effectuée sur ces
ehsemhles. ' A

Soit, d'nne part, p= Q. Donc p = G; . Ilexiste par conséquent un indice 4, tel
que p s Ak). Supposons que p = Ak! -y Comme en outre p: Gjﬂ-H' il existe un kn-]-l
telque p=4, Ry Ry y® On parvient ainsi & la formule p= A, < A4, - Ay, -

D’autre part, si cette derniére formule est vérifide, I'inclusion (i) implique
que pe G- Gy - o= Q.

Il. Séparation des ensembles fermés. Nous allons mon-
trer que dans les espaces 0O-dimensionnels I'axiome de séparation
peut étre énoncé sous une forme plus,avantageuse. Nous établi-
rons & ce but un lemme de la Théorie générale des ensembles.

Lemme. Etant donnés deux produits infinis d’ensembles dé- -
croissants A=A, Ay-.. et B= By B,-... tels que AB=0, l'ensemble

F=A;(1=B)+ Ay (B, — B+ ot An- (Bucs — B) + ..

remplit les formules: A(CF,FB=0, 1—F=1—A,+A}B,—A4, B, +...
En effet, si pe 4, on a p non-= B. Par conséquent: ou bien
p nappartient & aucun B, et alors pc 4, (1 — B,)), ou bien il existe
un indice n tel que peB,— B, et alors pe A, (B,—1—B,). Done,
en tout cas, pe F, d'ot A(C F. ‘
Chacun des sommandes dn développement de F étant dis-
joint du produit B, B,-..., on en conclut que FB = 0.
Enfin, dans le développement de F en série alternée

F=A,— AB,+ A,B, — A,B, + ...+ AuBry — AnBr+ ...

les termes sont décroissants et leur produit s’annule; le dévelop-
pement demandé de 1 — F en résulte directement (§ 12, I (4a)).
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Théoréme 1. A et B étant deux sous-ensembles fermés et dis-
joints d’un espace de dimension 0, il existe un ensemble fermé et
ouvert F tel que A F et FB=0.

D’aprés le corollaire 2 on a en effet A =2A4,-4, ..., ot les
ensembles A, sont fermés et ouverts. On peut supposer, en outre,
que ces ensembles sont décroissants, car autrement on pourrait
les remplacer par leurs produits partiels. Des remarques analo-
gues s’appliquent A l'ensemble B = B, B, ... L’ensemble F du
lemme précédent est alors ’ensemble demandé: il est ouvert
comme une somme d’ensembles ouverts, il est fermé, car son
complémentaire est une somme d’ensembles ouverts.

Théoréme Ill. Etant donnée une décomposition dun espace
0-dimensionnel en un systéme fini d’ensembles ouverts: 1 = Gy + ...+ Gy,
il existe un systéme d’ensembles disjoints, Jermés, ouverts et tels que
1=F1+...+Fk€tFiCGi. ) -

En effet, chaque G; peut &tre remplacé par un sous-ensemble
fermé H; de fagon que 1 = H, + ... + H, (Qaprés le cor. du § 16, II).
Appliquons le théoréme précédent an couple d’ensembles fermés
et disjoints /; et (1 — G). On en déduit I'existence d’un ensemble
fermé et ouvert Ki tel que H; (CK; et Ki-(1— G) =0, doit
1=K +..+K: et Ki(C G."Les ensembles F; =K, F, = Ky— Ky ey
Fr = K — (Ky + ... + K1), ... satisfont a la thése du théordme.

IIl. RAddition -des ensembles 0-dimensionnels.

Théoréme 1V. Si un espace se laisse décomposer en une série
(finie ou. infinie) d’ensembles fermés: 1 =A4,+ A, + ... dont tous,
sauf peut-étre le premier, sont de dimension 0, tandis que le premier
est de dimension O dans un point donné P, Uespace entier est de di-
mension 0 au point p. :

Soit S une sphére ouverte de centre p. 1l s’agit de con-
struire un ensemble fermé et ouvert G tel que peG(C S.

L’ensemble G sera défini comme la somme d'une série d’en-

sembles ouverts croissants G,. Ces derniers seront définis par
induction simultanément i des ensembles ouverts croissants F,,
de fagon que les deux conditions suivantes soient satisfaites:

@) Gn Hy=0 et (i) A, C Gy + H,.

L'ensemble A, étant de dimension 0 au point p, il existe un

ensemble F; qui contient ce point et ‘qui est fermé et ouvert re- .
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lativement 4 A;,. L’ensemble A, étant fermé, les ensembles F,
et A, — F, sont donc fermés. On peut supposer de plus que F,
est contenu dans la sphére S, de sorte que les ensembles F; et
(A;—F,41—35) soient fermés et disjoints. En appliquant Paxiome
de séparation (voir d'ailleurs § 16, II), on en déduit P’existence
de deux ensembles ouverts G, et f, tels que

FFCG, Ai—Fi+1—SCH, et G -H =0.

Les conditions (i) et (ii) sont donc satisfaites pour 7 = 1.
Supposons qu’elles le soient pour #; nous allons les établir pour 7-+1.

Les ensembles A,vi- G, et Anpi-H, étant fermés et disjoints
et A,y1 étant de dimension 0, il existe d’aprés le théoréme II un
ensemble F,1; fermé et ouvert dans 4,41 et tel que: A"H' G, C Fan,
Fuyi-Hy=0. Les ensembles Fryi et Anyq— Fny 6étant fermés
(puisque Any1 — Fyp1 est fermé relativement a ’'ensemble A4, qui
est lui-méme fermé), les ensembles (@;+FH+1) et (f7,,+A,1+1—F,,+1)
sont fermés et disjoints. En vertu de l'axiome de séparation,
il existe deux ensembles ouverts G,4; et Hn.y: tels que:

Gy;z+Fn+1’C Grtt, Hot Anpr— Faps C Hup et Gopa Hygr =0, i
Les conditions (i) et (ii) se trouvent done satisfaites pour Pindice #--1.
En outre, les ensembles G, et A, étant croissants, la con-
dition Gn"H.=0, qui résulte de (i), entraine G, H,= 0, quels
que soient 7 et m (puisque Gu' Hppr C Gryr Hutpz = 0). Par con-
séquent, si l'on pose G=23 G, et H=_ H, il vient GH = 0.
{ n=1

n=1
D’autre part, selon (ii), 1=23 4, C Z;(Gﬂ + H,)=G+H et on en
n==1 n=

conclut que /=1 — G. Les ensembles G et H étant ouverts, 'en-
semble G est donc & la fois fermé et ouvert.

Reste & prouver que pe G(_ S. Or par définition de G, on a
peF, (C G, G. D’autre part, par définition de 4, on a 1— S H,,
dott 1 — H; (C S et, les ensembles G et H; étant disjoints, il
vient GC1—H, C S.

Corollaires. 1. La somme d'une suite dénombrable d'ensembles
0-dimensionnels fermés (ou, plus généralement, d’ensembles F, 0-di-

- mensionnels) est un ensemble 0-dimensionnel.
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2. La somme de deux ensembles O-dimensionnels dont un est
a la fois un F, et un Gy est 0-dimensionnelle.

8. En ajoutant & un ensemble 0O-dimensionnel un seul point, on

n'altére pas sa dimension,; en symboles: si dim A =0, 0n a Aw=1.

4. G étant un ensemble ouvert, la condition dim (EG) < 0
entraine Eqy = (E — G)).

Pour prouver le corollaire 1 on n’a qu'a considérer la somme

des ensembles en question comme I'espace. Le corollaire 2 en

résulte, car les deux ensembles envisagés sont des ensembles F,
relativement a4 leur somme. Le corollaire 8 est un cas particu-
lier du corollaire 2. Enfin, pour établir le corollaire 4, posons
pe(E— Q) c. & d dimy(p + F — G) = 0. L’ensemble p -+ E étant
considéré comme Pespace et 'ensemble EG étant, dans cet espace,
une somme dénombrable d’ensembles fermés de dimension 0, on con-
clut du théoréme IV que I'ensemble P+E—=G)+EG=p+E est
de dimension 0 au point P, ¢ ad. que peEy, d'ou le cor. 4.

Remarques. Le théordme.IV serait en défaut, si Pon supposait seulement
que dim 4, =0. Divisons, en effet, Vintervalle 01 en une suite d’intervalles
convergeant vers 0. Soit A, ensemble composé du point 0 et des intervalles
pairs; 8o0it A, ’ensemble composé de 0 et des ‘intervalles impairs. Evidem-
ment dim,A4; =0 = dim,4,, tandis que dim (4, 4,) = 1.

On ne peut remplacer non plus I'hypothése que A, est fermé par celle
‘que 4; est.un F_, comme le prouve I'exemple suivant: A, est une suite de
poilnts convergeant vers 0 (=1e point p) et 4, = (Vintervalle 01 — 4y).

IV. Prolongement des ensembles 0-dimensionnels.

Théoréme V. Chaque ensemble O-dimensionnel est contenu dans
un Gy 0-dimensionnel, , '

En effet, selon § 20, 11, 3, a chaque ensemble E correspond
un el}semble S qui est un F, tel que £S =0 et dim [Ewy — S] < 0.
Or, si I'on suppose que dim F= 0, on a selon N°III, cor. 3, Egy=1.
1—§ est donc un Gy O-dimensionnel qui contient 1'ensemble E.

 Théoréme VIY). Chague espace O-dimensionnel est topologi-
;qz;gment contenu dans Pensemble parfait non-dense C de Cantor.

"’L’ensemb.l‘e C de Cantor est par définition (§ 14, V, 2) I'en-
« _§emble des suites 3 = [3%, 3, ...] 91‘1 3’ admet une des deux valeurs:

i

) P.Urysohn, Fand. Math. 7, p. 77,
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0 ou 2. 11 s’agit de définir une fonction bicontinue 3 (x) dont
Pargument parcourt I’espace 0-dimensionnel considéré.

Or, Ry, R,, ..., R;, ... étant la base de I'espace composée d’en-
sembles qui sont & la fois ouverts et fermés (th. I, p- 120), posons
3(x) =2 lorsque x = R; et 3(x) = 0 dans le cas contraire.

La fonction 3 (x) ainsi définie est continue, car (§ 14, IV)
14 fonction 3(x) est, pour i fixe, continue, comme fonction cara-
ctéristique d’un ensemble fermé et ouvert (§ 18, VI). Pour prouver
que la fonetion 3 (x) est bicontinue, reste & démontrer (§ 13, VIII (3a))
que la condition pe1—X entraine 3(p)eC—3 (X).

Or, par définition de la base, il existe un indice i tel que
peR(C1—X(C1— X. Donc §(p) =2, tandis que pour x = X ona
3'(x) = 0; par conséquent '3 (p) — 3 (X)| > Y/4i (nous identifions ici la

Al A2 Py
suite 3 = [34 3% ..., §, ...] avec le nombre —%}— + %E A —}—% + ... Le
nombre 3 (p) ne peut donc appartenir 4 la fermeture de Pensemble
des nombres 3 (x), c. & d. que 3 (p) e — 3 (X).

Corollaire. L'ensemble parfait non-dense * de Cantor a le rang
topologique le plus élevé parmi tous les espaces 0-dimensionnels.

Car l'ensemble € est lui-méme 0-dimensionnel, comme sous-
ensemble frontiére de la ligne droite (voir, § 20, I, exemples).

Remarque. La mé&me propriété appartient aussi & lensemble U des nom-
bres irrationnels (de Pintervalle 01). Car Pensemble ‘Y, comme l'espace de tou-
tes les suites infinies formées de nombres naturels, contient Pensemble des
suites formées de deux nombres 1 et 2, qui est homéomorphe a2 &. Inverse-
ment ‘7(:, comme ensemble frontiére dans un intervalle, est O-dimensionnel; il
est donc contenu topologiquement dans . i '

* On pourrait dire aussi: Pensemble (3, ainsi que L7(:, ontle rang topologique
le plus €levé parmi les ensembles frontiéres de ’espace des nombres réels.

V. Espaces dénombrables. Chaque espace de puissance in-
férieure a celle du continy est 0-dimensionnel.

D’une facon plus générale, si lespace est d'ordre inférieur a
¢ au point p (voir § 18, VII), l'espace est 0-dimensionnel en ce point.

En effet, parmi les sphéres de rayon <« ¢, décrites du point p,
ily en a qui ont la frontiére (la ,surface“) vide (puisque les
frontiéres de deux sphéres différentes sont disjointes). Une sphére
de ce genre est donc a la fois fermée et ouverte.

Chague espace dénombrable est topologiquement contenu dans
Uensemble K des nombres rationnels.



126 . Chapitre II. Espaces métrisables et séparables.

Soit, en effet, A un espace dénombrable. A étant topologi-
quement contenu dans C, on peut I'imaginer comme sous-ensemble
de Pespace des nombres réels.

D’aprés un théoréme classique de la théorie des ensembles
ordonnés, les ensembles A 4+ ¥ et %X ont le méme type d’ordre,
c. 4 d. qu’il existe une fonction croissante f(x) qui transforme
A+ en ‘2. Cette fonction est continue, car, étant donnée une
suite x; < x; <.. qui converge vers x (les points x, et x étant
supposés points de A 4 ‘%), x est dans 'ensemble A + “)2 le pre-
mier point qui succéde a tous les points x, et, en vertu de la si-
militude des ensembles A 4+ ) et 7?2, le point f(x) a dans l'en-
semble “)J la méme propriété par rapport a la suite f(x,), f(x,), ..

Or, si l'on supposait que f(x) 5= lim f (x,), il existerait un nombre
N H=on

rationnel 4 la fois supérieur & tous les f (x,) et inférieur a f(x),
ce qui est évidemment impossible.

Il est ainsi établi que la fonction f(x) est continue. Pour les
mémes raisons la fonction inverse x = f~!(y) est continue; f est
donc une homéomorphie qui transforme A en une partie de “X.

Ajoutons qu’une méthode analogue permet de prouver faci-
lement que fous les espaces dénombrables denses en soi constituent
un seul type topologique (c. a d. qu'ils sont homéomorphes) ?).

§ 22. Espace de dimension n.

I. RAddition des ensembles.

() La somme d'un ensemble n-dimensionnel et d’zm ensemble
0-dimensionnel est de dimension < n+ 1.

Autrement- dit, les formules dim(1—-Q)=n et d1m Q=0
entrainent dim 1 <n+ 1. .

L’ensemble Q+ p étant O-dimensionnel, quel que soit p (§ 21,
10, 8), il existe un entourage G de p aussi petit que lon veut et
tel que Q-Fr(G) =0 (d’aprés § 20, 11, 2,), c. & d. que Fr(G)(C1—Q,
dot dim Fr (G) <#. Donc dim1 < n+1.

Théoréme 1%). Si un espace se laisse décomposer en une série
(finie ou infinie) d'ensembles fermés n-dimensionnels: 1 = A+ A4+ ..
il est lui-méme de dimension n.

) W. Sierpinski, Fund. Math. 1 (1920), p. 11 et Weltor 1915,
) Voir W. Hurewicaz, Normalbereiche und Dimensionstheorie, Math.
Ann. 96 (1927), p. 760 et L. Tumarkin, Ueber die Dimension nicht abgeschlos-
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Le théoréme étant vrai pour » =0 (§ 21, III, théor. IV), suppo-
sons qu'il soit vrai pour n— 1. Posons B, = A4, et, en général,
By = Ar— (B4 ..+ Br—1). Les ensembles B, sont donc des F,
disjoints et 'on a: 1=B,4+B;+ .., dimB,<n

D’aprés § 20, III, 3 (en y posant By=E( Ew et Se=E-S),
il existe un ensemble S; somme d’une infinité dénombrable
d’ensembles de dimension < n—1 fermés dans B, et tel que
dim (Br — Si) < 0. Les ensembles fermés dans B, étant des F,,
puisque B est un F,, et la somme d'une infinité dénombrable
d’ensembles F, de dimension n —1 étant par hypothése (z — 1)-
dimensionnelle, on a dim S;<{n—1, d’o0 pour la mé&me raison
dim (8, 4+ S, +..)<<{n—1.

Les ensembles B étant disjoints, il vient:
B,--kg(Bk Se) = V(B By — Sp) = B;— S;.
On voit ainsi que l’ensemble B; — S;, comme produit d’'un F, et
de kg (Br — Sk), est un F, dans ce dernier. Donc I’ensemble
g (Br — Sk), considéré comme I’espace, est sommé d'une série d’en-
sembles F, de dimension < 0. Par conséquent diméj; (Br— Sr) < 0.

L’identité 1= Z Bk-— > Sk—}— 5’ (Bx — Sy) représente donc l’es-

k=1 k=1

pace comme une somme d’un ensemble de dimension <7 —1 et

dun ensemble de dimension < 0. D’aprés (t) P’espace est de di-
mension < n.

Corollaires. 1. La somme d’une suite dénombrable d’ensembles F,
n-dimensionnels est n-dimensionnelle. ‘

9. La somme de deux ensembles n-dimensionnels dont un est
a la fois un F. et un Gy est n-dimensionnelle.

3. En ajoutant ¢ un ensemble (non wvide) un seul point on
waltére pas sa dimension.

sener Mengen, Math. Ann. (1928), p. 641. Pour le cas de lespace compact,
voir K. Menger, Monatsh. 34, p. 147 et P. Urys o hn, Fund. Math. 8, p. 316.
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4. Frant donnés un ensemble E et un entier n, il existe un
éensemble S qui est un F, tel que

dim ES <n—1, Ew C(E— 8w et dim[Epy _\S] < 0.

En particulier, chaque espace n-dimensionnel se compose d'un F,
(n — 1)-dimensionnel et d'un Gy 0-dimensionnel.

5. G étant un ensemble ouvert, la condition dim (EG)<n
entraine Egpy = (E — G)n).

6. Etant donné: 1= A, +Ay+..., o Ar fermé, dim,4, < n,
dim Ax < n pour k> 1, alors dimpl < n

Les cor. 1—3 sont des conséquences faciles du théor. 1
(ct. d’ailleurs la démonstration des corollaires du th, IV, p. 122). En
envisageant ’ensemble S du § 20, III, 3 et en considérant 'ensemble
ES comme l'espace, on déduit du cor. 1 que dim ES < n—1.
En particulier, si £ désigne l'espace n-dimensionnel tout en-
tier, il vient E(ny=1 et 1= (1 — S)(), d’olt dim (1 — S) = 0.
Le cor. 4 se trouve ainsi établi. .En y substituant respec-
tivement £— G et EG a L, on en déduit ’existence de deux
ensembles F;: S et W tels que Pon ait: dim (SE — G)(/z-—i,
(E—G)m C (E—G— S, dim (WEG) < n—1 et dim (EG—W) <
puisque par hypothése EG (C (EG)(n). Or, I'ensemble E—G—S s ob—
tenant de (E— G — S+ EG — W) par soustraction de P’ensemble
, ouvert G, dont le produit avec ce dernier est 0-dimensionnel, on
conclut de § 21, I1J, cor. 4 que (E—G —S+ EG—W )@y = (E — G — S) o).
Les ensembles SE— G et WEG étant de dimension <n—1 et,
en outre, des F; relativement 4 £, il résulte du corollaire 1 que leur
somme est aussi de dimension < 7z—1. Par conséquent (§ 20, I1I, 5):
 (E~G—SH+EG~W)0y(E—G—S+EG—W+SE— G—f—WEG)(,,)-—E(,,),
done (E— G)my C(E— G — S)o) C En, dott le cor. 5.
Pour prouver le cor. 6, posons E=1 et G=1—A,. D’ aprés
le cor. 1 on a dim (4,+A;+..) <1, done dim G < n L'hypo-
thése pe(1 — G)n 1mp11que donc en vertu du cor. 5 que dim,1 < 7.

Théoréme 27). Pour qu'un espace (non vide) soit de dimen-
sion < n, il faut et il suffzt qu'il soit une somme de n+ 1 ensem-
-~ bles O-dimenszorznels :

’ 73 W.Hurewicz, 1, ¢. p. 761 et L, Tumarkin,‘ 1. c. p. 641.
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Le théoréme étant évident pour n =0, supposons qu’il soit
vrai pour 7 —1. D’aprés le cor. 4, un espace z-dimensionnel se
compose d’un ensemble 0-dimensionnel et d'un ensemble (7 — 1)-
dimensionnel.  En décomposant ce dernier en n ensembles 0-di-
mensionnels, on obtient une décomposition de Pespace en 7+ 1
ensembles 0-dimensionnels.

Le fait que la somme de n4+ 1 ensembles O-dimensionnels

- est de dimension < n est une conséquence immédiate de (+).

Corollaire ). Si dim A = n et dim B=m, on a dim (4 +B) <K
<n+m-1.

Il. Séparation des ensembles fermés.

Théoréme 3°) (généralisation du th. II). A et B étant deux
ensembles fermés et disjoints, situés dans un espace n- dimenszonnel
il existe un ensemble ouvert G tel que

ACG G B=0 et dim [Fr (G)] < n—1.

Soient, conformément & I'axiome de séparation, U et V deux en-
sembles ouverts tels que: AC U, B(_ Vet U-V=0. Soit, con-
formément au cor. 4 du N° précédent, Q un ensemble 0-dimen-
sionnel tel que dim (1 — Q) =7~ 1. Les ensembles Q-U et Q- V
étant disjoints et fermés dans Q, il existe selon le th. IT (§ 21, II)
un ensemble F fermé et ouvert relativement & Q et tel que
Q- UACF et Q-V-F=0, dod V-F=0 (puisque F Q).

Linclusion B(_V entraine B-F(_V-F et Tégalité V- -F=0
donne V-F=0. Or, V étant ouvert, cette égalité implique que
V-F =0, donc que B-F=0. Les ensembles B et F sont donc
séparés. Par raison de symétrie il en est de méme des ensembles
A et Q—F. Comme, en outre, les ensembles -4 et B, ainsi que
F et Q—F, sont séparés par hypothése (voir § 16, V, 8), on en
conclut (§ 16, V, 4) que A +F et B+ Q— F le sont aussi.

Il existe par conséquent (§ 16, V, 6) un ensemble ouvert G
tel que A+FC G et G-(B4+Q—F)=0. Donc A G et G-B=0.

) Ce corollaire peut d’ailleurs &tre dédumit par Pinduction. compléte
directement de la définition de la dimension (plus précisément de § 20, II (2)).
Voir K. Men g er, Dimensionstheorie, p. 114.

 W.Hurewicz l.c.p.763 et L. Tumarkin, L ¢. p. 653. Comp.
P.Urysohn, L c. p. 816.

C. Kuratowski, Topologie I. 9
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En outre, F(C G et G-Q(C F, d’ou (G — - G)- Q = 0, de sorte que
Fr(G)=0—G(C1—Q et dim [Fr (G)] < dim (1 — Q) =n - 1.

En rapprochant le th. 3 de I'ax. de séparation, on voit que
ce théoréme présente —dans le cas d’un espace n-dimensionnel—
une condition plus avantageuse que cet axiome. On a vu que l'ax.
de séparation pouvait étre formulé aussi comme il suit: chaque
couple d’ensembles fermés et disjoints peut étre séparé par un
ensemble fermé. A cet énoncé correspond le

Corollaire 1. Chaque couple d'ensembles fermés et disjoints
situés dans un espace n-dimensionnel peut étre séparé par un en-
semble fermé de dimension < n— 1.

Notamment, la frontiére de l'ensemble G du th. 3 est un
ensemble de dimension < n—1 qui sépare les ensembles A et B.

Corollaire 2. La condition énoncée dans le th. 3 est nécéssaire
et suffisante pour que Pespace soit < n-dimensionnel.

La condition est nécessaire en vertu du th. 8. Inversement,
en identifiant A avec un point p donné et B avec le complémen-
‘taire d’un entourage ouvert de ce point, la condition considérée
implique que dimyl <C 7.

IIl.. Décomposition d’'un espace n-dimensionnel.

Théoréme 43 (généralisation du th. Ill). Etant donnée une
décomposition d'un espace n-dimensionnel en un systéme fini d'en-
sembles onverts: 1= G+ ..+ G, il existe un systéme d’ensembles
ouverts M, ..., Hy tel que lon a :

(i) 1‘=H]_+...+Hk, HiCGi‘ et H(l‘...'Hin_]_z‘—“O

pour chaque systéme de n-+2 indices différents: iy, ..., lnia.
Conformément au th. 2’espace se compose, en effet, de n+1 en-

gsembles 0-dimensionnels:: 1 = Q; + ... + Quyi. Chaque Q; 'selaisse

décomposer (th. ITI, p. 122, ot Q; est considéré comme 'espace) en &

engsembles disjoints, contenus respectivement dans les ehsembles G;

1) Dans le Chap. IV nous établirons le théoréme inverse: si & chaque
"décomposition 1= G, 4+ ...+ G, correspond une décomposition 1 == H, ...+ H,
" -satisfaisant aux conditions du th. 4, Pespace est de dimension <7 On y trou-

vera aussi quelques généralisations du th. 4.
.. Leth.4 est di 3 M. Menger, voir Dimensionstheorie, p. 158 ¢t P.Ury-
sohn,l . p 292.

i
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et relativement ouverts dans Q;. En formules: Q= Hj;+...+ Fj

et H;(C Gi.

Les ensembles M}, ..., Hj;, comme disjoints et relativement
ouverts dans .Q;, sont deux & deux séparés; il existe donc (d’aprés
§ 16, V, 7) un systéme d’ensembles ouverts et disjoints Vi, ..., Vi
tels que H;; (C V. Posons Hi= (Vi+ ..+ Viurs ) G 11 vient:

n41 n+1 k ndl & - kE nd1

1:_2@ 2 2 Hp=% ,_:Hﬂ G:C2 ZVp Gi= ZH

j=1 j=1 i=1 J=1 i=1 f=1 j=I1

Enfin, si l'on supposait que pe /... Hm+9, il existerait né-
cessairement un indice j <C 7+ 1 et deux indices différents i et #
tels que p e Vji- Vir. Mais cela contredit I'hypothése que les en-

sembles Vj, ..., Viz sont disjoints.

Remarque. En vertu du corollaire du § 16, II, chagque H;
contient un domaine fermé H; tel que 1= H; + ...+ Hp. Ainsi, les

ensembles ouverts H; peuvent étre remplacés dans Pénoncé du théo-
réme 4 par des domaines fermés.

Corollaire 1. Etant donnée une décomposition d'un espace n-di-
mensionnel en un systéme fini d’ensembles fermés: 1 =F, + ... + F,
il existe pour chaque < >0 un systéme de domaines fermés Hy, ..., Hy
assujettis aux conditions (i), o G; désigne la sphére generalzsée
ouverte de centre F; et de rayon e.

Corollaire 1 généralisé. Etant donnés dans un espace (de di-
mension arbitraire) un ensemble fermé F de dimension n et une
décomposition de Uespace en un systéme fini d’ensembles fermés:
1=F +..+ F, il existe pour chague €> 0, un systéme d’ensem-
bles ouverts tels que: 1= Q+ ...+ Qu F-Qsy-...” Qi,\, =0 pour cha-
que systéme de n-+ 2 indices différents et que Q; soit situé dans la
Sphére généralisée ouverte G; de centre F; et de rayon «.

Appliquons, en effet, le corollaire 1 (qui est une eonséquence .
directe du th. 4) a l'ensemble F=F-F, +..- F-F, considéré
comme P'espace. D’aprés le théoréme du § 16, II, il existe un sys-
téme d’ensembles ouverts V), ..., Vi tels que H;(C V; et que les
systémes /1, ..., Hy et Vi, .., V; soient semblables au sens com-
binatoire. On a donc Vj;-..-V;, ., =0 pour chaque systtme d’in-
dices différents. On peut, de plus, supposer que V:(C Gy car on
peut remplacer Vi par Vi- G
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OnafF=H+.+HCV,+..+ V. Il existe done, con-
formément a l’ax. de séparation, un ensemble ouvert K tel que
FCKCKCV,+ ..+ Vi Par suite Fi—(Vi+..4+ V) (C G —

Or, posons Q=Vi+Gi— K. 1l vient:

f=1 i=1 i==1

: k 3
1= S F= 2v+2[1~1 Ych_ng+§(oi~R)m;’:Qf.

En outre, comme F-1— K= F— K= OonaFG K=0, dott

F- Q,1 v Q,n+2—F Vi o V,n_,_2 0.
Corollaire 2 %), Etant donné un espace n-dimensionnel totale-
ment borné, & chaque € > 0 correspond une transformation continue
y=f(x) de cet espace en un sous-ensemble d'un polytope & n di-
mensions *) et telle que Pon ait 8 [f~'(y)] <, quel que soit y.

En effet, 'espace étant totalement borné, on peut supposer
que les ensembles G, ..., G du th. 4 soient de diameétre < e. Or,
le ynerf® N du systéme A, ..., ), étant (d’aprés (i)) composé
de simplexes de dimension < 7 (§ 15, XI), il existe une transfor-
mation continue y = f(x) de l'espace en sous-ensemble de la
somme des simplexes de N telle que f~Xp;,... p:,) C Hi o H;

m?

quel que soit le simplexe p;,...p;, dont N est formé (v01r §15 X1

et XII); y étant une valeur donnée de la fonction f, posons
YEPi, e Pipe W vient & [fH)]<E (1, o pi)] <8 (Hy) <3 (Gy) <.

IV. Prolongement des ensembles n-dimensionnels.

Théoréme 5 (généralisation du th. V)3%). Chaque ensemble
n-dimensionnel est contenu dans un Gy n-dimensionnel.

En effet, E étant un ensemble n-dimensionnel, on a
E=Q;+ ...+ Quy1 ot les ensembles Q; sont 0-dimensionnels (th. 2).
D’aprés le th. V (p. 124), Pensemble Q; est contenu dans un G

0-dimensionnel: Q;(” Q. On a donc E CQi+..+ Q,,+1 et cette
derniére somme est un G; de dimension # (d’aprés le méme th. 2).

P Alexandroff C. R Paris, 1. 183 (1926), p. 640, Math. Ann. 98
(1928), p. 635 et Ann. of Math. 30 (1928), p. 6. Voir aussi ma note de Fund.
Math, 20 (1933), p.183. Les termes ,sous-ensemble d’un polytope® peuvent
étre remplacés par ,polytope* (voir § 15, XII).

%) La ,dimension” est entendue ici dans son sens classique.

%) Théoréme de M. Tumarkin, L c. p. 653.
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V. Noyau dimensionnel.

Théoréme 6'). Dans un espace n-dimensionnel 'ensemble des
points oi Uespace est précisément de la dimension n, c. a d. I'ensemble
1 — 1wy (dit ,noyau dimensionnel*) est de dimension > n—1.

D’aprés le cor. 4 du N°I, il existe un ensemble S qui est un
F, tel que dim S <{#7n— 2 et dim (1p—1y — S) < 0. L’ensemble
1—1(p—y) étant selon §20,1II,2 un F,, le cor. 1 du N°I et I’hypo-
thése dim (1 — 1(p—py) << #—2 entrainent dim (1 — 1y + S) < —2.
Mais alors lidentité 1 =[1 — 1(z—1) + S] + [1s—1y — S] donne
dim1l <7 —1, car en ajoutant un ensemble 0-dimensionnel, on
augmente la dimension d’une unité au plus (cor. du th. 2, p. 129).

On démontre de plus que chaque ensemble (non vide) qui est ouvert
dans le noyau est d’'une dimension »n—12). La fermeture du noyau est en
chaque point du noyau de dimension z 3).

VI. Espaces faiblement rn-dimensionnels. Un espace n-dimensionnel
dont le noyau n’est pas r-dimensionnel (il est alors selon le th. 6 de dimen-
sion n—1) est dit faiblement n-dimensionnel.

Comme exemple d’'un ensemble faiblement 1-dimensionnel considérons
Pensemble des points du plan (’:,f(vc)) olt x appartient & ensemble (? de Cantor:
x :-2_ + ny <y <l ...
3"x 3,
et

iy

feo =820, €D

—1
et e, SO =0
Le noyau de cet ensemble se compose de points dont Pabscisse est
une extrémité droite d’'un intervalle contigu *). Comme ensemble démombrable,
le noyau est donc O-dimensionnel. d
On prouve’) qu'il existe des ensembles faiblement n-dimensionnels,

quel que soit n.

1y Théoréme de M. Menger, Das Hauptproblem iiber die dimensionelle
Struktur der Riume, Proe. Akad. Amsterdam 30, 1926, p. 141.

%) 1Ibid.

3) W.Hurewicz, 1. ¢. p. 762 et L. Tumarkin, L. ¢ p. 652. Cf.
K. Menger, Monatsh. 34, p. 144 et P. Urysohm, 1. ¢. p. 270.

%) Voir ma note Une application des images de fonctions & la constru-
ction de certains ensembles singuliers, Mathematica 6 (1932), p. 120. Le premier
exemple d’un ensemble qui est de dimension 0 en chaque point, excepté une
infinité dénombrable, a 6té donné par M. Sierpinski Fund. Math. 2 (1921),
pp. 81—95.

%) Théoréme de M. Mazurkiewicz, Sur les ensembles de dimension
faible, Fund. Math. 13 (1929), p. 212.
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VIl. Familles dimensionnantes. La propriété de I’espace d’étre de di-

mension <{n dans un point p est un cas particulier de Ia propriété suivante:

F étant une famille d’ensembles, convenons de dire qu’elle dimensionne les-
pace dans un point p, si p est situé dans des entourages aussi petits que l'on
veut dont la frontiére appartient 3 F 1)

Dans le cas particulier, ot F désigne la famille des ensembles de di-
mension <{n—1, les points olt l’espace est dimensionné par F coincident
avec ceux ol lespace est de dimension < n. i .

Imposons 4 la famille F les deux propriétés suivantes (qui appartien-
nent & la famille des ensembles de dimension < n—1): 19 Ihérédité, c. A d.
que la formule X C Ye F entraine Xe¢F; 20 la F -additivité, ¢, & d. que les con-

ditions: X cF et X, fermé dans S= X, 4 X, .. entrainent ScF 2),

Comme l'a montré M. Hurewicz (dans son ouvrage précité), une
grande partie de la théorie de la dimension peut étre réduite 3 I'étude des
. ensembles 0-dimensionnels et des familles héréditaires F_-additives. Ce mode

de procéder (qui est plus abstrait que celui du texte) a Pavantage d’&tre appli~
cable aussi & des problémes qui n’entrent pas dans le domaine de la théorie
de la dimension.

Citons sans démonstration (qui est d’ailleurs tout-a-fait analogue 2 celle
des théorémes correspondants du § 22) quelques théorémes fondamentaux sur
les familles F héréditaires et Fc-additives: ‘

1) Pour que I'espace soit dimensionné (en chaque point) par F, il faut
et il suffit qu’il se compose d’un ensemble appartenant & F et d’un ensemble
de dimension <{0.

2) Pour que l'espace soit dimensionné par F, il faut et il suffit que
chaque couple d’ensembles fermés et disjoints se laisse séparer par un en-
semble fermé appartenant a F.

) M. Menger se place & un point de vue plus général encore: un
_ point est dit un ,E-point*, il appartient'a des entourages aussi petits que
Pon veut et qui jouissent de la propriété E. Voir Math. Ann, 95 (1925), p. 281.
Le terme suggestif ,dimensionner Pespace®, que je dois 3 M. Knaster,
remplace ici la dgnomination »Unstetigkeitspunkt® de M. Hu rewicz, em-
ployée par cet auteur dans Pouvrage Normalbereicheé und Dimensionstheorie,
Math. Ann. 96 (1927).

Une propriété analogue (mais non' équivalente) & celle d’stre un point

ol 'espace se tronve dimensionné a été étudiée. par M. G. T. Whyburn: il -

‘ s'agit des points p de la forme p = G,- G,-..., ot G, est un entourage de pet
Fr(G)eF. Voir Fund. Math. 16 (1930), p. 169.

: %) Une famille héréditaire et F -additive est nommée par M. Hur e-
wicz ,Normalbereich®,

Les familles qui satisfont aux conditions 1° et 20 et qui, en outre, con-
tiennent tous les ensembles homéomorphes 4 leurs ¢léments, ont été étudides
‘par M. K. Kunugui dans ses recherches sur les relations entre les notions
de ’dimension et de rang topologique (,dimension au sens de M, Fréchet"),
Voir sa Thése, Sur la Théorie du nombre de dimensions, Paris 1930, p. 41,
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3) F et F, étant deux familles héréditaires et Fj—additives, la famille
des sommes X+ Y oit X F et YeF, est héréditaire et F_-additive.

4) La famille des ensembles dimensionnés par F est héréditaire et
F_-additive. ‘

5) Si Pespace se laisse décomposer en une série dénombrable d'ensem-
bles fermés dont tous, sauf un peut-8tre, sont dimensionnés par F, tandis que
Pensemble exceptionnel est dimensionné par F au point p, I'espace entier se

trouve aussi dimensionné par F au point p. ‘ . ) ]
6) L'ensemble des points ou Pespace n’est pas dimensionné par F (le
,hoyau* de lespace) est un F_. Sl w'est pas vide, il n’appartient pas & F.

.

D. Produits cartésiens. Suites d’ensembles (§§ 28 —25).

Les espaces considérés dans les §§ 28—25 sont supposés métriques, mais
pas nécessairement séparables. L’hypothése de la géparabilité sera faite ex-
plicitement partout ou il en est question.

§ 23. Produits cartésiens.

I. Régles de calcul. Le produit cartésien XXX U des espa-
ces X et U, que nous allons étudier de plus prés dans ce §, a été
défini comme l'ensemble de tous les couples (x,y) ol xeX et
y e, la convergence de la suite 3. = (Xz, yn) Vers le couple (x,¥)
étant équivalente & la réunion des conditions lim x,=x et limy.=y
(§ 14, IV)Y). On a vu aussi (§ 15, VI) que X et U étant deu’x
espaces métriques, la distance dans Pespace U X Y peut étre dé-
finie par la formule

(i) —nl=VIe—x 2+iy-—m*
Nous allons établir & présent les régles de calcul suivantes:
6)) AXB=AXEB
(2) Int (A X B) = Int (4) X Int (B)
(8) Fr(A X B)=Fr(A) X B + AXFr(B)?

1) On peut aussi considérer la notion de produit cartésien Qans un
espace satisfaisant aux axiomes I—III: on convient i ce but que, 3 étant
un ensemble situé dans 9 X Y on a (x,3) s 3 lorsque Vinégalité (A X B)- 3+0
se présente pour chaque couple d’ensembles ouverts A et Bycontenant x et y
respectivement. Plusieurs théorémes de ce § sont’ valables pour le prodnit
cartésien ainsi comcu. Cf Fnzyklopidie 111, 1, 10, p. 176,

%) Cf. K. M enger, Dimensionstheorie, p. 246.
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4 (AXB)=A"XB+AXB

6) 3(A X B)=V[3 (A +[3 (B)]*.

ad (1) (fermeture du produit). La condition (x,y)cA X B
équivaut a l'existence de deux suites x,eA et y,c B telles que
lim x, = x et lim y, =y. Cela revient 4 dire que xcA et yeB.

ad (2) (intérieur du produit). Par définition de Uintérienr (p. 24)
ona Int (A X B)=X X Y—X X Y—AXB, de sorte qu'en appliquant
identité (§ 2, I, 5): XX Y— (A X B) = (X — A) X U+ X (Y~ B),
il vient Int (4 X B) =[X XY~ (X — A) X Y] [X XY~ X X (Y—B)] =

=XXY=X—AX Y [AXY = X XY= B]=[(X—X = A) X Y]

00X (Y=Y =B)] = [Int (A) X Y] [ X Int (B)] = Int(A) X Int (B)

en vertu de § 2, II; 6.

. ad (3) (frontiére du produit). On a d’une facon analogue:

Fr(AXB)=AXB XA Y-AXB=(AXB) [X~AX Y+ XK Y—B] =
= Fr (4) X B+ A X Fr (B).

ad (4) (dérivé du produit). On a les équivalences suivantes:

(a,0)e(AXB)'=(a,b)c A X B—(a,b)==(a,b)c (A—a) X B+ AX (B—b)=

=(a, ble[_A"?a XB+AXB—b]= {soit (as A —a et beB), soit (acd
et b e B — b)} = {soit (a, b) e A' X B, soit (a,b) e A X BY.

‘ad (B) (diamétre du produit). On a en vertu de la formule (i):
[¢ (4 X BYP=[max V [ x—x; [+ | y—y, | =max | x—, [*+max| y—y, =
=[0 (A)P +[2.(B)E, ol x et x, varient dans A et y et y, varient dans B,

II. Invariants de la multiplication cartésienne.

. 1. POfU’ que le p(’oa’uz’t A X B (de deux ensembles non vides),
soit respectivement fermé, ouvert, dense, il Saut et il suffit que les
deux ensembles A et B le soient également. Pour quun point (a, b)

soit un point isolé de lespace X X Y, il faut et il suffit gu
un point isolé de X et b de Y. Jfit que a soit

Car on a selon (1) et (2) les équivalences suivantes:

{AXB=AXB})={AXB=AXB)={A=4 et B =B} (cf.§2,1I, 4a)
{Int(AXB)=AXB}={Int(A)XInt(B)=AXB}={Int (4)=A et Int(B)=B)
{AXB=AX Y ={AXB=AXY)= {4 =X ot B =y

o 74!
I
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La condition que le point (g, b) soit un point isolé de 1'es-
pace XX X ¢/ signifie que 1’ensemble composé de ce point est ouvert.
Cela équivaut a dire (comme nous venons de montrer) que les
points a et b constituent deux ensembles ouverts, c. 4 d. que a
est isolé dans X et b dans ‘.

2. Pour que le produit A X B soit respectivement un ensemble
frontiére, non-dense, dense en soi, il faut et il suffit qu’un de deux
ensembles A ou B le soit également.

Cela résulte des équivalences suivantes:
{Int (A KX B)=0}={Int (4) X Int (B) = 0} = {Int (A) = 0 ou Int (B) =0}
{Int (4 X B)=0} = {Int (4 X B)=0} = {soit Int(4)=0, soit Int (B) =0}.

Enfin, la derniére partie de 2 résulte de 1, car, pour que le
produit A X B ne contienne aucun point isolé, il faut et il suffit
que soit A, soit B n’en contienne aucun.

Il résulte des théorémes précédents que les propriétés sui-
vantes sont des invariants de la multiplication cartésienne: d’étre
fermé, ouvert, dense, frontiére, non-dense, dense en soi. On con-
clut facilement (du § 2, II, 1a et 2a) qu’il en est de méme des
propriétés d’étre un F, et d’étre un G;. 1l en est encore de méme—
comme nous allons voir—des notions d’ensemble clairsemé, d’en-
semble de I-re catégorie, de la propriété de Baire.

III. Ensemble 9f*. Désignons, pour abréger, par ¥ l'en-
semble (x) X “Yf, ¢. & d. ’ensemble de tous les points du produit
XX Y a I,abscisse” x, Dans le cas ou X et U désignent les
axes rectangulaires du plan, /* est donc la droite d’abscisse x,
parallégle a I'axe 9.

L’ensemble <f* est évidemment homéomorphe a ¢, la pro-
jection (voir § 2, III) de <Y~ sur </ étant une homéomorphie (méme
plus: une isométrie). Par conséquent, si un ensemble situé dans Y*
jouit dune propriété topologique relativement & Y%, sa projection
sur Paxe 9 jouit de la méme propriété relativement & .

IV. Ensembles clairsemés ). Soient Z un ensemble dense en
soi situé dans le produit X X U et A la projection de Z sur 'axe X.
Si a est un point isolé de A, l'ensemble Z-‘if* est dense en Soi.

) Voir la note de M. Ulam et de moi Quelques propriétés topologiques
du produit combinatoire, Fynd. Math. 19 (1932), p. 248.
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Soit, en effet, (a, &) un point arbitraire de Z- 2. L’ensemble Z

&tant dense en soi, on a (a, b) = lim (@, b,) et.(a, b) 5= (@n, by) € Z.

Il vient @ = lim a, et, @ étant un point isolé de 4, on a pour »

- suffisamment grand a, = @, d’oit (@, by) ¢ Z-Y° De plus b, 5= b,

car auntrement on aurait (as b.) = (a, b). Par conséquent (a, b) est
un point d’accumulation de I'ensemble Z-U2, c. q. {. d.

Dans les mémes hypothéses sur 4 et Z; si A n’est pas dense
en soi, la projection de Z sur 'axe Y contient un ensemble dense
en soi (non vide). Car elle contient un. ensemble homéomorphe
a Z-‘f* ol a est un point isolé de A.

1l en résulte que, pour que le produit de deux espaces (non

vides) soit clairsemé, il faut et il suffit que les dezzx espaces soient
clairsemés.

Car, si X ou ¢/ contient un sous-ensemble dense en soi (non
vide), le produit X X U/ en contient également un (N°II, 2). Inver-
sement, si X' XX U contient un sous-ensemble dense en soi (non
vide) Z, la projection de Z soit sur &\, soit sur ‘Y, contient un
ensemble dense en soi (non vide).

V. Ensembles de I-re catégorie.

Théoréme'). Z étant un ensemble non-dense situé dans le pro-
duit des espaces X et Y (dont le deuxiéme est séparable ?) ), Il existe
dans Lespace X un ensemble P de I-re catégorie tel que pour chaque
point x de X — P 'ensemble Z-)f* est non-dense dans <iJ*,

Soit R;, Ry, ... 1a base de ’espace separable . . Soit E, l’en-
semble des x tels que x X R, C Z-J* Il vient E, X R,(_ Z-

L’ensemble E, est non-dense. Car, dans le cas contraire, en
désignant par G un ensemble ouvert contenu dans E, , On aurait

0£GXRy(C ExX Ry= E-XR,CZ Y+ (C Z, contrairement a a Phy-

pothése que Z est non-dense. I’ensemble P = El + E,+ ... est donc
de I-re catégorie.

1

3

') Ibidem, théor. 1. En tenant compte de Yanalogie avec les axes ree-
tangulaires du plan, ce théordme pent &tre énoncé comme suit: un ensemble
guperficiellement non-dense est linéairement non-dense sur
»DPresque toute* droite paralléle a I'axe (:1/

. %) Cette hypothése est essentielle. Voir ibid. p. 248, renvoi 2).
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Supposons par impossible que xeX — P et que Z-'/f* ne
soit pas non-dense dans %/*. L’ensemble Z-f* contiendrait alors
un ensemble ouvert dans ‘Y/*, donc un ensemble x X R, (puis-
que les ensembles x X Ry, n =1, 2, ..., constituent une base de “J/*).
Or, linclusion x X R, (C Z- i/* implique par définition de E, que
x ¢ Ey (C P, contrairement & P’hypothése.

Corollaire 1. Z étant un ensemble de [-re catégorie situé dans
le produit X XY (on Y est séparable), lensemble Z-7Uf* est de
I-re catégorie dans “Uf*, abstraction faite d’'un ensemble des x de
I-re catégorie.

Sont en effet, Z=2Z2Z,+2Z,+... ou les ensembles Z, sont non-
denses. Soit (en vertu du théordme précédent) P, un ensemble
de I-re catégorie tel que pour xeXX — P, ’ensemble Z,-://* soit
non-dense dans -f*. Posons P =P, + P,+ ..  Or, pour xeX —P,
chacun des ensembles Z,-<f* est non-dense dans “}f*. Leur somme
Z-Y=* y est done de I-re catégorie.

Corollaire 2. Pour que le produit Z= A X B soit de I-re ca-
tégorie dans le produit X X <Y (oir -If est séparable), il faut et il
suffit qu'un des ensembles A ou B soit de I-re catégorie.

En effet, si Z est de I-re catégorie tandis que A ne l’est pas,
A contient en vertu du cor. 1 un point x tel que Z /¥ est de
Ite catégorie dans /. Donc B est de I-re catégorie dans U,
comme projf?ction de Z-°f* sur Paxe = (voir N°III). 4

Ainsi la condition est mécessaire. Pour prouver qu'elle est
suffisante, posons A= N,+N,+ ... ot N, sont non-denses. Il vient
AX B = (N, X By+ (N, X B)+ ... Lesensembles N,X B étant non-
denses (N°II, 2), A X B est de I-re catégorie.

VI. Propriété de Baire ).

Théoréme. Z étant un ensemble jouissant de la propriété de
Baire relativement aun produit XX 7 (o -l est séparable), U'ensemble
Z-Uf* jouit de la propriété de Baire relativement a )f*, abstraction
faite d'un ensemble des x de I-re catégorie.

En effet, comme jouissant de la propriété de Baire, Z est de
la forme U+ V oit U est de I-re catégorie et Vest un Gy (§ 11,

1) Ibidem, p. 250.
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IV, 2). Soit, conformément au cor. 1, P un ensemble de I-re ca-
tégorie dans X et tel que pour xe:X — P Pensemble U-‘4/* soit
de Ire catégorie dans "Y/*. Or, V-)f* étant évidemment un G;
relativement a /¥, l'identité Z- /* = U-2/*+ V-"/* prouve (§ 11,
1V, 2) que Z-/* jouit de la propriété de Baire relativement a "/,

Corollaire. Pour que le produit dé deux ensembles jouisse de
la propriété de Baire relativement au produit X X ‘if (oi “lf est sé-
parable), il faut gqu'un des deux ensembles en Jjoulsse et il suffit que
les deux en jouissent.

En effet, si I'ensemble Z=A X B jouit de la propriété de
Baire tandis que A n’en jouit pas, A n'est pas de I-re catégorie
et il existe d’aprés le théoréme précédent un point x dans A4 tel

que Z-“Y~* jouit de la proprlete de Baire dang i/ ¥, donc (NOIII)
B en jouit relativement a “l/.

Pour prouver la deuxidme partie du corollaire, supposons
que A et B jouissent de la propriété de Baire, donc que 4 =P+ Q
et B=U-+V ou P et U sont de I-re catégorie et Q et V sont
des G;. Il vient AXB=PXU+PXV+QXU+QKV. Les
trois premiers sommandes étant des ensembles de I-re catégorie
(daprés le cor. 2 du N°V) et le quatriéme, comme produit de
deux Gy, étant un G; (N°II), A X B est la somme d’un ensemble

de I-re catégorie et d'un G; et ]oult par conséquent (§ 11, IV, 2)
de la propriété de Baire.

Remarque. L'analogie entre la propriété de Baire et la mesurabilité
(dont il était déja question au § 11, VII) concerne aussi les énoncés &tablis
tout & heure. En effet, en remplacant dans le théoréme du N° VI et dans
les. corollaires des NN°V et VI la notion d’ensemble de I-re catégorie par
celle d’ensemble. de mesure nulle et la propriété de Baire par la mesurabilité,
on parvient i des théorémes connus de la théorie de la mesure DR

v

VII. Multiplication par un axe. En tenant compte des ré-
sultats précédents, on vérifie facilement que, si A est un ensemble
respectivement fermé, ouvert, dense, frontiere, non-dense, dense en
soi, de I-re catégorie, & propriété de Baire D) mlefzsemble A Xy
lest egalemerzt En d’autres termes: éfant donnée une fonction pro-

) Cf. 8. Saks, Théorie de Pintégrale, cette Collection t. 2, p. 261.
%) Le méme problgme concernant la propriété de Baire au sens restreint
(p. 55) reste ouvert, méme pour le cas oir X = fy’—~ Pensemble des nombres réels,
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positionnelle o (x), si Uensemble F v (x) jouit d'une des propriétés
X
précitées, l'ensemble E ¢ (x) en jouit également.
Xy
En cas ou -\ et )/ désignent les axes du plan et A est un emsemble
situé sur Yaxe X, Pensemble A X !/ s’obtient de 4, en tragant une droite pa-
ralléle a Paxe [j par chaque point de A, '

VIIl. Base de lespace. R, R, .. étant une base de les-
pace X et S, S,, ... en étant une de lespace -, la suite des pro-
duits Ry X Sp(m=1,2,..,n=1,2,..) constitue une base de les-
pace X X . ' )

Soient, en effet, G un ensemble ouvert situé dans XKUY et
(a,b)e G. ‘Il existe donc un ¢>0 tel que la sphére de centre
(a, b) et de rayon € est contenue dans G. Par définition de l.a
pbase il existe un Rn tel que aeR, et & (Rn) <&z de méme il
existe un S, tel que be .S, et 8(S,) < ¢/> Selon N°I(5) on a done
S (Rn X Sn) < dott (@,0)e (Ra X Sy (C G, c. q. . d.

On voit ainsi que chaque ensemble ouvert situé dans le pro-
duit de deux espaces métriques séparables est une somme dénom-
brable d’ensembles ouverts dont chacun est un produit de deux en-
sembles ouverts.

En cas olt les espaces U et 1/ ne possédent pas de base, on
ne peut qwaffirmer (en raisonnant comme auparavant) qu'un sous-
ensemble ouvert du produit est une somme (dénombrable ou non) de
produits d’ensembles ouverts.

iX Dimension du produit Y). X et Y étant denx espaces
métrigues séparables, on a dim (:\\' X ) < dim X+ dim?Y.
En outre, si dimg\ =0 =dim,l, on a dimegEnL X Y)=0.

Posons dim,\ =m et dimpl/=n. Il existe donc deux en-
sembles ouverts R et S tels que

asR, &R <e¢h dim[FrR]<m—1,
beS, &(S)<eh, dm[Fr(S)]<n~—1
D’aprés N°I (3) et (5) il vient: ’
(@) Fr(RXS)=Fr(R)XS+RXFr(S) et B(RKS)<e.

) K.Menger, Dimensionstheorie, p. 246.
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En outre, en cas ot m=0=r, on a dim[Fr (R)] = — 1 =
= dim [Fr (S)], d’oit Fr (R)=0="Fr (S), donc Fr (RX S) =0. Ainsi,
R X S étant un entourage du point (z, ) de diamétre arbitraire-
ment petit et dont la frontiére est vide, on a dima, (X X ) = 0,
ce qui prouve la deuxiéme partie du théoréme.

La premiére partie en étant une conséquence dans le cas oil
dim XX = 0 = dim /, procédons par induction. Admettons que notre
théoréme soit vrai pour chaque couple d’ensembles X et Y tels que

~dim X +dim Y<dim X +dim /=%, Comme dim [Fr(R)] +dim S <
<(m=1)+n<k—1, on a par hypothése dim [Fr (R) X §] <k — 1
et, d'une facon analogue, dim [R X Fr SN <k—1, 1l en résulte
(§ 22, I, cor. 1) que dim [Fr(R)X S+RXFr(S)|<k—1, doli en
vertu de (i) dimg, (¥ X /) < k. Done dim (X X 9 <L k. :

Remarques. 1) Dans le théoréme précédent linégalité ne peut pas étre
remplacée par Pégalité. M. L. Pon trjagin?') a défini, en effet, deux en-
sembles 2-dimensionnels dont Je produit cartésien est de dimension 3.

Dans le méme ordre d’idées, on a le théoréme de M. H urewicz, d’aprés
lequel le produit de 7 espaces compacts 1-dimensionnels est n-dimensionnel 2).

2) La deuxitme partie du théordme ne ge laissé pas généraliser sur
n>>0%. Considérons, en effet, le produit de I'ensemble des nombres réels par
un ensemble formé du nombre 0 et d’une suite d’intervalles disjoints convergeant
vers 0 du cdte gauche. La dimension de ce dernier ensemble s’annule au
point 0, tandis que le produit est a Porigine des axes de dimension. 2.

- X. Projection. En faisant correspondre 4 chaque point
(%, y) du produit % X Y son ,ordonnée* y, on définit une fonction
dite projection paralléle & Paxe <X (cf. § 2, ITI). Cette fonction est
continue: en effet, sila suite (%n, y») converge vers (x, ), la suite y,
converge vers j.

En outre, la projection d'un ensemble ouvert est un ensemble
ouvert. Soit, en effet, Z un ensemble ouvert dans X X /. On a

Z:Z-%' Y*=2[Z-Y*] (= somme des intersections avec les

Yy Sur une hypothése fondamentale de la’ théorie de la- dimension, C. R.
Paris, t. 190 (1930), p. 1105. '

. ®) Ueber den sogenannten Produbtsats der Dimensionstheorie, Math. Ann. 102
(1929), p. 306,
B ) Dans cet ordre di
ger, Bemerkungen iber dim
Fiz. 37 (1930), p. 78.

dées,k quelques énoncés ont 6t6 trouvés par M.Men-
ensionnelle Feinstruktur und Produktsatz, Prace Mat.-
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yverticales“). La projection d’une somme étant la somme des pro-
jections (cf. § 3, II, 1a), la projection de‘Z est la somme des grpx-
jections des ensembles Z-:f*. Or, Z-7* étant ouve?t d.ans %
sa projection est ouverte dans 2y (voir N°III). La projection de Z
est donc ouverte, comme somme d’ensembles ouverts.

Ceci peut s’énoncer aussi de la facon suivante (cf. §, 2, V, 3)
étant donnée une fonction propositionnelle o (x,y) telle que Uensemble

E o (x,y) est ouvert, lensemble [ 3 © (x,y) est également ouvert.
7 v "

xy

XI. Image de I'équation y = f(x). Soit f(x) un’e foncti(/mf
qui transforme I’espace X en un sous-ensemble dfs l(?spei_ce jlj:
Considérons I'ensemble I des points (x,y) du produit XX/ qui
satisfont & ’équation y = f(x). En symboles: 1-—;5’ [y = f(x)].

1) Lespace -lf étant séparable et dense en sof, l’hypot/?e‘se que
Pensemble XX X f — I est de [-re catégorie au ;zamt (x, ) zr?zplzqzlze
que soit X est de I-re catégorie au point x, soit “if lest au point y ).

Conformément & ’hypothése (et & la remarque fiflale dg N° VIII.),

il existe deux ensembles G et /7 ouverts dans X et Y respect}—
vement, tels que xe G, yeH et que (G X H) — ] est de ’I-re.cate-
gorie. Si l'on suppose que X' n'est pas de I-r:e ce}teg_orxe . au
Ppoint x, I'ensemble G n’est non plus de I-re catégorie; il ex’lste
donc, d’aprés le cor. 1 du N°V, un point a dans ’G tetl que lffri- ‘
semble Y- (GXKH)—I=(@X H)~—1 est de I-re categor-le dans Y :
)r, cet ensemble ne différe de (a X H) que par un point m} plus:
1otamment par le point [a, f (@)]; ce point étant par hypothes‘eﬁl’l;l
point d’accumulation de -if% donc un ensemble non—de’nse dansu =Y )
Pensemble (@ X H) y est de I-re catégorie. Par conséquent (N°III),
H est de I-re catégorie dans 7. Cela prouve que %Y est de I-re
catégorie au point y. : o

En particulier, si I'on suppose que les espaces X et U ne
sont de I-re catégorie en aucun point (par ex.” que ce ’son’f des
espaces complets), le complémentaire fle l n’est de I-re 'c’at’egorle en
aucun point. Si, de plus, Uensemble | _]ouft dfz la propriété de Bm;e
(ce qui a lieu, en général, dans les applications), il est da I-re caté-

1 les analytiquement et les en-
1y Cf. ma note Sur les fonctions représentab .
sembles) de premiére catégorie, Fund. Math. 5 (1924), p. 84 et la note citée de
de M. Ulam et de moi, Fund. Math. 19, p. 250.
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gorie, comme complémentaire d’'un ensemble jouissant de la pro-
priété de Baire et qui n’est de I-re catégorie en aucun point?)
(cf. § 11, IV, cor. 2).

2) Sila fonction f est continue, l'ensemble I est homéomorphe ¢ ‘Y.

En faisant correspondre 4 x le point [x, f (x)], on définit une
fonction biunivoque et continue, puisque la condition lim X, =
entraine lim [x,, f (x.)] = [x, f (x)] et la transformation inverse est
continue, car elle est une projection. :

3) Ltant donnée une fonction f définie sur un sous-ensemble
Ade X, si f est continue au point x et le point (x,y) appartient
alona Y =/[(x). Dune facon plus générale: & (I YY) L o (%),
ol o (x) désigne loscillation de la fonction J au point x (done, si
w(x) =0, il existe au plus un y tel que (x, y)e]).

Soient, en effet, (x,y) et (x, y) deux points appartenant 2
[-y* 11 vient (x,y) = lim [xy, f )] et (x, ¥ = lim [, £ ()],
Il existe par conséquent dans chaque entourage £ de x un x, et
un £, doit f(x.)cf(E) et f(x)ef(E). On en conclut que
SLAEN 2> | (o) = f ()| et que w (¥) = min & [f (E)] 2 |y — 3],
ce qui entraine I'inégalité a démontrer.

4) Si l'espace !f est dense en soi et la fonction f est ponctuellement dis-
continue, I'ensemble I est non-dense.

En effet, si / n’est pag ‘non-dense, / contient un ensemble ouvert non
vide (G X H, ol G est ouvert dans -\ et A dans U Sixe G, lensemble .« 3 H,

comme ouvert dans /- (]f", ne se réduit pas & un seul point. La fonetion f est
done selon 8) discontinue en chaque point de G.

XIl. Diagonale. Lorsque les ensembles X et ¥ sont des
sous-ensembles d’'un méme espace, nous appelons diagonale du
produit X X Y T'ensemble des points ayant I’abscisse égale a I’or-
donnée: f' (x = y).

On xfoit aussitét que la diagonale du produit cartésien X X Y
est homéomorphe & la partie commune X Y des ensembles X et Y.

En outre, la diagonale est un ensemble fermé dans X X Y, -

Dans le cas particulier, ot ' = Y, la diagonale est homéo-
morphe & chacun des axes.

') Sans supposer que / jouit de la propriété de Baire, / peut ne pas
- &tre de I-re catégorie; cf. Fund. Math. 5, p. 85.
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§ 24. Produits cartésiens dénombrables.
L Généralités. Rappelons!) que le produit
PXi=X, XX, X X%
i=1 '

est par définition I'ensemble des suites 3=[;, 3% ey 3] 0t 37 X
Le diametre de. chaque espace \; étant supposé inférieur
a 1 (ce qui ne restreint point la généralité, puisque chaque espace

- est homéomorphe a un espace borné, cf. § 15, V), la distance dans

le produit est définie par la formule '3 —y|= Y 2|3 — .
i=1

On en conclut que la suite {3,), on 3= [ 30 e s iny -], COD-
verge vers ;= [3}, 3% ...,3,..], lorsquon a la convergence ,par
colonnes®, c. & d. que la i-éme coordonnée du point variable tend
vers la i-me coordonnée du point limite. En symboles:

{3 =lim 3} =[] { =1lim 3.}.
N=—=ox 1 N—oc

Il en résulte aussitét que, pour tout { fixe, le terme 3/, consi-
déré comme fonction de 5 en est une fonction continue.
Une autre conséquence immédiate est Phoméomorphie des

produits P et (X, X..X X)X P (loi ,associative®).
=1 i=n41

Il. Régles de calcul.

0 Pai=P @ @ of Paj=35E
(iil) 3 est un point intérieur du produit [—:; Ay, lorsque pour chague i
i est un point intérieur de A; et lorsgm’on2 _a, enoutre, Ay=\y pour k
suffisamment grand. ’ .
ad (i). Onaleséquivalences suivantes{g e ,P (A})}s-{ ]17 ye A—:‘}—;——».

{il existe une suite 3, telle que n [3=lim 3.] et Tl A, c.ad.

telle que 3 =lim3, et [] [5,, e A‘f]} = {\ e P (Tél—,)}
ﬂ=°‘? n H 1

) Voir § 2, § 14, IV et § 15, VL
C. Kuratowski, Topologie I. ‘ 10
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ad (i). On.a, pour j et 1 extraits de 1]) (A:):
i—vl =227 |3 —y'[ <2278 (4,

oo

8 ( i; Ai)=maX|6—1) | <-Z1 2718 (4)).
i=1 ) =

D’autre part, il existe pour chaque €> 0 deux suites 3 et
telles que |3 —y'|> 8 (A4:) — ¢, d'on

o(Pafsti-vizFemuy —a=Je @ e
i=1 £ = ‘
ad (iii). Si jeInt (P A,-), il existe un €>0 tel que, pour

[y—3/<e on a ye?A. Cette inégalité est satisfaite, §'il
H

existe un 7 tel que |y’ — 3'| < ¢/, pour i < n et 277 <¢gf, (po{ur i>n
on ne fait aucune hypothése sur y’). Cela veut dire que chaque
sphére de centre 3’ et de rayon < ¢/, est conmtenue dans A; si
i=1,..,n etque Ax=N, si k>n. :
Inversement, si I'on suppose que 'on a Ay =2\ pour E>n
et 3 eInt (4;) pour i < n, il existe un €>0 tel que la condition
|y — #| < e entraine y e A;.pour i < n. Chaque sphére de centre 3

et de rayon <¢/,” est contenue alors dans /2 A;, d'ou 3eInt (!3 A,) .
1

II. Invariants. 1Y). Pour qu'un produit |’ A; d'ensembles
’ . i

non wvides' soit respectivement fermé ou dense, il faut et il suffit
que tous les facteurs A; le soient également. Pour que ce produit
soit owwert, il faut et il suffit que tous les facteurs le solént et que
lon ait A; =; pour i suffisamment grand.

On a, en effet, d'aprés (i) et § 2, II, 4b:

{P’,Z;zp Ai}g{i]»@:!:m,}aji‘] (A= A
{Pa=Pxg={P a&=Puj=[1{4=%)

ot la deuxidme partie de Pénoncé 1 résulte de (iii).
| .

) Cf.la Thése citée de M. Kunugui (611. 11, ,composition‘f des espaces).
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2. Le produit P X; est toujours dense en soi et d'une puis-
H

sance 2> ¢ (sauf le cas ol pour { suffisamment grand X; se réduit
4 un seul point). Car chaque point ; est limite de la suite {3n}
ol les coordonnées de 3, ne différent de celles de 3 que par la
n-iéme (si X, se réduit au point 3", on pose 3 =3".

8. Pour que le produit P A; soit un ensemble frontiére, il

faut et il suffit que ou bien un des facteurs soit un ensemble Jfron-
tiere, ou bien qu'on ait A;s=X; pour une infinité de valeurs de i.

C'est une conséquence directe de (iii).

N

La condition que PA; soit non-dense equivaut a celle . que
i

Pensemble PA;= PP A; soit un ensemble frontidre, donc que ou
L 1

bien un des ensembles A; soit non-dense, ou bien qu'une infinité
des A; ne soient pas denses dans ;.

Si un des ensembles A; est de [-re catégorie, le produit PA;
i

I'est également. Si tous les ensembles A; jouissent de la propriété
de Buire, leur produit en jouit également.

Car, en supposant que A; = } N, oit N, est non-dense, on a

n==1
Pai= ZI (Na X Ay X Ay X ..), oll chaque sommande est non-dense.
i n=

Pour prouver la deuxiéme proposition, on pose (cf. § 2, 11, 6a):
PA; =[] (0 X oo X Nimg X 4; X X1 X ) et on tent compte de
i i=1 ’ .
Iinvariance de la propriété de Baire par rapport a Popération

[] et & la multiplication cartésienne par un axe (voir § 11, 111, 3,

i=]

\§ 23, VII et la remarque finale du N°I).

Il est & remarquer que le produit dénombrable peut &tre non-dense
(donc de I-re catégorie et & propriété de Baire) sans qu’aueun des facteurs
jouisse de la propriété de Baire (ce qui seraii impossible dans le cas du pro-
duit fini; voir § 23, V et VI): par exemple, X; = intervalle 01 et A; =un en-
semble dépourvu de la propriété de Baire, situé dans I'ititervalle 0,1/5.

IV. Base de l’espace. En établissant la proposition II (iii),
nous avons montré que chaque point intérieur 3 d’un ensemble 3
situé dans \; X X, X ... appartient 4 un sous-ensemble ouvert de 3
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de 1a forme G, X ... X Gu X Npy1 X Nppa X ... ot G; est ouvert (no-
tamment, si la sphére de centre 3 et de rayon ¢ est contenue
dans 3 et si l'on assujeitit » 4 la condition 2f”<€/2, on peut
prendre comme G; une sphére ouverte de centre 3 et de rayon €/2).

Donc, si &; a pour base la suite Ri, Ry ..., les ensembles de la
forme R, X R, X . X R, X g1 X Npgs X o (avec n variable)
constituent une base dénombrable de l'espace (; X Xp X .., -

. Une autre conséquence en est que la projection d’un ensemble
ouvert sur un axe est un ensemble ouvert qui, sauf pour un

-

nombre fini d’axes, est identique & cet axe.

V. Espace \X, L'espace \¥ est homéomorphe & \" X X%,
a AR X AR of @ (RN,

L’homéomorphie de X et de X" X QK étant évidente (voir
N°I), considérons d’abord le cas ot le point w = (3, 1) varie dans
Pespace VXX YK, On a les équivalences suivantes: {lim w,=1}==

n=oa

. i i . i i
= {lim 3, =3 et lim v, =y} E{H (lim 3n=13) et H (lim Ve =1y
n==c< n==co =oe -

Faisons correspondre & Plélément w de l'espace (Yo X (X
Pélément f (w) = [34, vY, 3%, 1% ...y 35 VY, ...] de Pespace XX,

Chaque point de I’espace S(X est évidemment une des va-
leurs de cette fonction. En outre, d’aprés les équivalences qui
précédent, I'égalité lim w,=w équivaut a lim f (W) = f (w), ce qui

n=oe n==eo

veut dire que les espaces -\¥o X (XX et O®» sont homéomorphes.

Nous allons établir 4 présent 1'homéomorphie des espaces
(XRY® et XKe, Soit = un point variable de 1'espace (:\®e)®o. Done
m=[x], @, .., %, ..] ol o e XK, Par conséquent wf=[r’!, a2, . =i, ]
o =i e X, ‘

Rangeons la suite double {i,j} en une suite simple, par ex.
suivant la grandeur de I+ (1,1), (1,2),(2,1), (1,8),... La fonction
fm) = [=b], ol? =l a3 ] établit 'homéomorphie demandée, car
{lim 7, ==} =[] {lim 7y =} =[] {lim ) =nid} = {lim f (n,) = f (x)}.
n=ca i n=ee ij =oa * n==eo

Remarques. Nous avons vu au § 14, V que chacun des trois
espaces: l’ensemble parfait non-dense ¢ de Cantor, I’ensemble /T
des nombres jrrationnels et le ‘cube fondamental 98« de*Hilbert, sont
de la forme XX, On n’altére donc pas leur type topologique,
en les élevant a4 la puissance 7 ou ¥,.
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Chaque espace 0-dimensionnel (séparable) étant contenu topo-
logiquement dans I'ensemble C de Cantor (§ 21, IV) et ’ensemble C¥.
étant de dimension 0, le produit dénombrable d’ensembles 0-dimen-

" Sionnels est O-dimensionnel.

VI. Fonctions continues. Nous avons déja va (§ 14,1IV)
que pour qu'un point d’'un produit dénombrable varie d'une facon
continue, il faut et il suffit que ses coordonnées varient de la
sorte. On en conclut que, éfant donnée une suite (finie ou infinie)
de fonctions continues fi(x) qui transforment X; en Uy, le produit

P X se trouve transformé d’une fagon continue en Uy, Si on fait
T i .

correspondre au point 3=[3%,3%, ...] de P X; le point f (3)=[f,(GY), £(3D), ...]

de | Uji. Car la condition limj, =3 entraine lim =73, doit
1

n=oa n=ca

limfi(,gf,) =f,-(5’), de sorte que la i-8me coordonnée du point F(Gn)
N=ococ R

tend vers la i-2me coordonnée du point f (3).

Il en résulte en particulier que, si Pespace “If est une image
continne de lespace X, lespace )j* est une image continue de ("
et YR Plest de X,

Rapproché du N° précédent, cet énoncé nous conduit au thé-
oréme fondamental suivant:

Théoréme ). Le cube n-dimensionnel J*, ainsi que le cube I%
de Hilbert, sont des images continues de l'ensemble @ de Cantor.

Considérons ce théoréme d’abord pour n=1. Or, x étant un
point de I’ensemble C, on a xz—gi + ;"Z + ... +;—':l + v (€m =0 ou 2).

c e :
“ 4., on vérifie facilement que

Ly, Gy
En posant f(x) =5 + 5 4+ Py
la fonction f est continue et que f(€)=0.

Ceci étant, on conclut de I’énoncé précédent que les en-
sembles " et % sont des images continues respectivement des
ensembles (7 et %, homéomorphes & C (d’aprés la remarque du
N°V).

Corollaire 1. Chaque espace assujetti aux axiomes | — V (donc:
chaque espace métrique séparable) est une image continue d’un espace
O-dimensionngl (contenu dans lensemble C de Cantor).

) Cf.H. Lebesgue, Journ. de Math. (6) 1 (1905), p. 210. °
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Car d’aprés le théoreme d’Urysohn (p. 104) chaque es-
pace de ce genre est homéomorphe & un sous-ensemble de (¥,

Corollaire 21) (théoréme de Peano généralisé). Les cubes
On et IR sont des images continues de Uintervalle 9.

Soit, en effet, 3 = f (x) une fonction continue qui transforme
C en 9" ou en O¥, La i-éme coordonnée de 3 est donc une
fonction continue de x: § = f; (x), dont les arguments appartien-
nent & ¢ et les valeurs & Y. En la définissant linéairement dans
les intervalles contigus & ¢, la fonction ;= f (%) = [fi(x), /,(x), ...]
se trouve définie pour chaque xe9. Sa continuité résulte de
celle de f ‘

VII. Diagonale. Etant donnée une suite d’'ensembles.X;, X, ...
qui sont des sous-ensembles dun méme espace, la diagonale du produit
X, X X, X ... est, par définition, lensemble des points ayant toutes
les coordonnées identiques (c. & d. ensemble des suites de la forme
Xy Xy eey Xy L) ;

On vérifie facilement que la diagonale de Pensemble |° X;.

=]

i=1

est fermée dans |° X; et homéomorphe ¢ [] X..
fe=1

VIII. Convergence uniforme., Par définition, une suite
de fonctions {fu(t)} est dite uniformément convergente vers la fon-
ction f(t), lorsqu’a chaque € > 0. correspond un 7. tel que lon
ait | f () — fu(t)| < e pour n> ne, quel que soit £

Supposons que les valeurs de la fonction f.(f) appartiennent a
Ny X Xy X ..., notamment que fu(t) = [fa(t), fa(t), ..] ot fi(t) € Xu.

Pour que la suite des fonctions f.(t) converge uniformément vers

la fonction f(t), il faut et il suffit que, quel que soit i, la suite

ff(t), f;(t), . converge uniformément vers fi(f).
La condition est nécessaire, car linégalité
entraine 27| f(¢) — fu(t)| <|f (&) — fu(®) | < e.
Elle est aussi suffisante. Soit, pour un e donné d’'avance,
m.un indice tel que 2~ < e. En vertu de la convergence uniforme

des suites {fi(£)}, ..., {fn(®)}, il existe un indice 7' tel que lon

F@&—f@)<e

), G.Peano, Math. Ann. 36 (1890), p. 157 et H. Lebes gue, l: cit. B
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ait pour tout n>n' fi(t) — fit)|<e, quel que soit ¢ et quel
que soit i << m. 1l vient donec

|FO—F =22 FO—fi) |+ 52| FO~fiO) | < e+ 2m<2e,
ce qui exprime la convergence uniforme de la suite {f.(£)}.

IX. "Un théoréme sur les ensembles ;. Désignons, comme
d’habitude, par ¢¥- P'espace de toutes les suites de nombres réels.
Théoréme. Q étant un ensemble G situé dans un espace mé-
trigue X, il existe une fonction continue y = f(x) définie sur
cet ensemble, dont les waleurs appartiennent & X et dont limage
I=F [y=f(x)] est fermée (dans le produit X X ¢&).
Xy

Par hypothése Q = G,-G,-... (partie commune d’ensembles

ouverts). Posons F; =X — G;, fi(x) = 1 pour xt Gy et
o (x, F) ’
faisons correspondre 3 chaque x ¢ Q la suite f;(X), f2(x), ..., consi-

dérée comme le point f(x) de espace (X,

La fonction p (x, F;) étant continue (§ 15, IV (5)) et positive
pour x ¢ G, la fonction f;(x), et par conséquent (§ 14, IV) la fon-
ction f(x), est continue en chaque point de Q.

Afin de prouver que I’ensemble / est fermé, supposons par

impossible que lim x, = x, que lim f (x,) = y et que le point (x,y)
fl==o0

n=oa

n’appartienne pas a /. Il en résulte que x n'appartient pas a Q,

-car Dégalité lim x, = x-implique pour x ¢ Q que lim f (x,) = f(X),
Ni=oa

dott y=f(x)et (x,y)¢cl
La formule xe X — Q établie, il existe un indice i tel que
x ¢ Fi, done que ¢ (x, F;) =0. La continuité de la fonction p (x, F})
entraine lim g (X, ;) = p (X, F;) =0, de sorte que lim f;(x,)=oo,
N==oc N=co

contrairement & Phypothése que lim f (x,) =y, qui implique que
N==oa .

lim fi(x,) est un nombre fini, comme ,coordonnée” de j.

n=eo

Corollaire '). Chaque ensemble G situé dans un espace métrique
X est homéomorphe & un ensemble fermé situé dans X X E¥,

) On trouvera une application importante de ce corollaire dans la
théorie des espaces complets (§ 29).
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Car 'Q est homéomorphe 4 / d’aprés § 23, XI, 2.

Remarque. Dans le cas particulier o0 Pensemble Q ‘est une
différence de deux ensembles fermés, Q = A — B, on peut remplacer
dans le théoréme et dans le corollaire Pespace ¢X par lespace &

des nombres réels'). On pose notamment dans ce cas f(x)= ~(7 1"8_)
\ p(x,

§ 25. Limites inférieure et supérieure.

I. Limite inférieure ?). Définition. Le point p appartient i la
limite inférieure de la suite d’ensembles A,, A,, ..., en symboles:
p e Li Ay, lorsque chaque entourage de p admet des points communs

Nn=oo
avec tous les A, & partir d'un n Stg”fisammént grand.
Bien entendu, le terme ,entourage” peut étre remplacé par
»entourage ouvert”, ainsi que par ,sphére de centre p”.
La formule peLi A, (o0t An5~ 0) équivant aussi & lexistence
e ,

d’une suite de points p, telle que p =lim p, et pue A, ou encore
n=ce N |

& Pégalité lim p (p, A,) = 0.

En effet, si peLi A, et si S, désigne la sphére de centre
p et de rayon !/m, il existe un indice kn tel que I'on a'S,- A, == 0
pour 7 > k,. De plus, on peut supposer que &, > En_1. La suite
PisPyees OU prneSp Ay pour kp << n<kniy, converge vers p,
car |pn —p|</m. '

Exemples. Si A, se réduit 4 un seul point Pp oon a Li A, =1im p,
quand ecette derniére limite existe, et Li A,=0 en cas contraire; car ici
P A)=p—p,|. :

Une sunite de rectangles ayant une base commune et dont les hauteurs
diminuent indéfiniment a cette base pour limite inférieure. '

) Cf. la note de M. Sierpifiski et de moi Sur les différences de deux
ensembles fermés, Téhoku Math. Journ. 20 (1921), p. 28.

%) Les notions de limite inférieure et supérieure sont dues & M. Pain-
levé (Cf C. R. Paris 148 (1909), p. 1156 et les indications A ce sujet chez
M. Zoretti, Journ. de Math. (5), 1 (1905), p. 8). M. Hausdorff les
appells ,unterer (oberer) abgeschlossener Limes®. Il ne fant pas les confondre
avec les ,ensembles limites restreint et complet® au sens de la Théorie g é-

nérale des ensembles:;(A,l-An,*_l-AnH-...) et L—[ (4, +Apyt+ Appat )
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I Calchl. On a les régles suivantes:
1. Lid,=Li A, =Li 4, 2. A, B, entraine 1i A, LiBa.
8. LiA,+LiB,C Li(4,+ By). 8a. 3 Li 4.(¢) CLi (;S‘ An(t)),'
i {

4. Li(An-Bn) C(Lidn)- (Li B;). 4a. Li ([] An(z)) C [] Li At).

5. Siky<ky<..,LiA, CLids,. 6. Si A, =4, Li A= 4.
7. On nraltére pas Li A, en altérant un nombre fini des A,.

8. ” A, C E (Arl'Arl+1 ’An+j; WD CLiAa.

En effet, si g Li 4, et G estun entourage ouvert de g, il existe
un point p e G-Li A, Done, & partir d’un certain 7, on a G- A4, == 0,
d’ot1 g £ Li A, En outre, /7 étant ouvert, 'inégalité H- 4, # 0 équivaut
a H-A,=0; par suite Li 4, = Li A,, don la formule 1.

Les formules 2, 5 —7 résultent directement de la définition,
tandis que 3—4a sont des conséquences de 2 (cf. § 4, III). Enfin,

n=m

ona [] An (C Li An, doty, selon 7, [ A, (C Li Ap, ce qui entraine 8.
n=1 .

Il Limite supérieure. Définition. Le point p appartient
& la limite supérieure de la suite d'ensembles A,, A,, ..., en symboles:
p e Ls Ay, lorsque chaque entourage de p admet des points communs

N==oo

avec une infinité des ensembles A,.

On montre par un raisonnement analogue é_ celui du N°I que.
cette condition équivaut & l'existence d'une suite de points py, telle

que ky <k,<.., p=limps, et pe, éAkn, ou, ce qui revient au
méme, & ['égalité lim infp (p, A,) = 0.

Exemples. Solent {rn} la suite de tous les points rationnels et 4, Pen-
semble composé du point 7, seul; Ls A4, est ensemble de tous les nombres

réels. Dans Vexemple des rectangles considéré au N°I on a Ls4,=Li4,

1IV. Calcul. On a les régles suivantes:
1. LsA,=Ls A, =Ls A, 2. A, B, entraine Ls A,(C Ls Ba.

3. Ls(An+B.)=LsA,+LsB. 3a. ;’ Ls Aut) C Ls (72 A,,(t)).

4. Ls (4. By) (C(Ls An)-(Ls By). 4a. Ls ([] An(t)) C[tI Ls An(8).
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B, Sik <k <.,LsAp,(CLsAn 6. SiA,=A4, LsA,= :
7. On w'altére pas Ls Ay, en altérant un nombre fini des A,.
8 1)» Ilsd, = n Ap+ An-]:r:f:m” C :27;1

n n

La formule 1 se démontre comme II, 1. Pour prouver la
formule 3 (o0 Ls ne peut pas étre remplacé par Lil!) posons
p=1imps, et py, e (As,+ Br,). On a donc pour une infinité d’in-
dices &, soit constamment p, e Ax, soit constamment py, ¢ By,

Dans le premier cas psLs A, et dans le deuxiéme p ¢ Ls B,.
' Les formules 2—4a sont des conséquences directes de 3. Les
formules 5—7 résultent facilement de la définition.

Passons & la formule 8 (on ne connait pas de formule analo-
gue pour Li A,). Soit peLs A, Done p=limps, et Pk, € A,
Comme &, > n, il vient pr, € 4; + Aipq -+ ... pour n>i. Par congé-

quent ped;+ Ay + .0, quel que soit i
Inversement, si p nappartlent pas a Ls A4,, il ex1ste un en-
tourage G de p et un indice m tel que I'on a GA, =0 pour n>m,

Par conséquent p n’appartient pas & A, + Apys + ...

V. Relations entre Li et Is. On a la formule
1, LiAn=]]Ls Ar, C X Li As, =Ls 4,,
ol H et 2 s’étendent sur toutes les suites {ks} croissantes.
Car, d’un‘e part, d’aprés II, 5 et IV, b:
Lids CITLi 4, CI]Ls Ay, ot S Lidy,CJS Ls As, C Ls 4,

et d’autre part: 1° si p non-¢Li 4,, il existe un entourage Gdep
et une suite &, <k, <.. tels que I'on a GAw,= 0 pour chaque #;
par conséquent p non-¢ Ls Ar,y; 2° sipels Ay, 11 existe une suite py,
telle que ps, e Akn et p =lim ps,; par conséquent p e Li Ak

2 Li An—Ls By C Li (Ar — By).

< En effet soit p ¢ (Li A»— Ls B,). Donc p=1lim p,, p.c A, et,
comme p non-Ls By, on a p, non-< B, & partir d’un n suffisam-
ment grand. Donc p, € (4, — B,) et par suite p e Li (4, — B,).

) F.Hausdorff, Grundzlige der Mengenlehre, p. 237 (4).
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V1. Limite. La suite densembles {A,} est dite convergente
vers lensemble A, en symboles: A =1Lim A, ), lorsque 1Li A,=Ls 4n.

n==co NnN=oo Nn=oa
Dans le cas particulier ot Pensemble A, se réduit & un seul
point p,, la suite A, est convergente, soit lorsque lim p, existe
(et alors I’ensemble Lim A, se compose du point lim p, seul), soit
lorsque la suite p, ne contient aucune sous-suite convergente (et
alors Lim A4, = 0).
On a les régles de calcul suivantes (dans 1—b5 les suites A
et B, sont supposées convergentes):
1. Lim A,=Lim A, = Lim 4,
2. An C Bn entraine Lim A, C Lim B,
2a. Les conditions pnpe A, et p=1lim p, entrainent p e Lim An.
3. Lim (4, + Bx) = Lim A, + Lim B,.
4, Si kR <ky<..,LimAp,=LimA, 5 Si A,=4, LimA,=A4.
6. On r'altére pas la limite (ni la convergence) dune suite, en \
altérant un nombre fini de ses termes.

7. Si A, C 4, C .., on a Lim 4, =23 A,

8. SiADAD .., on @ Lim A, =[] Zs.

Les régles 1, 2, 5 ot 6 résultent directement des régles cor-
respondantes des NNCII et IV. La régle 2a se déduit de 2. Les
régles 3 et 4 résultent des formules:

L (An-+Br) =Ls A+ Ls By =Li Art Li Bn C Li (Ant-Ba) C Ls (AntBn),
Lim A, =Li 4, C Li Ax, C Ls Az, C Ls A, = Lim 4,.

L’hypothése de la proposition 7 implique que An= A, Apgt ey
dott Y Ap =2 (An Anis-...) et selon II, 8 et IV, 8
n n .

ZA,;CLiAnCLsAnC%’An.

1) (111’11 ne f'mt pas confondre avec Limes A, au sens de la Théorie

ne=oo
générale des ensembles voir § 18, VI, 8 et p. 152, renvoi 3.
- .
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D'une fagon énalogue, I’hypothése de la proposition 8 im-
plique que A, = A, + Apy1+ ... et il vient

14, CLiA,=LiA,CLs Av=[] 4

VII. Relativisation. E étant un ensemble donné, la limite
inférieure relative 3 £ d’une suite de sous-ensembles 4, de E est
Pensemble de tous les points p de E tels que, G désignant un en-
semble ouvert quelconque contenant p, on a I'inégalité GEA, == 0
pour tous les n suffisamment grands. On en conclut aussitt que
la limite inférieure relative & E coincide avec l'ensemble E-Li A4,.

D'une facon analogue, la limite supérieure relative & E coin-
cide avee E-Ls A, et la limite relative & E avec £ -Lim A4,

VIII Y). - Théoréme de Bolzano-Weierstrass généralisé.
Chaque suite d’ensembles contient une sous-suite convergente?).
Soient R;, R,, ... la base de l’espace et 4,, A,, ... la suite d’en-

sembles donnée. Définissons les ensembles {47} de la facon sui-
vante: 1) AL = A4;, quel que soit 4, 2) s’il existe pour un z>1

une suite k; <k, <..telle que R,'Ls A% =0, posons Af = Ai™"

(le choix de la suite {&} est arbitraire), 3) si aucune suite de ce
genre n’existe, soit A7 = A/
Nous allons montrer que la suite D, = A est convergente.

Supposons, par contre, que Ls D,==Li D, Dlaprés V, 1, il

‘existe alors une sous-suite Djn telle que Ls Djn = Ls Dy. Les deux

derniers ensembles étant fermés, il existe un R, tel que

La suite {Djn} est une sous-suite de la suite {D,} et celle-ci est,

4 partir du (m — 1)-iéme terme, une sous-suite de la suite {A?’"i},
ot Z=1,2,.. On en conclut en vertu de (i) que le cas 2) de la dé-

1) Dans ce N° I'espace est supposé séparable.

%) dont la limite est vide ou non. Voir F. Hausdortf, Mengenlehre,
p. 148, C. Zarankiewicz, Fund. Math. 9 (1927), p. 124, P. Urysohn,
Verhandl. Akad. Amsterdam 13 (1927), p. 29. Cf. aussi T. Wazews ki, Ann.
Soc. Pol. Math. 2 (1923), p. 72 et Fund. Math. 4 (1928), p. 229; R. G. Lubben,
Trans. Amer. Math. Soc. 29 (1928), p. 668.
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finition est réalisé lorsqu’on y remplace 1 par m. Par conséquent
Rn'Ls A7 =0. La suite {D,} étant (abstraction faite de ses m

[E=125Y
premiers termes) une sous-suite de {47}, i =1,2, .., il en résulte
que Rn-Ls D =0, contrairement & (ii).

Corollaire 1. On a Li A, =[] Lim A, et Ls Ay = 3 Lim Ag,,
ot []' et 3 sétendent & toutes les sous-suites Ay, convergentes.

Pour établir la premiére égalité, il suffit en vertu de V, 1
de démontrer que, si prnon-¢Li A, il existe une suite conver-
gente A, telle que p non-c Lim Ag,. Or il existe par hypothése

un entourage G du point p et une suite A,-n tels que Aj”' G=0.
A désigne une sous-suite convergente de Ajn.
5 :

Passons & la deuxidme égalité. D’aprés V, 1 on a linclusion
> Lim Ag, C Ls A,. D’autre part, si p e Ls A,, il existe une sous-
suite Ag, telle que p e Li A, donc, comme nous venons de voir,

une suite convergente Ay telle que p srkim Ay C > Lim Ap,.

Corollaire 2. Si la suite {A,} ne converge pas vers A, elle
contient une sous-suite qui converge vers un ensemble différent de A.

" En effet, si on a Lim 4z, = A pour chaque sous-suite Az,
convergente, il vient (cor. 1): LiAn= A =Ls A, dott Lim A, = A.

IX. Famille E des sous-ensembles fermés non vides de Vespace .-

Cette famille est un espace L la notion de limite étant entendue dans le
sens de la définition du NO VI (l'espace X est supposé séparable). )

En effet, d’aprés VI, 4 et 5, les conditions 1° et 20 du § 14, I, sont vé-
rifiées. La condition 3° résulte du corollaire 2, qui précéde. Car,-{An} étant
une suite qui ne converge pas vers 4, il existe une sous-suite {Akﬂ} qui con-
verge vers un ensemble (vide on pon) différent de 4. Donc aucune sousg-suite

“de celle-ci ne peut converger vers A.

Remarque. Dans lespace E Taxiome III peut &ire en défaut.
s

Considérons, en effet, Pexemple suivant: Pespace X ge compose: 1) du ‘

1

TR - 141
nombre 0, 2) des nombres —n——}—;ou n=2 38 .., k=12.. etn +k <n-—1

8) du mombre 1, 4) des mombres 1—{—-1 . Soit 4 1a famille de tous les couples
n

?

.(3--}*-—1—, 1 —I——l). Chaque nombre de la forme 1—]—_1_ constitue alors un en-
n k n n
gemble-élément de A. Par conséquent, I’ensemble composé.du nombre 1 appar-

‘tient 4 A, tandis quwil n’appartient pas a A, Ainsi A¥F 4.
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X. Rapports a l'espace zﬂ‘. Il importe de remarquer que l'espace £

est entidrement différent: de lespace 27, métrisé par la ,distance” des en-
sembles (voir § 15, VII); le deuxiéme est toujours métrique, tandis que le
premier peut ne pas I’dtre; le premier est, comme nous le verrons, séparable,
tandis que le deuxiéme ne l'est pas toujours (voir § 15, 1X, remarque 2).

Théoréme ). E est une image biunivoque et continue de QQ (Cespace X est
supposé borné). :

Soit, en effet, lim dist (4

N==oa

n(e) tel que dist (4,, 4) <e pour tout n>>rn(e); en d’autres termes:

(1) pour chaque x: A4 on a p(4,, x) <e, quel que soit n>n (e),

(2) il existe une suite ¢, tendant vers 0 telle que _p (v, 4)<e,, quel que
soit vz 4,.

»A)="0. A chaque €>>0 correspond done un

Il s’agit de prouver que Lim A, = A, ¢.2 d. que 1° ACLi A4, et 2° Ls 4, CA.-

1. Soient xc¢A et G un entourage de x. Pour € >0 suffisamment petit il
vient d’aprés (1): G- A4,+0, quel que soit n>n(g).- Donc xeLid,.

2.  Soit, d’auntre part, x=Ls 4,. Donec xc;}i—,rlykﬂ ol Y, aAk”. D’aprés (2),
il existe un point ay, ¢ A tel que kan-— %, | <€, Commenlizxien =0, il vient
x =lim s d’oft x¢e A.

n=oo

Corollaire. L’espace E, ainsi que chaque sous-ensemble de cet espace, est sé-
parable (P’espace X est supposé séparable). )

En effet, X étant métrique séparable, soit 9{1 un espace totalement
borné homéomorphe i -X (§ 17, 1V, cor. 2). Comme espace défini d'une
fagon topologique, E' est homéomorphe & E; (en désignant ainsi Iespace

correspondant i ;). Or, I\ étant totalement borné, 211 est séparable

(p. 91)." L’espace E;, donc aussi E, étant une image continue de 2“\1, chaque
sous-ensemble de £, comme image continue d’un ensemble séparable, est sé-
parable (voir § 14, VI), c. q. £. d.

La notion de point d’accumulation, ainsi que celle de point‘de conden-
sation, étant des invariants des transformations biunivoques et continues (effec-
tuées sur des espaces .£*), le théoréme de ce N implique que 4 étant un sous-
ensemble indénombrable de E, chaque élément de 4, sauf une infinité dénom-
brable en est un élément de' condensation 2) et, en outre, que 4 contient
un ensemble dense en soi. Par conséquent, chaque ensemble A4 clairsemé
est -dénombrable (voir § 18, 1II et V). B

) F. Hausdortf, Mengenlehre, p. 149.
- ®) Cf. C. Zarankiewicz Fund. Math. 11 (1928), p. 129,
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E. Ensembles boreliens. Fonctions mesurables B
(8§ 26 — 28).

L'espace considéré dans les §§ 26—28 est supposé métrique.

§ 26. Ensembles boreliens.

I. Equivalences. Nous avons défini au § 5, VI la famille
des ensembles boreliens comme la plus petite famille F' assujettie
aux conditions:

1. chaque ensemble fermé appartient & F,

2. si XeF,ona (1—X)eF,

3. siX,eF,ona (X, X, .)eF,
oil la condition 3 pouvait étre remplacée par la suivante:

8. si XpeF, on a(Xy+X,+..)eF.

( Nous avons démontré, d’autre part, que dans chaque espace
métrique tout ensemble fermé est un G; et que, par conséquent,
tout ensemble ouvert est un F, (§ 15, IV). En s’appuyant sur ces
faits, nous établirons a présent le théoréme suivant?): la famille
des ensembles boreliens est la plus petite famille assujettie aux con-
ditions 1,3 et 3.

Désignons cette derniére famille par F”. 1l s’agit de prouver
que F = F".

Comme nous venons d’observer, la famille F satisfait aux
conditions 1, 3 et 8, de.sorte que F*( F.

Afin d’établir linclusion inverse, désignons par F° la famille
des ensembles complémentaires aux ensembles appartenant & F
La famille F° satisfait 4 la condition 1, car le complémentaire d’un
ensemble fermé est, comme ensemble ouvert, une somme dune
suite d’ensembles fermés; il appartient donc &4 F*. En outre, en
appliquant les formules de de Morgan, on voit aussitét que F°
gatisfait aussi aux conditions 3 et 8. Donc F*( F?, ce qui veut
dire que chaque ensemble appartenant a F* est le complémentaire
d’un ensemble qui appartient aussi & F*. Il en résulte que la
famille F£* satisfait & la condition 2. Donc F ( F™

1y Cf. W, Sierpinski, Sur les définitions axiomatiques des ensembles
mesurables (B), Bull. Acad. Cracovie 1918, p. 29. Pour une généralisation ap-
partenant & la Théorie générale des ‘ensembles, voir du méme auteur, Les en-
sembles boreliens abstraits, Ann. Soc. Polonaise de Math. 6 (1927), p. 51.
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II. Classification des ensembles boreliens. On prouve
par un simple raisonnement de la Théorie des ensembles?!) que
la famille des ensembles boreliens (donc la plus petite famille F
satisfaisant aux conditions 1, 3 et 3') est la somme d’une suite
transfinie (du type Q) des familles:

F=F,+F +.. +F,+..

telles que 1° F; est la famille des ensembles fermés, 2° les ensem-
bles de la famille F, sont des produits ou des sommes de suites
dénombrables d’ensembles appartenant & Fy avec ¢ <o, suivant
que o est pair ou impair (les nombres limites étant considérés
comme pairs). »
En remplagant dans la condition I, 1 le terme ,fermé” par
souvert” (cf. p. 23), on parvient a la classification suivante:

F=Gy+G +..+G,+..

ol 1° G, est la famille des ensembles ouverts, 2° les ensembles
de la famille G, sont des sommes ou des produits de suites dénom-
brables d’ensembles appartenant & G avec ¢ <o, suivant que « est
pair ou impair. '

Ill. Propriétés des classes F, et G,. Les familles F, avee
indice pair, ainsi que les familles G, avec indice impair, sont mul-
tiplicatives au sens dénombrable, c. i d. qu’étant donnée une suite
d’ensembles appartenant a4 une telle famille, leur produit appar-
tient encore & la méme famille. Les ensembles appartenant & une
famille de ce genre seront dits de classe o multiplicative. D’une
fagon analogue, les familles F, munies d’indice impair, ainsi que
les familles G, munies d’indice pair, sont addifives et constituent
la classe o additive. On voit ainsi que la classe « multiplicative

(additive) est constituée par les produits (sommes) d’ensembles de
classes < a?),

) Cf. F. Hansdorff, Mengenlehre, p. 85. Voir auséi W.H Young
Proc. London Math. Soc. (2) 12 (1918), p. 260.

*) Pour « fini, les ensembles de classe o multiplicative (additive) coin-
cident avec les ensembles F (ensembles 0) de classe « au sens de M. Lebes-
gue. Cf. aussi W. Sierpinski, Sur les rapports entre les classifications des

ensembles de MM. F. Hausdorff et Ch. de la Vallde Poussin, Fand. Math. 19
(1932), p. 257.
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Les classes & indices finis sont désignées comme suit:
F:o F’;a: F:B:r e s Ga: GB:: GE:B! e

Les propriétés suivantes des ensembles F', et G, (cf. §5 V)
s’étendent par induction aux classes 4 indices arbitraires.

Le complémentaire d’un ensemble de classe F, est de classe
G,. La somme et le produit d’'un nombre fini d’ensembles apparte-

‘nant 4 une méme classe appartient a cette classe. Tout ensemble

de classe o additive est la somme dune suite croissante d’ensem-
bles a indices ¢ < ¢; iout ensemble de classe « multiplicative est le
produit- d’une suite décroissante d’ensembles & indices ¢ < «. Pour
qu’un ensemble soit de classe F, (de classe G,) relativement 3 un
ensemble E, il faut et il suffit qu’il constitue la partie commune
de £ et d'un ensemble de classe F, (de classe G,). Etant donnée
une fonction continue f(x) définie sur un espace X, si ¥ est de
classe F, (de classe G,), ensemble f—' (V) Pest également (cf. §13,IV).

Ajoutons que tout ensemble borelien de classe = est un en-
semble de chaque classe (F et G) a indice supérieur. Cela résulte
par induction du fait que chaque ensemble ouvert est un F, et
que chaque ensemble fermé est un G;.

Le produit cartésien de deux ensembles de classe F, (de classe
G,) est de la méme classe. Car il en est ainsi dans le cas des
ensembles ouverts et des ensembles fermés et on a (§ 2, Il):

(2 A X (%’3,,,) = 3 (Au X Bn) et (H ) X (]7 B,) =g (A X Br).

En particulier, on n'altére pas la classe d’un ensemble en
le multipliant (an sens cartésien) par un axe. De 13, en vertu de
la formule | PA; = [] (X, X ...XXi—g X A;XXsy5 X ...), on conclut

qu'un produit cartésien dénombrable d’ensembles de classe o multi-
plicative est encore de classe « multiplicative (cependant le thé-
oréme analogue concernant les classes additives ne serait pas
vrai, méme pour la classe des ensembles ouverts; ef. § 24, III).
En général, le produit cartésien dénombrable d’ensembles
boreliens est borelien. ’
Dans un espace séparable la famille des ensembles ouverts
(ainsi que celle des ensembles fermés) est de puissance < ¢ (§ 19, I).
Le mé&me énoncé est domnc vrai pour chaque classe borelienne.
La famille des ensembles boreliens étant partagée en R, clas-
C. Kuratowski, Topologie I. 11
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ses, on en conclut que cette famille est de la puisance <] ¢ ¥, =¢
Par conséquent, dans chaque espace séparable de pmssarzce du con-
tinu il existe des ensembles non boreliens (le probléme de nommer
- effectivement un ensemble non borelien dans I'espace des nombres
réels sera traité au § 34).

IV. Ensembles boreliens ambigus. Un ensemble est dit
ambigu de classe o, lorsqu’il est & la fois un F, et un G,. Ainsi
par ex. un ensemble est ambigu de classe 0, lorsqu’il est a la fois
fermé et ouvert; il est ambigu dp classe 1, lorsqu’il est un F, et

un G Un ensemble borelien de classe ¢ est ambigu de classe a+1.

Evidemment, le complémentaire d’un ensemble ambigu est
ambigu (de la° méme classe). Il en résulte que les ensembles
ambigus d’une classe « constituent un corps, ¢. 4 d. que la somme,
le produit et la différence de deux ensembles amblgus de classe
. est un ensemble ambigu de classe a.

V. Décomposition en ensembles disjoints.

1) Tout ensemble de classe o> 0 additive est la somme d'une
série d’ensembles disjoints ambigus de classe .

En effet, étant donné A=A + Ay +...+ 4n+ ..., il vient
" A=A +[4-Al+..+ ’[An — (4 + .+ Ay +

et, chaque A, étant supposé de classe <o multiplicative, donc
ambigu de classe ¢, Jes termes de la série (°) sont des ensembles
disjoints ambigus dé classe o.

2) Tout ensemble de classe o> 1 additive est la somme d’une
série d’ensembles disjoints de classes <o multiplicativest).

Considérons la décomposition (°). Chaque ensemble A, étant
supposé de classe multiplicative <«, il en est encore de méme
de la somme A4;+ ..+ A,;. Cela veut dire que I'’ensemble
1—(A4; + .. + Ap1) est de classe additive < o. Cet ensemble

est domc en vertu de 1) de la forme S‘Bz ot B} sont des en-

i=1]

sembles disjoints ambigus de classes <a (car ¢>1), La formule

). Théoréme de M. Lu sin; voir W. Sierpinski, Sur une classifica-
tion des ensembles mesurables (B), Fund Math. 10 (1927), p. 324
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n=1 i=1

A =2 2 A, B représente la décomposition demandée, puisque
Ay

» B est de classe < o multiplicative.

8) La famille des ensembles boreliens est la plus petite famille
qui contient: (i) tous les ensembles ouverts, (ii) les produits de ses
éléments, (iii) les sommes disjointes de ses éléments.

Soit H une famille satisfaisant aux conditions (i)—(iii). Nous
allons montrer par induction que chaque ensemble borelien appar-
tient & H. Or en vertu de (i) et (ii) chaque G; et &’ aprés 2) chaque
G;; appartient & H. Donc chaque F, appartient 3 H.

Soit & présent « >1 et admettons que chaque ensemble de
classe < o appartienne 4 H. Donc, conformément i (ii), les en-
sembles de classe « multiplicative appartiennent 4 H et, en raison
de 2) et (iii), il en est encore de méme de chaque ensemble de
classe « additive. Par conséquent, tous les ensembles boreliens

- de classe o appartiennent & H, c. q. f." d.

Remarques. §i I'espace est de dimension 0, Pénoncé 1) est vrai aussi
pour o« =0, ¢. & d. qu’un ensemble ouvert est alors la somme d'une série d’en-
sembles disjoints qui sont 4 la fois fermés et ouverts (§ 21, I,’cor. 1). Il en
résulte que l’énoncé 2) est valable pour a==1, ¢. &4 d. que dans un espace
0O-dimensionnel tout F_ est la somme d’une série d’ensembles fermés disjoints.

Ce dernier énoncé n’est pas valable dans les espaces de dimension >0 par
ex. lintervalle ouvert ne se laisse pas décomposer en une suite d’ensembles
fermés et disjoints.

VI. Séries alternées d’ensembles boreliens. 1. Soit

A DA4D DA D A D DA,

une suite transfinie dénombrable d’ensembles ambigus de classe o
et telle que A4; = H Ag, si & est un nombre limite ou bien si

A =1v. Dans ces condltlons, lensemble
S=4,—4,+4,— 4,4+ ..+ Aoy — Augo + ...

est ambigu de classe a.
On a, en effet (§ 12, I (4)x

1—'S=1_A1+A2—A3+.-.+Aw""Am+1+.-.+AT.

Or, chaque différence Ag — Ay étant un ensemble ambigu
de classe o, donc de classe a additive, les ensembles S et 1 — S,
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comme sommes dénombrables d’ensembles de ce genre, sont éga-
lement de classe o additive, Donec S est ambigu de classe o.

2. FEtant donnée une suite A, ) A, ) ... d’ensembles ambigus de
classe o tels que HJ An=0, lensemble D (Asm—y — As) est ambigu
n==1 n=1

de classe o. (c'est un cas particulier de I'énoncé 1).

8. La somme d'une série alternée (dénombrable) densembles
boreliens décroissants de classe o multiplicative

B = 31 — 32 -+ 83 — B4 -+ ... —I—Bm_}.] — B(D+z—|—
est un ensemble ambigu de classe o -+ 11).
Car en posant B, =Eﬂl B pour ) limite et en tenant compte

du fait que le produit dénombrable des B; est de classe o multipli-
cative, donc ambigu de classe a4 1, on conclut de I’énoncé 1 que B
est un ensemble ambigu de classe o+ 1.

VII. Théoréme de séparation?®). A et B étant deux ensem-
bles disjoints de classe o> 0 multiplicative, il existe un ensemble E
ambigy de classe o. tel que A ( E et EB=0.

'Posons A4 =”1A,, et B=]][ B, ot A, et B, sont des en-
=

n=1
sembles décroissants de classes < o additives, donc ambigus de
classe a. Soit

: E=Al'(l"Bl)+A2'(B1_Bz)+---+An'(Brz——-1"‘"Bn.)+...

D’aprés le lemme du § 21, II, ona A (C E et EB = 0. En outre,
d'aprés N°VI, 2, P'ensemble E est ambign de classe o comme
somme d’une série alternée d’ensembles décroissants ambigus de
classe a et dont le produit est vide.

Remarques. Le théoréme de séparation peut &tre énoncé aussi
de la fagon suivante (cf. la note précitée de M. Sierpinski):

1) Le ’th(‘%oréme inverse est vrai dans les espaces complets (voir § 33).

*) Théoréme de M. Sierpinski, Sur une propriété des ensembles ambi-
gus, Fund. Math. 6 (1924), pp. 1—5. On y trouve plusieurs applications du
théoréme de séparation a la Théorie des fonctions.
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étant donnés deux ensembles A (_ C de classe o >0 dont le pre-
mier est de classe multiplicative et le deuxiéme de classe additive,
il existe un ensemble £ ambigu de classe o tel que ACECC
Pour établir I'équivalence de ces deux énoncés, on pose C=1—B.

Dans espace O-dimensionnel le théoréme est vrai aussi pour
a= (0. Voir p. 122, th. IL

VIII. Ensembles relativement ambigus. 1. A éfant un en-
semble de classe o> 0 multiplicative et B un ensemble ambigu de
classe o relativement ¢ A, lensemble B est de la forme B= AC
oir C est ambigu de classe « (dans I'espace tout entier).

En effet, I'hypothése que B est ambigu de classe o par rap-
port a4 A veut dire que B et A — B sont de classe « multiplicative
par rapport & A. Or, A étant lui-méme de classe o multiplicative,
B et A — B sont deux ensembles de classe o multiplicative (dans
Pespace). Selon le théoréme de séparation (N°VII), il existe un
ensemble C ambigu de classe« tel que B( C et C-(A— B)=0,
dott B=AB ( AC et CA(C B, donc B=AC.

En vue des applications ultérieures nous allons démontrer que:

9. FEtant donnés un ensemble A et un systéme d’ensembles
{Bi, ...1,} ambigus de classe o par rapport & A et tels que lon a tou-
jours Bi, .. i, By, ey =0 pour (ip .. i) 7=y o i) €t B my il existe
un systéme d’ensembles {Ci, ... :,} ambigus de classe a par rapport
a la somme A, = ) Ci ..;, (o0 la sommation s'étend a tous les
systémes de 7 indices) et fels que A, est ambigu de classe o +1,
AC[, e iy = Bi, e dpy C, ... iy Cj, e jp = 0 et que G, ... jn=0, Si Biz"‘in = 0.

De plus, si A est de classe o >0 multiplicative et si lon a
A= 3 Bi, ..., pour chaque n, A, coincide avec I'espace tout entier.

Il existe par hypothése un systéme d’ensembles {Di, ... 1,; de
classe o additive (méme ambigus de classe 2, lorsque A est de
classe >0 multiplicative) tels que AD; ..., =B ..i, et que
Di ...1,=0,si B, ..;,=0. Désignons par V, la somme de tous
les produits de la forme Dj ..i," Dj, ..., et posons Ci..; =
=D ...i,— V. Lensemble A, =2 D, ..;,— Va est ambigu de
classe o +1 comme différence de deux ensembles de classe o
additive. L'égalité A, D; .., =Di ..;,— Va= C,...;, implique
que Cj...;, est de classe « additive par rapport a Ap, d’olt en
vertu de Iégalité Ci ...iCj w.j,=Di ...i," Dj, 1...jn —V»=0 on

n
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conclut que Cj ... est ambigu de classe « par rapport a A4,.

an a enfin AC,...;, = ADj, .. ;, — AV, = B ...;,, car Pégalité

in 'Djx S B,-1 iﬂ'BJ" = 0 donne AV, = 0.
s Si lon suppose que A= B, .. 4,y il vient B; ...,

— Al ) R . . ; b ”

=2 Bi i C g_,' D, . 1y et il existe (N°VIT) un ensemble Ej, ... 0y

v

ambigu de cla ‘ fy e £ ‘ '
g classe o tel que Bj ..; CE, ... f,lC%'Di,... ik On

deéfinit les ensembles Cj, ...;, (ot 7> 0) par induction, en conve-
nant que 1) C=lespace tout entier, B =4, 2) i, o étant un
systéme donné et ! étant le plus petit indice tel que B;l et F 0
(;:n a Ci, e inl = G .. iy’ D," e Iyl + C,'1 iy E; .. ,'}1, 3) ;;our” k> 2
’ INURNES C,‘l ...in'Dz‘ v igk T (C’,1 con iyl + + Ci, 1n(lc-1)). .

‘Remarque. Les énoncés 1 et 2 sont valables dans lespace

de dimension 0 aussi pour « = 0. Cf la remarque finale du N°VII.

IX. Ensemble limite des ensembles amBiQus. A étant un

ensemble ambigu de classe o> 1, il existe 4
‘ : , une suite d’
ambigus de classes < a tels que eroembles dr

A z;g-—o (Atl' An-}-l g ...) =n]=70 (An -+ A”“H + ...),

N==0o

sembles (cf. N°13, VI, 8).

Dans les éspa di / s |
pour a1, paces 0 dtménszonnels le théoréme est valable aussi

On a par hypothése

c. ad. =Li é
d. que A = Limes 4, au sens de la Théorie générale des en-

A _ c:: z _ . oa , ) oo
néoj(” 1 A -‘né;Ln, Kn C Kn-]-i (d ou Kn =g Kﬂ—}—i)
ot L C Loy (d'ot 1— L, =3 (1 — L,,+,-))
n=0 ’

les enfeml\)l@s K. et L, étant de classes < « ‘multiplicatives
D’aprés le théoréme de séparation (N° VII) il existe une suit- d’

sembles A, ambigus de classes < « ot tels que Ko CA4nC le eﬂf‘

La‘double égalité & démontrer résulte de la formr;le (cnf p 9-)—'Ln'

A =§ n = > [T i S 1] I
n=2°KM ﬂﬁ\jo ig Kn+t Cné(: ig An+i Ci£0] rzé:) Arz—}-z’ C

“ Cll Y@ -Ln+i)=_ﬁ 1—-L)=1 —«fb =
‘ =0 =0

i=0 n=0 B '
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X. Ensembles localement boreliens. D’aprés la définition
générale de la localisation des propriétés (p. 29), un ensemble A
est dit de classe = au point p, lorsqu’il existe un entourage E
de p tel que AE est un ensemble borelien de classe @. Le terme
yentourage“ peut étre remplacé par ,entourage ouvert®, excepté
dans le cas ou il s’agit de la classe 0 multiplicative (cas d’en-
semble localement fermé, voir p. 65), ear AE étant de classe o et G
désignant l'intérieur de £, I'ensemble AG est encore de classe o
(sauf le cas exceptionnel indiqué). On peut enfin remplacer dans
le cas de I'espace séparable les entourages ouverts par les en-
sembles ouverts appartenant a la base Ry, Rs, ... de l’espace.

Dans un espace séparable, l'ensemble B des points de Ao A
est localement de classe o additive (on bien de classe multiplicative
>0) est encore de la méme classe).

1. Soit, en effet, Rn, Rn, ... la suite de tous les ensembles -
(appartenant 2 la base) tels que ARn, est de classe « additive.
L’ensemble B =;§AR,% est donc de classe o additive.

2. Supposons: & présent que AR, soit de classe a >0 mul-
tiplicative et posons en vertu de l'identité XY=X—-(X—-7)
B=3 ARy =4 -3 Ry =2 Ruy — |2 Ren— A] =3 Ry =3 [Rey—ARy).

L’ensemble R,, — AR,, étant de classe « additive, il en est

" de méme de 2 [Ra, — AR,,], d’ott la conclusion demandée.
)

Il en résulte que si, dans un espace séparable, A est en cha-
cun de ses points de classe o additive (ou bien de classe multiplica-
tive >10), A est un ensemble de la méme classe.

Remarque ?). L’hypothése de la séparabilité de Vespace est essentielle.
Considérons, en effet, Pespace formé de tous les points (x, &), ot 0L x 1
et 0<C a<CQ, la distance des points (x, @) et (x', o) étant définie comme égale
4 |x—x'| pour a=20o' et 3 1 pour aF o' (ainsi lespace est le produit carté-
sien de lintervalle et de Yensemble des nombres transfinis < ). Soit Ia Slin-
tervalle® (x,o) ot 0 <Cx <1, et B un ensemble borelien C]a, qui n'est pas
de classe . L’ensemble S =2 B est localement borelien, puisque Jes inter-

a<f
valles J sont ouverts dans Pespace, mais il n’est pas borelien, puisque g'il

était de classe ¢, lensemble S-/ =B le serait également,

1) CLK.Zarankiewicz, O zbiorach lokalnie mierzalnych (B), Wiado-

moéci Matematyezne 30 (1928), p. 115. )
?y Cetteremarque estduea M. Szpilrajn, Fuaund. Math. 21 (1933), p. 112.
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XI. Evaluation des classes a I’aide des symboles logiques 1),

. Nous dirons qu'une fonction propositionnelle ¢ (x) est de ¢lasse F,

(de classe G,), lorsque l'ensemble f7 ¢ (x) est de classe F, (de
X

classe G,). En tenant compte des formules établies dans P'Intro-
duction (§ 1, IV' et § 2, V*VI), on démontre les propositions sui-
vantes:

1) o (x) et ¢ (x) étant deux fonctions propositionnelles de
classe F, (de classe G,), les fonctions ¢ (x) -+ ¢ (x) et ¢ (x)- ¢ (x)

le sont également. Car on aE [p (%) + ¢ (x)] :E ? (%) -l*E b(x) et
E [0 (£)- & (x)] = E o (X) ]—' b (x) et la classe borehenue est in-

varlante relatlvement la multiplication et a4 Vaddition des en-
sembles.

D'une fagcon plus générale: _ ‘

13) Soit ¢ (xl 3 ey xﬂ) = "l) (xl.',, ey x’dj) + A (xln ey X[,-”), les
indices ki, ..., & et I, ..., , étant supposés < n (par exemple
¢ (x,9,2)=9(x,9)+7(y,2). Si les fonctions ¢ et 7 sont de
classe F, (de classe G,), o lest également (et il en est de méme
du produit ¢-v).

En foet: E ¢ (xl? ey x”) = E"l) (‘xkn x/v’_/) 'I" E A (xlu RIS )

Kty C XXy wip
et, Pensemble [ ¢ (xy, ... ;%) étant de classe F,, l'ensemble
: & “kJ
E o (<, ..., xk) I'est également, car il s'en obtient en le multi-

Xy Xy
pliant par des axes (voir NCIII).

On voit ainsi qu'en effectuant avec des fonctions proposition-
~ nelles données de classe F, (de classe G,) un nombre fini d'addi-
tions et de multiplications logiques, on parvient foujours & une fon-
ction propositionnelle de classe F, (de classe G,).

2) Sila fonction propos1t10nnelle ¢ (x) est de classe F,, s
négation est de classe G,.

Car I'engemble E cp(x) est' le complementalre de E 9 (x).

) Voir la note de M. Tarski et de moi Les opérations logiques et les
ensembles projectifs et ma note Ewaluation de la classe borelienne o projective
d l'aide des symboles logiques, Fund. Math. 17 (1931).
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-

3) Si les fonctions propositionnelles on(X), n=1,2, .. sont
des classes <<, la fonction ) v,(x) est de classe o additive et la
-n

fonction [ 9.(x) est de classe « multiplicative.
n
Car [1}) op(x) = E on(x) et E” on(x) =[[ zn(x), les opé-
X on X n x

rateurs Z et n étant entendus au sens logique dans les membres
gauches et au sens mathématique dans les membres droits de ces

égalités (cf. § 2, V, 1 et 2).

En partlcuher si toutes les fonetions g,(x) sont d’une classe
F, avec o pair, la fonction ; 9,(x) est de la classe F,. et la fon-
n

ction [] ¢a(x) est de la classe F,. Dune facon analogue, si les
n

fonctions ®nm(x) sont d’une classe F,, la fonction [ ¢nm(x) est
' m n
de la classe F,_;, ete. :

On voit ainsi que 'les régles 1)—8) permettent d’évaluer la
classe borelienne d’'un ensemble, si Pon ‘sait définir cet ensemble
a laide d'une fonction propositionnelle qui s’obtient d'un systéme
de fonctions propositionnelles dont les classes sont connues en effec-

tuant les opérations logiques: +,,', 2, [], un nombre fini de fois.

4) Si ¢ (x) est une fonction propositionnelle de classe F, (de
classe G,) et si x = f(t) est une fonction continue, la fonction pro-
positionnelle ¢ [f (2)] est aussi de classe F, (de classe G,).

Posons, en effet, A = [/ o (x). Il vient (voir § 8, I):

E’? [f )] =Eb{f(i) EE&D )} =E {f@® A= "(4)

et, I'ensemble A étant de classe F, (de classe G,), il en est de
méme (voir N°IIT) de I’ensemble f‘l(A)

XII. RApplications. Soit - un espace métrique arbitraire.

1. Considérons la famille D de toutes les suites extraites de cet espace
qui satisfont & la condition de convergence de Cauchy (on dit quune suite E, E2 ...
satisfait 4 la condition de Cauchy, si & chaque €>>0 correspond un indice m

tel que ’on ait (E”""i—&m | <€, quel que soit i). Nous allons prouver que /z
Famille D constitue un ensemble F s dans I'espace YR
On a, par définition:

{ae®}EI}]§U!a’"+"—E’"3<%-
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Or, Ia fonction propositionnelle ¢, , ; ) = {l N LI MJ estde

classe F, (pour %, m et { fises). En effet, en tenant compte du fait que la
distance est upe fonetion continue de deux variables et que E” est une fon-

. . P , E I mei __em | & —1—1 . .
ction continue de & (cf. § 24, 1), Pensemble : UE — " | S est fermé,
En appliquant la régle 3), on en conclut que la fonction [Y O m, 1 () est

également de classe F,, que Z”%m,(i) est de classe F et finalement
i

n

que ” 2 nq:kmi(&) est de classe FGa. Cela veut dire que I’ensemble @D
kE m i v
est un FcB’ c. q. f. d.

Il en résulte en vertu de la rdgle 4) que, f,(f) étant une suite de Jon-
ctions continues (définies sur un espace T), Uensemble C de points t pour lesquels
la condition de Cauchy est réalisée est un F s '). Car, en désigdant par & (¢) la

suite [f,(£), folt); ], on obtient {te C}= [J ?nE U 9, ¢ BT

2. La famille & des suites denses en soi constitue un ensemble Gy dans
Pespace X®o, Car la suite &= [£, 2% ...] est dite demse en soi, lorsquil existe
pour tout n un E”=FEt"” aussi prés que Pon veut de £”; en symboles:

e 8]= HZ{o<!e" <o)

La fonection proposmonnelle entre crochets { } étant évidemment de la
classe Gy (pour n,m et k fixes), on n’altére pas sa clagse en ajoutant I'opé-

rateur Z’ - La fonetion [Esd] est donc de la classe Gy
m .

8. Décomposition de I'ensemble des nombres irrationnels en ¥ sous-ensem-
bles ?). Soit 7y, 7 ... 1a suite de tous les nombres rationnels. Faisons corres-
pondre & chaque nombre irrationnel 3 (de Pintervalle 01), considéré comme
une suite infinie de nombres naturels [3%, % ...] (¢f. § 14, V), I'ensemble Z5 com-
posé de mombres 7,7, .. Ordonnons cés nombres selon leur grandeur; si Z
est bien ordonné, désignons par t(3) son type d’ordre; 8'il ne ’est pas, posons

tH=—1

Nous allons prouver que ['ensemble A,= E <@ < a],0i 2 La< 8,
est de classe G, ‘ \

Y- Ci§ 2, VL2 Si X est complet, C -est I'ensemble des points de con-
vergence de la suite {f,‘(t)}.

) Voir H.Lebesgue, op. cit. p. 213, N. Lusin et W. Sierpin-
ski, C. R. Paris, t. 175 (1922), p. 857, ol se trouve une décomposition en X:
engembles boreliens, non vides et disjoints.
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Désignons & ce but par ,(;) le type d’ordre de l'ensemble des nombres
rationnels T inférienrs a Ten (si cet emsemble est bien ordonné, sinon nous

écrirons . t,(R3) =—1) et posomns Agn —E [0<{7,(3) <<«]. Considérons deux
: #
cas: 1° o est de la forme 841, 2° « est un nombre limite.

Dans le premier cas, on voit anssitst que la condition pour que on aijt 3¢ 1‘1(Z
est que, pour chaque n, les éléments de Z qui précédent T constituent un
ensemble Dbien ordonné d'un type d’mdre <5 On a ainsi l’eqmvalence

A= H{o <t <B) don A =[] 4, .

xJ’l
D'une fagon analogue {j dA, } n\(l’ﬂzéq\)‘k)—*— <ty (3) < ¢ ]}

Dans le deuxiéme cas, ot a est un nombre limite: @ =4, il vient

{3 Al} = ‘:5:" {o<=e< &}, don 4y = DA, et 3= A, }’2}: {0 () < &},
E<h Il Vg

“d’olt A) FAEn

7 «5 =
Enfin, on vérifie directement que 4, n:EH( <r‘k) et A ——E” (3=3%).
R 3
3 b
Le dernier ensemble est manifestement fermsé; le premier l'est aussi, car "

étant une fonction continue de 3, I'ensemble E[l«” < ,k] est fermé et il en

3
est de méme de I'ensemble | | [ V<1 gt =4,
: k N ’
3

La fonction propositionnelle P 2(3) = {r,n < r‘k} étant, comme nous ve-

nons de montrer, de la classe F,, la fonction n{(r <r sk) + [0 <) <<il}

Pest également, si I'on suppose gque I’ensemble A;y est fermé. On prouve
ainsi par Pinduction  finie (suivant indice /) que pour chaque i naturel 4; ;
est fermé (donc de classe G,). On en conclut que A; est aussi fermé.

Supposons, d'autre part, que pour chaque &< i les ensembles AE et Ay,
soient \de classe GE' Comme Ak,n =E;;AE’”, I'ensemble A;“n est de classe G .

En posant k=, on voit facilement que A i est de classe b1 (puisque
cet ensemble est défini 4 1’aide d'une fonction propositionnelle de classe G) +1)

En raisopnant comme auparavant, on prouve par linduction finie que,
pour chaque /, 'ensemble AA_}_ in est de classe G}\+1’ donc de classe G,+

De méme Al+ est de classe G)\_H, donc de classe Gy o
On parvient ainsi & la conclusion gue, quel que smt a<Q, l’ensemble A
est de classe G, (d'ailleurs 4; est fermé, Am estun F A est un F etc.).

w2 o8o

D’aprés un théoréme élémentaire de la théorie des ensembles ordonnés,

& chaque nombre 0 < a<C® correspond un ensemble du type a composé ex-

clusivement de nombres ratiomnels. Il existe, par conséquent,” un nombre
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irrationnel 3 tel que ©(3) = «; ce nombre n’appartient done qu'a des ensem-
bles AE avec £ >, Onvoitainsi que si 'on supprime dans I’ensemble des nom-

bres irrationnels les nombres ; tels que Z, n'est pas bien ordonné, le reste
est une somme des ensembles boreliens ((}ifférents) A, oL

XIIl. Fonctions universelles?!). Etant donnée une famille
F d’ensembles, on appelle fonction universelle relativement & F toute
fonction F(f) qui fait correspondre au paramétre ¢ (parcourant
un espace 7) un ensemble de la famille F de facon que chaque
ensemble-élément de F corresponde au moins & une valeur de £
En symboles: v
{XeFy =2 [X=F@®)

Dans la suite, nous allons supposer que I'espace X (dont les
éléments de F sont des sous-ensembles) est métrique séparable.
Posons 7= (Pensemble des nombres irrationnels de 'intervalle 01)2).
Si F est de puissance < ¢, il existe évidemment une fonction uni-
verselle relative & F (puisque I'ensemble “){ est de la puissance ¢).
On peut donc substituer & F la classe borelienne F, ou G,. Or,
nous allons démontrer?® qu'd chaque o correspond une fonction
G,(3) universelle relativement & la classe G, et telle que Pensemble
FE [x e G,(3)], situé dans le produif cartésien X X, soit un G,.

JC% . ) M

Nous nous servirons des notations suivantes. Comme d’habi-
tude, nous allons considérer le nombre irrationnel 3 comme une suite
de nombres naturels 3, 3®, ... (donnée par ex. par le développement
de 3 en fraction continue). L’espace ) étant homéomorphe A (%
(§24, V), on peut faire correspondre a chaque 3 une suite de nombres

) Notion étudiée surtout par M. Lusin. Voir W. Sier pinski,
Fund. Math. 14 (1929), p. 82.

) Au lieu d’admettre que le paramatre ¢ parcourt lintervalle 01 fout -

entier (comme on I'admet d’habitude) nous en avons restreint les valeurs aux
nombres irrationnels, pour éviter certains inconvénients liés A la diseontinuité
de la fonction ,n-idme chiffre du développement diadique de x¢; si l'on con-
sidére le nombre irrationnel § comme une suite de nombres naturels, le n-iéme
terme de cette suite est une fonction continue de j (cf. § 14, V).

On pourrait se servir aussi bien de ’ensemble non-dense de Cantor, qui
est également une No-3me puissance d’un ensemble.

) Le raisonnement qui va suivre est dii au fond 2 M. Lebes gue,
. op. cit., p. 209.
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irrationnels 3u), 32), ... de fagon que, pour n fixe, iy soit une
fonction continue de 3 et qu'en ouire chaque suite de nombres
irrationnels corresponde & une valeur de 3 (on peut poser, par ex.
(2n—1) (@n—14r.0m)

3 =[3 s B )8

Faisons correspondre a4 chaque nombre transfini limite A (< Q)
une suite A; <<%, <... convergente vers X (’existence d’une telle suite -
résulte de Paxiome du choix).

Désignons enfin par R, R,, ... la base de I’'espace (conienant
I’ensemble vide).

. Fonction G,(3). Nous posons: 1) Gy(3) = X Ryr, 2) Gapa(3) =
n
=];] Gal3y) ou ; Ga(3ny) suivant que o est pair ou impair,

8) G1(3) = 3 G, (3,)> 8i  est un nombre limite.

n
Il s’agit de montrer que: (i) 'ensemble G,(3) est de classe G,
(ii) si X est de classe G,, il existe un 39 tel que X = G,(3),
(iii) Pensemble [ [x e G,(3)] est de classe G,.
*3

ad (i). Procédons par induction. Pour « =0, I'ensemble Gy(3),
comme une somme d’ensembles ouverts, est ouvert, quel que soit 3.
Si G,(3) est de classe G, pour chaque 3, G,,(3) est de classe G,
comme produit ou somme d’une suite d’ensembles de classe G,.
Enfin, si » est un nombre limite et si pour chaque X l'ensemble
G, (3) est de classe G’»ﬂ quel que soit 3, lensemble G;(3) est de
classe G, comme une somme d’ensembles de classes <A La pro-
position (i) est ainsi établie.
ad (ii). Soit d’abord X un ensemble de classe G, c. 4 d.
un ensemble ouvert. Par définition de la base, X est de la forme
X =2 Rs,. Soit 3 un nombre irrationnel tel que 3'==%;, 3=k, ..
n .
11 vient G,(3) =2 R = 2 R, = X. La condition (ii) est donc réa-
n n
lisée pour o = 0. Supposons & présent qu'elle soit réalisée pour o
nous I'établirons pour o -+ 1. Soit donc X un ensemble de classe
Gur Ona X=]]X, ou X=2 X, (suivant que = est pair ou
n n
impair), ot X, est de classe G,. Par hypothése, il existe une

suite de nombres irrationnels {3.} tels que X, = G,(3»). Par défi-
nition de la fomction 3, il existe une valeur de 3 telle que l'on
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ait 3» = jn), quel que soit n. Il vient, suivant que o est pair oun
impair, G, () =] G.(3w) = X ou bien Ga+1(3) =) Gu3em) = X.
n n

Supposons enfin que ) =lim ), et que pour chaque ), la’

~ proposition (ii) soit vraie. X étant un ensemble de classe Gy, on a
X=X X, ot X, est d'une classe G, avec @, <) La suite {};}

~étant convergente vers ), il existe pour chaque # un %, tel que

%n < M, Par conséquent X, est de classe G;\k . Il existe donc un
n

nombre irrationnel 3, tel que X, = G, (ak ). Sii est un indice
n n
différent de tous les %, soit 3; un nombre irrationnel tel que
Gy (3) =0. Ainsi X =) G 3,). Soit, comme auparavant, ; un
1 n 1
nombre irrationnel tel que 3, = 3(ny- 11 vient X = 2 Gy B)=0:()-
. n n

ad (iii). Remarquons d’abord que l'ensemble J7 (¢ e Ry) est

x,n
ouvert dans le produit X X (’ensemble des nombres naturels).
Autrement dit, la fonction propositionnelle (de deux variables)
x e Ry, est de classe Gy.  La fonction 3" étant, pour n fixe, con-
tinue, on en conclut en vertu de N°XI, 4, que la fonction propo-
sitionnelle stSn est aussi de classe G, Il en est encore de

méme de la fonction propositionnelle 2 (xeRp), qui équivaut
. B n
a xe) Ryn (voir § 1, V). La fonction propositionnelle x e Go(®
n . N
est par comséquent de classe G, et I'ensemble F [xc G,(3)] est

3
ouvert. D’une fagon analogue, si la fonction propositionnelle
X & G,(3) est de classe o, il en est de méme de x e Ga(g(n)) pour 7
fixe, puisque 3m est une fonction continue de 3. La fonction

propositionnelle [][x e Gu(3(,y)] est donc (pour « pair) de classe
Gnc-]—l et comme .I;I [x € Ga(a(n))] = {)C 51"7 Ga(ﬁ(,,))} = {xe Ga+1(8)}: on

en conclut que la condition (iii) est vérifiée pour a4 1. Enfin,
si- pour chaque n la fonetion propositionnelle x ¢ Gkn(a) est de

classe Gy ,la fonction > lxe G;\”(gcn))] est de classe ). On en con-
clut comme auparavant que [ [x e G,(3)] est de classe Gh.
X

. . 3
Un théoréme analogue concerne les classes F,: il existe pour

chaque o une 'fonction universelle F.(3) telle que I'ensemble

E'[x < F,(3)] est de classe Fy. Notamment: F,(3) =X — G,(3).
' Xa‘ ! ) ;
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XIV. Existence des ensembles de classe G, qui ne sont
pas de classe F,. Nous en établirons Pexistence dans I'espace “)
des nombres irrationnels ). Posons = J{ et considérons Pensemble

Z, :E [5 € Ga(a)]y

qui est la projection sur l'axe “)C de la partie de l'ensemble
E [3 & Gu(3)] située sur la diagonale de Pespace “)L <), c. & d. sur

03

I'ensemble [7 (3=3) (cf. p. 144). L’ensemble F [3: G,(3)] étant
3 3

de classe G,, I'ensemble projeté est de classe G, relativement

a la diagonale et, la projection de la diagonale sur Paxe étant

une homéomorphie, I'ensemble Z, est de classe G, (dans )).

Reste & prouver que Z, n’est pas de classe F,. SiI'on sup-
pose le contraire, Pensemble 9 — Z, est un G,, de sorte que, la
fonction G,(3) étant universelle, il existerait un 30 tel que W —Z, =
= Gy(30)- Mais cela implique une contradiction, car on a par défi-
nition de Z, I'équivalence {3, = G,(3,)} = {3, ¢ Z,), tandis que par
définition de §: {3 £ G,(3o)} = {30 & (W — Zy)}-

Remarque, La deuxi®me partie de ce raisonnement est, en réalité, une
démonstration du théordme suivant de la Théorie générale des ensembles.

Théoréme de la diagonale ?). Etant donnée une fonction F(t) qui fait cor-
respondre 4 chaque élément d’un epsémble 7 un sous-ensemble de 7, Pen-

semble E[te T— F(#)] n’est pas une valeur de cette fonetion.
i

XV. Probléme d'effectivité 3). Le démonstration que nous avons
donnée au NOXIV de I’existence d’un ensemble de classe G, qui n’est pas de
classe F, n'est pas effective, ¢. & d. que nous n’avons pas défini une fonction

qui fasse correspondre a chaque = un ensemble jouissant de la propriété en
i

1) Pour o <3 on peut I'établir d'une facon plus directe: voir R. Baire,
Sur la représentation des fonctions discontinues, Acta math: 80 (1905) et 82 (1909),
ainsi que N. Lusin Ensembles analytigues, Paris 1930, p. 97, exemple di a
M-lle Keldych. ) : :

?) Ce théoréme remonte & G. Cantor: cf. sa démonstration de I'iné-

galité 2™~ m.

3) Voir ma note Sur [lexistence effective des Sfonctions représentables ana-
lytiguement. de toute classe de Baire, C. R. Paris, t. 176 (1923), p. 229. Cf. aussi
W. Sierpinski, Un exemple effectif d'un ensemble mesurable (B) de classe a,
Fund. Math. 6 (1924), p. 389.
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question. En analysant le raisonnement du N9XIII, on voit que 'absence de

Teffectivité provient du fait que nous n’avons pas défini une fonction qui fasse

correspondre 4 chaque nombre limite A une suite convergente de nombres < i;
nous n'en avons, en effet, qu'affirmé l'existence, sans déterminer aucune suite
individuelle de ce genre. Une telle définition n’est pas d’ailleurs connue.

On voit ainsi que pour résoudre effectivement le probléme de ’existence
des ensembles qui sont des G, sans &tre des F,, on aura i changer la con-

dition 3) de la définition de Ga(a). Nous nous servirons & ce but de la fon-
ction = (3), définie au N® XII, 3, qui jouit de deux propriétés importantes: 1° elle fait
correspondre & chagque nombre j un nombre transfini (ou—1) de facon a épuiser
tous les nombres « <2, 2°la fonction propositionnelle ¢ ()= {o<e@) <al
est de classe Ga.

Or, admettons que la fonction Ga(g) goit définie par les conditions 1),2)
et la suivante, qui remplacera la condition 8):

) {xeq@) =2 EE_J [0 <% Ggapy) = El- [x € Geliappny)]-
no g . ;
Il g’agit d’établir les conditions (i)—(iii) da NOXIII pour «=A, ces con-
ditions étant supposées vérifiées pour &<,

ad (i). Pour chaque ; I'ensemble G)\(s,) est 1a somme d'une infinité dé-
nombrable d’ensembles de classes GE ot E<CA. Done G,(3) est de classe G,.

ad (if). Tout ensemble X de classe G, est de la forme X = E‘ L Ol

X, est de classe GE et 0<E, <A\ A chaque &, correspond un nombre irra-
n

tionnel n, tel que = (y,) =§,. En outre,? la fonction GE”(g) étant universelle, il
existe un w, tel que X, = GEn(m”)' Or, il existe par définition de la fonction
3(n) wne valeur de j telle que Sgam) = Mg ;’c 3(an41) = Wy, quel que soit 7. Il vient
ainsi X, = Gy Guapga) et 0<t(apy) =&, d0d X = Gy().

ad (iif). Il s'agit.de prouver que la fonction propositionnelle de deux
variables x¢ G)\(g) est de classe G;. L'équivalence [0 <t (}) =¢]= (?é G- ‘954—1(5)
montre que la fonction propositionnelle [0 <« (3) == £] est de classe GE+1; il en
est de méme de [0 <= (3(2,2)) = £], puisque ¥ est une fonction continue de 3 (cf.
la régle 4 du N°XI). La fonction Propositionnelle Xe GE(3<2n+1)) est pour la méme
raison de classe G, si £ <<}; par conséquent, le produit logique de ces deux fon-
ctions, c. 4 d.]a fonction [0 << (3(211)) =£t]-[xe 05(3(211-%-1))] est de classe Gfﬂ-l La
fonction x e G> (3), s’obtenant de celle -ci par Paddition dénombrable 2 24, 85t

1 E<A
done de classe Gk

Ainsi le probléme de Vexistence, pour chaque a, d'une fonction univer-
selle relativement a la classe G, se trouve résolu d'une fagon effective. La

définition de Pensemble Za, telle gu’elle a été énoncée au N°XIV, donne donc

une solution effective du probléme de 'existence dans I'espace des nombres ir-
rationnels d'un ensemble qui est un G, sans étre un F,.
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§ 27. Fonctions mesurables B.

I. Classification. Une fonction [ (x) qui transforme un espace
métrique X' en sous-ensemble d’un espace métrique / est dite
fonction mesurable B de classe «(ou, simplement, fonction de classe a),
lorsque, quel que soit 'ensemble fermé F (_ -l/, Pensemble JFUF)
est un ensemble borelien de classe « multiplicative 1).

Les ensembles fermés étant de classe 0 multiplicative, les fon-
ctions continues coincident, conformément & cette définition, avec
les fonctions de classe 0. '

Pour que la fonction caractéristique d'un ememble A soit de
classe o, il faut et il suffit que A soit un ensemble ambigu de classe o.

En effet, la fonction caractéristique n’'admettant que deux
valeurs 0 et 7, considérons comme l'espace “// I’ensemble composé
de ces deux éléments. Chacun d’eux forme un ensemble fermé.
Si 'on suppose que la fonction caractéristique f (x) est de classe a,
les ensembles A = (1) et X — A = f—4(0) sont de classe o mul-
tiplicative; A est donc un ensemble ambigu de classe a.

Inversement, 'ensemble A étant ambigu de classe «, on vérifie
tacilement que Pensemble f-!(F) est de classe z multiplicative,
quel que soit ’ensemble fermé F (P’espace // ne contient en effet
que 4 ensembles fermés).

On en conclut qu’il existe, dans chaque classe «, des fonctions
réelles de wvariable réelle qui wappartiennent pas aux classes infé-
rieures et qu'il existe des fonctions non mesurables B. Cette dernidre
conclusion résulte .aussi du fait que, I/ étant séparable, la famille
des fonctions mesurables B est de puissance < t. ’

En effet, la suite R, Ry, ... formant la base de I’espace -,
toute fonction f qui transforme X en un sous-ensemble de -l est
complétement caractérisée parla suite d'ensembles f~1(R,), f~Y(Ry), ...
Car, chaque point y de Y/ étant de la forme y = R:-Ry,-..., on a

=r)={x 9]‘"(3’)} ={x= ”f‘l(Rk )}

Or la fonction f étant supposée mesurable B, les ensembles
F~Y(Rx) sont boreliens et, la famille de ces derniers étant de puis-
sance < ¢, la puissance de la famille des fonctions mesurables B
est =« Cx"—t

') Voir H. Lebesgue, op. cit,, Journ. de math. 1905, p. 166,
C. Kuratowski, Topologie I.” ‘ 12
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II. Equivalences. En tenant compte de identité (p. 12, N°IL, 8)
Y Y~Y)y=X—f"%(Y), on pouvait définir les fonctions de
classe o comme les fonctions pour lesquelles 'ensemble f—(C) est
de classe ¢ additive, quel que soit ’ensemble ouvert G.

De plus, si l'espace Y/ est séparable et si la suite R, R,, ...
forme sa base, il suffit, pour que la fonction f soit de classe o,
que chacun des ensembles f—(Ry) soit de classe o. additive. Car
on a G= R+ Ry, + ..., ¥out f7HG) =" (Re) + [ (Re) + ...

11 en résulte aussi que les ensembles f~Y(R,), n=1,2, ..., étant
boreliens, la fonction f est mesurable B; notamment de classe o,
ol o >0, et ot f~1(R,) est de classe o, :

Dans le cas particulier ol Y/ est I'ensemble des nombres réels,
les fonctions de classe o peuvent &tre définies par la condition
que les ensembles [ {a < f(x) <b} soient de classe a additive,

; : &

quels que soient a et b (d’ailleurs on peut les sﬁpposer rationnels).

L'espace "l étant séparable, la condition nécessaire et suffisante pour que la
fonction f(x) soit de classe o est qu'il existe pour chaque € >0 une décomposition
de lespage: N =Z, 4 Z, ... enensembles de classe o. additive tels que 8 [f(Z)]<¢,
quel que soit nt). ,

En effet, Pespace U/ étant séparable, il existe (voir § 17, II) une suite
S1, Suy ... de sphéres ouvertes telles que O =S8, + S 4. et 8(S,) <Te. 11 suffit
donc de poser Z, =f—X(S,).

Supposons d’autre part que la condition du théoréme est. vérifide.
I vient V=Z¥+Z84 .. et 3[f(Z)]<Yr oit Z% est de classe « additive.
11 s’agit de prouver que, G -étant un ensemble ouvert (dans (:1/), J—NG) est de
classe « additive. Nous allons démontrer, en effet, que /~*(G) est la somme
des ensembles Zﬁ tels que f(Zﬁ)CG.

Or, d’'une part, les conditions erﬁ et f(Zf;)C G aﬁtrament Fx)e G,
d’ot x=f~'(G). Dautre part, la condition f(x)eG, qui équivaut & xef—(G),
-implique que, pour % suffisamment ghand, Pinégalits |y — f(x) | << Y& entraine
y=G (puisque G est ouvert). Soit n un indice tel que xezj;. II résulte done
de I'inégalité 3 [f (Z%)] <Yx que F(ZHCG.

) Voir H. Lebesgue, op. cit., p. 172 (domaine réel). Pour le cas gé-
néral, voir B, Gagaeff, Sur les suites convergentes de fonctions mesurables B,
Fund. Math. 18 (19382), p. 183; cf. aussi P. Veress, Ueber kompakte Funktionen-
mengen und Bairesche Klassen, Fund. Math. 7 (1925), p. 244, oit l'on trouve
plusieurs applications du théoréme considéré.
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HI. Superposition des fonctions. f (x) étant une Jfonction de
classe o et Y un ensemble de classe B, 'ensemble S7UY) est de classe
o+ B (multiplicative ou additive suivant la classe de Y ).

Cela résulte par Plinduction transfinie (par rapport & §) des
identités:

FHE V)= S, T V) =TT (%)

et du fait que B, <B entraine -+ 8, < a4 .

En particulier, si f est une fonction continue, Pensemble
YY) est de classe B.

Si la fonction y = f (x) est de classe o et la fonction z = g
de classe B, la fonction h(x)= g f (x) est de classe o+ B.

On a en effet: {#(x)eF}={g[f(x)]cF}={f(x)sg'(F)},
dott A~1(F)= F [f(x) e g (F)] = f~'[g~*(F)]. L'ensemble F étant
X .
fermé, g—1(F) est de classe § multiplicative, de sorte que f—[g—1(F)]

est de classe o+ B selon le théoréme précédent,

En particulier, si la fonction g est continue, les fonctions
gf(x) et fg(x) sont de classe «. -

L
IV. Fonctions partielles. 1. Efant donnée une suite d'ensembles

AEn} de classe o additive tels que X =FE, + E,+ .. et que, f, dé-

signant la fonction partielle f\E,, f, est de classe o sur E,, la fon-
ction f est de classe o (sur Pespace entier).

Soit, en effet, G un ensemble ouvert (C 7. Il vient (§3, II, 15):
fU® =fT(@+fi' (@) + .. et, chacun des ensembles £, (G)
étant par hypothése de classe « additive relativement & l'en-
semble E,, qui est lui-méme de classe o additive, I'ensemble f~1(G)
est encore de classe o additive comme une somme d’ensembles
de cette classe,

2. Met N étant deux ensembles de classe o multiplicative, tels
que X = M+ N et que les fonctions partielles f|M et f|N sont de

" classe o, la fonction f est encore de classe .

La démonstration est tout a fait analogue & la précédente:
on n'a qu’a remplacer ensemble ouvert G par un ensemble fermé F
et la somme infinie par une somme de denx termes.
3. f étant de classe a, f|E lest également, quel que soit E.
. Cest une conséquence immédiate de § 3, II, 14.
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V. Fonctions de plusieurs variables. Dans le cas ou la
variable indépendante parcourt un produit cartésien de deux espaces
A X Y, la fonetion f(x,y) est dite fonction de deux variables.

Evidemment une fonction f (x) d'une seule variable peut &tre
toujours considérée comme une fonction & (x,y) de deux variables,
en posant g (x,y) = f (x).

1. Si f () est de classe o et g (x, y)=f (x), g (x, y) est de classe a.
par rapport & la variable (x, y). ’

En effet, x considéré comme fonction (I’abscisse) du point
(x,y), en est une fonction continue (cf. p. 79). D’aprés le thé-
oréme sur la superposition ‘des fonctions (N°III), f (x) en est une
fonction de classe a.

2. Si la fonction f(x,y) est continue relativement i la va-
riable x et de classe o relativement & la variable y, elle est de classe
a4 1 relativement a la variable (x, ). L’espace X est supposé
séparable.

Nous allons montrer au préalable que, 1y, 7,, ... 6tant une suite
de points dense dans 2\ et g(x) une fonction continue, la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que le point g(x) appartienne
i I'ensemble fermé F, est qu’d chaque 7 corresponde un X tel que
| —re|<net g(re)eSy ol S, désigne la sphére ouverte géné-
ralisée de centre F et de rayon */n. En symboles logiques:

(i) {gx)eF}= I;I kZ [ — 72| < Yal*[g () € Sul.

En effet, 7z, rr, ... étant une suite convergente vers X, on a
hm g(re,) =g (x) donc pour m suffisamment grand: |7, — x| <'/n

et g(rkm)w-g(x)j Yn. Or, si Pon suppose que g(x)eF, il en
résulte que g (r%,) € S et le membre droit de I'’équivalence est

réalisé. Inversement, si on suppose qu’ad chaque n correspond
un indice £k, tel que }x—rkn|<1/;z et que g(rz,)e S, dou

. ) Cf. H. Lebesgue, L c, p. 201 etmanote Sur la théorie des fonctions
dans les espaces métrigues, Fund. Math, 17 (1931), p. 278. Des exemples &lé-
mentaires montrent qu’urie fonction de deux variables peut &tre discontinue,
bien - qu’elle  soit continue relatlvement a. chacune de deux variables prises
séparement ‘
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p [g(rs,), F1<1n, il vient lim 75, = x, d'ott lim g (rx,) = g (%), et

comme lim p[g (rz,), F] =0, il en résulte que pu[g (x), F1=0, c. a d.
N=oo
que g (x)e F.
Ceci établi, substituons dans la formule (i) la fonction f(x, y)
a g(x). Il en ressort:

poy NP =[S nl < [f 0o ) S
oll nok

W@ ) = [T ZH(E e —=ral <a) < Y| [XXE FOa)S]},

Or, la fonction f (r4 y) étant de classe « par rapport a la va-
riable y,I’ensemble [ [f (%, y) ¢ Si] est de classe « additive (pour &
v .

et n fixes). L’ensemble [/ [|x— 72| <!n] est évidemment une sphére
X

ouverte. 1l en résulte, par la méthode d'évaluation de la classe
d’une fonetion propositionnelle (§ 26, XI), que la fonction propo-
sitionnelle de deux variables {f(x,y)<cF} et 'ensemble f—!(F)
sont de classe o - 1 multiplicative.

En particulier, si la fonction f(x, y) est continue par rapport
4 chacune des variables séparément, elle est une fonction de I-re
classe. On montre par induction qu'une fonetion de n variables
qui est continue par rapport & chacune delles est de classe n— 1.

 Remargues. 1) L’hypothése de la séparabilité peut &tre supprimée, si
T’on se propose de démontrer que toute fonction continue par rapport i cha-
cune de deux variables est de I-re classe!). On peut se servir, en effet, au
lieu de I’éguivalence (i) de la suivante:

{e:F}= H > [hx— ' [<Ynl - [ () £ S,

que l'on déduit d’une facon tout i fait analogue.

R On a alors & remplacer dans la formule (ii): 2 par _E et r, par x',
& x’

Or, 'ensemble ‘entre crochets { } étant ouvert (puisque « =10 par hypothése),
la sommation (indénombrable) E conduit encore & un ensemble ouvert et,
v

finalement, /—}(F) est un Gj.

Yy 11 serait intéressant de reconnaitre si cette hypothése peut 8&tre
supprimée dans I’énoncé 2 et dans plusieurs autres énoncés de ce §.
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9) Une fonction f(x,y) de I-re classe relativement d chacune des variables
peut étre non mesurable B (méme non mesurable au sens de Lebesgue)?).

Soit, en effet, sur le plan euclidien -V X"/, A un ensemble non bo-
relien situé sur une circonférence (ou encore: un ensemble non mesurable
superficiellement au sens de Lebesgue qui n’a que tout au plus deux points
communs avec chaque droite paralléle 4 un des axes). La fonction caracté-
ristique de A est non mesurable B (voir N°I), tandis que par rapport & cha-
cune des variables elle est de I-re classe, puisqu’elle s’annule partout, sauf en
deux points (au plus). '

VI. Fonctions complexes. Chaque couple de  fonctions
x = f(t),y = g (¢) définit une fonction ,complexe” z =4 (£), ol 2
désigne le point (x,y) du produit X X!/ et f parcourt un espace T.
1. Les espaces X et “If étant séparables, la condition nécessaire

et suffisante pour que la fonction z = h(f) soit de classe o est que les
fonctions f(t) et g (t) (les ,coordonnées du point z) soient de classe a.

Nécessité. G étant un sous-ensemble ouvert arbitraire de <,
G X “lf est ouvert et, la fonction % (£) étant de classe a, ’ensemble
E [2(t)e G X Y] est de classe « additive; comme il coincide avec

f"l(G) en vertu de Dléquivalence {f(#)eG} = {h(f)c G X U}, 1
fonction f (£) est de classe a.

Suffisance. Soient Ry, R, ... 1a base de I’espace X et S}, S,, ...
la base de )/. La double suite R, X S, constitue alors la base
de Pespace X X (p. 141). Il suffit donc (cf. N°II) de montrer
que Pensemble 27(R» X S,) est de classe a additive. Or, I’équiva-
lence évidente {% (£) e Rn X S} ={f (1) e Ru} {g (t) ¢ S,} implique que

B (R X Si) =E {F(®)eRn}-{g(t)e Su} =E {7 (&) R} E{g(t) e Snp=

=" Rn): €7(Sy) et, les fonctions f et g étant par hypothése de

classe o, les ensembles f~1(Rx) et g—1(S,) sont de classe « additive;
leur partie commune 2~1(R, X S,) 'est donce également.’

Les cons1derat10ns précédentes s’étendent au produit dénom-
brable. Soient notathment Xy, Xy, ... une suite d’espaces ' sépa-
rables et j () une fonction dont les valeurs appartiennent au pro-
duit dénombrable I\, XX, X... La fonction 3 (f) représente donc

1y W.Sierpinaski, Sur un probléme concernant les ensembles mesura-
bles superficiellement, Fund. Math. 1 (1920), p. 114 et Funkc;e przedstawialne ana-
lityeznie, Lwéw 1925, p. 68.
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une suite de fonctions: 3, (£), 3, (), ... Pour que la fonction () soit
de classe o, il faut et il suffit que chacune des fonctions 3; () le soit.

La nécessité de cette condition se démontre comme au-
paravant, car on a I'équivalence {3,(f)s G} = {3(¢) e (G X\, X XX...)}.

Pour en prouver la suffisance, désignons par R, of
m=1,2,.., la base de Pespace ;. Les ensembles de la forme
R, X R, X . X Rit X Ny X Xy X ... constituent alors la base de Ies-
pace V' X, X (p. 148). 11 vient: 3 =2(Re, XK. X RE K Vi X Vppa X,0) =
—E‘{[m([) Rk] c3a(®)e R:,,] [3n41(2) € \H—l] [arz+°(t) Xnge] -} =

THRE) i (Riy) T-T-.
Les n premlers facteurs de ce dernier produit étant des en-
sembles de classe o additive, ’ensemble total I'est aussi, ¢. g. 1. d.

En rapprochant les théorémes précédents du théordme sur
la superposition des fonctions (N°III), on parvient & ’énoncé suivant
sur les fonctions composées:

2. Si chacune des fonctions y;=f;(x;) est de classe o et la fon-
ction z =g (Y, ¥y, ...) est de classe B, la fonction g [f,(x)), fo(x.), ...]
est de classe o 4§ (les espaces f; étant supposés séparables).

Si Pespace séparable Y; s’obtient de 'espace 9; par une trans-
formation de classe o, Pespace U, X Uy, K ... s'obtient de -V, X3 X,..
également par une transformation de classe «.. Notamment, si f; (x)
est la fonction de classe o transformuant X;en<f et 3 =[3, 3% ...] est
un point variable de :\'; X X, X ..., la fanctiony (3) = [f. 39, fo(3D, ..l
est la fonction demandee

Car les fonctions j étant continues, les coordonnées fi(3) du
point variable y (3) sont des fonctions de j de classe o et d’aprés 1

' la fonction y (3) Pest aussi. En outre, g[y (3)] est de classe 2+ f.

VII. Image de I’équation y = f(x). Soit Y un esps:é e séparable.

1. Si f(x) est de classe o, lensemble | = E [y =% (x)] est de
classe o multiplicative.

2. Si, en outre, A est de classe B dans X XU, la projection

P de IA sur Paxe X est de classe o -+ § (multiplicative ou additive
suivant la classe de A).

ad 1. Considérons la fonction ¢ (x,y)=|y — f(x)]. On a évi-
demment [ [y =f(x)] =F [¢ (x,y)=0]. Or, la distance |y —y'|
xy xy
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étant une fonction continue des variables y et y' (p. 89), o (X, 9)
est de classe o d’aprés N° VI, 2 (en y substituant |y, —y, |4 g (y,, y,)).

L'ensemble /4 [7 (x, y)= 0], comme identique & ¢~!(F) oit F est
Xy .

composé du nombre 0, est par conséquent de classe « multiplicative 1),

En particulier, si f est une fonction continue, son image est
fermée (voir d’ailleurs § 23, XI); si f est de I-re classe, son image
est un G;. Cependant les énoncés inverses sont en défaut,

ad 2. Lafonction %(x) =[x, f(x)] étant de classe « (N“VI, 1),
I'ensemble P = —'(A) est de classe o+ B (N°III).

VIIL. Limite de fonctions®). Considérons au préalable un en-
semble fermé F et une suite de points tels que lim y» = y. Soit S, la

“sphére ouverte de centre F et de rayon /n (voir p. 86). Nous allons

démontrer que pour que ye F, il faut et il suffit qu’a chaque n
corresponde un £ tel qu’on ait ¥, e Sy en symboles logiques:

6] {yeFi= ]]4}? (Vi & Sn).

En effet, d’'une part, si yeF, tous les points y, 2 indice
suffisamment grand satisfont & I'égalité |y, —y|<1/n, donc a la’
formule ym =Sy on peut par conséquent admettre comme % un
indice arbitraire suffisamment grand. D’autre part, si y non-z F,

il existe en vertu de la formule F=][]S, un m tel que y non-¢'S,,.
n .

Légalité y=limy, implique alors qua partir_d’un indice n > m
tous les points y.ir sont situés en dehors de Sm, donc en dehors
de Su, ce qui prouve que le membre droit de (i) n’est pas vérifis.

1. La limite d'une suite convergente de fonctions de classe o
est de classe o +1. :

Y 'F.Hausdorff, Mengenlehre, p. 269. Pour le casmd'une fonction
réelle; voir W. Sierpinski, Sur les images des fonctions représentables ana-
Iytiquement, Fund. Math. 2 (1921), p. 78. Pour le cas général fai donné (dans
ma note citée de Fund. Math. 17, p. 277) une autre démonstration basée. sur
la formule suivante ,de la séparation des variables®:

(y*y) E%‘ (v=Y—R,) (v'sRn),

ol Ry, Ry, ... est la base de Vespace. =
® Cf F.Hausdortf, Mengenlehre, p. 267,
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Posons f(x) =1lim f,(x). Il vient en vertu de (i):

e Fy=T] 3 fursl) = S,

A o

d’onl

W) f7F)=L1f @y e FI=[I X E [furs)2 Sil = [1 3 f3u(S0)-

Or, les fonctions f.(x) étant supposées de classe z, I'ensemble
Frie(Sy) est de classe o additive et, par conséquent, 'ensemble f~(F)
est de classe ¢+ 1 multiplicative, ¢. q. £. d.

Ainsi, en particulier, la limite d’une suite de fonctions conti-
nues est de I-re classe. La limite d’une suite de fonctions de
classes finies est de classe o 1.

2. La limite d’une suite uniformément convergente de fon-
ctions de classe o est de classe a.

En effet, la convergence étant uniforme, il existe une suite
d’entiers (croissants) m, telle que I'on a |f (x) — fu,+x(x) < /n pour
chaque x et chaque %2> 0. Nous en déduirons l'équivalence

{7 <) & Fy =TT [T {Fmpse(0) ¢ S2)-

Posons, pour abréger, y = f(x) et y, = fa(x). Or, si I'on sup-
pose que yesfF, on a ymn+k8.5'_,, pour chaque n et k, puisque
| ¥ — Ym,+2|<?n. Inversement, si I'on suppose que le membre droit
de l’équivalence est satisfait, on a ym, e S» pour chaque #z, d’olt
p (Ymyy FY < Yn et, p (y, F) étant une fonction continue de Iargu-~
ment y (§ 15, IV, (5)), I’égalité y = ,llx_—rg Ym, implique que p(y,F)=0,
donc que yeF. : ‘

Ceci établi, il vient f~X(F) = H ]1] Froir(Ss) et, I'ensemble

f,',,'l.;_k(f,,) étant de classe o multiplicative, il en est de méme de
Pensemble f—!(F). La fonction f est donc de classe a.

En particulier, la limite d'une suite uniformément convergente
de fonctions continues est continue. La limite d'une suite unifor-
mément convergente de fonctions de classes finies (croissantes) est

de classe w.
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Remarque. La convergence uniforme n’est nullement une condition n é-
cessaire pour que la fonction f(x) = lim f,(x) soit de classe «. En voici une
condition nécessaire et suffisante (I'espace )/ étant supposé sépa-
rable): pour chaque >0, il existe un indice n aussi g}and qu'on le veut et tel

que l'ensemble E { [f(x) —f,(0) ] <e} est de classe o additive?).

Cette condition est nécessaire, car la fonction 9,(x) = | f(xX)— f.(x) |
est selon NOVI, 2 de classe «, comme la superposition d’u,ne fonction cont’;nueJ
(de ]9 distance, voir § 15, VI) et de deux fonctions de classe .

. Elle est aussi suffisante. En effet, elle implique (pour fixe) lexis-
tence d'une suite d’entiers croissants 4, < k,<<.. tels que les énsembles

n
= [ {F(x)— iti
E, Z( {‘f(.x) fk”(x)J < e} sont de classe « additive. Or, la suite f,(x) étant
convergente, il vient -\ = E, 4 E, -+ ... et, chacune des fonctions [ étant de
n

' ow o
classe @, on a (N°II): -\ =i=21 Zh= S’IE,Z-z;.’ ot Bfy (ZN<eet Z} est

n,i=
de classe « additive. Les ensembles F, - Z7 étant de classe « additive, il suf-
fit (en vertu du méme théoréme du N°II) de montrer que 3[f(E,- Z/)] < 3.
Soient dome x, et x, deux points de £,.Z7. Il vient

|f (1) ““f/zn(xl) [<e, [flxw) -fkn(x?) [<<e et Ifkn(xl) —fkn(x;’) I ¢,
dolt [F () —f () | < 3¢, e q. £ d.

3. . yétant séparable, chaque fonction f(x) de classe o> 0
est la limite d’'une suite uniformément convergente de fonctions Ju(x)
de classe o telles que tous les ensembles f () sont isolés?).

L’espace < étant séparable, il existe pour chaque € > 0 un

- ensemble isolé / tel que chaque point de cet espace est situé a dis-
tance<<e d'un point de / (voir p. 91, remarque 1). Soit: I=[yy, Vs, ...]
une suite (finie ou infinie) composée d’éléments distincts. Poé&ns

‘ Ak=5{lf(x)—yk§<€}, Be=FE{|f(x)—ye|>2¢}.

187)‘) 1Slet’te condition est due 4 M. Szpilrajn (cf. B. G agaeff L cit
p- . ‘Pour d’autres conditions nécessaires et suffisantes ir ibid, et
H. Hahn, Reelle Funktionen, p. 309. oS Tl Ibit. et
®) Pour le cas des fonctions réelles cf. Ch. d 5
) : . Ch.dela Vallée-Poussin
]ntzgr.ale de. -Lebe§gue..., p. 118, 8. Kempisty, Fund. Math. 2 (1921), p. 135:
:IV;; S}ieli/pblnSkl’[ Fund. Math. 6 (1924), p. 4 et pour le cas général S..Ba-
eh, Ueber analytisch darstellbare Operationen in abstrakt i '
Math. 17 o5t aar rakten Riumen, Fund.
Si I'espace est totalement borné, le terme isolé

i (voie § 18, 10, peut étre remplacé par
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Les ensembles A, et B, étant disjoints et de classe « multi-
plicative, il existe (d’aprés le théoréme de séparation § 26, VII)
un ensemble F ambigu de classe o et tel que A (C Fy et Fp- By=0.
Par définition de /, on a X =4, 4+ A, + ..., dout X =F, + F, + ...

La fonction & (x) définie par les conditions: g(x) =y, pour
xcF, et g(x)=yr pour xeFr— (F +..+ F_i), est de classe a.
Car l'ensemble g~!(y), comme identique & Fr — (Fy + ... + Fr1),
est de classe o additive (il est méme ambigu de classe v) et,
les valeurs de la fonction g formant un ensemble dénombrable,
Pensemble g—1(G) est de classe ¢ additive, quel que soit G.

De plus, on a |f (x) — g (x)| <2 ¢ pour chaque x, car 1'égalité
g (x) =y, entraine x ¢ F, (X — B

Ceci établi, on définit la fonction f,(x) comme égale & g (x),
le nombre € étant supposé égal & Yn.

IX. Représentation analytique. La famille des fonctions représentables
analytiquement est, par définition?), la plus petite famille de fonctions qui
contient: 1) toutes les fonctions continues, 2) les limites des suites conver-
gentes des fonctions qui lui appartiennent. Ces fonctions sont rangées en
classes de la fagon suivante: 10 les fonctioms continues sont de la classe 0,
90 1es limites des fonctions représentables de classe « sont des fonctions re-
présentables de classe o-}-1, 8° & étant un nombre limite, une fonction repré-
sentable de classe » est la limite d’une suite uniformément convergente de
fonetions représentables de classes <.

Dans le cas ol lespace 1/ (qui 'contient les valeurs des fonctions con- -
sidéiées) coineide avec I'emsemble des nombres réels, on a le théoréme fonda-
mental d'identité de la classe o des fonctions mesurables B 4 la classe o des fon-
ctions représentables analytiquement (X étant un espace métrique arbitraire) *).

Dans le cas général ol ‘U est un espace métrique quelconque, on ne
peut qu'affirmer (en temant compte des théorémes du N° VIII) que les fon-
ctions représentables analytiquement de classe «.sont mesurables B de classe ¢,
tandis que la réciproque wn'est pas en général vraie?) (on le ‘voit, en
envisageant la fonction caractéristique d’un seul point de 1'axe ".\', Pespace: 1/
étant composé des nombres 0 et 1; cette fonction est mesurable de classe 1,
mais n’est pas représentable analytiquement). La différence essentielle enire
les deux genres des fonctions est que la mesurabilité B (et méme la classe)

1) Voir R. Baire, Thése, Ann. di Mat. (3) 3 (1899), p. 68.

) F. Hausdorff, Mengenlehre, Chap.9 et H. Lebesgue, op. cit. p. 168.

%) (Cependant, comme l'a démontré M. 8. Banach (Ueber analytisch
darstellbare - Operationen in abstrakten Rdumen, Fund. Math. 17 (1931), p. 285),
chaque fonction mesurable B se laisse obtenir 4 l’aide des passages a la
limite & pactir des fonctions mesurables B de classe 1.
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d’une fonction f ne dépend pas des points de I'espace “lf qui ne sont pas des va-
fears de f, tandis qu’une fonction peut devenir représentable, si on augmente
I’espace // (si on remplace dans l’exemple précédent l'espace 1/ par linter-
valle 01 tout entier, Ia fonction considérée devient représentable de I-re classe).
En effet, si un sous-ensemble 7/0 de V’espace / contient toutes les valeurs
de la fonetion f, on a léquivalence évidente {f (x)e G- /o} -—{f (x)e G} d’ont
f—-l G- UYy) = F-(G) et, chaque ensemble ouvert dans ' -, étant de la forme
Uy ot G est ouvert (dans - iy, on n ‘altére pas la classe de la fonction f,

en restreignant ’espace ' / a 1/0
Cependant le théoréme de I'identité subsiste dans le cas général de
P’espace séparable, si 'on admet que la fonection mesurable donnée peut &tre
approchée par des fonctions dont les valeurs débordent lespace 1/ Notam-

wment, d’aprés le théoréme @Urysohn, "/ peut stre considérs (au point de .

vue topologique) comme un sous-ensemble du cube fondamental de Hilbert qu;
or, dans 9% le théoréme d'identité est valable. '

- Boit, en effet, f(x) une fonction dont les valeurs appartienuent & T¥»
e & d F() =[x, fP),..], chacune des fonctions f(x) étant i valeurs
réelles. Si 'on suppose que f(x) est une fonction mesurable B de classe o,
chacune des fonctions f(i)(x) Test également (NOVI); comme une fonction
a valeurs réelles, f(i)(x) est donc représentable analytiquement de classe «.

Reste .4 prouver que, &/ chacune des fonctions f([)(x) est représentable ana-
Iytiquement de classe o, la fonction f(x) lest également (thémeme, qui est d’ail-

leurs vrai, lorsqu'on considére an lieu de J-un espace métnque arbitraire L1/)

\ Procédons par induction. Dans le cas a =0, c. & d. dans le cas dune
fonction continue, 'énoncé a été demontré au § 14, IV,

Admettons donc que chacune des fonctions f(‘)(x) soit représentable de

classe a-+1. Il s'agit de prouver quil en est de méme de la fonection f(x).

On a, par hypotheése f<’)(x):limf£;)(x) ol f,(f)(x) est ‘de classe «. Il vient
=60

par définition de la convergence (§ 14, IV): f(x) = lim f,(x) et, l’énon’cé étant
. N=va
supposé vrai pour 4, f,(x) est représentable de classe o et f(x) dg classe a—-1.

Supposons finalement- que chacune des fonctions‘f(i)(x) soit représen-
table de classe %, ot » est un nombre limite. Par conséquent f(i)(x) = linlfgf)(x),

N—eo
'1a convergence étant uniforme (pour i fixe) et chacune des fonctions fgf)(x)
étant de classe < ). Posons gn(x)=f$})(x), fgz)(x), - (”)(x) f(”)(x),

Le t_héor‘éme ¢tant supposé vrai pour a<(i, la fonection g,(x) est de
classe <7.. En  outre, f(‘)(x)—hmgsli)(x) et la convergence est uniforme

(pulsque g(l)(x) f(i (%) pour n>>i). Cela implique (§ 24, VII) que la suite
£,(x) converge uniformément vers la fonction bi (x)
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X. Théorémes de Baire sur les fonctions de I-re classe!).
Rappelons d’abord que y = f (x) étant une fonction arbitraire,
Iensemble D de ses points de discontinuité remplit la formule

(1) D= ‘52 U0 ~Int Q) = FE {F71F) ~ f7UF)

ot G parcourt la famille des ensembles ouverts et F celle des
ensembles fermés de I'espace % (cf. § 18, III (3)).

8i I'espace f est séparable,la formule (1) peut étre remplacée
par une formule qui ne comporte que la sommation dénombrable:

@ D= {f~R)—Int [/7R)]) = Z{FHS) = 7S}

ot Sy =Y/~ R, et la suite R;, R,, ... forme la base de I'espace ‘Y.
Soit, en effet, G= Y Ry, et x&f~(G) —Int[f~1(G)]. Donc
f(x)e G, dont f(x)e Ry, C G, pour un certain indice . Cela impli-
que que f1(Ry,) C f~YG), done que Int[f~YR. )] Int[ /YA
Ainsi x e f~1(R,) — Int [ f~Y(Re,)]. De la résulte la premiére partie
de la formule (2). La deuxiéme s’en déduit en veriu des égalités:
FUR) =X — F1(S,) et Int (X —Z) =X —2Z, qui impliquent que
Int [F~4(R)] = X — F~HS0).
Ceci é{abli ‘passons 3 la démonstration des théorémes.
Théoréme 1. Lensemble des points de discontinuité d’une fon-

" ction mesurable B de Lre classe est de I-re catégorie (Pespace Ul

étant supposé séparable).

En effet, I'ensemble S. de la formule (2) étant fermé, I'en-
semble f—4(S,) est par hypothése un G;. Par conséquent, 'ensemble
FUS)) — fU(S,) est un Fy; comme ensemble de la forme X — X
c’est un ensemble frontiére (§ 8, IV), donc un ensemble de I-re
catégorie (§ 10, II). Comme somme d’'une série d'ensembles de
I-re catégorie, 'ensemble D est encore de I-re catégorie.

Corollaire.. f(x) étant une fonction de I-re classe et A étant
un sous-ensemble arbitraire de lespace 9, Pensemble des points de

1) Voir la Thése de R. Baire. Les fonctions de I-re classe jouent un
grand role dans les applications; telles sont p. ex. les fonetions semi-continues,
monotones (plus généralement: & variation bornée), les fonctions dérivées.
Elles seront appliquées aussi dans 1'étude des espaces compacts.
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discontinuité de la fonction partielle f (x|A) est de Il-re catégorie
relativement & A.

Théoréme 2. Une fonction ponctuellement discontinue sur tout
ensemble fermé est mesurable B de I-re classe (I'espace X étant sup-
posé séparable).

Soit, en effet, Fun sous-ensemble arbitraire fermé de 'espace /.
Il s’agit de prouver que ’ensemble f~'(F) est un Gj.

Posons Y — F=F, 4+ F, -+ ..., série d’ensembles fermés.

Nous allons appliquer au couple d’ensembles f—1(F) et f—(F,)
(pour n fixe) le théoréme § 12, III, 1°, d’aprés lequel, £ et F étant
deux ensembles tels que Péquation X = XE-XH ne posséde que
la racine X = 0, il existe un ensemble D développable, donc selon
§ 19, III (1) un G;, assujetti aux conditions £ D et HD =0.

Admettons & ce but que X = X f~i(F)- X f~1(F,). Supposons,
par impossible, que X == 0. L’ensemble X étant fermé, il existe
par hypothése un point de continuité p de la fonction partielle
gx)=f(x|X). On a (§3,1II, 14): pe X C X f~UF) = g7'(F)
et, en vertu de la continuité de la fonction g (x): & (p) € gg—-(F),
d’oti finalement f (p) < F, puisque g(p)=/f (p) et ngZl(FSC}*: F.
D'une fagon analogue, l'inclusion XCX-F-YFy) implique que
f(p)e Fy. Mais cela est impossible, car F- F, = 0.

Ainsi X =0. 1l existe donc pour chaque # un ensemble D,
qui est un Gy tel que f~1(F) C D, C X — f=(Fy).

Il vient f"(F)CH DnCI L1 = fAF) =X — Zf—'l(Fn) =

X—f “(E Fn) =Y = F) =X —[X—fF)]=f7(F), dou
f—l(F) H D, et, chacun des ensembles [, etant un Gy, 'ensemble
JNF) l’est également.

Remarques. 1) La discontinuité ponctuelle de la fonetion f(x) sur tout
ensemble fermé équivaut 4 lexistence d’un point de continuité de la fonction
SF(x|A) sur tout ensemble A fermé et non vide. Ce n’est en effet que cette der-
niére condition qui intervient dans la démonstration du théoréme 2.

2) Le terme fermé peut étre remplacé dans 'énoncé du théor. 2 par
parfait. Car chaque point isolé est un point de continuité,

11 en résulte aussitot (§ 9, VI, 5) que si 'ensemble des points de dis-
continuité d’une fonction est clairsemé (done, en particulier, ¢'il est fini), la
fonction est de I-re classe.  ~ i

8) Dans les espaces complets (cf. § 30) la thése du corollaire du théor. 1
équivaut A hypothése du théor. 2, de sorte que chacune d’elles caractérise les
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fonctions de I-re classe. Cependant dans les espaces non complets la pre-
miére n’est pas suffisante (si Pon admet Phypothése du continu: R, =)
etla deuxiéme n’est pas nécessaire pour qu'une fonction soit de I-re classe.

En effet, il existe d’une part (voir § 86) un espace séparable F de la
puissance N: tel que chaque fonction définie sur F satisfait 4 la thése du
corollaire. Or, la famille des fonctions réelles définies sur E étant de la
puissance X et la famille des fonctions mesurables B étant de la puissance ¢

(N9), linégalité ¢ < & (qui résulte de I'hypothése dm continu) entraine
U'existence des fonctions non mesurables B qui satisfont 2 la thése du corollaire.

D’autre part, la fonetion caractéristique d’un ensemble qui est un F et
un GN mais qui n'est pas développable en une série alternée d’eusembles

fermés décroissants (tel est p. ex. un ensemblé dense et frontiére dans I'espace
des nombres rationnels, ef. § 19, III, remarque 2) est une fonction de I-re classe
(N°I) mais ne satisfait pas a4 I'hypothése du théor. 2 (§ 18, VI).

4) Chaque fonction f de I-re classe est effectivement de I-re classe (dans
le sens admis p. 109). Notamment,la démonstration du théor. 2 permet de définir

pour chaque ensemble fermé F( 7j une suite d’ensembles ouverts G, X de
fagon que f—'(F)= G,-G,-.# (car chaque ensemble développable D est un G,
effectif, voir p. 112). Cela permet aussi, dans le cas ol les valeurs de f sont
réelles, de définir une suite de fonctions continues qui converge vers f (de
sorte que f est effectivement une fonction representable analytiquement de
I-re classe) ?).

§ 28. Fonctions jouissant de la propriété de Baire.

I. Définition. Soit f(x) une fonction qui transforme lespace A en
sous-ensemble de l'espace “lf. La fonction f jouit de la propriété de Baire, lorsque,

quel que soit I'ensemble fermé F (contenu dans ,_1/), Tensemble f—'(F) jouit de la
propriété de Baire.

En tenant compte du fait que le complémentaire d'un ensemble a pro-
priété de Baire jouit également de cette propriété, on peut remplacer dans
cette définition le terme fermé par ouvert.

D’autre part, la somme et le produit d’'une suite infinie d’ensembles
4 propriété de Baire étant des ensembles ayant aussi cette propriété (§ 11, III),
on en conclut que.si f est une fonction & propriété de Baire et si X est un en-
semble borelien, f—(X) est un ensemble & propriéié de Baire.

Chaque ensemble borelien jouissant de la propriété de Baire, on déduit
directement de la définition que chaque fonction mesurable B iouit de la pro-

!} en se servant par ex. du procédé décrit par M. Hausdorff, Men-
genlehre, Chap. 9. Cf. Ch. de 1a Vallée Poussin, /ntégrales de Lebesgue...,
p. 107 (,Probléme de Baire*) et ma note Fund. Math. 3 (1922), p. 100, ot je
donne & I'aide de la méthode générale de I’élimination des nombres transfinis
une solution de ce probléme sans ’emploi des nombres transfinis.
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priété de Baire. (’est une des propriétés les plus importantes, communes

3 toutes les fonctions mesurables B, done a toutes les fonctions représentables

analytiquement (voir aussi N°II).

Remargue. L'ensemble f—(X) o X jouit de la propriété de Baire, peut
étre dépourvu de la propriété de Baire, méme lorsque la fonction f est con-
tinue et X non-dense. Tel est Pexemple suivant: -\ = C, Y =T, f est Piden-
tité: f(x)=x et X est un ensemble situé dans X et dépourvu de la pro-
priété de Baire par rapport & e '

lII. Equivalences?). La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fon-
ction f(x) jouisse de la propriété de Baire est U'existence d’un ensemble P de I-re caté-
gorie (dans Yy tet que la fonction partielle f (x[.\'”— P) soit continue (on dit alors
que la fonction f(x) est continue, en négligeant les ensembles de I-re catégorie).
L’espace Ly est supposé géparable.

Néecessgité. Il sagit de définir un ensemble P.de I-re catégorie te
que la fonction g (x) =f(x;LY—P) soit continue, c. & d. que, [ étant un en
semble ouvert' arbitraire (dans “f), 'ensemble®g—i(/) soit ouvert relative
ment & X — P, i

Soit Sy, Sy, la base de Iespace Y. On a done H= Sp,+ Sp, o Pa
hypothése f—*S,) est un ensemble & propriété de Baire; il vient par défini
tion de cette propriété (§ 11, I): f—(S,)= G, —P,+ R, ot G, est ouver
et P, et R, sont de [-re catégorie.

Posons P=(P,+R) 4+ (P;+Ry) +.. La formule g—'(H)= f~1(H)—
(83,11, 14) donne g=(H) = X [F4S,)1 — P = X [(Gy, — Py, + Ry,) — P e
comme P, -+ R, CP, on a (G — P, + R)— P = G, — P. Domc

gl H)y= (2 Gkn) — P et 2 Gkn étant ouvert, g—(#) est ouvert dans X—p.
n 1

Suffisance. Soit'P un ensemble de I-re catégorie tel que la fon-
ction g (x) =f(x;9(— P) est continue. /7 étant un ensemble ouvert arbitraire, Ia
continuité de g (x) signifie (§ 18, IV (3)) que D’ensemble’ g—'(H) = f—1(H)—P
est ouvert dans EX—«-—P, c. ad. quil est de la forme G— P ol G est ouvert
(dans X). 11 vient f~(H) = f~(H) — P+ f—Y(H)- P = G — P+ f—'(H) - P. Or,

. P, et par conséquent f—'(H)- P, étant des ensembles de I-re catégorie, la dé-
composition de f—'(//) montre que cet ensemble jouit" de la propriété de
Baire; ¢ q. f. d.

: * 1) Voir ma note La propriété de Baire dans les espaces métrigues, Fund.
Math. 16 (1930), p. 391. Cf. 0. Nikodym, Sur la condition de Baire, Bull
Acad. Pol. 1929, p. 595. )
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En rapprochant ce théoréme des conclusions du N précédent, on voit
que chaque fonction mesurable B et, & plus forte raison, chague fonction repré-
sentable analytiquement est continue, lorsqu'on néglige les ensembles de I-re ca-
tégorie 1). .

Il en résulte ausei que, étant donné un ensemble arbitraire, la propriété
de Baire de cet ensemble et de sa fonction caractéristique sont équivalentes ?).

III. Opérations sur les fonctions jouissant de la propriété de Baire.

1. . Superposition des fonctions. Si la fonction V= f(x) jouit de la propriété
de Baire et la fonction z = g (y) est mesurable B, la fonction h(x) = gf (x) jouit
de la propriété de Baire.

Car 2—Y(F) = f~'[g—1(F)] et g—!(F) étant mesurable B, Usnsemble /—1[g—1(F)]
posséde la propriété de Baire.

Remarque. Dans le cas inverse; ot f est mesurable B, tandis que g pos-
séde la propriété de Baire, la fonction gf peut é&tre dépourvue de cette pro-
priété: considérons notamment Pexemple du N°I et soit g(y) la fometion

caractéristique de X (regardé comme un sous-ensemble de I'espace 2/)
2. La limite d'une suite convergente de fonctions & propriété de Baire jouit
encore de cette propriété.
C’est une conséquence directe de la formule § 27, VIII (ii):

= =I13 [7rins,]

oit §, désigne la sphére de rayon !/n ayant pour centre I'ensemble fermé F.
En effet, f;‘_k(s,,) ayant la. propriété de Baire, il en est de méme de chaque
ensemble qui s’en obtient par des additions et des multiplications dénombrables.

Remargue. On pourrait aussi démontrer directement que la limite d’une
suite de fonctions ,continues en négligeant les ensembles de I-re catégorie” est
une fonction du méme genre. Soit notamment P, un ensemble de I-re ca-
tégorie tel que la fonction partielle fn(x;?f — P,) est continue. Posons
P=pP 4 P,4.. Donc fn(xgx:——P) est continue, quel que goit n; f‘étant la
limite de f,, on en conclut que f(xJ'I—P) est de I-re classe (sur %——P).
Or, les points de discontinuité d'une fonection de I-re classe formant un en-
semble de I-re catégorie (§ 27, X, coroll), Pensemble R des points de discon-
tinuité de la fonction f(xi;Y-——P) est de l-re catégorie dans EX’—P, donec dans
Tespace X tout entier. Ainsi, la fonction f(x!l’—P'—-—R) est continue et
I'ensemble P+R est de I-re catégorie.

1) Cet énoncé provient de R. Baire, C. R. Paris, t. 129 (1899), p. 1010.
Cf. ma note Sur les fonctions représentables analytiquement ét les ensembles de
premiére catégorie, Fund. Math. 5 (1924), p. 82.

%) Cet énoncé est di & M. Lusin.

C. Kuratowski, Topologie I. . 18
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3. Fonctions de plusieurs variables. Si la fonction. f(x) jouit .de‘la pro-
priété de Baire et si Pon pose g(x,¥) =]j(3c\), (}a‘ fonetion g (x,¥) ]oluxt de ’l[a
propriété de Baire relativement au produit XYL .Car g—‘('G)‘=f_~ Gy Xl
et la propriété de Baire est invariante par rapport 4 la multiplication par un
e (§E%13’t2/1§:\)1;t compte de cette invariance, on déduit de ‘la formt.lle (ii) du
§ 27, V que si la fonction f(x,y) est continue relativement a la .vaxl'lable x et
iouit de la propriété de Baire relativement & la variz&ble v, elle ]OZ.llt 'de cette
propriété relativement a la variable (x,y). L’espace X est supposé séparable.

4, Le cas des fonctions complexes peut &tre traité d’une fagon t_out-a-fait
analogue 2 celle du § 27, VI. On parvient a la conclusion que f(t) e>t<ant >121112
fonction dont les valeurs appartiennent a un produit (fini ou infini) J\.l .13
d’espaces séparables, la condition nécessaire et suffisante pour que cett.e fon-
ction jouisse de la propriété de Baire est que chacune des coordonnées du
point f(f) en jouisse. :

5. ' Fonctions composées. En combinant les énoncés 1,3 et‘4, on en conc{lut
que, 8i chacune des fonctions y; = f;(x;) jouit de la propriété de Baire et 1a fonction
2= g (Y1, ¥2.) est mesurable B, la fonction composée z = g [fi(1), fu(x2), ...] en
jouit également. Les espaces /i sont supposés séparables.

6. Image de I'équation y = f(x). Reprenons lidée du rai.sounemen’t du
§ 27, VII. La distance étant une fonction gontinue, Ia fometion f(x) étant
supposée pourvue de la propriété de Baire et jf étant sépara.ble, ly—fx)] ,est
d’aprés 5 une fonction & propriété de Baire de deux variables. Donc ['en-

semble I =E [ly —f(x)]|= 0] jouit de la propriété de ‘Baire.
xy

Remargues. 1. Le théoréme inverse n’est pas vral: l'image d? I’équation
y::f(xj peut jouir de la propriété de Baire, sans que la fonction f(x) en
jouisse. Nous reviendrons sur cette question au § 36, IV.

9. D'aprés p. 148, XI si A et ‘;_lf ne sont de I-re catég.orie en aucun
point (p. ex. s'ils sont complets), ensemble I est de I-re catégorie.

IV. Fonctions a propriété de Baire au sens restreint. On appelle
ainsi une fonction f(x), lorsque, quel que soit 'ensemble fermé F, I'ensemble
f(F) jouit de la propriété de Baire au sens restreint.

Cela revient a dire que, quel gue soit Pensemble E, la fonction partielle
F(x|E) jouit de la propriété de Baire relativement ¢ E, ou encore (en ‘raison du
théor. du NOII) que cette fonction partielle est continue, lorsqu'on néglige les en-
sembles de [-re catégorie relativement ¢ E. L’espace Cy est supposé séparable.

En effet, 1a condition considérée est nécessaire, car en posant g (x) = f(x|E),
il vient (§ 8, II, 14): g~ (F)=E-f—(F) et, comme par hypothése I’ensemble
f—XF). jouit de la propriété de Baire au sens restreint, I'ensemble g—!(F) jouit
de la propriété de Baire relativement & F; cela veut dire que la fonction g(v)
jouit de la propriété de Baire (relativement a E).* Inversement, si l'on sup-
pose que, quel que soit E, l'ensemble g—*(F) jouit de la propriété de Baire
relativement 3 E, Pensemble f—!(F) posséde la propriété de Baire au sens re-
streint; done, ensemble fermé F étant arbitraire, f(x) la posséde également.
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Le domaine de variabilité de Pensemble £ peut &tre réduit, bien en-
tendu, aux ensembles parfaits ou aux ensembles fermés (cf. § 11, VI).

Chaque ensemble borelien jouissant de la propriété .de Baire au sens
restreint (§ 11, VI), chague fonction mesurable B en jouit également, Cependant
il existe des fonctions & propriété de Baire au sens restreint qui ne sont pas
mesurables B (voir § 35).

Les énoncés 1, 2 et 4 du N°III se laissent démontrer d’une facon tout
a fait analogue pour la propriété de Baire au sens restreint ). En outre, la
propriété de Baire au sens restreint d'un ensemble et de sa fonction caracté-
ristigue sont équivalentes.’

V. Rapports a la mesure (lebesguienne)?). f(x) étant une fonction
d valeurs réelles, définie sur un espace séparable “\ et jouissant de la propriété de

Baire, il existe un ensemble Z tel que X — Z est de I-re catégorie et que f(Z)
est de mesure nnlle: mf(Z)=0.

Considérons d’abord le cas oil f est une fonction continue.

Soit R=ry,rs, .. un ensemble dénombrable dense dans 95; f étant con-
tinue, ;il existe, pour chaque % et n, une sphére Sk,n telle que rpeS,, et

1 1
A[f (Sl < =’ dott m, (S, ) < — (m, désignant la mesure extérieure).
: 2%, o 2k,

oo oo

Posons Z= n kz Sppn- On a done ZCkZ Spn pour chaque n, doit
n=1 k=1 " . =1 "
V4 Ck ]f(Sk,n) et par suite m, f(Z) <k_/_,1 m,f(Sg ) \<_;, d’olt m f(Z) =0.
D’autre part X—Zz= Zl{l —k‘El Ss n} et Rsz,: Sy »» €& qui prouve que
= = 4 — *

oo oo

pour n fixe ZS,M est un ensemble dense et ouvert. 5\7--28“ est done
. k=17 k=1

non-dense et -\ — Z est par conséquent de I-re catégorie.

Le cas ot f est une founction jouissant de la propriété de Baire se ré-
duit au précédent. Car d’aprés le th.du N°Ilon a;\'=P+ X — P), 1a fonetion
étant continue sur X' — P et P étant de I-re catégorie. Or, comme nous ve-
nons de mountrer, il existe un Z tel que mf(Z) =0 et que X — P— Z est de
I-re catégorie. L’ensemble “X——Z:(DC—P——ZH—P est done de I-re catégorie.

!} Quant aux énoncés 3, 5 et 6, leurs démonstrations ne pourraient étre
appligiées a la propriété de Baire au sens restreint, qu’en s’appuyant sur l'in-
variance de cette propriété par rapport i la multiplication par un axe, in-
variance qui n’est pas jusqu'a présent établie (cf. § 23, VII).

*) Ci. W. Sierpifiski, Fund. Math. 11 (1928), p. 302. On trouvera
une application de ce théoréme au Chap. III, § 36.





