PREMIER CHAPITRE.

Notions fondamentales. Calcul topologique.

§ 4. Systéme d’axiomes. Régles de calcul.

I. RAxiomes. Nous considérons dans ce chapitre: 1° un en-
semble, que nous désignons par 1 et que nous appelons espace,
2° une fonction X définie pour chaque sous-ensemble X de 1 de
facon que X (1 et que nous appelons fermeiure de X. Les élé-
ments de I'espace sont dits des points.

Nous admettons les trois axiomes suivants: 1)

I) X+Y=X+7Y
1) si X ne contient qu’un seul point ou n'en contient aucun, on a

X=X

I X=2X.

II. Interprétation géométirique.?) En cas ol 1 désigne lespace eucli-
dien (& n dimensions), X est Pensemble X augmenté de ses points d’accumu-
lation. Nous allons prouver que les trois axiomes sont réalisés.

Supposons d’abord que ps X4 Y, donc que lon ap=I1imp, ol
Ppe(X+Y). 1l existe alors parmi les p, une infinité de termes qui appartien-

) Des axiomes analogues ont été introduits par M. F. Riesz, Stetig-
keitsbegriff und abstrakte Mengenlehre, Atti del IV Congr. Int. dei Mat., vol. II,
Roma 1909. Voir aussi ma note Sur l'opération A de I Analysis Situs, Fund.
Math. 3 (1922), pp. 182 — 199. M. M. Fréchet appelle ,accessibles” les
espaces assujettis aux axiomes I — III. Voir son livre Espaces abstraits, Paris
1928, p. 185. . '

2y Le N°II n'intervient pas dans Ia suite: il ne sert que pour rendre les
axiomes plus compréhensibles. Cf. aunssi § 7, IIL
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nent soit tous 4 X, soit tous 4 }; dans le premjer cas on a pe X et dans le
second pe Y. Done, en tout cas, pe X+ Y. ,

Il est, d'autre part, évident que, si p appartient & la fermeture de X,
p appartient, 2 plus forte raison, a la fgrmeture de chaque sur-ensem})le_ de X,
done & X-+ Y. Par conséquent X YC XY, d'olt on conclut que 'axiome I
est réalisé

L’axiome II étant manifestement vérifié, reste a démontrer I'axiome L
On a par définition XCX. Afin de prouver que X CX, supposons que peX
et que S est une sphére (3 n dimensions) qui contient p & l'intérieur. Le point
p appartenant i la fermeture de 'ensemble X, il existe & lintérieur de ‘S un
point »= X; cette derniére condition implique existence d’'un point s apparte-
nant a4 SX. Ainsi, chaque sphére qui contient p & I'intérieur, contient un
point de X. Cela entraine la formule p:c X, ¢. q. 1. d.

HI. Régles du calcul topologique:

1. XCVY impligue XC Y

2 XYCX- Y 3. X-YCXx-7
4 IT}i 1?-‘ 5. ;icﬁ

6. si X est fini, X=X

. XCX Y T;1 9. 0=0.

Les cinq premiéres régles résultent de I'axiome I -
~En effet, pour prouver 1, remarquons que (selon § 1, II)

Vinclusion X (C Y équivaut & l'égalité V=X-+ 7, qui ‘entraine
Y=X+7, done, selon I'ax. I, Y=X+ 7, ce qui équivaut a I'in-
clugion X (C 7.

La régle 1 entraine 2. Car les inclusions XY (C X et XY Cvr
impliquent XY C X et XY (C ¥, dott XY X- 7. ‘

L’identité X+ ¥=(X— Y¥)-+ Y entraine en vertu de I’axiome I:
X+V=X=7+7 et, en multipliant les deux membres de cette
égalité par 1— 7, il vient X— V=X— V- P C X— 7, dou la
régle 3.

La régle 4 est une généralisation de la régle 2 (2 une quantité
arbitraire, dénombrable ou indénombrable de facteurs) et elle se
démontre d'une fagon analogne. On a, en effet, pour chaque

indice w: ] X, C X,, dott [] X, CX,, done Hx,CIlx,.
t 1 13 k3
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D'une fagon analogue, linclusion X, ( EX implique que
X, CYX,doa XX, CY X, La régle 5 se trouve ainsi établie.
t kA L

La régle 6 est une conséquence immédiate des axiomes I et 1.
La régle 7 résulte de I'axiome II et de la régle 1. En effet,

a

la formule peX équivaut 3 Il'inclusion () C X, qui entraine
(p) C X et comme, selon I'ax. 11, (p) = (p), il vient (r) C X, done
peX. Ainsi I'inclusion p = X entraine peX, cq.tfd

La régle 8 résulte directement de 7 et la régle 9 est impli-
citement contenue dans 1'axiome II.

IV. Relativisation. E étant un ensemble de points fixe et
X un sous-ensemble arbitraire de F, on appelle fermeture de X

- relative & E 'ensemble E-X. La fermeture relative satisfait aux

axiomes I—III relativisés par rapport & E; c’est-a-dire que, Xet ¥V
étant des sous-ensembles arbitraires de £, on a:

Ir) . E-X+Y=E-X+EV

Ilg) si X ne contient quwun seul point ou n'en contient aucun, on a

EX=X
I5) E-EX=F-X.

En effet, les propositions Iz et 1Iz sont respectivement des
conséquences directes des axiomes I et Il. Quant a la proposi-
tion Illz, on a selon la régle 2 et I'axiome III:

EEXCEXCX=X, don EEXCEX
et, linclusion inverse étant une conséquence de la régle 7, on
obtient Videntité Iz
Il est ainsi établi que les axiomes I—III peuvent étre rela-
tivisés par rapport & un ensemble arbitraire E, Il en est donc de
méme de tous les fhéorémes qui résultent des axiomes I—IIT: ils

restent valables, lorsqu’on considire comme espace un Ssous-en-
semble arbitraire £ de 1 (et que I'on relativise la fermeture).

Nous avons vu au N°II que les.akxiomes I—III sont remplis dans Y'espace
euelidien. Il en résulte que ces axiomes sont aussi remplis, lorsqu’un sous-
ensemble arbitraire d'un espace euclidien est considéré comme espace.

C. Kuratowski, Topologie I. : 2
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V. Rnalyse logique du systéme d’axiomes.

Les axiomes I—III sont indépendants. En etfet, si on' c:l?nsidére cqum‘;a
S sléments a et b, et si 'on pose: 0 =0,
’ n ensemble composé de deux é si l'on .
I_S)sg-a(c;u(_b)_: () et (a,b) =0, les axiomes II et IIl sont réalisés, faﬂdls.{fll;:
§an:1’es,t pas. . 8i, pour un espace non vide, on pose X= 0,.que1 que s'm e;
les axiomes [ et IIT sont remplis, mais II ne l'est p.as. Enfm, pgur r.n'ou:rl).
lindépendance de l'ax. lII, considérons I'exemple bien n%sil;)rluctl’ urﬁl.;?éltmé
les fonctions réelles de variable réelle; ar
T'espace se compose de toutes S les . o réslie; X Slant
-limite d'une suite de fonc
-ensemble de cet espace, toute fonction A © 81 tion
:}I:t::iltlzs de X appartient & X, L'espace des fonctions, ainsi c:n(flu:i?a.tlsflu:
i i isfait pas & I'ax. [1I. En effet, 4 désignan
aux axiomes I et II, mais ne satisfai a l'ax. : . ;
Pensemble des fonctions continues, on a A#f}, puisque lfm fo.m‘:tlt(.)nun(edlz
Dirichlet) égale & 1 aux points rationmels et & 0 aux points irratio
artient 4 A4, mais n’appartient pas a A. ) o .
e Les axion;es IetIll ne sont énoncés qu'a l'aide des opef‘atlons del Adlgd):f'q
de 1a Théorie des ensembles et de I'opération X. On pourraxt‘se deTan T{r[ 8 lt
n'existe d’autres axiomes de ce genre, indépendants des amomeg, — ! e
valables dans chaque espace euclidien. La solution.d’un cas particulier de ce
probléme est fournie par la table snivante.
X——I—I
\
7 AN

_ f el —1 \X—'—’- s X
FEEIMA AR

. AN ER
Ve

v ~,
X! \\
X1 Xt / > Xi—=t— X

N/

; Xttt
) a0 a M. Fréchet; voir sa Thése, Rend. di Palermo 22 (19086), p. 15.
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Supposons, notamment, que Y'on opére sur un ensemble X i Iaide des
deux opérations: X et X' (=1 —X). Quel estle nombre d'ensembles qui s'en
obtiennent? On prouve que ce nombre est 141). Les 14 ensembles en que-
stion sont contenus dans Ia table ci-dessus?). La méme table renferme foutes
les inclusions valables pour chaque sous-ensemble de la droite.

§ 5. Ensembles fermés, ensembles ouverts.

. Définitions. X est un ensemble Jermé, lorsque X=X9).
X est un ensemble ouvert, lorsque le complémentaire de X

est fermé, e. 3 d. lorsque 1—X=1—X, ou encore, lorsque
X=1—-1—2X.

Exemples. Dans Pespace des nombres réels les nombres naturels con-
stituent un ensemble ferms; I'intervalle <L x <b est fermé; 'intervalle alx<h
est ouvert (non fermé); dans le plan ce dernier ensemble n'est pas ouvert.

Dans Yespace des nombres naturels chaque ensemble est fermé ot ouvert
simultanément.

f(x) étant une fonction bornée définie dans I'intervalle a<{x<Ch, son
image géométrique, c. & d. I'ensemble E[y:f(x)], est fermée (dans le plan),
xy

lorsque la fonetion J est continue et dans ce cas seulement (cf. § 23).

Il. Opérations. La somme de deux ensembles fermés est un
ensemble fermé. Cela résulte de I'axiome I, lorsqu’on pose X=X
et Y=1Y, ‘

Le produit (d'un nombre fini ou infini) d'ensembles fermés est
fermé. En effet, en posant X,= X, dans la régle4,ona [ X, C[] X,
. 1 t

et comme on a HX;CHXL, selon 7, il vient HXL=HX.
L t L L

En vertu de la formule de de Morgan, d’aprés laquelle
(voir§ 1, et V)ona 1—XYV— 1-X)+@1—7Y) et, en général,
1—-[lx,=Y (1—X), on conclut des propositions précédentes

L 13

que le produit de deux ensembles ouverts est ouvert et que la somme
d’un nombre arbitraire d'ensembles ouverts est ouverte.

) Pour la démonstration, voir ma note citée de Fund. Math. 3, p. 196.

3 Pour des raisons typographiques nous écrivons X au lien e X ai-
guille remplace iei le signe d’inclusion (GO

%) Notion due a G. Cantor, Math. Ann, 21 (1883), p. 5l.
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D’aprds les régles 8 et 9, les ensembles 0 et 1 sont simulta-
nément fermés et ouverts '),

. Propriétés. D’aprés I'ax. III, la fermeture est un en-.

semble fermé. On peut donc définir les ensembles fermés comme
les ensembles de la forme X. D'une fagon analogue, les eEsembles
ouverts coincident avec les ensembles de la forme 1 —X.

Si G est ouvert, on a GX C GX, quel que soit X.

Car, par définition de I'ensemble ouvert, on a G =1 —-1-0G,
done G- X=X —1—G(C X—(1—G)=GX en vertu de la régle 3.

L’inclusion GX (C GX implique Eic GX et, en tenant compte
de la formule X C X ona GX(C GX, d’ott

GX = GX.

IV. Relativisation. Conformément a la terminologie adoptée
au § précédent, un ensemble X est fermé relativement a E, lorsque
X =E-X. Lensemble X est relativement ouvert, lorsque X E
et que E — X est relativement fermé (par rapport i E), autrement
dit, lorsque X=E—E—X.

La condition nécessaire et suffisante pour quun ensemble soit

fermé (ouvert) relativement & E est qu'il soit le produit de E et d'un
ensemble fermé (onvert).

En effet, la condition est ‘nécessaire,bar dans le cas ou X
est relativement fermé, on a X = E-X, et dans le cas oll X est
relativement ouvert, on a X =E — E-X=E(@—-E—=X).

Pour prouver qu;elle est suffisante, supposons d’abord que
Pon ait X=FEF et F=F. 1L s’agit de prouver que X est fermé
relativement 4 E, ¢. 4 d. que X =FE - X, donc que EF = E-EF.

) ). La notion d’ensemble fermé (ou celle d’ensemble ouvert) peut &tre
admise comme primifive (an lieu de la fermeture); en admettant comme axiomesles
énoneés ‘du N°II, on obtient un systéme. analogue au systéme basé sur les
ax. I—IlL, Cf. P. Alexandroff, Math. Ann. 94 (1925), p. 208 et W, Sierpin-
ski, Math. Ann. 97 (1926), p. 8385, Topologja (1928), Voir aussi plus loin § 7, IIL
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Or, selon la régle 1, EF (C F et comme F = F, il vient E-EF (_ EF.
L'inclusion inverse résulte directement de la régle 7.

Enfin, dans le cas ol X= EG et G est ouvert, 'ensemble
E— X, comme égal 4 E— EG=E-(1— G), est un produit de E
et d'un ensemble fermé; il est donc fermé relativement & E. Par

conséquent X est relativement ouvert, ¢. q. f. d.

En particulier, si E est fermé (ouvert), la propriété d'étre
fermé (ouvert) relativement a-F entraine la méme propriété au
sens absolu. Cela résulte du théordme précédent, en tenant compte
du fait que le produit de deux ensembles fermés est fermé et que
le produit de deux ensembles ouverts est ouvert (voir NOII).

Le mé&me théoréme implique que la propriété d’étre relative-
ment fermé est transitive, c. & d. que si X est fermé dans Y et
Y est fermé dans E, X est fermé dans E.

En effet, par hypothése: X=Y-Xet Y=E-Y, done X=E- XY
et, comme produit de £ et d'un ensemble fermé, X est relative-
ment fermé dans E.

Il en est de méme de la propriété d’étre relativement ouvert.

V. Ensembles F, ensembles G;. La somme dune famille
dénombrable *) d’ensembles fermés est dite F,, le produit d'une fa-
mille dénombrable d’ensembles ouverts est dit Gy ?).

On voit aussitét que le complémentaire d’un ensemble F, est
un G; et que le complémentaire d'un G est un F,. La somme
d'une infinité dénombrable d’ensembles F, est évidemment un F.

Le produit de deux ensembles F, est un F,; soit, en effet, A= A,

n=1
et B = Z B,, donc AB = Z,' 1A »Bm et, les ensembles A, et B, étant
n, m=
feljmes, 1eur produit A, B, est aussi fermé; I’ensemble AB est

1) Nous entendons par ensemble dénombrable un ensemble dont les élé-
ments se laissent ranger en ume suite finie ou infinie. Notons que, dans
ce sens, chaque ensemble fini est dénombrable.

?) Ces deux notions, qui présentent une généralisation des notions d’en-
semble fermé et d’emsemble ouvert ont été étudiées surtout pour les buts de

‘la Théorie des fonctions. Cependant elles se sont montrées trés utiles aussi

dans les problémes géométriques de la Topologie (v. surtout chap: III, §§ 29—32).
Ces notions sont dues & M. W. H. Young, Ber. Ges. Wiss. Leipzig 55 (1903),
p. 287, «
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donc un F,. Par raison de symétrie, le produit d'une infinité dénom-
brable d’ensembles Gy est un Gy et la somme de deux ensembles
G; est un Gy.

Tout ensemble F, est somme d’une suite d’ensembles fermés
croissants. On a, en effet,

F1+F2+E3+---=Fx+(F1+Fz)+(F1+F2+Fa)+---

et les ensembles en parenthéses sont fermés.

D'une fagon analogue, tout ensemble Gj est produit dune
suite d’ensembles ouverts décroissants.

Pour que X soit un ensemble E; (un ensemble Gy) relative-
ment ¢ E, il faut et il suffit que X s01t un produit de E et d'un
F; (Aun Gy).

Cela résulte des identités:

FE+F, E+.=F+F+.)E
et .
(G,-EY- (G, E):...=(Gy" Gy~ ..) E.

En particulier, si £ est un F, (un Gy), X l'est également.
D’apres l'ax. II, tout ensemble dénombrable est un F,

Ainsi, par exemple, 'ensemble des nombres rationnels est, dans 'espace
des nombres réels, un Fj;. L’ensemble des nombres irrationnels est done un GB'
Nous allons voir plus tard que ce dernier n’est pas un Fg.

VI. Ensembles boreliens. En generallsant les notions d’en-
gsemble fermé et d’ensemble ouvert a l'aide des opérations de la
Théorie des ensembles  (comme mnous l'avons fait dans le N° pré-
cédent), on est conduit & considérerles ensembles qui s’obtien-
nent des ensembles fermés (ou ouverts) par les opérations d’addi-

tion et de multiplication dénombrables, ainsi que par celle de -

soustraction. On parvient ainsi & la définition suivante.

Définition V). La famille F des ensembles boreliens est la

plus petite famille assujettie aux conditions suivantes:
1) chague ensemble fermé appartient & F,
2) si X appartient & F, 1 — X lul appartient également,

1) Voir E. Borel, Lecons sur la théorie des fonctions, Paris 1898, p. 46
et F. Hausdorif, Mengenlehre, § 1B ,Borelsche Systeme® et Grundziige, p, 304.
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8) si Xn(n=1,2,..) appartient a F, l'ensemble [| X, lui appar-
: n=1
tient également,

On voit aussitét que la condition 1) peut étre remplacée par

1) chaque ensemble ouvert appartient & F
et que la condition 3), peut &tre remplacée par la condition 39,
qui s’obtient de 3), en y substituant > & [].

L’étude plus détaillée des ensembles béreh‘ens se trouve dans les cha-

pitres II et III

Les ensembles que 'on rencontre dans la majorité des applications de la
Topologie sont boreliens. D’antre part, comme nous verroms, on connait des
exemples d’ensembles non boreliens.

En ce qui concerne les ensembles relativement boreliens, on
a le théoréme suivant: E étant un ensemble donné, les ensembles
boreliens relativement & E coincident avec les ensembles de la forme
BE, «oit B est un ensemble borelien variable.

En effet, la famille des ensembles X tels que XE est bore-
lien relativement & E satisfait aux conditions 1)—3), car 1° si X
est fermé, XE est fermé dans E, donc borelien relativement a E,
20 si XE est borelien dans E, (1— X)-E l'est également, puisque
(1— X)-E=E— XE, 3 sichacun des ensembles EX, est borelien

dans E, E- HX,, ’est également, puisque E- HXn—n (EXn).

n=1 n==1
- Or, la famille des ensembles boreliens étant ]a plus petite
famille satisfaisant aux conditions 1)—38), elle est contenue dans
la famille des ensembles X en question. Autrement dit, si X est
borelien, XE -est borelien relativement & E.

Inversement, la famille des ensembles X = BE, o B est bo-
relien, satisfait aux conditions 1)—3) relativisées par rapport
a E, car 1° chaque ensemble fermé dans E appartient & cette famille,
20 si X = BE, I’ensemble £ — X = E (1 — B), comme produit de £
et d'un ensemble borelien, appartient a la famille considérée,

80 si X,=EB,, on a HX E- HBH, donc HX,, appartient aussi

n=1
4 la famille considérée. Par consequent cette famille contient
la famille des ensembles boreliens relativement & E. En dauires
termes, si X est borelien relativement a4 £, X est un produit
de E et d'un ensemble borelien.
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§ 6. Frontiére, intérieur d’ensemble. : Les formules (1)—(3) se démontrent comme suit:

.. Définitions !). La frontiére de X est I'ensemble Fr(X) =
=X-1—X. Lintérienr de X est I'ensemble Int (X)=1—1—X.

1-T-XP=1-T— X1 V=1—(— X1 —F) = (1—1=%)- @=1=7).

=1-[]1= — _ — W
Exemples. Sur le plan ‘euclidien, X désignant le cercle x?--y®<1, ;Int X)=1 ]:[1 X.C1 1’7(1 X)=Int (.’_z X))
Fr (X) est la circonférence du cercle, Int (X) est le reste. Rien ne change, si i )
Fon remplace lo signe < par <. * 1-1-XC1-(1—X)=X, donc Int(X)=X (1—1-X)=X—1—X=
. Dans lespace des nombres naturels la frontiére de chaque ensemble C ( ) ’ X) (-1 )
est vide. —_— [ —
‘ == R . — = —— . -1 — = — - — —_ X —
Dans l'espace des nombres réels l’ensemble des nombres rationnels X=X 1-X=X-XX1-X=X-X1-X=X—Tr (X)CX

a pour frontiere l'espace entier.

X étant un ensemble arbitraire situé dans I'espace des nombres réels Les formules (4) et (5) sont ev1dentes..

et f(x) étant la fonction définie par les conditions: f(x)y=1 pour xeX et — — e . .
f(x) =0 aillenrs, la frontiére de X constitue I'ensemble des points de discon- X1-X=X1-X)X+(X-1-X)-(1—2X), dou Iiden-

tinuité de la fonction f(x) (voir § 13). o tité (6) en vertu des inclusions X (C X et 1—X(C1—X.

Il. Formules de calcul. Nous nous servirons dans la suite

, X+FrX)=X+X1-X+X-X)=X+X—-X)=X.
des formules suivantes 2):

(1) Int(X¥)=Int(X)-Int(Y) (1) XC Y implique Int(X)CInt(Y) | Fr X+ 1) =X+ V1-+ ) =X+V-1-X)-0-0C
CX =X 1=V VP =X 1=V X- T—X4-7- 1= V=Fr (X) +Fr (V).

2 2 Int (X) CInt (X' X) ‘
' g ' L Fr(XV)=Fr(1-XV)=Fr[1—X)+1-C
(3) ItX)=X—1-X=X-FX)CX CFr(l—X)—{—Fr(l—Y)=Fr(X)+Fr(Y).
& Fr(1—X)=Fr(X) ®) Fr (X) C Fr (X) - La formule (10) est évidente et la formule (11) résulte de (4)
IR e et (5).
©® FrX) = X1-X+X-X () X+PFr(X)=X L'inclusion Fr (X) (C X implique en vertu de (1') et (3) que
8) Fr(X+Y)CFr(X)+Fr(Y) (9 Fr(XY)CFr(X)+Fr (Y) Int[Fr(X)] C X. Ef désignant par G l'ensemble (ogvert)_I:ut [F—{SX )N,
- ‘ on a done G = GX, d'ot, en raison de § 5, IIll: G= GX = GX, ce
(10) Int (X)-Fr(X)=0 (11)  FrlInt (X)] C Fr (X) qui donne la premiére des égalités (12). La deuxiéme en résulte,

en substituant 1 — X & X et en tenant compte de (4).
Au point de vue du calcul topologique les formules suivan-
tes, que nous citons sans démonstration, présentent un certain
intérét: ‘
) «Cf. G. Cantor, Gottinger Nachr. 1879, p. 128 ¢t C. Jord , J . t[Int (X)) =Int (X), Int(X —-Y Int (X) — Int (1),
de Math. (4) 8 (1892), p. 72. . ‘ an, Journ | Int [Int (X)] &, ( ) C Int (X) (

?). Quelques-unes-se trouvent chez M. Zaryeki, Quelgues notions fon-
damentales de I Analysis Situs au point de vue de PAlgébre de la Logique, Fund. Fr {Fe [Fr (0]} = Fr [Fe QOICFe (5

Math. 9 (1927), pp. 3—15. L'auteur étudie en outre d’autres fonctions d’ensemble, e = B '
telles que le ,bord* = X.1_X, I',extérienrt =1 — X, ' ~ La formule Int (X+¥) =Int (X)+Int () sera établie au §.8.

(12)  Int [Fr (X)] = X-Int [Fr (X)] = Int[Fr (X)] - X
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. Rapports avec les ensembles fermés et ouverts.

On voit aussitdt que la frontiére est fermée et que lintérieur

est ouvert'). De plus, l'intérieur de X est le plus grand sous-
ensemble ouvert de X; car, G étant un sous-ensemble ouvert

de X, ona 1-XC1-G=1—G, dot 1—XC 1—G, donc
GC1—1—X=Int (X). :

Si X est fermé, on a Fr (X) =X-1— X; si X est ouvert, ona
Fr(X)=X—X. Chacune de ces égalités caractérise les ensem-
bles fermés et ouverts respectivement, car on obtienten vertu de (6)
dans le premier cas X— X =0, d'od X=X, et dans le second
cas X1 —X=0, dotl —X=1—X

En particulier, I'égalité Fr (X) = 0 équivaut a I'hypothése que
X est simultanément fermé et ouvert, ‘ ‘

La condition nécessaire et suffisante pour que X soit une dif-
férence de deux ensembles fermés est que l'ensemble X — X soit
fermé %),

En effet, soient X = E — F, E et F deux ensembles fermés. Ona

X=X(E—F)=XE—-XF

et comme X (C £, il vient X C E, d’ott X-E = X. Par conséquent

X=X—X-F, dot X— X=X F: donc X— X est ferms.
B Imzarsemen’c, si X— X est fermé, I'ensemble X, comme égal
& X—(X—X), est une différence de deux ensembles fermés.

IV. Théoréme sur Padditivité. On rapprochera & la for-
mule (2) le théordme suivant (dont nous nous servirons au § 8):

{X.} étant une famille (de pzziésance arbitraire) densembles
onverts relativement ¢ la somme 2X,ona

!) Cette dernitre proposition équivaut i Iax. III; sous le mom de la
»condition de M. Hedrick* ellé a 6t6 considérée par certaing auteurs comme
axiome. Voir E. R. Hedrick, Trans. Amer. Math. Soc. 12 (1911), p. 285 et
M. Fréchet, Espaces abstraits, p. 201.

*) Voir 1a note de M. W. Sierpinski et moi, Sur les différences de
deux en;embles fermés, Tohoku Math. Journ. 20 (1921), p. 22.
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@ Int (X X) = ¥ Int (X,)
(ii) Int (3 X)) = X Int (X).

Eneffet, en posant S =>' X, on a par hypothdse X, = S—5—X,
C1-8—X,done SC X (1—S—X). Il vient: Int(S)=S-Int(S)
t
CYl(A=8-X) 1-1-8)=X(1-S—X+1=8) =3 (1-1-38X) =
t L 13
=2(1—=1—=X)=2Int(X) et, en vertu de (2), on en tire I'éga-
t . L
lité (i). B -
D’aprés le § 5, III on a Int (S) = Int (5)-§ C Int (5)'S.
Comme nous avons prouvé, S(C > (1 —S—X); il vient donc

mt (5) C Int(§)-2(1—S~Xz) = > Int@) — §— X).

o, Int () —S—X,CS-S—X,C S=(S—=X) =X, et,le premier

‘membre de cette inclusion étant ouvert, il est contenu dans I'in-

térieur de X; ainsi Int(S)—S — X, (C Int (X)). En tenant compte

de la formule précédente, on obtient Int (S)("Y Int (X), done
|14

Int (5) cX Int(—)?t)-

Reste a prouver l'inclusion inverse. Or, d’aprés (1), Int (X)C
C Int(S). Done X' Int(X,) CInt(S) et finalement > Int (X)) C Int(S).
L L

" § 7. Entourage d’'un point. Localisation

des propriétés.

1. Définition. [L’ensemble X est dit entourage du point p,
lorsque pelInt(X), c. & d. lorsque p est un point intérieur de X;
autrement dit, lorsque p n’appartient pas a 1 —X.

Un ensemble ouvert est un entourage de chacun de ses points.
Un entourage de p contient un entourage ouvert de p, notamment
Pintérieur de cet entourage.
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Chaque sur-ensemble d’un entourage de p est un entourage

de p. Le produit de deux entourages de p est un entourage de p.

Car 1— XYV =1—X+1—-7.

. Equivalences. Pour que pe X, il faut et il suffit que tout
entourage E de p satisfasse a linégalité XE 5~ 0. '

Supposons, en effet, que p e X et soit £ un entourage arbi-
traire de p. Cela veut dire que p n’appartientr pasda 1—E etil
vient pe X—1—E(C X— (1 — E) = XE. Par conséquent XE == 0.

Supposons, d’autre part, que chague entourage E de p satis-
fait 4 Pinégalité XE =~ 0. Il en résulte que ’ensemble 1 — X n’est
pas un entourage de p, donc que pel1—(1 — X) = X.

Ce théoréme entraine directement le corollaire suivant:

Pour que p eFr (X), il faut et il suffit que tout entourage E
de p satisfasse & la donble inégalité EX0==E — X.

Il est & remarquer que dans les deux énoncés précédents on
peut remplacer le terme entourage de p par ensemble ouvert con-

tenant p. Car chaque entourage de p contient un entourage ouvert
de p. '

IIl. Espace de Hausdorff. La notion d’entourage (ouvert) du point p
est le terme primitif de l'espace de Hausdorff ). Cet espace est assujetti
aux 5 axiomes suivants: ‘

A. A chaque point p correspond au moins un entourage. Chaque en-
tourage de p contient p. '

B. U et V étant deux entourages du point p, il existe un entourage
de p-contenu dans UV.

C. 8i. U est un entourage de p et g U, il existe un entourage V de ¢
~contenu dans U.

D. 'Si p==g¢, il existe. deux entourages I/ et V des points 7 et g respe-
ctivement, tels- que UV =0. ’

E. A chaque point p correspond une suite (dénombrable) d’entourages
telle que tout entourage de p est sur-ensemble d’un terme de cette suite ?).

) Y) Grundziige der Mengeniehre, p. 213; au point ‘de vue historique il est

intéressant de rapprocher le systéme de M, Hausdorff a celui de M. Hil-

bert, Gottinger Nachr. 1902 (reproduit par ex. dans Grundiagen der Geometrie

Leipzig 1918, p. 165). Cf. aussi les egpaces (*V) (= voisinage) de M. Fréchet

(Espaces abstraits, p. 172). ‘
) ,Das erste Abz#hlbarkeitsaxiom® P. Haus dortf, ib. p. 268.
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On voit facilement que les entourages ouverts dun espace qui satis-
faijt aux axiomes I—III vérifient les propositions A, B et C, tandis que les pro-
positions D et E peuvent étre en défaut?). Inversement, si 'on définit la fer-
meture dans 1’espace de Hausdorff par la condition exprimée dans la propo-
gition du N°II, les axiomes I—III se trouvent vérifiés ®).

Ceci généralise le fait que chaque espace euclidien satisfait aux axiomes
I—III (cf. § 4, II), ear un espace eunclidien est un espace de Hausdorff (lorsque
p. ex. les sphéres ouvertes de centre p sont considérées comme des enton-
rages de p).

IV. Localisation. Etant donnée une propriété P d’ensembles,
désignons par, P la famille des ensembles jouissant de cette pro-
priéte. .

Définition. Lensemble X jouit de la propriété P au point p,
lorsquwil existe un entourage E de ce point tel que XEeP. Le
symbole X* désigne Pensemble des points p (quils appartiennent
a X ou non) auxquels X ne jouit pas de la propriété P.

Ainsi, par exemple, si P est la famille composée de I'ensem-
ble vide, on a, d’aprés le théor. du N°II, X *= X. En localisant les
propriétés d’étre un ensemble fini et d’&tre un ensemble dénom-
brable, on parvient, comme nous verrons (§§ 9 et 18), aux no-

_tions de I’ensemble dérivé et de I'ensemble des points de condensa-

tion de X.

V. Familles héréditaires et additives.

Nous allons étudier Popération X*, en imposant & la famille P
deux conditions qui seront réalisées dans plusieurs cas impor-
tants. Nous allons notamment supposer que la famille P est
héréditaire et additive, c¢. & d. que

@) les conditions X e P et Y (_ X entrainent Y e P,
(ii) les conditions X e P et Ye P entrainent X+ YeP.

Conséquences de (i). La condition (i) supposée remplie, on
peut dans la définition du N° précédent imposer a I'entourage Ela
condition d’8tre ouwvert. En effet, d’aprés N°I, chaque entourage
E de p contient un entourage ouvert G de p; done, si I'on suppose
que XE ¢ P, l'inclusion XG C XE entraine XGe P.

1) M. Fréchet, L. c, p. 212
) F. Hausdorif, 1. c, pp. 223—4.
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De 1a résulte que I’ensemble 1 — X* comme somme d’ensem-
bles ouverts, est.ouvert. Par conséquent X* est fermé.
Nous allons prouver que

(3) si G est ouvert, on a GX*= G- (GX)".

En effet, soient X (C ¥, p e X" et G un ensemble ouvert con-
tenant p.. Donec XG non-¢ P et, comme XG( YG, on conclut
de (i) que YG non-¢ P. 1l en résulte que pe Y™

- Supposons & présent que p non-e¢ X*. Il existe par consé-
quent un entourage G de p tel que XGe P. Il vient selon (i)
0P, dou X" (1 — X*)eP. Or, Pensemble X* étant fermé, 1 — X*

est un entourage de p. On en conclut que p non-¢ X*, don

linclusion (2).

Supposons enfin que peGX*. Dont H étant un entourage
de p, on a HGX non-¢ P (puisque HG est un entourage de p).
Ilen résulte que p s (GX)". Ainsi GX*(C (GX)* D’autre part, selon (1),
Pinclusion GX(C X entraine (GX)*(C X", dolt G-(GX)*(C GX* ce
qui implique D’égalité (3).

L’égalité (3) montre que le fait qu'un ensemble X posséde
. Ou non une propriété au point p dépend de l’entourage de ce
point; c¢’est done un fait ,local”.

Remarquons enfin que la proposition (1) entraine (voir § 4, III)
les formules suivantes:

@  (XvyCxy ® dlxyCllx
® | ZXCEXY.
Conséquences de (i) et (ii): |
(7 X+ YV)y=X"4 v - ® X — YV C(X-1)"

En effet, si p non-: X* il existe un entourage G de p tel
que XGeP. De méme, si p non-¢ ¥*, il existe un entourage
H de p tel que YHeP. Selon (i): XGHeP et YGHe P, @01
selon (ii) : (X + Y)-GH = P, ce qui prouve que p non-¢ (X+ ¥y
Done (X + ¥)*(_ X*+ ¥Y*. L’inclusion inverse est un cas parti-
culier de (6).

La formule (8) résulte de (7); cf. § 4, III, régle 3.
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§ 8. Ensembles denses, frontiéres, non-denses.

1. Définitions. 1. X est un ensemble dense, lbfs[gue X=1Y.

2. X est un ensemble frontiére, lorsque son complémentaire
est dense, ¢. & d. lorsque 1 — X = 1.

3. X est un ensemble non-dense, lorsque sa fermeture est

un ensemble frontiére, c. & d. lorsque 1 — X = 12),

Exemples. Dans 1’espace des nombres réels, les nombres rationnels con-
stituent un ensemble dense et frontiére. Cependant, cet ensemble n’est pas
non-dense.

. Sur le plan, la circonférence d’un cercle est non-dense.

On voit aussitét que tout sur-emsemble d’un ensemble dense
est dense, tout sous-ensemble d’un ensemble frontiére est fron-
tidre, tout sous-ensemble d'un ensemble non-dense est non-dense.

.La fermeture d’'un ensemble non-dense est non-dense.

Tout ensemble non-dense est frontiére. Inversement, tout
ensemble frontiére et fermé est non-dense.

Un ensemble frontidre ne peut étre ouvert que §’il est vide.

II. Conditions nécessaires et suffisantes. L'égalité 1—X=1
équivaut 4 la formule Int(X)=0. Les ensembles frontiéres peu-
vent donc &tre définis par la condition quils ne contiennent aucun
point intérieur ou encore, qu’ils ne contiennent aucun ensemble
ouvert non vide. IL’égalité Int (X) =0 étant équivalente a I’inclu-
sion X ( Fr (X) (voir § 6, II (3)), on peut aussi définir un ensem-
ble frontidre comme ‘ensemble contenu dans sa - frontiére ou
encore, comme ensemble satisfaisant & Dinclusion X (C1—X.
On en conclut que pour que X soit un ensemble frontiére, il faut

et il suffit que lon ait X C 1 — X ou, ce qui revient au méme, que

XC1—X.

Cette derniére inclusion caractérise donc les ensembles non -
denses.

1y G Cantor, Math. Ann, 15 (1879), p. 2.
%) (Cette notion remonte 3 P. du Bois-Reymond, Die aligemeine
Functionentheorie I, Tibingen 1882. -



32 ) Chapitre 1. Notions fondamentales. Calcul topologique.

Une autre condition nécessaire et suffisante pour qu’un en-
semble X soit non-dense est la suivante: chaque ensemble onvert
non wide contient un ensemble ouvert non vide et disjoint de X.

En effet, si X est non-dense, I’ensemble X, comme ensemble
frontidre, ne contient aucun ensemble ouvert non vide. Done,
G étant un ensemble ouvert (= 0) arbitraire, ’ensemble .G — X est
non vide, ouvert et disjoint de X. :

D'autre part, si X n’est pas non-dense, X n’est pas un en-
gemble frontiére, done Int (X) = 0. Or, G étant un sous-ensemble
ouvert (5=0) de Int(X), il vient GCInt (X)C X, d'olt G- X540,
done GX 5= 0 (voir § 5, 1), ce qui prouve que Pensemble ouvert

non vide Int (X) ne contient aucun ensemble ouvert non vide
qui soit disjoint de X.

. Opérations. La somme d'un ensemble frontiére et d'un
ensemble non-dense est un ensemble frontiére?).

Soit, en effet, 1—X=1=1— Y. En tenant compte de la
régle 3-du § 4, on conclut que

1— }7-1—X YC(l—X) Y=1—-(X+7),

dott 1=1—~FYC1—(X+F7) et finalement I — (X + ¥)=1.
Il en résulte que la somme de deux, donc d’un nombre fini
d’ensembles non-denses est non-dense ).

Car, X et Y étant non-denses, il en est de méme des en-

sembles X et Y. D’apres ce qui précede 1’ensemble X4 7 est
frontiére et, comme ensemble fermé, il est non-dense. Il en est

de méme -de X+ Y, puisque X - YCX—!— Y.

{X.} étant une famille densembles ouverts relativement & la
somme 5‘ X, si chaque X, est un ensemble frontiére, Z X, Pest éga-

lement; si chague X, est norz-dense, 2 X, Pest egalement
A

1} . tandis que la somme de deux ensembles frontiéres peut ne pas étre
un ensemble frontiére: tel est le cas de Pensemble des nombres rationnels ot.
de celui des nombres irrationnels dans Vespaee des nombres réels.

% Cf. 8. Janiszewski, These (1911), p. 26.
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"(Vest une conséquence des formules (i) et (ii) du § 6, IV, en
y posant Int (X) =0 et Int (X)) =0 respectivement.

IV. Décomposition de la frontiére. La frontiére dun en-
semble se compose de deux ensembles frontiéres, notamment des en-

sembles X-1—X et X —X.

La formule Fr (X)=X-1— X+ X— X a été établie au § 6
(formule 6). Il suffit de prouver que I'ensemble X-1— X est un
ensemble frontiére, car 'ensemble X — X s’en obtient par sub: substi-
tutionde 1 — X & X. Or,ona 1= 1—X—}—1—1—XC1 X+1-1—X=
*——1—.X—}«1—1——X=1—-X-1-—-X, c. q. £ d.

Il est & remarquer que nous avons démontré, en méme temps,
que les ensembles frontiéres peuvent étre définis comme les en-

sembles de la forme X-1 — X (donc aussi comme ceux de la forme
X—X).

V. Ensembles dont la frontiére est non-dense. Si l'un

des ensembles X-1— X ou X — X est non-dense, la frontiére Fr (X)
est non-dense, car, d’aprés III, elle est alors un ensemble fron-

tidre, donc, comme ensemble fermé, elle est non-dense.

En particulier, si X est fermé, on a X —X=0. Par consé-
quent la frontiére d’un ensemble fermé est non-dense. De méme, la
frontiére d’un ensemble ouvert est non-dense.

- Afin d’établir une condition nécessaire et suffisante pour que
Fr (X) soit non-dense, remarquons d’abord, que les ensembles dont
la frontiére est non-dense constituent un corps, c. a d. que la
somme, le produit et la différence de deux ensembles de ce
genre est encore un ensemble de ce genre ).

Cela résulte directement des formules 8,9 et 4 du § 6, II et du
fait que la somme de deux ensembles non-denses est non-dense.

) 'Ainsi par exemple la frontiére d’'une différence de deux ensembles
fermés est non-demse. Il en est encore de méme des ensembles qui s'obtien-
nent des ensembles fermés par Yapplication itérée de la soustraction et de
P’addition un nombre fini de fois. Une généralisation de ce fait aux opérations
infinies sera traitée au § 12. Une autre famille importante d’ensembles ayant
1a frontiére non-dense est celle des ensembles clairsemés (voir § 9). La notion
d’ensemble i frontidre non-dense correspond i celle de fonction ponciuellement
discontinue (v. § 18, VI).

C. Kuratowski, Topologie I. 3
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Pour que la frontiére de X soit non-dense, il faut et il suffit
que X soit une somme dun ensemble ouvert et d’un ensemble non-
dense.

Considérons, en effet, ’identité

X=X—1 X4+ X 1—X=Int(X)+X1—-X.

Si Fr (X) est non-dense, ’ensemble X-1—X lest a plus
forte raison. La formule précédente montre donc que X est une
somme d'un ensemble ouvert et d’'un ensemble non-dense.

Remarquons, d'autre part, que N étant un ensemble non-
dense, Fr () est aussi non-dense comme un sous-ensemble de

I'ensemble A, qui est non-dense. Par conséquent, si X est une
somme dun ensemble ouvert et d'un ensemble non-dense, donc
de denx ensembles ayant la frontiére non-dense, Fr (X) est aussi
non-dense, c. q. f. d.

Il résulte du théoréme précédent que pour que Fr(X) soit
non-dense, il faut et il suffit que X soit une différence d’un ensemble
fermé et dun ensemble non-dense.

Car d'une part Fr (X) =Fr (1 — X) et d'autre part, si X est
une somme dun ensemble ouvert et d’un ensemble non-dense,
1 — X est une différence d'un ensemble fermé et d’un ensemble
non-dense et réciproquement, puisque 1 — (G4 N)= (1 — G) — N.

Dans le domaine des ensembles ayant la frontiére non-dense
les notions d'ensemble frontiére et d’ensemble non-dense coincident.

En effet, si X est un ensemble frontiére de la forme X' = G4+ N,
Pensemble ouvert G est vide, donc X est identique & I’ensemble
non-dense N.

VL. Relativisation. Si X' (C E, X est par définition, dense,
frontiére, non-dense relativement & E, lorsqu’on a respectivement

X-E=E, E-X E=E, E—XE=E,

c.d d lorsque ECX, ECE—-X, EC E—X respecti&*ement.

D’aprés II, la condition que X soit frontiére (resp. non-dense)
relativement 4 E, s’exprime aussi par Pinclusion

XCE-X (resp. X(C E— X).

[§ §, VII] Ensembles denses, frontiéres, non-denses. 35

On voit aussitét que

1) X est dense dans X: par couséquent X — X est frontiére
dans X: Qaprés § 6, II (12), lensemble X Int[Fr (X)] est simul-
tanément dense et frontiére dans Int [Fr (X)];

9) si X est dense dans E, X est dense dans chaque sous-en-
semble de E (qui contient X); si X est frontiére (on non-dense)
dans E, X lest également relativement ¢ chaque sur-ensemble de E;

8) si X est dense dans Y et Y dans Z, X est dense dans Z.
En particulier. si X est dense dans Y, X est dense dans Y.

4) si X est non-dense dans E, XE est non-dense dans E.

de la formule E— X=E— X E— X, il vient X E — X, do
XECE—X(CE—XE, c. q.f d

5) G étant un ensemble ouvert, si X est frontiére (non-dense),
il en est de méme de XG relativement & G, et de XG relativement a G .

En effet, si X est un ensemble frontiére, on a X 1—X,
done XG(_ 1— X-G et, comme selon § 5,11, 1 —X- G G—X,
il vient X\G(C G— X = G— XC. o

D’une facon analogue, si X est non-dense, on a X (_1—4X,
dot XG(C1—X-GC G—X(C G —XG.

En outre, XG = XG+ X- (G — G) et I'ensemble G— G, donc
X-(G— G), étant selon 1) non-dense dans G. le reste de notre
énoncé résulte de III.

VII. Localisation. Par définition, X est frontiére (non-dense)
au point p, lorsqu'il existe un entourage G de p tel que I’ensemble
XG est frontiere (non-dense).

Ainsi p. ex., sur le plan, Pensemble composé d'un cerele (Pintérieur y com-
pris) et d'un segment n'ayant qu'un seul point p commun avec le cercle, est

localement non-dense en chaque point du segment, sauf au point p, mais cet
ensemble n’est non-dense en aucun point du cercle.

Chaque sous-ensemble d’un ensemble frontiére (non-dense)
I'étant également, on peut, dans la définition précédente, rempla-
cer le terme entourage par entourage ouvert (cf. § 7, V).

Pour que X soit non-dense au point p, il faut et il suffit
que X soit un ensemble frontiére en ce point.
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En effet, si X nest pas non-dense. au point p et si G est
un ensemble ouvert contenant p, GX n’est pas non-dense; il
existe, par conséquent, un ensemble ouvert /7 satisfaisant i la
condition 0= H (_ GX. 1l vient (v. § 5, Ill): H=H-GXC HGX,
dott HG=£0 et, comme HG( G- GX (C G-X, lensemble G-X
n’est pas frontiére, ce qui implique que X n’est pas frontidre au
point p.

Inversement, si X n’est pas frontiére au point p ¢ G, il existe
un ensemble ouvert H tel que 0= H(C G- X. Done H( G-XCGX,
ce qui moutre que X n’est pas non-dense aun point p.

Int (X) est lensemble des points en lesquels X west pas loca-

lement frontiére; Int (X) est celui ou X west pas localement non-
dense.

Soient, en effet, peInt(X) et G un entourage ouvert de p.
L’inégalité G-Int(X)==0 entraine 0= G-Int(X)(C GX, ce qui
prouve que X n'est pas frontiére au point p.

Inversement, si pe1—Int(X), l'ensemble G =1 — Int (X)
est un entourage ouvert de p tel que GX est frontiére, car

Int (GX) = Int (G) - Int (X) =[1 — Int (X)] Int (X) =

La deuxieme partie de notre proposition résulte de la pre-
miére en vertu de la proposition précédente.

L'ensemble des points de X ot X est localement frontiére (non-
dense) est un ensemble frontiére (non-dense).

En particulier, si X est en chacun de ses points localement
frontiére (non-dense), X est un ensemble frontiére (non-dense).

On a, en effet, X —Int (X) C X —Int (X) = X1 — X et, I’en-
semble X-1— X étant (selon N°IV) un ensemble fronhere,l ensemble
X—Tnt(X) Pest également.

D’une facon analogue, X—Int (f)CX—-Int ()_() =X-1— )_?C

C)? ‘1 — X et, ce dernier ensemble étant fermé et frontiére, done

non-dense, X — Int (X) est non-dense.

. Chaque sous-ensemble d’un ensemble non-dense étant non-

dense et la somme de deux ensembles non-denses I’étant égale-

ment; la famille des ensembles non-denses est héréditaire et addi-
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tive.- On peut done, dans les formules (1)—(7) du § 7, V, substi-

tuer Int (X) 2 X*. 1l vient, en particulier:

(i) Int (X)+ Int (7)=Int (X+ 7), VInt(X)CInt( X)

De la proposition 5 du N° précédent nous concluons que:
(ii) G étant un ensemble ouvert et X un ensemble frontiére (non-
dense) dans un point p, XG Pest au point p relativement ¢ G (si
pe G) et X-G lest relativement a G (si p = G).

En effet, il existe par hypothése un entourage /7 de p tel
que HX est frontiére (non-dense). Donc selon 5 (o l'on substitue
HX & X), HGX est frontiére (non-dense) relativement & G et
HGX Test relativement a4 G; de plus, les ensembles HG et HG
sont des entourages de p relatifs & G et & G respectivement.

VIIl. Domaines fermés?!). Un ensemble X est dit un
domaine fermé, lorsqu’il est fermé et n’est localement non-
dense en aucun de ses points; antrement dit (v. N°VII), lorsque
X = Int (X), ou encore, lorsque X=1—1—X.

Les domaines fermés peuvent étre définis aussi comme les
fermetures des ensembles ouverts?). En effet, la formule précé-
dente montre que chaque domaine fermé est Ia fermeture d’'un ensem-
ble ouvert. Inversement, si G est ouvert et X =G, G est un sous-
ensemble ouvert de X. On a par conséquent G Int (X) C X,
dott G Int (X) (C X =G, done X = Int (X).

Linclusion Fr (X) C Int (X) caractérise les domaines fermés
parmi les ensembles fermés.

Elle est, en effet, satisfaite, si X est un domaine fermé, puis-
que Fr(X)C X. Inversement, si Fr(X)=X-1—X CInt(X), il
vient X( Int (X), puisque X—1—X( Int(X). Done X C Int(X) C X.

1) Pour ce terme ef. H. Lebesgue, Fund. Math. 2 (1921), p. 273. Pour
les théorémes voir mes notes de Fund. Math. 3 (1922), pp. 192 — 5 et Fund.
Math. 5 (1924) p. 117.

?) L’ensemble Iot (X) étant un donﬁine fermé, il en résulte que

IntInt (X) = Int (%), done que 1 —1—1—X=1-—X. Cette identité impli-
que que le nombre d’ensembles qui sobhennent de X & Paide des opérations
X et 1— Xest fini (voir § 4, V).
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La somme de deux domaines fermés est un domaine fermé. Plus
généralement: {D} étant une famille de domaines fermés, Pensem-

ble > D est un domaine fer;né. Ce sont des conséquences de VII (i)-

X étant un sous-ensemble d’un domaine fermé D et p étant un
point de D, la condition nécessaire et suffisante pour que X soit
frontiére (non-dense) aw point p, est que X le soit relativement a- D
en ce point. .

En effet, la condition est nécessaire, car on peut, dans VII (ii),
remplacer G par D. Inversement, si G est ouvert et GX est fron-
tiere (non-dense) relativement & D, il Test relativement & Des-
pace entier, ce qui prouve que la condition est suffisante.

On voit ainsi que, dans les mémes hypothéses concernant X
et D, la propriété de X d'8tre un ensemble frontiére, non-dense,
un domaine fermé équivaut respectivement & la méme propriété re-
lativisée par rapport @ D, puisque la premiére (la deuxiéme) pro-
priété signifie que X est en chacun de ses points localement
frontiére (non-dense) et la troisiéme propriété signifie que X n'est
non-dense en aucun de ses points. :

On en conclut aussi que la propriété d'étre un domaine fermé
relatif est transitive, c. & d. que, si X est un domaine fermé par
rapport & Y et ¥ par rapport & Z, X est par rapport a Z.

IX. Domaines ouverts. Un domaine ouvert est le complé-
mentaire d’un domaine fermé.

Les domaines ouverts peuvent &tre caractérisés aussi par Péga-
litt X = Int (X). En effet, sil'ona X =Int(X) =1—1—X, Pensem-

ble X, comme complémentaire du domaine fermé 1—X, estun domaine
ouvert. Inversement, si X est un domaine ouvert est si I’on pose

D=1—X, il vient 1 =1~ X=1—1—1—D=1— D =X, puis-
que D est un domaine fermé.

On peut aussi définir les domaines ouverts comme les en-
sembles ouverts satisfaisant a4 Iinclusion Fr (X)(C Int (1 — X).
Car Fr (X) =Fr (1 — X)) et, pour que 1 — X soit un domaine fermé,
il faut et il suffit que Fr (1 — X) (C Int (1 — X). ‘

La somme de deux domaines fermés étant un domaine fermé,

on en conclut que le produif de deux domaines ouverts est un
domaine ouvert.
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§ 9. Points d’accumulation.

I. Définitions. p est un point daccumulation de lensemble X,

Xz . f . . . >

lorsque p=X—p. Lensemble X' des points d’accumulation de X
est dit I'ensemble dérivé de X.

p est un point isolé de X, lorsque p= X — X" 1).

Exemples. Chaque nombre réel est point d'accumnulation de l'ensemble
de tous les nombres réels. Chaque nombre naturel est isolé dans T'ensemble
de tous les nombres naturels; le dérivé de cet ensembie est vide. L’ensem-
ble A des nombres 1/n-+1/m (n=1,2,.., m=1,2,..) a pour dériveé lenser'npk?
composé de nombres 1/7 et du nombre 0; le deuxiéme dérivé (c. a d.le dérivé

du dérivé) se compose du nombre 0 seul; le troisiéme est vide. )
Dans le Chapitre II nous allons étudier les dérivés d’ordre transfini.

II. Equivalences. Pour que p=X'il faut et il suffit que tout
entourage E de p satisfasse a linégalité XE —p 7= 0.

Pour que p soit un point isolé de X, il faut et il suffit qu’il
existe un entourage E de p tel que XE =p. -

" Car, d’aprés le § 7, II, la condition p : X —p s'exprime par
linégalité (X —p)y- E= 0.

D’aprés la méme proposition on peut remplacer la terme
entourage par entourage ouvert.

Les termes ,l'inégalité XE —p == (" peuvent étre remplacés
par la condition ,XE est infini’.

En effet, si £ est un entourage de p tel que l’ensemble XE

" est fini, alors XE —p est fermé et I'ensemble A=E—(XE-p)

est un entourage de p tel que XA —p =0.
Ceci établi, on en conclut que p = X' veut dire: X mest pas
localement fini aun point p.

. Calcul?). La propriété d'étre un ensemble fini étant

. Sote e .

héréditaire et additive (§ 7, V), on peut appliquer a 1f)perat10n X

les formules du § 7 concernant la localisation. 11 vient, en par-
ticulier:

1) Notions dues 2 G. Cantor, Math. Ann. 5 (1872), p. 129.

Cantor employait en outre les termes Lcohérence” et ,adhérence® pour
désigner les ensembles X - X' et X — X respectivement. )

%) Des formules analogues concernant l'opération X.X' (la cohérence
de X) ont été établies par M. Zaryecki, Allgemeine Eigenschaften der Cantor-
schen Kohiirenzen, Trans. Amer. Math. Soec. 30, p. 498.
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) X+)=X+7V 2 X~V CX-1 3 X'Cx
» dxyCllx. 5 INCESX) 6§ X=x
7) S XCvY implique. xXCr.
On a, en outre, la formule
8) X=Xx+X\

En effet, si pcX et p non-c X, on en tire X —p = X ot
peX—p; par coﬁséquent peX'. Inversement, si pe X', on a
peX—pC X

En vertu de lidentité évidente p' =0, on conclut de 1 que
le dérivé de chaque ensemble fini est vide et que

9 X=p) =X'=X+p),

c. & d. qu'on n'altére pas le dérivé d’un ensemble, en ajoutant
a cet ensemble ou en lui enlevant un nombre fini de points.

IV. Ensembles isolés. Un ensemble composé exclusivement
de points isolés est dit ensemble isolé.

Tout ensemble fini est iéolé. Tout sous-ensemble d’un en-
semble isolé est isolé. R

L’ensemble X — X' est isolé, car chaque point de X — X,
comme point isolé de X, est un point isolé de X — X"

La condition pour que p soit un point isolé de I’espace s’ex-
prime par la formule prnon-¢1— p, qui veut dire que le point
P constitue un ensemble ouvert. Pour que lespace soit isolé, il
faut et il suffit qu'on ait 1'=0. ‘

V. Ensembles denses en soi. X est dit dense en soi, lbrsque
X ne contient aucun point isolé, c. i d. lorsque X (T X'1),

Si X est fermé: et dense en soi, X est dit parfait; cette con-
dition peut &tre exprimée par Pégalité X = X" (puisque la condi-
tion pour que X goit fermé s’exprime d’aprés 8 par linclusion
X'C X). ‘

L Si X est dense en soi, X est parfait.

) G. Cantor, Math. Ann. 23 (1884), p. 471,
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Car, par hypothése, X(C X", d’oit X" =X+X'=X daprés 8. En
appliquant 1 et 3, il vient (X)' = X'+ X" = X'= X, donc (X) = X.

2. La somme d'un nombre arbitraire densembles denses en
soi est dense en soi (en vertu de la formule 5).

8. Si lespace est dense en soi, chaque ensemble ouvert, ainsi
que chaque ensemble dense, est dense en soi. '

Posons, en effet, 1 (C 1. G étant ouvert, on a G=1—F et
FICF Tlvient 1 —-FC1-FC1—-FC({1—F)=0aG.

Soit, d’autre part, X=1. Donc X+X' =1, dott X' +X"=1
et, comme X" (C X' et 1(C 1, on en tire 1 X", done XX

4. Si X est dense et frontiére, lespace est dense en soi.

Par hypothése X =1—X =1, Soit pc X;done1—X (1 —p,
dolt 1=1—XC1—p et par suite pc1—p, done pe1. Ainsi
X (1. Par raison de symétrie 1 — X (" 1. Done 1 (1.

VL. Ensembles clairsemés. X est dit clairsemé?), lorsque X
ne contient aucun ensemble dense en soi et non vide.

Tout ensemble isolé est clairsemé. Tout sous-ensemble d’un
ensemble clairsemé et clairsemé.

La fermeture d'un ensemble clairsemé (méme d'un ensemble isolé) peut
ne pas &tre clairsemée. En effet, écrivons chaque nombre rationnel de linter-
valle 01 en fraction irréduetible p/g; 'ensemble des points (p/g,1/g) du plan
est isolé, bien que sa fermeture contienne l'intervalle 01 tout entier.

1. Dans un espace dense en soi chaque ensemble clairsemé est
non-dense. Son complémentaire est donc dense en soi.

En effet, si X n’est pas non-dense, I’ensemble G = Int (X)
est un ensemble ouvert non vide. Donc G = GX ( GX, ce qui
prouve que (X est dense dans l’ensemble G, qui —comme en-

semble ouvert —est selon V, 3, dense en soi. Selon la II-éme
partie de la méme proposition, GX est dense en soi. Donec X

‘’est pas clairsemé. D’aprés la proposition V, 3, le complémen-

taire d’un ensemble frontiére est dense en soi.
2. La somme de deux ensembles clairsemés est clairsemée.
Supposons, en effet, que X et Y soient clairsemés et que Z
soit dense en soi et tel que 054 Z( X+ Y. Done Z—ZX(CY
et, Z étant dense en soi et ZX étant clairsemé, Z— ZX =£0. De

%) ,Separierte Menge* de G. Cantor, ibid.
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plus, en vertu de la proposition précédente (olt I'on pose 1 = Z),
Z — ZX est dense en soi. Y ne peut donc étre clairsemé.

3. L'espace se compose de deux ensembles disjoints dont Pun?)
est parfait et Pautre clairsemé (bien entendu, I'un ou’lautre peut
étre vide).

Soit, en effet, P la somme de tous les ensembles denses
en soi. Selon V, 2 et 1, P et P sont denses en soi; done, chaque
ensemble dense en soi étant sous-ensemble de P, il vient P ( P,
ce qui prouve que P est fermé. Comme fermé et dense en soi, P
est parfait. Enfin, 1 — P ne contient aucun ensemble dense en soi.

4. La frontiére d’'un ensemble clairsemé est non-dense.

D’aprés § 8, V, il suffit de prouver que 'ensemble X — X est
non-dense. Or, supposons que G soit un ensemble ouvert tel que

0£GCX—X llvient GCX—X-G(C G)?—'_GXCC;X; ox,

dott 0 == GX(C GX — GX, ce qui prouve qué-::,GX est dense et

frontiére relativement 4 GX. Selon V, 4, Penseinble GX est dense
en soi, d’olt (en raison de V, 3) GX est dense en soi. L’ensemble X
ne saurait donc étre clairsemé. ’

Ceci établi, on conclut de § 8, V qu’un ensemble clairsemé est
une somme d'un ensemble ouvert et d’un ensemble non-dense (ainsi
quune différence d’un ensemble fermé et d’un ensemble non-dense);
si un ensemble clairsemé est un ensemble frontiére, il est non-dense.

5. La condition nécessaire et suffisante pour que X soit clair-
semé est que, pour tout emsemble parfait P, XP soit non-dense
dans P?).

Soit, en effet, X un ensemble clairsemé. D’aprés 1, si P est
parfait (ou, plus généralement, dense en soi) et si P est considéré
comme l'espace, I'ensemble XP y est non-dense. La condition est
donc nécessaire.

Pour prouver qu’elle est suffisante, admettons que X ne soit
pas clairsemé. Soit D un ensemble dense en soi et non vide,

) nommé noyau de l'espace. Des régles du caleul concernant le noyau,
analogues . celles de la fermeture, du dérivé etc. ont 6té établies par
M. Zarycki, Uber den Kern einer Menge, Jahresber. d. D. Math. Ver. 89
(1930), p. 154. ) )

) Cf. M. Fréchet, Quelques propriétés des ensembles abstraits, Fund.
Math. 10 (1927), p. 830. Voir aussi A. Denjoy, Journ. de Math. 1916, oil cette
condition est admise comme définition des ensembles clairsemés.
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contenu dans X. Posons P=D. La condition du théoréme sup-

posée satisfaite, XD est non-dense dans 0. Donc § 8, VI, 4),
XD est non-dense dans D, ce qui est impossible, car XD=D=-0.

Remarquons finalement que dans I’énoncé 5 le terme parfait
peut &tre remplacé par dense en soi.

§ 10. Ensembles de I-re catégorie.

I. Définition. Un ensemble et dit de I-re catégorie, lorsquil
est somme d’une suite dénombrable d’ensembles non-denses ).

Exemples. Dans I'ensemble des nombres réels, 'ensemble des nombres
rationnels est évidemment de I-re catégorie. Cependant l'ensemble des nom-
bres irrationnels ne l'est pas; cela résulte du fait que l'espace € des nom-
bres réels n’est-pas de I-re catégorie (par rapport 4 soi-méme).

Ce dernier énoncé?) peut éire établi comme suit: soit Q=_§' N, un
n=1

ensemble de I-re catégorie (N, non-dense). L’ensemble N; étant non-deuse,
il existe un intervalle fermé /, tel que L- N, =0. Procédons par induction:
étant donnée une suite finie d’intervalles, chacun emboité dans le précédent,
Iy 2 1Y o D I,y soit /[, un intervalle tel que Pon ait [, C/,_ et ] -N,=0
(un intervalle de ce genre existe selon § 8,11, puisque N, est non-dense). D’aprés
un théoréme classique d’Ascoli, il existe un point commun & tous les 1.,
n=1,2,...; ce point n’appartient donc pas & Q et par suite (f:{: Q-

La notion d’ensemble de I-re catégorie intervient fréquemment dans la
théorie des fonetions; citons comme exemple le théoréme suivant (voir § 27, X):
étant donnée une suite convergente de fonctions continues {fn (x)}, les

points de discontinuité de la fonction f(x) =lim f, (x) constituent un ensemble
fl==oo . .

de I-re catégorie.

II. Propriétés. La famille des ensembles de I-re catégorie
est héréditaire et additive (méme au sens dénombrable), c. a d. que
chaque sous-ensemble d’un ensemble de I-re catégorie est de I-re
catégorie et que la somme d’une infinité dénombrable d’ensembles
de I-re catégorie est encore de I-re catégorie.

) Notion introduite par R. Baire, Ann. di Mat. (3) 8 (1899), p. 65.
M. A. Denjoy emploie le terme ,gerbé” pour les ensembles de I-re catégorie
et le terme ,résiduel® pour leurs complémentaires. Voir Journ. de Math. (7),
1(1915), p. 123—5.

2) ('est un cas particulier du théoréme de Baire (voir plus loin Chap.
11, § 30, IV).
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Tout ensemble frantié‘re F, est de I-re catégorie.

En effet, si 'ensemble X =3 F, est un ensemble fronticre,

n=l
chacun des ensembles, F, 'est également; comme ensemble fron-
tiere et fermé, F, est non-dense.
Tout ensemble de I-re catégorile est contenn dans un ensemble
F, de I-re catégorie.

On a, en effet, X=2> N, (3 N, et, I'ensemble N, étant
n=1

n=1 ;

non-dense, N, l'est également (voir § 8, I).

IIl. Théoréme sur Padditivité. (X} éfant une famille (de
puissance arbitraire) d'ensembles ouverts relativement & la somme
S=X'X, si chaque X, est un ensemble de Lre catégorie, S lest

. L

également 1.

Soit, en effet, G,, Gy, ..., G, .. une suite (transfinie) bien
ordonnée d'ensembles ouverts non vides et disjoints, assujettie
aux deux conditions: 1° SG, est de I-re catégorie, 2° la suite est
saturée, c. & d. qu’il n’existe aucun ensemble G ouvert, non vide,
disjoint de tous les termes de la suite considérée et tel que SG
soit de I-re catégorie.

On a évidemment S= ) SG,+(S— 2 G).

Le théoréme sera démontré, lorsque nous aurons prouvé que:
1, 2 SG, est de I-re catégorie, 2. S— 3} G, est non-dense.
22 o

1) L’ensemble SG, étant par hypothése de I-re catégorie, ona

’ SG, = N} + Nf + ...+ N7+ ..., ol les ensembles N¥(n=1,2,.)

sont non-denses. Posons N, = N+ N:+ ..+ N,‘f‘ + .. Par con-
séquent ' SG, = N+ Ny o+ Ny ... :

Il s’agit de prouver que N, est non-dense. Or, les ensem-
bles' G, étant disjoints, l'inclusion N*(C G, entraine Ni-Gg=0

pour tout B2 Donc NE = NB. Gg = ZN;‘:-GB =N, Gg, ce qui

) 8. Banach, Théoréme sur les ensembles de premiére catégOrié, Fund.
Math. 16 (1930) p. 895.
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prouve que l'ensemble NF est ouvert dans N,. En appliquant le
théoréme du § 8, IlI, d’aprés lequel la somme d'ensembles ou-
verts dans elle et non-denses est elle-méme non-dense, on conclut
que l'ensemble N, est non-dense.

2) Pour montrer que S— 3 G, est non-dense, il suffit de
23

prouver que 1 — 2 G, est non-dense, donc, ce dernier ensemble
@

étant fermé, que 1 — > G, est un ensemble frontitre.
[©3

Supposons, par contre, que / soit un ensemble ouvert tel
que 05 H(C1— X G,. Par définition de la suite {G,}, l'en-
&

semble SH n’est pas de I-re catégorie. Soit dome X, un ensemble
tel que /X, = 0. Considérons ’ensemble ouvert G= H — 8§ — X,.

Or, SG est de I-re catégorie, car X, étant ouvert dans S, on a
X,=S—S—X, done SG= SH—~S—X,=HX,(_X. Dautre
part, G~ 0, car, comme nous venons de prouver, 0 == HX, C G.
Enfin, G- G, = 0, quel que soit o, puisque GC H(C1— 23 G

143
On parvient ainsi 4 une contradiction avec la définition de
la suite {G,}.

ar

IV. Relativisation. 1) S8i X est de I-re catégorie relative-
ment & E, X Pest également relativement a chaque sur-ensemble
de E.

2) Si X est de I-re catégorie relativement & £, XE est de
I-re catégorie relativement a E.

8) G étant un ensemble ouvert, si X est de I-re catégorie,
XG Test relativement & G et X-G relativement a G.

Ces trois propositions sont des conségquences immédiates des
propositions § 8, VI, 2, 4 et 5.

V. Localisation. Par définition, X est de I-re catégorie dans
un point p, lorsqu’il existe un entourage G de p tel que len-
semble XG est de I-re catégorie.

Lensemble des points ol X n’est pas de I-re catégorie (points:
oit X est de ,deuxidme” catégorie) sera désigné par D (X)..

La famille des ensembles de I-re catégorie étant héréditaire et
additive, on peut substitner D (X) & X* dans le § 7, V. On en
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conclut d’abord que, dans la définition précédente, le terme
entourage peut étre remplacé par entourage ouvert. Puis, on a les
relations suivantes: :

1) DX+Y)=D(X)+D(Y) 2) DX)-D(MCDX-Y)

8) D(IX)CllDXx) 4 XD)CD (4? X) N
5) XCY impligue D (X)C DY)
6) si G est onvert, G-D (X)= G D (GX).

D’aprés le théoréme du NCIII, si X est en chacun de ses points
de I-re catégorie, X est un ensemble de I-re catégorie. En effet,
par hypothése, chaque point p de X appartient 4 un ensemble
ouvert G, tel que X G, est de I-re catégorie. X est donc une
somme d’ensembles ouverts dans X qui sont de I-re catégorie et
d’aprés le théoréme précits, X est lui-méme de I-re catégorie ?).
On parvient ainsi & I'équivalence:

7) {X est de I-re catégorie} = {X D (X) = 0} = {D (X) = 0}.

Car, l'égalité D (X)=0 entraine X D (X)=0 et celle-ci -

implique, comme nous venons de voir, que X est de I-re caté-
gorie. Inversement, il est évident que si X est de I-re catégorie,
on a D(X)=0.

De la nous concluons que
8) DX—-D (X)) =0,

¢. & d. que les points de X ol X est deI-re catégorie constituent un en-
semble de I-re catégorie. En effet, selon 5) on a D[X—D (X)]C D (X),

) L'égalité peut ne pas avoir lieu: soit par ex. dans Pintervalle 0. x <1,

X, Pintervalle 1/n <l x <J1. Comp. toutefois 13, p. 47,
*) Cette proposition se laisse établir d’une fagon plus directe (sans avoir
_recours au théor. du N°III), lorsquon suppose que I'espace admet une base
dénombrable composée d’ensembles ouverts Ry, Ry, ...y .c. & d. que chaque ensem-
ble ouvert s’obtient par'la réunion d’un certain nombre des R, (nous ferons
cette hypothése au Chap. II, § 17). En effet, dans cette hypothése, Pensemble
ounvert Gp peut étre remplacé par un Rn(p) et, X~Rn(p) étant de I-re ca-

tégorie, il en est:de méme de la somme dénombrable'2X~R

n(p) =X
peX
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done [X — D (X)]-D[X — D (X)] X —-D(X)|-D(X)=0, dou la
formule 8) en raison de 7).

La formule 8), rapprochée de 2), implique aussitét que
D (X)—D[D(X)]=0, done que D (X)C D[D(X)]. Linclusion
inverse étant vraie selon § 7, V, (2), on en tire:

9) DD (X)] = D (X).

(selon § 8, VII) & Int (X)), il vient:
10) D) Int(X)(C X.

En tenant compte du fait que D(X) est fermé & 7, V),

on déduit de 10) la double inclusion D[D(X)}(C Int[D (X)] C D (X),
d’ot en vertu de 9)

1y D (¥X) =Int[D (X)],

ce qui prouve que D (X) est un domaine fermé (§ 8, VIII). Ainsi
D(X)==0 implique que X n'est de I-re catégorie en aucun point
de Uensemble ouvert non vide Int [D (X)]

12) st D(¥)=0, 0n a D(X+ ¥)=D (X) =D (X — V),

~c. & d. que X reste de I-re catégorie au point p, si on y ajoute ou

en enléve un ensemble de points de Ire catégorie. Cette propo-
sition est une conséquence immédiate des formnles 1), 2) et B).

18) lensemble D (3 X,) — X D (X,) est non-dense.
=1 n==1

11 s’agit de bprouver que, G étant un ensemble ouvert

non vide, il existe un ensemble ounvert non vide H tel que

HDXX)—Y DX)=0 et HCG.
n=1 n=1
Or, en cas ou, pour chaque 7, on a G-D (Xn) =0, il vient

GXy C Xy — D (Xa), done G- X, C 3 [X,—D (X,)], de sorte que
n=1 n=1 .
G. 2 X, estselon 8) de I-re catégorie. Par conséquent D (G-
n=1

n=

Xa)=0,
1
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ce qui implique en vertu de 6) que G-D (Z; X.) =0 et, en posant
n==

H = G, on obtient 1'égalité demandée.

Supposons donc qu’il existe un # tel que G-D (X,) 5~ 0. Po-
sons H= G-Int[D (X,;)]. D’aprés 11) on a H =0 (voir § 5, III)
et comme H (D (X,), H satisfait a Pégalité demandée.

" VL.  Formules de décomposition:
14) X=[X—D(X)]+ X D(X),
15) X=X-X—DX)+[X—X—DX).

Ces formules représentent une décomposition de X en deux
parties disjointes dont la premiére est de I-re catégorie et la deu-
xidme n’est de I-re catégorie en aucun de ses points; en outre,
dans. la formule 14) le premier sommande est ouvert relativement
4 X et dans la formule 15) il est fermé.

En effet, d'aprés la formule 8) lensemble X — D (X) est
de I-re catégorie, donc d'aprés 12): D[X-D (X)] =D (X), d’ou
X-DX)YCD(X)=D[X-D(X)], ce qui prouve que l’ensemble
X-D (X) n'est de I-re catégorie en aucun de ses points.

D’autre part, Vensemble X-X — D (X) est de I-re catégorie,
comme somme des deux ensembles XD (X)-X— D (X) et
[X—D (X)]- X—D(X), dont le premier est non-dense, en tant que sous-
ensemble de l'ensemble non-dense D (X)-1 —D(X) = Fr[D(X)],
et le deuxiéme est de I-re catégorie, en tant que sous-ensemble
de ensemble X — D (X) (cf. § 8, V et 8).

L’ensemble X-X — D (X) étant de I-re catégorie, on conclut
de 12) que D[X — X — D (X)] = D (X) et il vient:
X—X~DX)CX~[X-D(X)}=XD(X)C D(X) =D [X—X=D (X)],
ce qui prouve que Pensemble X — X — D (X) n'est de I-re caté-
gorie en aucun de ses points. o .

16) Dansun espace dense en soi chaque ensemble Z de puissance R, qui n’est

pas ‘de Lre catégorie se compose d’une famille indénombrable d’ensembles disjoints
dont aucun n'est de I-re catégorie?). :

o t') Théoréme de M. S. Ulam, Uber gewisse Zerlegungen von Méngen.
Fund. Math. 20 (1933), p. 222. s :

A
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En effet, d’aprés un théoréme de la Théorie générale des ensembles?),
Si Z est un ensemble de puissante R, et N est une famille de sous-ensembles de Z
telle que, pour chaque suite A,, A, ..., Ay, ... d'ensembles appartenant ¢ N, la diffé-

oo
rence Z — E A, est indénombrable, il existe une infinité indénombrable de sous-
n={

ensembles de Z disjoints et n'appartenant pas 4 N.

Désignons done par N la famille des sous-ensembles de Z de Lre caté-
gorie. Chaque point individuel étant un ensemble de l-re cat. (puisque Pespace
est dense en soi), on conclut du théoréme précédent qu’il existe une infinité
indénombrable de sous-ensembles de Z, disjoints et dont aucun n’est de Ire
catégorie. En augmentant Pun de ces sous-ensembles de tous les points de Z
qui n’appartiennent pas aux autres, on obiient la décomposition demandée.

§ 11. Propriété de Baire.

L. Définition. X jouit de la propriété de Baire (an sens
large), en symboles: X« B, lorsque X est de la forme

X=G—P4+R

ot G est ouvert et P et R sont des ‘ensembles de I-re catégorie 2).

Les ensembles que Pon renconire ,pratiquement* jouissent toujours de
la propriété de Baire; d’ailleurs, il en existent qui me la possédent pas,
voir N°IVa. Le réle de la propriété de Baire en Topologie est analogue a celui
de la mesurabilité (d’ensembles ou de fonctions) en Analyse. Nous revien-
drons sur ces questions au Chap. III, § 36.

Dans la définition précédente I'ensemble ouzvert G peut étre
remplacé par l'ensemble fermé F. :

En effet, si X= G—P-+R et sil'on pose F=G et P,=P+G—G,
il vient X=F— P, +R, ot F est fermé et P, et R sont de I-re
catégorie, puisque Pensemble G — G est non-dense, comme fron-
tiere d'un ensemble ouvert (voir § 8, V).

Inversement, si X=F—~P+ R, on pose O =Int(F) et
Ri=F—Int(F)—P-+R et il vient X = G—P+R;, ou R, est

) Théoréme de M. S. Ulam, Fund. Math. 16 (1930), p. 145. Ce théo-
réme a éié généralisé récemment par M. Sierpinski 4 tous les alefs infé-
rieurs au premier alef ,inaccessible“, ce qui permet de généraliser d'une facon
analogue le théoréme du texte; v. W. Sierpins ki, Fund. Math. 20, p. 214.

%) Cette notion se rattache i la Thése de R. Bair e, Ann. di mat. (3)
3 (1899). M. Lebesgue appelle les ensembles de ce genre ,ensembles Z”; voir
Journ. de math. s. 6, vol. 1, p. 186.

C. Kuratowski, Topologie I. 4
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de I-re catégorie, puisque l'ensemble F—Int(F)=F-1—F est
non-dense, comme frontiére d'un ensemble fermé.

II. Généralités. Evidemment chaque ensemble de I-re caté-
gorle, ainsi que chaque ensemble ouvert et chague ensemble fermé,
jouit de la propriété de Baire. Il en est de méme de chaque
somme d'un ensemble ouvert et d’un ensemble non-dense, donc (voir

§ 8, V) de chaque ensemble ayant la frontiére non-dense. Chaque

ensemble clairsemé étant un ensemble de ce genre (§ 9, VI, 4),
les ensembles clairsemés jouissent aussi de la propriété. de Baire.

M. Opérations. 1) Si B:B, on a (1—B)cB.

Car I'hypothése B=G —P+R entraine 1—B=(1—0G+P)—R=
=(1—G)— R+ (P—R) et, ’ensemble 1—G étant fermé et I’ensemble
P — R étant de I-re catégorie, il résulte du N° 1 que (1 — B)eB.

2) SiB,tB pour n=1,2,...,0na (ZGB")EB" ;

Posons, conformément & la définition: B, = G, — Pn + Ra.
En tenant compte de l'identité

3 By=3G—(3 n ~ X B) + (5 B — 3 Gu),
il suffit de prouver que (%: Gn —;Bn) ot (EE B — nZ G.) sont de
I-re catégorie. Or, Qela résulte des inclusions: . |
5 Go— 3By C S (Ga — B) = Z(Ge— (Oa— P+ RY] C
C MG = (G=P C ZPu,
2By — 2 Gn C 2 (Ba—Ca) =3 (Ru ‘n) CIUR..

3) Si B.eB, on a ([]B.):B.

n=1

Cest une conséquence directe des deux propositions précé-
dentes (en vertu de la régle de de Morgan, § 1, V).
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Chaque ensemble borelien jouit de la propriété de Baire').

La famille B satisfait, en effet, aux trois conditions suivantes:
1° elle contient tous les ensembles fermés, 2° elle contient les
complémentaires des ensembles qui lui appartiennent, 3° elle con-
tient les produits dénombrables des ensembles qui lui appartien-
nent. Or, la famille des ensembles boreliens étant la plus petite
famille assujettie a4 ces trois conditions (§ 5, V1), elle coustitue
une partie de la famille B, ¢. q. £ d. 4

IV. Equivalences 2). Chacune des conditions suivantes est né-
cessaire et suffisante pour que X jouisse de la propriété de Baire:

1. il existe un ensemble de I-re catégorie P tel que X — P
est fermé et ouvert relativement ¢ 1 — P;

2. X est une somme d'un ensemble Gy et d’un ensemble de
[-re catégorie;

3. X est une différence d'un ensemble F, et d'un ensemble de
I-re catégorie;

4. lensemble D (X)-D (1 — X) est non-dense; autrement dit,
dans chaque ensemble ouvert (s~ 0) il existe un point o soit X,
soit 1 — X est de Ire catégorie®);

5. Dlensemble D (X) — X est de I-re catégorie.

Supposons, en effet, que XeB. On a alors, d'aprés N'I:
X=0—P +P,=F—-P,+ P,

ot G est ouvert, F fermé et P, de I-re catégorie. Si I'on pose
P=P +P,+P,+P,, il vient X—P=G—P=F— P, ce qui prouve
que X — P est simultanément ouvert et fermé dans 1 — P.

') Théoréme de M. Lebesgue, 1. cit. p. 187. Le théoréme inverse n’est
pas vrai; voir plus loin § 35.

%) Cf. W. Sierpinski, Sur linvariance topologique de la propriété de
Baire, Fund. Math. 4 (1928), p. 819 et La propriété de Baire des fonctions et de
leurs images, ibid. 11 (1928), p. 305, E. Szpilrajn, O mierzalnoéci i warunku
Baire'a, C. R. du I Congr. des math. des Pays Slaves, Varsovie 1929, p. 299;
ma note Sur la propriété de Baire dans les espaces métrigues, Fund. Math. 16
(1930), p. 390.

3) C’est bien cette condition qui a été admise primitivement comme défi-
nition de la propriété de Baire.
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Ceci établi, posons X —P=G-(1—P). Soit (conformément:
4 § 10, II) R un ensemble F, de I-re cat. et qui contient P. On a

=X—-R+XR=X—P—-R+XR=G—P—R+XR=G—-R+XR.
L’ensemble G— R étant un G; et XR étant de I-re catégorie, X se
trouve décomposé en un G; et un ensemble de I-re catégorie.

Si XeB, 1—X est également un ensemble de la famille B
(selon N°III, 1); on en conclut que 1 — X = M+ N, o M est un Gy
et N est de I-re catégorie; il vient X = (1 — M) — N, ce qui prouve
que X est une différence d’un F, et d'un ensemble de I-re cat.

Inversement, chaque F., chaque G et chaque ensemble de I-re
catégorie étant un ensemble de la famille B, on en conclut (en
vertu de N°ITI) que les conditions 2 et 3 sont suffisantes.

11 est ainsi établi que chacune des conditions 1,2, 3 est né-
cessaire et suffisante. Pour prouver que les deux autres le sont
également, supposons que Xe¢B et posons, conformément a la
. définition, X = G— P+ R. 1l vient 1—X=(1—G)— R4+ (P—-R).

Or, on n’altére pas l'ensemble D (E), en ajoutant & E ou
en enlevant de E un ensemble de I-re catégorie (voir § 10)
V, 12). Par conséquent D (X) = D (G) et D1 —X)= D1 — Q).
Comme D(G)(C G et D(1—G)(C1—0 (§10, V, 10), il vient
D(X)D1—-X)(C G1—G=G—G et, ensemble G— G étant
non-dense, il en résulte que D (X)-D (1 — X) I'est également.

L’ensemble D (X) — X est donc de I-re catégorie, car on a

DX)-X=[D(X)-X]'DA-X)+D(X)—X—D(1A—-X)(
CDX)yDQ—-X)+1—-X)—D(Q1—X),

ot D (X) D (1—X) est non-dense par hypothése et (1—-X) —D (1-X),

est de I-re catégorie selon § 10, V, 8.

Enfin, si 'on suppose que I'ensemble D (X)— X est de I-re
catégorie, on a X =B en vertu de I'identité

X =D () —[D (X) - X]4+1X — D (x)],
o D (X) est fermé et les ensembles [D (X) — X] et [X — D (X)]

sont de I-re catégorie.
Le théoréme se irouve ainsi complétement démontré.
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Corollaire 1. Chaque ensemble X est contenu dans un en-
semble Z qui est un F, tel que la condition X (_ B =B entraine
que Z — B est de [-re catégoriel).

En effet, F'ensemble X — D (X) étant de I-re catégorie (selon
§ 10, V, 8), il existe un F, de I-re catégorie W tel que X— D (X)) W.
Par conséquent, 'ensemble Z= W+ D (X) est un F, contenant X.
De plus, si X B, il s’en suit (§ 10, V, 5) que D (X) (C D (B), d’ott
Z—B=W—-B+D((X)—B(_ W+ D(B)— B et, 'ensemble D (B)—B
étant de I-re calégorie en vertu du théoréme précédent, on con-
clut que Z — B P'est également,

Corollaire 2. Si un ensemble X jouissant de la propriété de
Baire n'est de I-re catégorie en aucun point de l'espace, I'ensemble
1 — X est de I-re catégorie; sil r'est de I-re catégorie en aucun
de ses points, il contient un point oi 1— X est de I-re catégorie
(pourve que X == 0).

En effet, 'hypothése 1=D(X) implique selon la condition 4,
que D(1 — X) est non-dense. D'autre part, selon § 10, V, 11
c¢’est un domaine fermé. Ces deux propriétés impliquent que
D(1—X)=0, donc (§ 10, V, 7) que 1 — X est de I-re catégorie.

D’autre part, si X D(X), on ne peut pas avoir X (_ D (1 —X),
car 'ensemble X serait alors non~dense (d’aprés 4), contrairement
a Phypothése.

IVa. Théoréme d’existence. En tenant compie de la cond. 4, nous
allons établir lexistence des ensembles dépourvus de la propriété de Baire dans
L'espace € des nombres réels.

Décomposons, & ce but, 'ensemble ¢ en sous-ensembles disjoints, en
rangeant dans uo méme sous-ensemble deux nombres, lorsque leur différence
est rationnelle. En vertu de I'axiome du choix, il existe un ensemble V; qui
contient un et un seul élément de chacun de ces sous-ensembles. Nous allons
prouver que V, ne posséde pas la propriété de Baire %).

Soit 74y #2y ey pyy - 12 suite des nombres rationnels == 0. ,Désignons par V,
Tensemble qui s’obtient de V; par la translation y=x--r,. On voit aussitot

1) Théordme de M. E. Szpilrajn, L. cit. p. 289.
?) Clest la construction qui a servi & G. Vitali (Sul problema della

" misura dei gruppi di punti di una refta, Bologna 1905) pour démontrer I’existence

des ensembles non-mesurables au sens de Lebesgue.

Une démonstration de 'existence des ensembles dépourvus de la propriété
de Baire a 6té donnée aussi par M. Lebesgue, Contributions d I'étude des
correspondances de M. Zermelo, Bull. Soc. Math. de France 35 (1907), pp. 202—212.
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que €= yVn. En outre, Vo-V, =0 (pour n==0), car en cas contraire il
n=0

existerait dans V, un nombre y de la forme x--r, ot xeV, Mais on aurait
alors y — x =71, tandis que par définition V, ne contient aucun couple d’61é-
ments dont la différence est rationnelle.

Lespace ¢ n’étant pas de I-re catégorie sur lui-méme (§ 10, I), on en
conclut qu’un des ensembles V, n’est nonplus de [-re catégorie. Il en résulte
que V, n'est pas de I-re catégorie, car V, s’obtenant de V, par translation,
ces ensembles sont de la méme catégorie. Il existe, par conséquent, un inter-
valle ab tel que V, n’est de I-re catégorie en aucun point de cet intervalle
§ 10, Vv, 11).

Or, supposons, par impossible, que V, jouisse de la propriété de Baire,
D’aprés la cond. 4, ab contient un sous-intervalle cd (a <c¢<Cd <(b) tel que
Pensemble. cd — V), est de I-re categone Soit 7, un nombre rationnel tel que
0<r,<c—a.

La condition V,- V, =0 implique que V,,-¢d Ced— V;. L’ensemble V,, - cd
est donc de I-re catégorie et il en est de mé&me de ]a partie de V; contenue
dans Pintervalle ¢—r,, d—r, (puisqu’elle s'obtient de V,-cd par une transla-
tion). Mais cela contredit hypothése que V, n’est de I-re catégorie en aucun
point ‘de ab. ‘

Remarques. 1) Chaque ensemble de puissance X, dépourvu de la propriété de
Baire, contient une famille indénombrable de sous- ensembles disjoints, dépourvus de
cette propriété,

Pour s’en convaincre, on substitue & N dans le théorédme de M. Ulam
{§ 10, VI, p. 49) la famille des sous-ensémbles de Z jouissant de la proprlété
de Baire.

2) La démonstration de Pexistence des ensembles dépourvus de Ia pro-
priété de Baire dans Pespace C est non- effective, ¢. & d. qu’elle ne donne aucun
moyen de nommer un ensemble individuel de ce genre. Le probléme d’en don-
ner une démonstration effective reste ouvert ?),

Il en est de m&me du probléme de Pexistence des ensembles non m‘esu-
rables au sens de Lebesgue.

V. Relativisation. 1) La propriété de Baire est transitive,
¢. & d. que X jouissant de la propriété de Baire relativement & E,
la condition E¢ B entraine X ¢ B.

On’a, en effet, X = U+ P ot U est un Gy relativement a4 £
et P est un ensemble de I-re catégorie relativement a4 E. Par
conséquent U= VE, ol V est un G; (voir § 5, V). Comme pro-
duit de deux ensembles appartenant d B, l'ensemble U appartient

) Ce probléme a été posé par R. Baire. Voir a ce sujet une indica-
hon de M. Lebesgue dans son Mémoire ¢ité du Jotrn. de Math. p. 186.
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également & B. Enfin, P étant de I-re catégorie, on en conclut
que I'ensemble X = U 4 P appartient & B.

2) Si X jouit de la propriété de Baire relativement & E, XE
Jouit de cette propriété relativement d E.

Car on a X= G— P+ R, ot G est ouvert dans E et P et R
sont de I-re catégorie dans E. En multipliant par E, il vient
XE = GE — PE + RE. L'ensemble GE étant ouvert dans E et les
ensembles PE et RE étant (selon § 10, IV, 2) de I-re catégorie
dans E, notre proposition se trouve démontrée.

VI. Propriété de Baire au sens restreint.

X jo'uit de la propriété de Baire au sens restreint, en sym-
boles, X & B;, lorsque, quel que soit E, I'ensemble XE jouit de la
propriété de Baire relativement a E.

Nous allons prouver que, dans cette définition, le domaine
de variabilité de E peut 8ire restreint aux ensembles parfaits.

En effet, £ étant un ensemble arbitraire, soit E= A+ Cla
décomposition de F en un ensemble parfait et un ensemble clair-
semé (voir § 9, VI, 8). Il vient X-E = XA 4 XC. Par hypothése,
XA jouit de la propriété de Baire relativement & A, done selon
N°V, 1 relativement & E. L’ensemble XC étant clairsemé, il jouit
aussi de la propriété de Baire relativement 4 E (voir N°II). 1l en
est donc de méme de leur somme XA+ XC=X-E. On en con-
clut en vertu de N°V, 2 que XE jouit de la propriété de Baire
relativement a £, e¢. q. 1. d. '

Ceci établi, on voit que le domaine de variabilité de E peut
8tre défini anssi comme celui des ensembles fermés.

La relativisation des théorémes des N°N° précédents donne
des énoncés concernant la famille B, En particulier, si X est un
ensemble borelien, XE est un ensemble borelien relativement a £
(voir § B, VI) et jouit par conséquent de la propriété de Baire
relativement & E, de sorte qu'on a alors X ¢ B;. D'une fagon ana-
logue, chaque ensemble clairsemé appartient & B,

Le théoréme du N°IV implique que la condition nécessaire et
suffisante pour que X = B, est que chagque ensemble Z fermé dans X
soit une somme d'un ensemble borelien et d’un ensemble de I-re ca-
tégorie dans Z'1).

1} Théoréme de M. Sierpinski, Sur Pinvariance topologique de la pro-
priété de Baire, Fund. Math. 4 (1923), p. 319.
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Limportance de cette condition tient au fait que, dans les espaces o
la notion d’ensemble borelien est un invariant topologique, p. ex. dans les
espaces métiriques complets, elle implique directement Pinvariance topologique
de Ia propriété de Baire au sens restreint (voir § 81).

Dans les espaces métriques le terme borelien peut &tre remplacé par Gy.

En effet, X -Z ayant la propriété de Baire relativement & Z,
onaZ=XZ=M+P, ol M est un ensemble G; relativement
4 Z et P est un ensemble de I-re catégorie dans Z. Comme pro-
duit d'un G; et de l'ensemble fermé Z, l'ensemble M est done

borelien; comme un ensemble de I-re catégorie dans Z, ’ensemble
P est aussi de I-re catégorie dans Z (§ 10, 1V, 2).

Supposons & présent que la condition du théoréme soit satis-
faite. Il s'agit de prouver que X ¢ B,, autrement dit que, F étant
un ensemble fermé arbitraire, XF jouit de la propriété de Baire
relativement & F. Or, par hypothése XF= M-+ P, ot M est un
ensemble borelien (relativement & I’espace) et P est de I-re caté-
gorie dans XF. Par conséquent M est borelien relativement a <
et P est de I-re catégorie relativement a F (§ 10, IV, 1). L’en-
semble XF jouit donc de la propriété de Baire relativement a F,

VII. Opération (¢{). La propriété de Baire est un invariant
de Popération (o) Y).

Soit, en effet,

(1) X=2T] Xy .
: 3 n=1 LI B

les ensembles Xt . jouissant de la propriété de Baire (pour les
notations et les propriétés de I'opération (<f) voir § 1, VD).

Le systéme des ensembles sz ..3n peut &tre supposé ,régu-
lier”, car, le produit d'un nombre fini d’ensembles propriété

de Baire étant un ensemble du méme genre, on peut remplacer
3t..3n Par Xsi'Xal a2t ‘X1_"3n.

#1373 .
D’aprés IV, il existe un ensemble Z qui est un F; tel que:

) Voir: 0. Nikodym,Sur une propriété de I opération (#0), Fund. Math,
7 (1925), p. 149 et C. R. Soc. Sc. de Varsovie, voir 19 (1925), . 294; N. Lusin
et W. Sierpinski, Sur quelques propriétés des ensembles (4), Bull. Acad.

Cracovie 1918, p. 35 E. Szpilrajn, L ¢it; No Lusim, C. R. Paris vol. 184
(1917).

s
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2 XCZ
(8) si BeB et X (B, 'ensemble Z— B est de Ire catégorie.

D’une facon générale, il existe un Zy oy joﬁissant de la pro-
priété de Baire et tel que -

(2a) 4? !llf yl..yi gt ..:5" CZy ., yi
(3a) si BeB et ), H1X"1 wvigt..;n CB, lensemble Z, .. —B
3 n==

est de I-re catégorie.’
On peut supposer, en outre, que

4) Zy i C Xy, yis

puisque l'ensemble Z. yi' Xyt o satisfait évidemment aux con-
ditions imposées & Z: ;.

En tenant compte de Iidentité X=Z— (Z— X) et du fait
que Z est un F,, tout revient a prouver.que Z— X est de I-re

catégorie. Or, en appliquant successivement les propositions (1),
(4) et § 1, VI, 4, il vient

” Zl)‘ 1 C

i=1

Z-X=2-3[] %y wCZ-3
y = y

oo

CI S =3
n m=

L8

1Zn1 eyt m)-

La sommation J,
]

Mg

2

étant dénombrable (§ 1, VI, 3), il reste

I
>

a prouver que lensemble (Z: ,i— Zlan uim est de I-re ca-
] = y
tégorie. Mais c'est une conséquence de (8a) ou l'on peut poser

B :lglqu'" vl m en vertu deila formule

oo oo oo

an an . 1)1 al v an ::-mgl E ) ‘)(I)1 e nl' mn 31 3 CMZ:'lzrl1 .o Di m?
5 = =3

n=

qui résulte des propositions § 1, VI, 1a et (2a).
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Corollaire. La propriété de Baire an sens restreint est un in-

variant de Uopération ().
En effet, £ étant un ensemble fixe, on a selon (1)

SE Xy
v % n=1 .
Done, si I'on suppose que E- Xy 4o jouit de la propriété de

Baire relativement a E, il en est de meme de E-X d'apres le
théoréme précédent.

Remarques. L’invariance de la propriété de Baire est un cas particulier
dan théoréme de la Théorie générale des ensembles.

Soit, notamment, § une famille de sous-ensembles d’un espace donné
gatisfaisant aux conditions suivantes: 1° la somme d'une infinité dénombrable
d’ensembles appartenant a § appartient 4 §, 2le complémentaire d’un en-
semble appartenant 3 la famille § lui mppartxent également, 3° a chaque en-
semble X (de l'espace donné) correspond un ensemble % de la famille S tel
que les conditions X(CSeS et ¥ C Z«-——S entrainent YeS.

Dans ces hypothéses, la proprzete d’appartemr dla famzlle S est un invariant
de lopération (&{) 7). v ‘

La famille des ensembles jouissant de la propriété de Baire est une
famille § (d’aprés I et IV). Un autre exemple important d’une famille §
fournit la famille des ensembles mesurables au sens de Lebesgue. En effet,
les conditions 1° et 20 sont évidemment réalisées; la condition 3° Pest également,
car on peut prendre comme Z un ensemble GB ayant la mesure égale a la

mesure extérieure de X et Pensemble Z— S est alors de mesure nulle.
La mesurabilité au sens de Lebesgue est donc un invariant de I'opération ().

§ 12 Séries alternées d’ensembles fermés.
I. Formules de la Théorie générale des ensembles ). Soit
- KXoy Xy vy Xy ooy Xo

une suite transfinie d’ensembles décroissants, c. i d. tels que la
condition ¢ > ¢ entraine X; (_ X;. Supposons, en outre, que:

@ C Xo=1

B) Xy= g];]ng, si M est un nombre-limite ou bien si A = a.

1) Théordme de M. Szpilrajn, loco cit. p. 300..
%) Voir F. Hausdorif, Mengenlehre, p. 80.
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On prouve facilement que

@) 1=Xo— X+ X, — Xy 4 oo+ Xe— Xeps + o+ X, =
- > (X — Xew) + X,. '
=

Les ensembles (Xo—X;+X,~X;+...) et (X o X— Xt X))
étant disjoints, il vient:

(4a) 1—(Xo— X +X,—Xs+..) =X, — X, + X, — X, + ..+ X,

Il. Définition. Un ensemble de la forme
E=F1”‘F2+F3_f;+...+FE—FE+1+--.

oll les termes sont ferniés décroissants, est dit développable- en série
alternée d’ensembles fermés décroissants ou, tout court, ensemble dé-
veloppable.

Dans les espaces com}p]e’cs géparables les ensembles développables coin-
cident avec les ensembles qui sont simultanément des F_ et Gy (Chap. III,

§ 38). Plusieurs propriétés importantes des ensembles F_ et Gy sont des con-

géquences de leur développabilité; c'est une des raisoms pour laguelle les en-
sembles développables méritent une étude spéciale. Cf. aussi § 18, VI

Ill. Théoréme sur la séparation. Développement en série
aiternée. E et H étant deux ensembles arbitraires donnés, admet-
tons que la suite (1) remplisse les conditions (2) et (3), ainsi que
la condition suivante:

XE+I=X5-E-)_<?H
La suite (1) est évidemment composée d'ensembles fermés.
Elle est, en outre, décroissante, puisque XE+ICXF, X¢. Dong,

a partir d'un certain indice, tous ses termes sont identiques; c’est
cet indice que nous désignerons par o — 1. . Par conséquent

X, =X, E-X, H.

Posons: PE=XE—XE‘E, RE=XE-—X5‘H. Done XE—XE+_1=PE,+R5,
d’ou, en vertu de (4), 1——%2 P; EZ R+ X,, donc 1—52 PECE%'Rg-i-Xa.
<Za E<w g o
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D’autre part, PE=XE—XETCX5 ~ Xy E=X—EC1-E,
d'ot Y Pe(C1—E, donc EC1 -—E_E P CEZ R:+ X,. D’une fagon
E<u <o g,

analogue,EZ R:(C1—H. On obtient ainsi: E—~ X, CEZ Ry H .EZ Re=0.
~a o <@,
De plus, lPensemble

SR =EE(X5 X Hy=1-H+EH-EH+E-HEH-..
E<a g,

est la somme dune série alternée densembles fermés décroissants,
car XE—H =XE'E'X{;'HCXE'H.
De 13 on conclut, en particulier, que

10 si Péguation X = XE-XH ne posséde que la racine X = 0,
il existe un ensemble développable D (i savoir Uensemble D= Ry)
' Ea
tel que ECD et HD=01).
20 .en posant H=1—E, on a:

() Xeyr= Xg E-Xg — E = la frontiére de Xy E relative d X,

(6) X,=X, EEX,—E e E—X,=3R:,
£

<o

car E:E R C1—H=E et R C Xz — Xe41, de sorte que l'ensemble
: S

2 Ry, comme sous-ensemble de > (X; — X41), est disjoint de X,.

<q Ea

On a donc } R C E—X,.

E<a
On voit ainsi qu'en retranchant de E ile ,reste” X,-E, on
* obtient un ensemble développable. Par conséquent:

3" i le reste X,-E sannule, on a (en posant H =1— E):

(i E=E__§;RE=1—1—E+E-1_—E-E—E+E~1—E-E‘_E-—...

(if) E=1—H=1—E§PE=1—E§L(XE-—‘XE-E)=E§(XE-E—XE+I)=

=E—E1-E+E1—E—E1—E-E—E+.. (aprés 1 (4a)).

1) Nous nous servirons de cet énoncé pour démontrer un théoréme im-
portant de Baire sur les fonctions de I-re classe (voir Chap. II, § 27, X).
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' IV. Propriétés du ,reste”. L'ensemble X, de la formule (6)
est le plus grand ensemble satisfaisant a I'équation

W) © X=XE-X-E.
En effet, si X satisfait a (7), on a d’abord X (T X, = 1. Puis,
si XC Xy, ilvient X-EC Xe Eet X—EC Xz —E, @oa XE-X—E C
(C Xy E-Xg — E, done, selon (5) et (7), X(C Xeys. Enfin, si pour
chaque &€ <X (\ nombre limite) on a X (C X;, il vient X (C [] X; = X;..
: ; £ ;

Ainsi, en vertu du principe de l'induction trans‘f;inie, X est
un sous-ensemble de chaque Xj, done de X,
Il est & remarquer que 'égalité (7) équivaut &

® XE=X=X—E.

Elle implique, en effet, que X (C XE et X (_ X — E et, on a d’autre
part XE(C X et X—E (X, d’oll ’équivalence demandée, puisque,

en vertu de (7), X = X.

V. Conditions nécessaires et suffisantes. Chacune des con-
ditions suivantes est nécessaire et suffisante pour que lensemble E
soit développable: ' _

10 régalité (8) implique que X =0; autrement dit, quel que soit
lensemble fermé F==0, la frontiére de FE relative & F, c. & d.
Pensemble FE-F—E, est ==F;

20 guel que soit lensemble fermé F, la frontiére de FE re-
lative & F est non-dense dans F.

3" [le ,reste sannule, ¢. & d. X, -E=0.

Démonstration. 1. La condition 1° est nécessaire.
Supposons, en effet, que E soit développable en une série alternée
d’ensembles fermés décroissants:

(9) E=F1~—F2+F3—F4+.+FE"'FE+1+. (E+1<U~)

On peut évidemment supposer que les indices limites sont
omis dans ce développement. Or, si l'on admet que Fo=1,

F, =[] F¢ (pour X limite) et F, :E” Ft, on conclut de (4) que
E<Ih <0

(10) 1—E=Fy—F, +F—Fy+..+Fs.
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Nous allons prouver que 1'égalité (8) entraine X (C Fy, quel
que soit &. On a d’abord X (_ Fy=1. Admettons que X (C F. Dansle
cas ol ¢ est pair, on conclut de la formule (9) que XE Feqq
(car toutes les différences qui précédent Fis sont disjointes de F%,
done de X, tandis que tous les termes qui suivent Fe41 sont con-
tenus dans Firy). Donc X = XE (C Fgpr. D’une fagcon analogue,
si ¢ est impair, on conclut de (10) que X—E( Feyy, dou
X=X — E( Fgy1. Finalement,si X (_ F; pour chaque ¢ <}, il vient
XCQ&:& :

I est ainsi établi que X' (_ F;, quel que soit ¢. Par consé-
quent X (_ F,. Cela implique en raison de (10) que X (1 —E,
dot XE=0, donc X =XE=0.

2. La condition 1° entraine 2° En effet, d’aprés § 6,
I (12), on a Int [Fr (E)] = Int [Fr (E)] - E = Int [Fr (E)] — £. On en

compte du fait général que I'égalité X = XFE entraine X = XE
(puisque XE ( XE (C X). Or, si l'on suppose que l'égalité (8)
entraine X' =0, on en conclut que Int[Fr(E)] =0, donc que la
frontiére de £ ne posséde pas de points intérieurs, c. a d. qu’elle
est non-dense.

De plus, si I'on considére FE i la place de E et la frontiére
de FE relative & F, 4 la place de la frontiére de E, on parvient
a la conclusion que cette frontitre relative est non-dense dans F,
car la condition 1° entraine la méme condition srelativisée” pax’-
rapport & F (cette derniére signifie notamment que la condition 1°

est réalisée pour tout X (C F). ‘

3. La condition 2° entraine 8°. En effet, en posant
f = X, dans 2°, on en conclut que la frontitre de X, E relative
?Xa est non-dense dans X,. Elle ne peut donc &tre identique
a X, que dans le seul cas ot X,=0. Ainsi en verta de (6), on
a2 X,=0, dot X,-E=0. | '
4. La condition 8° est suffisante selon III, 3°.
Notre théoréme est ainsi complétement démontré. o

’ Comme nous Pavons prouvé au § 8, V, pour que la frontiére
dl.m ensemble soit non-dense, il faut et il suffit que cet ensemble
soit une somme d’un ensemble ouvert et d’un ensemble non-dense
(ou encore qu'il soit une différence d’un ensemble fermé et dun
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ensemble non-dense). On en conclut en vertu du th. précédent,
que la condition nécessaire et suffisante pour que E soit un ensem-

 ble développable est que, relativement & chaque ensemble fermé F,

lensemble EF soit une somme d'un ensemble ouvert et d’un ensemble
non~dense (ou, ce qui est équivalent, quwil soit une différence d'un
ensemble fermé et d’un ensemble non-dense).

La condition 1° du théoréme précédent conduit a la suivante:
quel que soit lensemble fermé non vide F, il existe dans F un point
oit soit FE, soit F—E est ,localement vide* relativement & F,%)c. a d.
qu’il existe un entourage G de ce point tel qu’on ait soit GFE =0,
soit GF — E =0,

En effet, si FE= F=F—E, Dinégalitt GF==0 entraine
GFE == 0 5= GF — E (voir § b, III); la condition en question im-
plique donc 1°. Inversement, si peF— FE, on pose G=1— FE;
donec GFE=0. Sipe F—F—E, on pose G=1—F—E.

VI. Propriétés des ensembles développables.

1. Les ensembles développables constituent un corps?), c. a d.
que la somme, le produit et la différence de deux ensembles
développables sont des ensembles développables.

(Pest une conséquence de la cond. 2° du théoréme du N°V
et du fait que les ensembles ayant la frontiére non-dense consti-
tuent un corps (§ 8, V). ‘

9. Chaque ensemble développable jouit de la propriété de Baire
au sens restreint. R

Car E étant un ensemble développable et F un ensemble
fermé, ’ensemble EF est une somme d’un ensemble ouvert et d’un
ensemble non-dense dans F (cf. N°V).

3. Si un ensemble frontiére est développable, il est non-dense.

Car dans le domaine des ensembles ayant la frontiére non-
dense les notions d’ensemble frontiére et d’ensemble non-dense
coincident (§ 8, V). :

, 4. Chaque ensemble clairsemé est développable, car la fron-
titre d’un ensemble clairsemé est non-dense (§ 9, VI, 4).

) CL§7,IVet§ilL IV, 4
%) Ct. F. Hausdorff, Mengenlehre, p. 82.
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VII. Résidus ). L’ensemble X X — X est dit le résidu de X
(au sens de M. Hausdorff). i

L’ensemble X, -E (le reste de E) est identique & son résidu.

Car E et X étant deux ensembles qui satisfont a la formule (8),
XE est identique 4 son résidu: X=XT-”E=X_—"X"E"_=XE—XE,
puisque X = XE; il en résulte que XE = XE-XE — XE.

La condition nécessaire et suffisante pour que E soit un en-

semble développable est quwaucun ensemble Y (5= 0) fermé dans E
ne soit identique & son résidu.

Supposons, en effet, que Y=Y -E et Y= Y- Y = Y. Par consé-
quent Y = YVE et, d’autre part, YC Y—V=V—-YE=Y—ECY.
Done YE= V= Y—E et, en substituant ¥ & X dans V, 1° on a
Y=10. La condition est donc nécessaire. Elle est aussi suffisante,

car elle implique en vertu de 1'énoncé précédent que X, - FE =0,
done d’aprés V, 3° que I'ensemble E est développable.

Il est & remarquer que la condition nécessaire et suffisante
pour qu'un ensemble soit une différence de deux ensembles fermés
est que_son résidu soit vide.

En effet, d’aprés § 6, III, X est une différence de deux en-

sembles fermés, lorsque 'ensemble X — X est fermé, autrement dit,
lorsque X —XCX—X C1— X, c. ad. lorsque X-X — X=0.

VIII. Résidus d’ordre transfini. E étant un ensemble donné,
on forme la snite des résidus de tout ordre de la facon suivante:

R, =le résidu de E, Ryp1=1le résidu de R et RX:EH7 R: pour

A limite. La suite des résidus dinsi définis étant décroissante, on
aboutit a4 un certain nombre § tel que RB = Rg+1 =.. Daprés 1(4),
ona:E—Ry=E—R+R—R,+..

Les termes de cette série alternée ne sont pas fermés, mais
en vertu de I'identité X—X—X=X—X—X (puisque )—(—X—)_("—X:O),

on a Ry — Ry = R — Ry — Ry, done
() E—Ry=E—E—E+E E—E—..+R:—Ri—Ri+..

Y F.Hausdortt, Grundziige der Mengeniehre, p. 280.

“gemble EX soit fermé.
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En particulier, si E est développable, le |, dernier résidu” R
3

de E est wide (voir N°VII) et la formule (1) présente un dévelop-
pement de £ en une série d’ensembles fermés décroissants.

IX. Ensembles localement fermés dans les es
D’aprés la définition générale de la localisation
localement fermé au point p, lorsqui

paces réguliers,
; , Pensemble X est dit
! existe un entourage F de p tel que P’en-

Evidemment un ensemble fermé est localement fermé en chagne point.
Tout ensemble est localement fermé en chaque point isolé. Si X est fermé au
point p et Y est fermé dans X, Y est fermé au point p, car, Pensemble E.X étant
fermé, la condition ¥ =YX implique que EY est ferms.

Admettons 4 présent que Pespace satisfait A laxiome de ,régularité=,
d’aprés lequel, i p n'appartient pas ¢ un ensembie fermé F., il existe un gﬁtouragﬂ
E de p tel queE‘~F=O’)~

Nous allons démontrer que, dans ceite hypothése, I'ensemble des points oi
X nest pas localement fermé est égal 4 X — X, ce qui implique que le résidu
de X coincide avee I’ensemble des points de X ot .X n’est pas localement ferms.

Soit, d'abord pel — X —X, Soit, conformément a Paxiome de régularité,
Eun entourage fermé de p tel que £- X — X = 0. Il en résulte queF-X—X= 0,

dott E-XCX, done E-X=F.X, ce qui prouve que lensemble EX est ferms,
done, que X est fermé au point p.

Supposons, réciproquement, que X soit fermé au point p, done que
EX=EX et ps1—1—E. Il sagit de prouver que p:1—X— X. I suffit
évidemment d’établir linclusion X — X C1—E. Or, en tenant compte de la
formule générale X — Y X— VY, on démontre en effef facilement que

X—X(X—FX=X—FEX¢ X —EX=X—FEC1—E,etparsuite X—X (1 — E.

Ceci établi, on en conclut en vertu des propositions du N° VII gque:

1° la condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble E soit dévelop-
pable, est que chaque ensemble non vide fermé dans E contienne un point o il est
localement fermé,

20 la condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble E soit localement
Sfermé en chacun de ses points est qu'il soit une différence ‘de deux ensembles

Jermés?®), c. & d. que le résidn de E soit vide,ou encore que E— E soit fermé (voir
§.6, III). '

'} On prouve facilement que chague espace métriqne satisfait 3 cet
axiome, de sorte que le contenu du N®IX reste valable pour les espaces mé-
triques. Voir pour cet axiome L. Vietoris, Mon. f. Math. u. Ph. 31 (1921),
p. 178 et H. Tietze, Beitrige zur aligemeinen Topologie, Math. Ann. 88 (1923),
p. 301.

%) Voir la note de M. W. Sierpinski et de moi, Sur les différences
de deux ensembles fermés, Téhoku Math. Journ. 20 (1921), p. 22.

C. Kuratowski, Topologie 1. 5
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Le .dernier résidu® R, étant identique a4 son propre résidu, c'est un
ensemble qui n'est loua]ement fermé en aucun de ses points. Nous allons
démontrer que, parmi les ensembles fermés dans X, Pensemble RFJ est le plus
grand gui ne soit localement fermé en aucun de ses points.

Supposons. en effet, que 'ensemble Y doit fermé dans X et que ¥V — 1\');3 =+=0.
1l s’agit de prouver que Y contient un point ol il est localement fermé. Oron
déduﬁ en tenant compte de la décomposition VIII (1), Pexistence d'un indice
£ tel que )RE Ry 1:%:0 Admettons que E désigne le plus petit indice de
ece genre. Par conqéqueut Yth, done Y est fermé dans RE et, 'ensemble
RE g étant Ie résidu de RE l’ensemb]e RE est localement fermé en chaque
point de RE p» done en chaque point de I'ensemble non vide YR& —R& "

Cela implique (comme nous Pavons démontré auparavant) que l'ensemble V

est aussi localement fermé en chaque point de ce dernier ensemble.

§ 13. Continuité. Homéomorphie.

I. Définition!). Soient ' et Y deux espaces satisfaisant
aux axiomes I—IIL Soit f(x) une fonction ayant \' pour Pensemble
des arguments et dont les valeurs appartiennent & ‘. La fonction
f est dite confinue au point x, lorsque, pour chaque ensemble X,

la condition x ¢ X entraine f(x) e f(X)2)

En cas ot -\ et U désignent des ensembles de nombres réels, la notion
de continuité considérée iei coincide avec celle de "Analyse classique.

II. Conditions nécessaires et suffisantes. Pour quune
fonction f soit continue au point x, il faut et il suffit que, Y étant
un entourage arbitraire de f(x), lensemble f~'(Y) soit un entourage
de x; en d’autres termes, que pour chaque V

1) f(x)eInt (V) entraine xeInt[f1(V)],
ou encore (en remplacant ¥ par %/ — V) que
@) x e fY) entraine f(x)cY.
) CL F. Hausdorff, Gmndﬂige der Mengenlehre, Chap. 9§ L
%) En cas ol les espaces X et Cj ont des points communs, ‘il est dési-

rable de distinguer entre la fermeture dans "\ et dans © /. Pour simplifier
les notations, nous omettons cette distinction. ‘

o
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En effet, on prouve en vertu'de § 3, II, 12 que la condition (2)
est nécessaire, en posant dans la définition X=f"(V). La
suffisance résulte de § 8, I, 11, en posant dans (2): Y=/ (X) 1.

En tenant compte du fait qu’il existe dans chaque entourage
d’un point un ensemble ouvert contenant ce point, on parvient
4 la condition suivante (,définition de Cauchy*):

(8) pour gque f soit continue au point x, il faur et il suffit qua
chaque ensemble onvert H contenant f(x) corresponde un ensenble
ouvert G contenant x et tel que f(G) T H.

. L'ensemble D des points de discontinuité. Par dé-
finition on'a x= D lorsqu’il existe un ensemble X tel que x: X et

F(x) non-cf(X), e. & d. tel que xe X —f'[f(X)]. I vient:
D) D=XX = DN, dot f(D)= I [F(X)—F X,
la sommation s’étendant a tous les sous-ensembles X de 2\,

En effet, f(D)=Ef~{)&7—f‘1[fﬂ(Xﬁ)]}=Ef{§"f“1[if,f~ﬁ7‘§]}=

En vertu des proposmons II (1) et (2), on a:
@) D=.;‘;{f*1,[lnt(Y)] Int[/~H(Y)]} = v” V) =1

car d’'une part la condition f(x) = Int (V) équivaut a x=f~[Int (V)]
et d’autre part f(x) = ¥ équivaut a x = f~(¥). _

On peut enfin supposer que dans la premiére des égalités (2)
la variable Y parcourt la -famille des ensembles onverts et que
dans la deuxiéme elle varie dans celle des ensembles fermés.

En effet, siI'on pose Int(Y)=G,on a f~{Int(¥)]—Int [/~
Cf~YG) —[Int f~YG)] et sil'on pose Y=F, on a f1(V)—f~(V)C
CfYF) — FLP). Ainsi:

3 D= Y' {/~H(Q) — Int [f/~* (G)]} = S’[J‘“ EY—FHPL.

La prem:ere des égalités (3) implique que D (C V' (dérivé de &),

.car tout point isolé de I'espace, comme point intérieur de chaque

ensemble qui le contient, n’appartient pas & f~YQ)— Int [f~1(G)].

Les deux égalités suivantes définissent deux classes impor-
tantes de fonctions: 1° D =0 les fonctions continues, 2° X —D =5
les fonctions ponctuellement discontinues.

1) Iein’intervient que ’ax. I, qui est d’ailleurs superflu si f est biunivoque.
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IV. Fonctions continues en chaque point. Les fonctions
de ce genre s'appellent confinues, tout court. On a dans ce cas
D=0 et f(D)=0. Les formules III (1)— (3) fournissent aussitdt
les conditions suivantes, nécessaires et suffisantes pour qu'une fon-
ction f soit continue:

(1 F(X) C f(X), quel que soit X,

(2)‘ ) Cuw, quelﬂ que soit Y,

(8) f*(G) est ouvert, quel que soit l’e;zsemble ouvert G,
(4)  fTU(F) est fermé, quel que soit l’ensemblé fermé F.

Les deux derniéres conditions résultent de 1'égalité IIT (8),
car la condition D = 0 équivaut & I’hypothése que, pour chaque
ensemble ouvert G, on a f~*(G)—Int [f~(G)] =0, donc que 1 (G)
est ouvert; de méme I'hypothése f~1(F)— f~1(F) = 0 signifie que
FY(F) est fermé. _

En particulier, f(x) étant une fonction continue & valeurs réelles et ab
un intervalle, les ensembles E{a <flx) < b} et E{f(x) = a} sont fermés;

P’ensemble E {a < f(x) < b} est ouvert.
) X

En tenant compte du fait que 'opération f~! est additive et
multiplicative (§ 3, II, 6a et 7a), on déduit de (3) et (4) que

(6) si Yestrespectivement un F; ou un Gy, f~1(Y) Dest'également.

V. Relativisation. Fonctions partielles. Rappelons que
I'on désigne par f(x|A) la fonction qui s’obtient de f(x), en re-
streignant 4 A I'ensemble de ses arguments (§ 3, IT). La fonction
" partielle f (x|A) est dite continue au point x relativement i A, lorsque

xeA et lorsque la condition x ¢ XA entraine f(x) = f(XA).

1) La continuité d'une fonction dans un point p est une pro-
priété locale, c. & d. que, A étant un entourage de p, la continuité
de la fonction partielle f(x|A) dans un point p. entraine celle de
la fonction f en ce point,

Soit, en effet, pcX. On a évidemment X = XA +X A,
Pod X=XA+X—AC XA+X =4 et, comme par hypothése
p n’apparnent pas &8 X — A, il vient p ¢ X4, d’oll, par suite de la
ctmtmmte de la fonction par’uelle~ f ( p) e f (XA) C FX) ).
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2) SiN=A+B, peAB et les fonctions f(xA) et f(xB)
sont continues au point p, la fonction f I'est également.
En effet sx pe X XA +XB on a soit p £ )(A soit p = XB.

3) St A = A + B est une decomposztzon de 1 en deux ensembles
fermés et si les foncz‘zons F(xA) et f(xB) sont continues, f est con-
tinue sur °\.

Car, dans le cas ol p = AB, la fonction f est continue en p
selon la proposition 2) et dans le cas ol p non-z A, p est un point
intérieur de B, de sorte qu'on arrive alors 4 la méme conclusion
en vertu de la proposition 1).

VL. Fonctions caractéristiques. On appelle fonction cara-
ctéristique d'un ensemble A une fonction gqui admet deux valeurs
(les nombres 0 et I, par ex.),’une aux points de A4 et Pautre aux
points du complémentaire de A. On a I’égalité suivante:

(1 . Fr(A)=D,

c. & d. que la frontiére de A coTncide avec I'ensemble des points
de discontinuité de la fonction caractéristique de A. .

Soit, en effet, f(x) =a pour xe 4 et f(x) =b pour x=1—A.
Il suffit de considérer le cas oit xe A.

Si l'on suppose que x&Fr(4), I'ensemble A = f~!(a) n’est
pas un entourage de x, bien que I’ensemble composé du point a
seul soit un entourage de f(x). Il en résulte selon II que x ¢ D.

Inversement, si x¢ A—Fr(4), on a x=Int(4) et, en vertu
de la méme proposition, x est un point de continuité de la fon-
ction f.

L’identité (1) implique que la condition nécessaire et suffisante
pour que la fonction caractéristique d'un ensemble A soit respecti-
vement continue ou ponctuellement discontinue est que cet ensemble
soit & la fois fermé et ouvert ou bien posséde la frontiére non-dense.

Car la condition D =0 équivaut & I'égalité Fr (4) =0, qui
signifie que ‘A est simultanément fermé et ouvert.

On en conclut en vertu de § 12, V, 2° que pour que la fon-
ction caractéristique d'un ensemble A soit ponctuellement discontinue
sur tout ensemble fermé, il faut et il suffit que lensemble A soit
développable en série alternée d'ensembles fermés décroissants.

Ajoutons aux propriétés topologiques des fonctions caracté-
ristiques les formules suivantes, qui appartiennent a la Théorie
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générale des ensembles et dont Ia démonstration ne présente

ancune difficulté 1): ¢ (x, A) désignant Ia fonctlon caracterlsthue

de 4, on a:

Locp=1 2 c(x0=0 8 c(x A’) ]—'c(x,A)

4 c(x,EAL)zmaxc(x, A) B. ¢ (x,HAJ.:_mxnc(x,Ag
6. . c(xAB)~c(x A)- c(xB)
2. cwA-B=c(xn A) = ¢ (x, AB)

o

8. Limes A4, deszgnanz.‘ l’ensemble 5 H A,,+;l = [— ] ,415 (dans -

e 11:() k== ()

le cas ou cette égalité a lieu), on a c(,x Limes A,l) = hm ¢ (x, A,Z)

N==oo N==ca
~

VII Fonctlons blumvoques et contmues ~Supposons i pré-
sent que la fonction f, qui transforme ’espace XX en %, soit biu-

nivoque, ¢. 4 d. qu’a “des.’ arguments différents correspondent,

“toujours des valeurs différentes de.la fonction. Les propriétés
suivantes sont des zrwarzants des transformatmns biunivoques et
continues: :

, 1) la propriété d“z,‘re ‘zm poirzt d’acc‘umulatimz de lespace; en
effet, xeX —x entrame f(x)e f(‘L —x) =" — f(x), puisque

- x) = ()~ - f(x) (voir §°8, II); - ~.

' 2) la propriété d'éire dense en $oi (c’est une consequence
immédiate de la proposition preeedente),
) lapropriété d’étre un ensemble frontiére dans Uespace, car I’éga-

litt X=—X entratne Y=f(X)= f(\ X)CfE—=X)y="Y— f(X)

VIIL Fonctxons bxcontmues Homé omorphie.

La fonetion y = f (x) transformant I’espace -\ en I'espace Y/
(tout entier) est dite bicontinue, si 1{‘elle est biunivoque et si la fon-~
ction f(x), ainsi que la fonction inverse f~'(y), est continue. La

~ transformation est dite alors une homéomorphie ?) et les espaces

X et U s’appellent homéomorphes (ou du méme. type topologique;
cf. aussi § 3, IV). Dans le cas on X'="Y, 'homéomorphie peut
étre nommée automorphie (topologique).

1) Voir par ex. F. Hausdorff, Mengenlehre, p, 20.
?) selon une dénomination de H. Poincaré, Journ. Ec. Polyt. (2) 1
(1895), p. 9. ’
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On voit aussitét que 'homéomorphie est une relation symé-
trique, transitive et réflexive.

Chacune des conditions suivaintes est nécessaire et suffisante
pour qu’une fonction biunivogque f soit bicontinue:

- f(X) = F(X), quel que soit X,
(2) F1(Y) = fU(Y), quel que soit Y.

En effet, d’aprés IV, (1), l'inclusion f (X) C F(X) équivaut
3 la continuité de la fonction f, tandis que I'inclusion F(X)Cf(X)
équivaunt, d’aprés IV (2), a la continuité de la fonction /= De
14 résulte la premiére partie du théoréme. Par un raisonnement
analogue on en démontre la deuxiéme ').

Une condition nécessaire et suffisante pour ’homéomorphie
est aussi la suivante:

3 X = f1f (X)), quel que soit X,

qui équivaut évidemment & la condition:

(32) xe Xy ={f(0):f(X)}.

En effet, dans le cas ol la fonction f est biunivoque, notre
énoncé est vrai, car I'égalité (3) équivaut & (1). Il s’agit donc de
prouver que toute fonction satisfaisant & la condition (8) est biu-
nivoque. Posons f (p) =/ (g). Il vient: p = f~'[f ()] =/ [f @)]=4,
dolt p=gq, c. q. £. d.

IX. Propriétés topologiques. Comme nous l’avons indiqué
déja au § 8, IV, chaque propriété topologique de Lespace (c. a d.
propriété énoncée i P'aide de l'opération X) est invariante par
rapport aux transformations bicontinues.

D’une facon plus générale,si un point a (ou un ensemble A,
ou une famille d’ensembles A, etc.) posséde relativement & Pes-
pace S une propriété donnée et si la fonction f transforme Pes-
pace -Y en P'espace -/ d’une facon bicontinue, le point f(a) pos-
séde la méme propriété relativement a Pespace Uy

1) (ette démonstration ne dépend d'aucun axiome topologigue. Voir I,
renvoi ).
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Ainsi, deux espaces homéomorphes ne peuvent étre distingués
Pun de lautre par aucun moyen topologique. D’une facon analogue,
si A et B sont deux ensembles situés respectivement dans les es-
paces Vet U et 'il existe une transformation bicontinue de X' en
qui transforme A en B, les ensembles A et B sont dans leurs espaces,
au point de vue topologique, indiscernables. Nous les appellerons
topologiquement équivalents (par rapport aux espaces X et 9f).

Il importe de remarquer que deux ensembles peuvent &tre homéomorphes
et, cependant, leur situation dans Pespace peut étre différente, de sorte quwil
n’y ait pas d’équivalence entre eux. Par ex. dans D’espace des nombres
réels, un ensemble composé d'un point, d'un segment et d'un second point
(dans Tordre indiqué) n’est pas équivalent (tout en étant homéomorphe) & un
ensemble composé de deux points et d’un segment qui les suit. Les mé&mes
ensembles (considérés comme sous-ensemb’les du plan) sont équivalents par
rapport au plan.

Toutes les propriétés de I'espace, de ses sous-ensembles, des points ete.
considérées jusqwici sont des propriétés  topologiques, donc des invariants
des transformations homéomorphes de I’espace.

X. Rang topologique. L’espace .\ est dit fopologiquement
contenu ') dans l'espace Y, s’il est homéomorphe & un sous-en-
semble de If

Si 2’ est topologiquement contenu dans </ et I/ dans 2\,
nous dirons que X et )/ ont le méme rang topologique ®). Par
contre, si cette relation n'a lieu que dans un seul sens, on dit que le
rang topologique de l'un des espaces est supérieur i celui de
Tautre.

Bien entendn, deux espaces peuvent avoir le méme rang topologique

sans quw’ils soient homéomorphes, Tels sont par ex. la droite illimitée et in-
tervalle fermé. On a cependant, d’aprés un théoréme de la Théorie des en-
sembles?), 1a proposition suivante: X' et U avant le méme rang topologigue,
il existe un ensemble ACX et un ensemble B¢ ?,i tels que A est homéomorphe d B
et X —Aa4 Y B -

Les rangs topologiques de deux espaces peuvent étre incomparables. Tel

est par exemple le cas d’unme circonférence et d'un ensemble composé de
trois segments n'ayant qu'une seule extrémité en commun.

1) d’aprés M. P, Alexandroff.

?) ==,type de dimensions“ dé M. Fréchet (voir Math, Ann. 68, 1910,
p. 145—168) = ,Homoie" de M. Mahlo. .

® S. Banach, Fund. Math. 6 (1924), p. 236—230.
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XI.© Ensembles homogénes. Un ensemble 4 est dit Zomo-
géne dans lespace, si pour chaque couple g, 5 de ses points, il

“existe une automorphie f(x), c. 2 d. une transformation bicontinue

de l'espace en lui-méme telle que f(a) =54 et f(4)=A. En
particulier, ’espace entier est homogéne, si tous ses points sont
topologiquement équivalents (dans le sens du N°IX).

Tels sont par ex. une circonférence, un espace euclidien & #» dimensions.

.Ces espaces sont, en outre, bihomogénes, c. i d. quil existe une transforma-

tion faisant correspondre & 4 a et a & b simultanément. 1] est d’ailleurs a
remarquer qu'un espace peut étre homogéne sans étre bihomogéne ).

‘ Dans le m&me ordre d’idées, on prouve?) que A étant un ensemble fermé
et ouvert simultanément, a et b deux points équivalents et tels que a: A et
bz1— A, les points a et b sont bi-équivalents, ¢. 3 d. quil existe une trans-
formation bicontinue f de lespace en lui-méme telle que f{a)=10 et fb)y=a?d).

Un ensemble A peut ne pas étre homogéne dans Pespace qui le con-
tient, bien qu’il soit homogéne quand on le considére ‘comme un espace pour
lui-méme. :

) Il résulte facilement de la définition que, A étant un ensemble
homogeéne, chaque propriété topologique qui appartient & un point
de A appartient & tous les autres. En particulier, si 'on envisage
les propriétés d’étre un point intérieur, un point d’accumulation,
un point ot 'ensemble donné est de I-re catégorie, on en conclut
respectivement que fouf ensembleshomogéne A est

1° soit un ensemble ouvert, soit un ensemble frontiére;

20 soit dense en soi, soit isolé;

3" soit un ensemble de I-re catégorie, soit un ensemble qui

 nest de I-re catégorie en aucun de ses points.

Dans cet ordre d’idées on a le théoréme suivant *):

1) Voir ma mnote Un probléme sur les ensembles homogénes, Fund. Math.
3 (1922) p. 14—19 (probléme de M. Knaster).

%) ibidem, p. 16.

%) Dans une note Ueber topologisch homogene Kontinua, Fund. Math. 15
(1930),p.102, M. van Dantzig distingue d'antres genres de homogénéits, en
particulier I'homogénéité involutoire. Ces notions peuvent aussi &tre localisées.

1) Ce théoréme présente une extension aux espaces topologiques d'un
théoréme de M. Banach concernant les groupes topologiques (voir N° suij-
vant). Le théoréme de M. Banach a trouvé des applications importantes
dans le Calcul fonctionnel. Voir S. Banach, Théorie des opérations linéaires,
cette Collection Tome 1 (1982), p. 20; v.aussi ma note, Sur la propriété de Baire
dans les groupes métrigues, Studia Math, 4 (1938).
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Théoréme. Soit $ une famille dautomorphies de lespace telle
quwa chague couple de points x,y corresponde une automorphie h

appartenant & cette famille et satisfaisant & Pégalité y = h(x).
Soit Z un ensemble tel que Pon ait pour chague élément h de S -

(1) soit Z=h(Z), soit Z-h(Z)=0.

Dans ces hypothéses, si Z jouit de la propriété de Baire, Z est
ou bien un ensemble de I-re catégorie ou bien un ensemble simulta-
nément fermé et ouvert.

_ Démonstration. Remarquons d’abord (¢f. N'IX) que, z étant
un point de Z, si Z jouit d'une propriété (topologique) au point z,
lensemble % (Z) jouit de la mé&me propriété au point £ (z). En
‘outre, Z est homogéne, car on peut faire correspondre au point
z,¢Z une automorphie % telle que 2z, =/(2) et, comme 2, ¢ Z+ 1 (Z),
il vient en raison de (1): Z = £ (2).

1l en résulte, selon 3", que si Z n’est pas de I-re catégorie,

Z n’est de Ire catégorie dans aucun de ses points. On en con-

clut en vertu de la propriété de Baire (§ 11, IV, cor. 2) qu'il

existe un point z¢Z dans lequel 1 — Z est de I-re catégorie. Soit

done G un ensemble ouvert tel que z:G et que G — Z soit de
- Ire catégorie. Nous allons prouver que G—Z=0.

Supposons, par contre, que pz G—Z. Soit £ une automorphie
appartenant & § et telle que p =/%(2). Comme peh(Z)— Z,
* vient selon (1): Z- £ (Z)=0, d’oi h(Z)Y(C1—2Z,done G -2 (Z)C G— Z
ce qui prouve que G-A(Z) est un ensemble de I-re catégorie.
Par conséquent, £(Z) est de I-re catégorie au point p = & (2).
Mais cela contredit la remarque faite au début de la démonstra-
tion, puisque Z n’est pas de I-re catégorie au point z.

L’inclusion G (_ Z établie, il en résulte que z est un point
intérieur de Z, done, Z étant homogeéne, Z est ouvert (selon 1.

Reste 3 prouver que Z est fermé.
Soit psZ et zcZ. Posons, comme auparavant, p="r().
L’ensemble Z étant ouvert et 2 étant une automorphie de l'espace,

h(Z) est aussi ouvert. Par conséquent les formules peZ et
peh(Z) entrainent Z-2(Z) == 0, d’ott Z = k(Z), done pcZ,
c. q. £. d. '
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‘XIL. Bpplications aux groupes topologiques. Un espace topoelogique
(satisfaisant aux ax. I—III) s’appelle groupe topologigue 1), lorsqu'on a fait cor-

.respond1e a ch’lque couple de points x, y leur »somme* z="xv+y de facon que:

1“ (x +. v) 2z x+(y+ 2), 20 il existe 'élément-zéro 7 tel que x R X,

30 il existe I'élément (— x) tel que x F (=) =5, £ les opérations v+ v et — x
;sont continues ?).

Posons # (r) =a+ x. On voit aussitot que la condition y = /1, (). en-
traine x = A__ (y) On en conclut que /, (x) est (pour a fx\e) une autommph:e
de l'espacs et que Ia famille & de toutes les fonetions &, satisfait J Ihypo-
thése du théoréme du NYXI. .

On appelle sous-groupe chaque enseriible qui, avee ., contient (— \) et,
avec X et y, contient x +y On vérifie facilement que, Z etant un sous-groupe,
la condition XI (1) est réalisée. D'aprés ce qui précéde chague sous-groupe est .
homogéne (en particulier, chaque groupe topologlque est homogéne). En vertu
du théoréme du N° XI, tout sous-groupe qui’ jouit de'la propriété de Baire est
soit un ensemble de I-re catégorie, soit un ensemble ¢ la fois fermé et ouvert.

u 4 ,# “

) V.p.ex.D.vanDantzig, Zur topologzsrhen Algebra, Math Ann. 107
(1932), p. 587 — 626, on Yon trouvera de n(ﬁi’f‘breu\ renvois bibliographiques.
%) Une fonction continue de deux wariables est une fonction continue
d'une seunle - variable parcourant un produjt cartésien (voir § 23, I). Pour les
applications dont il est question ici, il suffit de supposer la contmmte selon
ch’mune des variables séparément. g





