INTRODUCTION.

Nous rappellerons ici quelques notations et théorémes élémen-
taires de la Théorie générale des ensembles et de I"'Algébre de la
Logique. Les notions de la Théorie des ensembles seront d’emploi
constant (excepté I'opération (sf), qui est d'un caractére plus
spécial). L’Algébre de la Logique, dans la majorité des §§ (sur-
tout dans ceux de nature »géométrique) ne sera pas employée,
tandis que nous en ferons usage dans certains problémes (surtout
liés 4 la Théorie des fonctions) ot Pemploi des notations logiques
s'impose d'une fagon trés naturelle et permet de simplifier les
raisonnements (p. ex. aux §§ 27, 33—35).

A la premiére lecture, on peut omettre tout ce qui concerne
I'Algébre de la Logique.

§ 1. Opérations de'.la Logique et de la
Théorie des ensembles.

I. "BRlgébre de la Logique. « et @ étant deux propositions,
o' désigne la négation de « (c’est a dire ,non a”), a 4 8 la somme
logique (,o ou B”), a8 le produit logique (,2 et B”); o — B veut
dire que 2 entraine B (implication), « =8 veut dire que « équi-
vaut a f. : «

Citons, 4 titre d’exemple, les théorémes suivants: o' = o (loi
de double négation), (a—B)=(F—a) (loi de contraposition),
(@ B) =o'+, (a+B)' = (a" §') (lois de de Mor g an), (z— B) =(a'+f),
@+ =afto. ,

Chaque proposition admet I'une des deux valeurs 0 (le ,faux”)
oul(le ,vrai®). On aa-a'=0 (principe de contradiction), « 4- &' =1
(principe du tiers exclu).

C. Kuratowski, Topologie I. 1
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II. Rlgébre de la Théorie des ensembles. Soit 1 un en-
semble donné (ce sera dans la suite l'espace considéré). Les élé—
ments de cet ensemble (les points) seront désignés par des minus-
cules latines a, b, x, ¥, ... ; les sous-ensembles de I'ensemble 1 seront
désignés par des majuscules A, B, X, ..; les familles de sous-en-
sembles (ensembles du deuxidme rang) par 4, B, X, ... .

x = X signifie que x est un élément de l'ensemble X. On
désigne respectivement par X+ Y, XY (ou XY), X—Y: Ten-
semble composé d’éléments qui appartiennent soit a X, soita y,
I'ensemble formé par la partie commune de X et Y, I'ensemble
des éléments qui appartiennent & X, mais pas & Y. L'ensemble
vide est désigné par 0. On écrit X (C ¥, lorsque X est un sous-
ensemble de Y. Le ,complémentaire de X” =X'=1—X.

On a ainsi les équivalences suivantes:

(xEA)’%ZxEA’), (XEA)+(st)zxe(A+B), (xc A)(xeB)y=xecA-B,
| 1=(xe1), 0=(x:0),
ACB=[xcd)—(xcBl, (A=By=[(xs4d)=(xsB],

les symboles ', +, -, 1, 0, ayant dans le fﬁém"bre gauche le sens
logique et dans le membre droit le sens de la Théorie des en-

sembles.
Citons les formules suivantes:

A=AB+A—B, ABCACA+B (A+B)=AB, (ABY =A'+ B,
(A=B)=(AC B)-(BC A),
(ACB)=(A+B=B)=(AB=A4)=(A—B=0).

Deux ensembles A et B sont dits disjbiﬁté, lorsque AB = 0.
L’ensemble composé d'un seul élément a est désigné par (a).

II. Fonctions propositionnelles. Soit ¢ (x) une fonction
propositionnelle dont la variable x parcourt I'espace 1, supposé = 0
(9 (x) exprime une condition; elle devient une proposition vraie
pour toute valeur de x satisfaisant i cette condition; elle devient

%) Les  différents caractéres mettent en évidence les différemts fypes
logigues des. variables.
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Yne proposition fausse dans le cas coniraire; si, par ex. dans
I'espace des nombres réels, on considére la propriété d'&tre un

nombre positif, on a o (x)= (x> 0)).

xZ’ ¢ (x) veut dire: il existe un x tel que ¢ (x) (c. 4 d. un x
satisfaisant & la condition considérée).
g ? (x) veut dire: quel que soit X, on a ¢(x) (c. & d. que
la condition est vérifiée par chaque x). .
Par exemple: [[ (x +2>x), 3 (x? = X).
X X
On a les formules suivantes, faciles i vérifier:

( 2o (x))' = [;[ ¢'(x) (formule de de Morgan généralisée),

X

(He@) = (Ze@), Tem+Ie@m =310 + ¢ ),

X

g?(x)'y‘!*(x)Eg['?(x)"?(x)], xE[J €)= o x)- X o x),

X

[Te @) +1T4 ()~ ITle 9+ 4 (5]

Rien n’empéche de considérer toute proposition « comme
une fonction propositionnelle (qui est soit identiquement vraie, soit

identiquement fausse). Ona Ya=a=[]a, Y[z o (x)|=a D o(x)
«+1To (=[] [x 42 (0] w7 x

IV. Opérateur _xE' ¢ (x). L’ensemble des x qui satisfont a la
condition ¢ est désigné par [ o (x). Par ex. FE (x>0) est I'en-

semble des,nombres positifs, g (x*= x) se compose de deux nom-
bres: 0 et 1.
On a l'identité
1 tsEcp(x)Egﬁ(t),
X
d’'od on déduit facilement en vertu des équivalences du N°II les
formules: :

2. E [o ()] = [@ ¢ (%]

3. E@+e@l=Ee@+E4(»
Y E@ @ =Ee Ei.
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Ainsi, par ex., on prouve la derniére égalité comme suit:
taE['f(JC)’¢(X)]E<P(f)"JJ(t)E[tEE?(x)]‘[L‘EZ_?‘I)(JC)]E
=t o) Ed(x),

En outre, //0=0, [1 =1, les symboles du membre gauche

ayant, comme toujours, le sens logique et ceux du membre droit
le sens mathématique. ,

V. Opérations infinies. Soit A, un ensemble  dépendant
d’'un paramétre ¢ (qui parcourt un ensemble donné) !). Les ensem-

bles ) A, (,somme des ensembles 4,) et []4, (,produit des ensem-
12 t
bles A,”) sont définis par les identités:

S(ted)=[t:3 Al, M= A)=1t=11 4.

En remplagant dans les formules du N°III les fonctions pro-
positionnelles o (x) et ¢ (x) par A, et B, x par ¢ et — par (, on
obtient des formules concernant les opérations > A, et [] A, de la

L L -

Théorie des ensembles; citons comme exemple la régle de de Mor-

gan généralisée: (X A) =[] A,
13 L
En cas ou le paramétre n parcourt I’ensemble des nombres

naturels:, on emploie les symboles } A, et [| 4, par analogie aux
: n=1 n=1

séries et aux produits infinis de 1’Analyse.

VI?*). Opération (<) ®). Supposons qu’on a fait correspondre
a chaque systéme fini d’entiers positifs %, ..., k&, un ensemble

) D’habitude I'indice ¢ parcourra un ensemble arbitraire, dénombrable
ou non; cependant i, &,  ete. désigneront un nombre naturel variable.

¥ La lecture du N°VI peut &tre remise jusqu’a celle du § 11,

¥ Voir les notes de MM, Souslin et Lusin dansles Comptes Rendus,
Paris, t. 164 (1917), p. 88 ss.; voir aussi F. Haus dorff, Mengenlehre, § 19.

IL'importance de opération (<0) tient surtout au fait que, malgré sa gé-
néralité, il y a des propriétés importantes (telles que la mesurabilité, la pro-
priété de Baire, ef. § 11) qui en sont des invariants.
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Ag, ., L’ensemble-somme de tous les produits de la forme

[ A, ... x, est dit ,résultat de I'opération (¢7) effectuée sur le sy-

n==1
sttme des ensembles A, ...z,
L’opération (si) est une opération indénombrable (la somma-

o

tion étant indénombrable). Les opérations dénombrables ) et []

n=1 n=1

en sont des cas particuliers, cas, ol I'on pose soit A, .. &, = Bk,
soit Az, ...z, = Bn. '

Soit 3 =I[3%, 3% ..., 3% ..] une suite variable de nombres na-

turels (on peut considérer ; comme le nombre irrationnel dont le

1 LAY

développement en fraction continue est ;%ii—i— e + ot
3 13 3
Le résultat de l'opération (s() s'exprime alors par la formule

oa

R :Z H Ag‘ w3

3 n=1

Le systéme d’ensembles {Ay _jn) est dit régulier, lorsque

A;‘ w3 3t C Ag‘ 3

3

Citons les formules suivantes concernant Topération (=7)
effectuée sur un systéme régulier 1):

os oo oo
1 EZHAmd «k—"-Z”Ad 3
m=1y k=1 3y 3 A=10 2mR
et d’une facon plus générale:
oo o oo
1a. ZY A igat ,k=2nz‘11 2l sk
m:l'? PR IR L R = i gl pd 3k

3

oo . oo
2. Ay +CByu_w entraine X [[Ax +C X [IBy  w;
e 33 ; Pl 3 e 3 : Pk ] 3 e ¥

X Ag . est dénombrable

3. la sommation Y
- k=1

3

) Cf. N. Lusin et W. Sierpinski, Sur quelques propriétés des ensem-
bles (91), Bull. Acad. Sc. Cracovie 1918, p. 35.
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(Pensemble des systémes finis de nombres naturels étant dénom-
brable);

4. A ——S’kq/l,)l it CEIE (Asx_,, 3k _21‘481 e 3R ms
j o= § m=L

‘ =0
D

ot I'on pose 4q .= A pour k=0.

Pour prouver cette derniére inclusion, supposons que ped

et que p n'appartienne pas au membre droit de l'inclusion; done, -

en symboles logiques:

. I;:Ik{".{ [(P EA;} Sk) ""’m.Z:’I(p E As‘ e 3R m)]:

ce qui veut dire que, m, ...m; étant un systéme fini (2 > 0) d'in-
dices tels que peAm, .. my, il existe un indice 7 tel que p ¢ Am, ..y m-
Or, comme pc A, on en conclut que, pour un certain indice m,,
peAm; d'oit pour la méme raison pc Am,m, ete. I existe par

7

conséquent une suite infinie d'indices m,, n,, ... telleque pe Il Am,m 3
‘ B=1

donc ps;’k]l Ay s e qui prouve que p n'appartient pas au

3
membre gauche de I'inclusion 4, c. q. f. d.

5. Si deux ensembles Ag o€t Ay yn pourvus de différents
systémes de n indices, sont toujours disjoints, on a

Z H Aii 1 =n Z Aal . 3t

3 n=}1 n=1

!

En effet, 'inclusion ), [] Ay LCIl XY As . alieu toujours
3

2 7;:1 n=1 3

(méme si le systtme n'est pas régulier; v. d'ailleurs § 2, IV).
Supposons donc que p appartienne au. membre droit. Il existe
alors un et un seul indice m, tel que P & Am; d'une fagon analogue,
il existe un couple d'indices/, m, tel que Ay, m,. Comme Ay, C Ay,
il vient p e A;, et on en conclut que [, = m;. On démontre de la
méme facon gu'il existe un indice my tel que p € Ap, m,m, ete. En
désignant par 3 la suite infinie my, My, My, ..., on voit bien que

pour chaque 7 on a pe Ay .., d'ot p e [1A

3 n=1

gt

[§ 2, 1] Produit cartésien. 7

§ 2. Produit cartésien.

I. Définitions !). Le produit cartésien (qu'il ne faut pas con-
fondre avee le produit = partie commune) des ensembles 4 et B
est 'ensemble A X B composé de tous les couples ordonnés a, b
ot e A et beB. D'une facon analogue, étant donnée une suite
finie ou infinie d’ensembles Ay, ..., 44, ..., leur produit cartésien se
compose de toutes les suites finies (formées de 7 termes) ou in-
finies dont les termes sont extraits successivement des ensembles

n oo

donnés. On désigne ce produit par k]j Ar etn£ An respectivement.

Encas o A;=..=A,=A4, on pose A, X..X!4,=A" 8i tous

les termes du produit cartésien infini nl_jl A, sont identiques 4 A4, on
écrit '

Pa, = 4%,

n=j

Ainsi, par ex., lg plan des nombres complexes est le ,carré® de l’egpaee

des nombres réels; J désignant lintervalle 01, Vi désigne un carré, I un
cube, 7R le ,cube fondamental® de Hilbert (voir § 14). On verra aussi
que, en cas ot A se compose de deux éléments, ANe peut étre congu comme

Pensemble non-dense de Cantor; si A désigne I'ensemble des nombres natu-
rels, A¥: est I'ensemble des nombres irrationnels (v. § 1, V).

1. Formules de calcul, En s'appuyant sur les équivzﬂences:
() AXBY ={x e A) 0= B)), (x5, e LAy =11 (rue ),
on prouve facilement que

L (A+B)X(C+D)y=AXC+ AXD+BxC+BxXD

et d’'une fagon générale:

2. (AC) X (BD) = (A X B)-(Cx D),
2a. ! (n A') X (HBL) = H(Av X B‘A)’

) Cf F.Hausdortf, Grundzige der Me}zgenlelzre, p. 37.
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%b. H{)A,_’n =,{DUAW
3. (A—B)XC=AXC— BXC;
4 [ACBet CCDI=[AXCCBXD] (siA%0%C),

da. Si AXC=BXD,ona A=B et C=D (2 moins quun de
ces ensembles ne soit vide),

4b. Si PAn= !DB,,, ona Ay =B, (si Az~ 05=B; pour chaque k).

Si A est un sous-ensemble de l'espace X et B de l'espace 9/
(ou, plus généralement, si 4, Xz), on a les formules suivantes:

5.  (AXBY = A'XY+XXB,
5a. (Pazy =2, |

oit whﬁnx%xmx%qxﬁw4MX%wxm;
6. AXB=(AXY) (X XB),
6a. Pa, =14,

ot Un =Xy X Xy X oee X Xy X A X X1 X e

lIL. Axes, coordonnées, projections. < et Qf étant deux
espaces donnés, nous les appelons (par analogie & la Géométrie
analytique) axes du produit cartésien X X U. Chaque point 3 du

" produit 3 =X X U étant de la forme (*,3), on appelle x et y les
coordonnées de 3 (Pabscisse et V'ordonnée). La projection ,paralléle
4 T’axe Y” dun ensemble € contenu dans X X Y est I'ensemble

des abscisses des points de @; c¢’est done 'ensemble EX (%, )6
: e .

Les définitions précédentes se généralisent aussitdét au cas du
produit d'un nombre arbitraire de termes. En particulier, ; étant

un point de l'ensemble r{j X», la n-eme coordonnée de 3 est dé-
signée par 3™; de sorte que

F=31,3®, .., 30, ..,

(les parenthéses seront, d’ailleurs, souvent omises).

[§ 2, IV] Produit cartésien. 9

IV. Fonctions propositionnelles de plusieurs variables.

Une fonction propositionnelle o (x, V) de deux variables dont
I'une parcourt I'espace X et l'autre I'espace 2/ peut &tre considérée
comme fonction d'une seule variable 3 qui parcourt le produit
cartésien X' X Y. Les formules du § 1, III restent done valables,
lorsqu’on considére des fonctions de plusieurs variables et rem-
place la variable x par le systéme des variables. On a en outre:

o)=Y o(x ) =3 o(x, y),
Xy ¥y x

xy

e n=IIsc, N=I[T20 ),
22 ()T =2 lp(x) Y,
[TeGy+IT4 00 =ITle (x) + ¢ (],

Se@+I14@ =5 [T () +4 (N =[] I [5) + 8]
Ze 114 =3 [t 4 =[] Slo (-4 ()]
2 T2 (o9 =[] Ze 5 9).

Si les variables x et y parcourent le m&me espace (X = V),
on a la table suivante des inclusions:

ST o(x,9) —— Ec(,
/‘?,ﬂ‘(xy)\/p L

/ ) ¥ o
e N y
e, —— [lexn—> 3o — 2 2 (%).
xy x \\/ x v Xy .

~ R /
"y

. ) g /
N2 ey —— [1X o (x,y) -
y ¥ x ¥
Exemple. Le fait qu'une fonction f de variable réelle est continue en
chaque point s’exprime de cette fagon:

T S TR <B= [ F (e 0) —F () | < e},
€ x g h

x et & parcourant I’ensemble des nombres réels et € et & &tant > 0.

En renversant 1'ordre des opérateurs H et 2, on obtient la définition
x 3

de la continuité uniforme.
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V. Relations entre les opérateurs E et Z
1. E 2oy = E@(x V)
x ¥

En effet, d’aprés § 1,1V, 1, fe E o (x,y) = Z'cp(t ,¥). En dé-

signant par Ayl’ensembleEcp (x,y),onae (t y)=te E<p (x,y)=t aAy,
d’ot d'aprés § 1, V:

Soty=S(tcd)=ts3 A=t Fo(xy).
¥ ¥ ¥y y X
D’une facon analogue:
2. Ixfljf.ﬂ(x,y)=]]@<?(x,y)-

8. Lensemble E Z w (x, y) est la projection de Pensemble E ¢ (x,3)

paralléle -& Paxe C}fl)
En effet, si 'on pose €= Enp(x y), on a l'équivalence

¢ (%, ¥) = {(x, y) = €}; donc lensembleE 2 9 (x,y), comme iden-
X y
tique & ' 3 {(x,y) ¢ @)}, est la projection de & (voir III).
x oy )

VI. Multiplication cartésienne par un axe. On a I'identité:

an(y) 9C><E<F(y)
AInSl, par exemple E [¢(x) + b()] = ECP ) + E b(y) =

= [_g} P (| X Y+ x@’ <p () (ct. §1, 1V, 3). De méme (cf. I, 6):

g[w (%)% (1] ={[E<? (DI XYy {X ><E'¢ (y)}=Es° (x)XEtP(y)-

Exemples. 1. Soient A Pensemble des nombres entlers et R celul des
nombres rationnels. On a, par définition:

R=E22{(ys/1)-(zzA).(xz;y)‘,(z=i=0)}.

x . y z

1) Ces énoncés se trouvent dans la note de M. A. Tarski et moi,
Les opérations logiques et les ensembles projectifs, Fund. Math. 17 (1931), p. 243.
L'importance de la proposition 3 tient au fait que la projection est une opé-
ration continune.

§ 3, 11 Fonctions. 11

Posons €= J {ed)-(ze ) - (xz=1)-=0)}. Dapres § 1,1V, 4, cet

xyz
ensemble est la partie commune de quatre ensembles: 1° de I'ensemble

E(ysA)mq, VE(y Ay X z c. a4 d. de Iensemble des plans paralléles

Xyz
au plan X X & et passant par les points entiers de I'axe CJ/: 20 de Tensemble

E(zeA), qui est également un ensemble constitué par des plans, 3° du
xyz

paraboloide hyperbolique défini par Péquation y= xz, 4° de I'ensemble
E(z=!=0), c. & d. de Yespace X X YX F diminué du plan z==0.

xyz
D’aprés V, 3, I'ensemble R s’obtient de (&, en le projetant d’abord sur

le plan X X {l/ et puis, en projetant cette projection sur l'axe X.

2. Boit fi(x), fo(x),.. une suite de fonctions continues. IL’ensemble
des points de convergence de cette suite est par définition:

=B S| fum—t071< L),

o 1 oo o oo
En posant A",m,sz{[fn_l_m () —fr x| < ;}, onadoncC=[] 3 [[A, .4
x . k=1 p=1 m=1
L'ensemble 4, ,, , étant fermsé, on en conclut que C est un F ;.

§ 3. Fonctions.

I. Notations. Soit f(x) une fonction dont les arguments
appartiennent 4 I'espace X et dont les valeurs appartiennent
a l'espace ¢f. Posons: A =lensemble des arguments, V = l'en-
semble des valenrs. On a done A(C X et VC U

X étant un sous-ensemble de X, f(X) désigne I'ensemble des

éléments de Y qui correspondent aux éléments de X. En symboles:
{yef}=3(xeX) [y =f (@)

Inversement, si ¥V (C ¥, on désigne par f~' (¥) I'ensemble de
tous les x dont les valeurs appartiennent 4 Y. En symboles:

(refr M= {f)e ¥} don fH() =E{f (@) V).

D'une facon analogue, X étant une famille d’ensembles (en-
semble du deuxiéme rang), f (X) désigne la famille qui s'en obtient,
en remplagant les ensembles X qui lui appartiennent par f(X).
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[I. Formules de calcul. On prouve facilement que:‘
L FX+X)=fX)+70) T f(EX)=2ZFX)
2. f(X-X) Cf (X)) f(X) f(]? X) Cf] f(X)
5. fFX)—FX)CFX—X) 4 siX,CXy [(X)CF(X)
5. {f(X)=0}={XA4 =0}
6. Y HY)=f"(Y)+f(Yy)  6a. f‘l(:‘; Y‘)=$f"(3’n)
TN Yy =YY (YY) T (YY) = {]f‘l(K)

8. UYL = Yo) = f71(Y) — (1Y)
9. L V,C Y, entratne (V) C f~1(Y2)
10. {F71(Y)=0}={YV=0}
11. XA C f1f(X) 12. ff(1) =
13. - X)) Y=fIX- (Y.

A titre d'exemple nous établirons la formule 13. Supposons
que yef(X) ¥, c. 2 d. quil existe un xe X tel que y=f(x)e?,
donc que xef~1(Y). Par comséquent ye f[X-f~1(¥)]. Ainsi,
F(X)- YC fIX-f1(Y)]. Inversement, d'aprés les formules 2 et 12
FIX-FMIC X)) ffH(Y)=f(X)-V, dotu la formule 13.

En restreignant les arguments de la fonction f & un sous-
ensemble E de A, on obtient une fonction partzelle désignée par

fIEY. On a les proposatlons suivantes:

14. g=f|E entraine g 1(Y)=E-f-1(Y)
1. siX=XE, et f,=f|E, ona f—l(Y)%Zfri(Y))

En effet, 14 résulte des équivalences
[xeg(N]=[g) e V]=[xcE]'[f(X) e Y]=[xcE f1(V)]
et, quant & 15, on a f~1(¥) =3 f1(¥)-E,= 3 fr(Y).

) ou bien par f(x]E); v. F. Hausd orff, Mengenlehre, p. 194.

*

[§ 38, IV] Fonctions. 13

lII. Fonctions biunivoques. Lorsque la condition f (x,)= f(x5)
entraine l'égalité x, = x,, la fonction f est dite biunivoque. La
fonction inverse x = f~'(y) transforme alors d’une facon biunivo-
que I'ensemble V en A. On a évidemment:

() =x pour xcA et [ffl(y)=y pour yeV,
=} ={f(x)=F(x)} et {xeX)={f(x)ef(X)} pour X CA.

Dans les formules 2, 2a, 3 et 11, le signe d’inclusion peut
étre remplacé par celui d’identité.

IV. Fonctions topologiques. Dans la suite, nous emploierons, outre

les fonections propositionnelles primitives de la Logique et de la Théorie des

ensembles: x =y, x ¢ X (étendues i tous les types d’ordre des variables: Xz X etc.),

la fonction propositionnelle primitive fopologique xeX (o1 f, nommé fermeture
de Vensemble X, est un sous-ensemble de lespace). Les trois opérations

logiques },’, et Z, effectuées sur ces fonctions primitives, suffisent pour construire
la Topologie toute entiére; toute fonction propositionnelle . ainsi obtenue sera
dite topologique.

On a vu an N° précédent que, f(x) étant une transformation biunivoque

de l'espace X en Ly la relation x, = x, équivaunt a f(x;) =f(x,) et 1a relation
xeX a4 f(x)= f(X) Supposons, en outre, que la relation x ¢ X équivale

3 f(x)=f(X). La transformation f est dite alors une homéomorphie).

On vérifie que, f étant une homéomorphie, toute fonction propositionnelle
topologique concernant Pespace s équivaut @ la fonction propositionnelle qui s'en
obtient, en substituant f(x) a x, f(X) ¢ X eic.

En d’autres termes: fout ce qui se laisse exprimer & laide des fonctions
propositionnelles topologigues est un invariant de 'homéomorphie.

Ainsi, par ex., considérons la propriété de ’espace X @étre dense en soi.

Elle s’exprime par la condition H xsc’(f (x). Posons y=7f(x). La fonction

f étant supposée une homéomorphie, on en conclut que Hy € f(SY) — (y),
v ;

done ”y e Q/’— (v), ce qui signifie que I'espace y est dense en soi.
Y
La condition que I'ensemble X, situé dans I'espace 9(, soit fermé s’exprime

par l'égalité X=X. 1l vient f(X)=7F(X), ce qui signifie que I'ensemble qui
correspond a X est, dans Pespace C:/f, fermé.

1) Nous reviendrohs sur cette notion au § 13, VIIL
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V. Notations auxiliaires. Les notations dont il était question jusqu’a
présent suffisent théoriquement — comme nous Yavons dit— pour y fonder la
Topologie. Mais pour des raisons pratiques on se sert en outre des autres
notations, qui sont d'un caractére auxiliaire?). .

(est ainsi, par exemple, que l'on pourrait se passer de la notation
f(x) qui est employée pour désigner une fonction variable. Toute fonction
est, en effet, un ensemble de paires ordonnées (satisfaisant a certaines condi-
tions) et la paire ordonnée ab est par définition identique & Yensemble
[(a, b}, (@)]; une fonction est done un ensemble du 3-me ordre.

Le cas des notations des nombres naturels (ou réels) est analogue. Si
I'on suppose que l'espace considéré est infini %) (ce qui est, en général, légi-
time), les nombres naturels se laissent définir dans cet espace d'une fagon
intrinséque. Notamment, en -classant les sous-eusembles finis de I’espace selon
lenr puissance, on définit une suite de classes qui peut &tre considérée comme
la suite des ,nombres naturels®. A 1'aide de lensemble des nombres naturels
(ainsi congus), on définit par des procédés classiques 'ensemble des nombres
rationnels, réels, complexes ete. (ainsi, par exemple, la propriété d’un espace
topologique d’8tre une image continue de I'intervalle 01 de mombres réels
" est — & ce point de vue — une propriété intrinséque: pour gtre formulée
sans variables auxiliaires, elle demanderait, bien entendu, 'emploi des varia-
bles d’ordre trés élevé).

Quant & lemploi des nombres transfinis, ils interviennent en Topologie
toujours de fagcon qu'on peut les éliminer & l'aide de la méthode générale
d’slimination des mombres transfinis des raisonnements mathématiques?).

!} Bien que, au point de vue logique, les notations auxiliaires ne soient
pas indispensables, elles sont trés utiles dans le développement d'un systéme
mathématique. :

%) Cette hypothése peut s’exprimer ainsi: il existe une famille d’ensem-
bles X=+0 telle que, pour chague XeX, il existe un ensemble Y satisfaisant
aux conditions: YeX, YCX, Y=+ X. Voir A. Tarski, Fund. Math. 6 (1924), p. 49

%) exposée dans‘ mon ouvrage de Fund. Math. 3 (1922), p. 76——108’. .





