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PREFACE.

La théorie moderne des fonetions réelles s’est dégagée de
IPAnalyse classique dans la deuxi?me moitié du XIX-éme sidcle
grice aux recherches d’abord peu coordonnées, portant sur les
fondements du caleul infinitésimal, et aux découvertes des fon-
ctions jouissant des propriétés les plus étranges et inattendues.

La méfiance contre ce nouvean champ d'investigation, qui
s’offrait aux analystes, a trouvé son expression typique dans atti-
tude de H. Poincaré. ,Auirefois—écrivait cet illustre géométre—
guand on inventait une fonctlon nouvelle, était en vue de quelgue.
but pratigue; aujourd’hui on les invente tout exprés pour metire en
défaut les raisonnements de nos péres et on n'en tirera jamais que
celd®, .

Cet avis w’a éte point'iselé. Ch. Hermite s'exprimait plus
carrément encore.” ,Je me détourne — disaitil dans une lettre
a T. J, Stieltjes—avec effroi et horreur de cette plaie lamentable
des fonctions qui r'ont pas de dérivées®. Dans les recherches qui
opéraient avec des fonections non-analytiques, des fonctions re-
belles aux lois qu’on voulait croire générales, on voyait presque
la propagation du désordre et de l'anarchie 1& ol les générations
passées cherchaient I'ordre et Pharmonie. Mé&me les premidres
tentatives d’€tablir, une théorie positive ont eu un acceuil plutdt
sceptique: on eraignait que la pédanterie trop minutiense a for-
muler les hypothéses des théorémes ne compromette 1'élégance
des méthodes classiques et que les discussions des détails ne fi-
nissent par voiler les grandes idées de 'Analyse. Il est vrai que
les premiéres recherches n’allajent pas bien au deld de P'appareil
traditionnel qui, fixé depuis Cauchy et Riemann, se pliait
difficilement aux besoins des problémes nouveaux. Mais quoi
quil en soit, elles ont réussi d’ouvrir la voie aux applicaticns
des méthodes de 1a Théorie des ensembles 4 PAnalyse, et la grande
autorité de Camille Jordan a ,donné & la jeune école—comme



v

'a dit M. H.Lebesgue dans sa legon d'ouverture au Collége .de’
France — des encouragements précieux qui ont largement compensé
les quelgues reproches qulelle a dir subir®. _ ' .

R. Baire, E. Borel, H. Lebesgue — voici les noms qui
représentent Ia Théorie des fonctions réelles non seulement comme
objet des recherches, mais aussi comme lune méthode, ’Ce§ noms
indiguent en méme temps les idées magistrales de la theorlfa. Les
noms de Baire et de Borel sont liés & jamais avec la meth.ode
de classification — en une hiérarchie transfinie — des fonct}ons
et des ensembles &lémentaires & I'aide de certaines ogératlons
simples, auxquelles on Jes soumetl. D'excellents exposés de ce

sujet se trouvent dans les traités de MM. Ch. J. de la Vallée~.

Poussin, Fouctions d'ensemble, Intégrale de Lebesgue, Classes aje
Baire, 1916, F. Hausdorff, Mengenlehre, 1927, H. Hahn, Theorie

der reellen Funkfionen, 1933 (édition récente), dans la monographie -

de M. C. Kuratowski, qui paraitra comme tome III de la Col-
lection présente, enfin dans le livre de M. W. Sierpinski, 7o-
pologja ogdlna (en polonais), dont la traduction anglaise va pa-
raitre dans Pédition de Toronfo University Press. '

L’autre direction de recherches, issue directement de Iétude

des fondements du Calecul intégral, se rattache plus intimement
encore aux grands courants de "Analyse du sidcle passé. A plu-
sieurs reprises on s'efforcait de géméraliser I'ancien procédé d’in-
tégration de Canchy-Riemann, mais c’est & M. Lebesgue
que nous devons un véritable progrés en cette matiére. Cepen-
dant, le mérite de M. Lebesgue ne se réduit pas seulement
4 la création d'une notion nouvelle et plus générale de intégrale,
ni méme i la mise de cette notion en connexion étroite avec la
théorie de la mesure: la valeur de son oeuvre consiste en pre-
mier lieu dans sa théorie de la dérivabilité, qu’il a construite pa-
rallelement 4 celle de lintégrale. C’est grice 4 elle que la dé-
couverte de M. Lebesgue a trouvé tant d’applications dans des
branches les plus diverses de 1’Analyse et, au point de vue mé-
todologique, a permis de rapprocher les deux idées fondamentales
d’intégrale, A savoir celle @intégrale définie et celle de fonction
primitive, séparées — semblait-il—4a jamais dés le moment ol I’in-
tégration a sorti du domaine des fonctions continues, '
Cest la théorie lebesguienne qui constitue le sujet du vo-
lume présent. En la détachant de celle de Baire, nous ne
voulons point creuser un abime artificiel entre deux pensées qui
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par la nature méme des choses sont appelées & se pénédtrer mu-
tuellement. Au contraire, nous aurons maintes cccasions, surtout
dans les parties finales de ce livre, & montrer explicitiment com-
ment 1a théorie de Lebesgue vient se ler non seulement aux
résultats, mais aussi aux méthodes de la théorie de Baire. Lidée
d’intégrales de Denjoy nest-elle au fond une reprise hardie
de Pidée qui guidait Baire? Pendant que Baire par ’appli-
cation itérée du passage 3 la limite a partir des suites de fon-
ctions continues élargit la classe des fonctions, Denjoy construit
une hiérarchie transfinie dopérations intégrales, partant de Pal-
gorythme de Lebesgue et dont les échelons successifs sont
liés par deux opérations: I'une correspondant exactement i linté-
grale généralisée de Cauchy et autre a I'intégrale généralisée
de Harnack-Jordan. '

A Theure actuelle, oi la Théorie des fonetions réelles-— non
sans avoir perdu un peu de son charme de premitre jeunesse — _
a cessé d'étre une science ,nouvelle®, il parait superflo d’en discu-
ter ici I'importance. On sait gu’elle a permis de révéler la régu-
larité et Pharmonie (p. ex. I'existence d’une limite, d’une dérivée,
d’une tangente) 13 ol les méthodes anciennes ne laissaient plus
rien & espérer. 1l soffit de mentionner les théorémes, devenus
classiques aujourd’hui, sur la maniére dont se comporte une fon-
ction holomorphe sur la frontidre ou & 'approche de la frontidre
du cercle de convergence. Et les nombreuses branches de I'Ana-
lyse, i n'en citer que lanalyse harmonique, équations intégrales,
opérations fonctionnelles, n’ont perdun point leur élégance 13 o
elles se sont inspirées des méthodes de la théorie des fonctions
réelles. Tout au plus, nous avons appris d’admirer dans les rai-
sonnement non seulement I'habileté du caleul, mais anssi la géné-
ralité, qui par une abstraction apparente permet souvent de saisir
la véritable teneur du probléme.

Le but des remarques qui précédent a été d'indiquer la place
que le sujet de ce volume occupe dans la Théorie des fonctions
réelles. Reste & dire quelques mots sur la structure du livre. 1I
contient la majeure partie, modifiée et complétée par plusieurs
chapitres, d'un cours fait par l'auteur & IUniversité de Varsovie
(et qui a été publié en polonais dans un livre & part?)). Sa lec-

Y Zarys teorfi cathi, Warszawa 1930, Wydawnictwoe Kasy im. Mianow-
skiego, Instytutu Popierania Nauki.
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ture n'exige que la connaissance de quelques principes élémentaires
de la théorie des ensembles, qu’on trouve d’habitude dans des
cours du calen] infinitésimal. Le peu de la théorie des ensembles
de points est d’ailleurs résumé ici dans un des paragraphes du
début. . _ :
Le contenu de ce livré se compose de deux parties. La pre-
miére (Chapitre T—-V) est consacrée a 1’étude des propriétés fon-
damentales de lintégrale de Lebesgue, en tant que d’instru-
ment indispensable an mathématicien d’avjourd’hui. Cstte partie est
complétée, a titre d’application, par la théorie de l'aire des sur-
faces z=w (x, y¥) selon L. Tonelli (Chapiire VI). La seconde
partie traite les généralisations de la notion d’intégrale dues a
0. Perron et A. Denjoy (Chapitres VII—X). La théorie des
intégrales de Denjoy est basée sur la définition dite descriptive
de ces intégrales (comme de certaines fonctions primitives), ce qui
a permis 4 l'anteur d’éviter I'mtroduction des nombres transfinis.
A la fin de cette partie (Chapitre XI), on trouvera des théorémes
concernant les fonctions de deux wvariables, 4 savoir: le théoréme
déja classique de H. Rademacher sur lexistence de la diffé-
rentielle fotale (accompagné de ses généralisations pius récentes)
et le théoréme de H. Looman et D. Menchoff, d’aprés lequel
une fonction continue complexe w (2) = u (x, ¥) + v (x, ¥) qui ad-
met partout des dérivées partielles finies ef satisfait aux équations
de Cauehy-Riemann est holomorphe. ‘

I’Annexe est consacré i la théorie de Pintégrale lebesguienne
dans les espaces abstraits. Les démonstrations de la plupart des
théorémes y sont remplacées par les renvois aux raisonnements
tout a fait analogues de la premiédre partie de celivre. Ainsi 'An-
nexe peut &tre lu avee profit sumultanément aux Chapitres 1—V:
au point de vue purement méthodologique il pourrait méme étre
placé an début (comme contenant des notions plus générales).
Toutefois, il a semblé préférable pour des raisons didactiques de
commencer par des notions plus infuitives at concrétfes. '

Le livre se termine par une Note sur la théorie de la me-
sure, publiée récemment par A. Haar. Cette Note a é1é6 écrite
pour ce livre par M. 8. Banach, auquel Pauteur de ce volume
tient & exprimer ici sa gratitude la plus affectuense. On y trou-
vera une application nouvelle et remarquable de la théorie générale
des opérations linéaires.
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. Les chiffres dans les renvois bibliographiques se rapportent
a ]?} }iste des ouvrages cité, qui se trouve a la fin du livre. Les
astérisques devant les titres et les numeéros indiquent que ces
parties du livre peuvent étre omises la premiére lecture.

P’Iusneurs pages de ce livre sont pénétrées: des suggestions et
des méthodes que je dois aux excellentes lecons universitaires de

. mon maitre, M. W. Sierpifiski. Linfluence de ses idées m’a

guidé souvent dans mes travaux personnels. Enfin, qu'il me soit
pfarmls ®’exprimer ici ma vive reconnaissance a tous ceux qui ont
bien voulu contribuer 4 ma tiche, en particulier, & mon ami
M. A. Zygn?lflnd, qui g’est chargé de la lecture du manuserit
et de la revision des épreuves. Je remercie également MM. K.
Kuratowski et H. St‘einhau‘s pour leurs remarques hienveil-
lantes et les indications bibliographiques.

Stanistaw .
Warszawa, Mai 1933. staw Saks



ERRATA.
pages lignes

9 9 remplacer  définie par & variation bornée

15 11 remplacer  F (F;B)  par E . (Fg R)

21 6 remplacer  Soit en effet  par  En effet, prolongeons
v (V). & toutes les valeurs de ¥ par la con- -
dition ¢ () =¢ [y —E I +E ) ot E(¥),
désigne l'entier de ¥, et posons

g7 6 remplacer  f(x)  par F(x)

101 4 remplacer  Young [1] par Young [2], 8. Kem-
pisty [1; 2]
Ky
105 g* supprimer £, 3 QM
i=1
106 8*, 7 remplacer  les intervalles [?, Ij, ,I;) que la subdivi-
. gion I’ par  la subdivigion l*) que cette
subdivision ‘

106 5¥ aprés le signe T agjouter  (absiraction faite des cotés
situés sur la frontiére de A,)

106 8* remiplacer  points  par  points intérieurs

107 4 remplacer  poinis  par points intérieurs

117 13* remplacer. 4 par aux valeitrs absolues des expres-
sions

125 4 remplacer  2wh, par =,

125 5 remplacer  4rm  par ¥

184 18% remplacer les signes >  par =

136 16* remplacer  F— F . par :’;——f

136 3% remplacer f par [

R, R
143 8 remplacer Denjoy [6et 7 par Denjoy [6]
159 10*, g% remplacer ces lignes par;. [, par b, an point quelcongue
' de £./; et entin parJ, ol m=0,1,.., r—1
. lintervalle [5,,, bm+]'], on a les évaluations
197 a* remplacer l'inégalité par 1'égalité

* L'astérisque indique qu'il faut compter en remontant,
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CHAPITRE L.

Fonctions de figure élémentaire.

Fonctions d’ensemble. Remarques préliminaires.

§ 1. En dehors des fonctions ayant pour argument un nombre
variable ou, plus généralement, un systdéme variable de # nombres
(point de P’espace & # dimensions), nous allons traiter dans ce livre
les fonctions o le réle de la variable indépendante jouent certains
ensembles de poinis. La nature de ces ensembles sera précisée
au § 6. Pour le moment, il est & noter que dans plusienrs
cas particuliers importants Ies fonctions de ce genre ont été
envisagées déja par I’Analyse classique, bien gue leur étude tout
a fait générale n’ait pris naissance gue lors du développement
de la Théorie des ensembles et en relation étroite avec les parties
de V'Analyse qui s’appuient directement sur cette théorie.

Etant dornée p. ex. une fonction f(x) intégrable dans chaque
intervalle, on obtient, en faisant correspondre chaque intervalle /
la valeur de Iintégrale de f(x) sur /, une fonection F (/) qui est
une fonetion d’intervalle. D'une fagon analogue, la considération
des intégrales multiples des fonctions f (x,, Xoy ey Xaq) de 2 variables
conduit aux fonetions d’ensembles situés dans des espaces 4 un
nombre plus élevé des dimensions; le réle d’argument / d’une telle
fonction F (/) peut jouer n’importe quel ensemble pour lequel
lintégrale de la fonction donnée f(x,, x,, ..,%,) est définie Y.

) 11 est évident que les ensembles qui peuvent &tre ainsi congidérés
comme des valeurs de I'argument /de la fonetion F(/) constituent une classe plus
ou moins étendue, suivant la définition de lintégrale qu'on adopte. Or, quelle
que soit la définition de l'intégrale que I'on aura choisie parmi celles connnes
a4 Theure actuelle, toute fonmetion 7(x, Xy, o, X,), IDtégrable dams un doraine,
V'est tonjours dans_chaque ,cube® contenn dans ce domaine.

S. 8aks, Théorie de V'intégrale. 1
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272 v Note de Stefan Banach. ' ‘ .
On le déduit facilement de (6.7), p. 270, en se’rappelant que
les ensembles congruents avec des ensembies fermés sont fermés

et que les ensembles congruents avec les ensembles de mesure
nulle sont d'aprés 5°, p. 267, et (6.2), p. 260, de mesure nulle.
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Intégrale 204, compldte 206, compléte
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(D) 219, de Burkill 102, de
Denjoy (an sens large) ou (D)
ou de Denjoy-Khintehine-
Young 198,de Denjoy au'sens
restreint ou (-0%) on de Denjoy-
Perron 198, de Duhamel 124,
de Lebesgue ou (£) 61, 82, 83,
de Lebesgue dans un espace
abstrait 252, 258, 254, ds Newton
124, de Perron ou () 129, 182
de Riemann on ()0) 93, de Rie-

mann-Stieltjes ou (:§) 92, gé- .

néralisée de Cauvchy 218, géné-

ralisée de Harnack 21§, généra-
lisée de Harnaek an sens re-
streint 219, multiple 61, plus faible
que 205, sur un ensemble 205, 254.

Intégrales compatibles 205.
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Intervalle 5.

Limite approximative 145, 224, appro-
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Majorante 128. ,

Maximum 40, an sens strict 167,

Mesure 26, 251, 261, 268, extérieure
24, 267.

Minimum 40, an sens striet 167.

Minorante 128.

Nombre caractéristique 91, dérivé voir
Dérivé.

Opération intégrale voir Intégrale.
Oscillation d'une fonetion 7, 40, d’une
opération intégrale 205.

Paramétre d'une courbe 51.

Partie commune 2, non négative et
non positive d'une fonction 65, ré-
elle et imaginaire d'une fonetion
complexe 239.°

Point 8, d’accumulation 4, de densité,-

de dispersion 54, de densité, de
dispersion an sens fort 2238, 224,
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rieur 4, isolé 145, singulier d'une
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Polyédre 101,

Portion 144.

Presgue partout, presque tous 25.

Produit 2, eombinatoire 258.

Propriété (C) 44, (F) 70.
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Sommie 2, approchée 92.
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Totalisation 198.

Variation 148, absolue 8, faible 148,
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périeure) 8.
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