CHAPITRE XI.

Fonctions de deux Yariables réelles,

Préliminaires.

§ 1. Ce chapitre se compose de deux parties indépendantes
I'une de lautre. La premiére est consacrée aux conditions pour
I'existence de la différentielle approximative et de la différen-
tielle totale. Elle embrasse les théorémes de H. Radem acher,
W. Stepanoff et U.S. Haslam-Jones; tous les résultats
quon y trouve s’étendent sans modifications essentielles aux fon-
ctions d'un nombre quelconque de variables. La seconde partie
contient, 4 titre d’application des méthodes de Baire-Lebesgue
a la théorie des fonctions analytiques, les théorsmes plus récents
sur les conditions d’holomorphie,

Nous nous servirons dans la suite des notations suivantes.
Les nombres dérivés approximatifs partiels d’une fonction F (x,y) par
rapporta x seront désignés respectivement par F, ) o f;',;x,' F ap, 6t Fap,
Si ces dérivés sont égaux dans un point (x, y), leur valeur com-
mune, c. & d. la dérivée approximative partielle de F(x,y) par
rapport a x, sera désignée par F;px (X, y). Les symboles analogues
seront employés par rapport 4 y. Pour les nombres dérivés
partiels de Dini nous conserverons la notation employée au
Chap. VI, & savoir Fy R f;{' , ete.

Etant donné sur le plan un ensemble arbitraire E, nous
poserons par définition pour tout a réel

EY=E[x,a)cE] et E=E[@a,y)cE].
x x ¥y Yy .

E"™ est done la projection sur l'axe des x de I’ensemble des
X
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points d’intersection de £ avec la droite y=a et £ en est une
y

sur Paxe des y de celui des points d'intersection de E avec la
droite x = a.

Un point (3, a) sera dit point de densité de Iensemble E dans
la direction des x, lorsque le point : est un point de densité de

o

P'ensemble linéaire £ La définition du point de densité dans

la direction des y est symétrigue.

En désignant le point (x,y) par 2z, nous écrirons souvent
pour abréger F(2) au lieu de F(x,y).

La continuité d’une fonction F(x,y) est & entendre toujours
comme celle d’'une fonction de point (x,y) sur le plan. Nous
admettrons enfin, pour simplifier, que les fonctions considérées
de deux variables sont toujours définies dans le plan tout entier.

Différentielle totale et différentielle approximative.

§ 2. Une fonction F(2) est dite fotalement différentiable au
point z,, lorsqu’il existe deux nombres finis 4 et B tels que

2.1) Iiml[F(z)—F(zo)— A(x—x)—B-(3y—3)]=0

232y [

ot 2o = (%o, Vo), € = (X, 3) et p=p (2, 2); 1les nombres A et B sont
alors des. dérivées partielles de F (x, y) par rapport aux variables
x et y respectivement, et 'expression linéaire A -(x — xo)+ B~ (y— o)
pofte le nom de la différentielle tofale de la fonction F(x,y)
dans le point 2, = (xg, Vo).

L’existence d'une différentielle totale d'ume fonciion F(x,y) dans un
point peut é&tre interprétée comme celle d'un plan tangent en ce point.z‘l‘ ja
surface z = F(x,y), mais non perpendiculaire aun plan xy. De cette maniére
la notion de différentiabilité totale des fonctions de deux variables correspond
exactement 4 la notion analogue de dérivabilité des fonctions d'une seule
variable. Néanmoins, pendaunt que toute fonction & variation bornée d’::me
variable est presque partout dérivable, une fonetion & variation bornée, nfeme
absolument continue, de deux variables peut n’étre totalement différentiable

dans aucun point (cf. W. Stepanoff [3, p. 515)).
§ 3. Etant donné un ensemble plan E, nous appellerons un

E-1|
v

point 2 son point de densité extérieure au sens fort, lorsque

“tend versvi avec ¢ (/) — 0 ot / désigne un intervalle variable qui
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contient z. D’une facon analogue;z sera dit point de dispersion

de E au sens fort, lorsque ]IE”]] tend vers 0 aveec ¢ (/)— 0, la

signification de / étant la méme.

En remplacant dans ces définitions les intervalles I quelconques par des
carrés, on revient manifestement a celles des points de densité extérieure et
de dispersion, qui ont été adoptées au Chap. I, § 6. Ainsi tout point de
densité extérienre, ou de dispersion, au sens fort I’est également au sens ordi-
naire, mais non réciproquement. Toutefois, le th. de Lebesgue sur les
points de densité (voir Chap. III, § 6, th. 5 et 6) s’étend & ceux au sens fort.
Il est facile de V'établir directement, mais nous le déduirons plus loin (voir
§ 6, p. 281) de certains théorémes plus généraux.

Les définitions des limites approximatives des fonctions d’une
variable réelle se transportent immédiatement sur celles de point
sur le plan. Etant donnée une fonction F (2) définie dans len-
tourage d’un point z, on appelle limite approximative supérieure
de F(z) au point 2z, la borne inférieure de tous les nombres
(finis ou infinis) v pour lesquels le point 2o est un point de
dispersion au sens fort de I’ensemble E [F(2) >wv]. La définition

k4

de la limite approximative inférienre est symétrique. Les deux
limites seront désignées respectivement par

lim sup ap F(2) et lim inf ap F(2).

22, -2,

Si elles sont égales, leur valeur commune porte le nom de
limite approximative de la fonction F(z) au point 2,; nous la

désignerons par lim ap F(2). Si, de plus, cette limite est finie et
252,

égale A F (20, la fonction F (2) est dite approximativement continue
au point 2.
Les propriétés fondamentales des limites approximatives des

fonctions d’une variable (cf. Chap. VIII, § 3) s’étendent facile-
ment sur celles des fonctions de deux variables. En particulier:

(8.1) - F(2) étant une fonction mesurable sur un ensemble mesu-
rable E qui admet z, comme un point de densité, pour que Pon ait
l=1im ap F (2), il faut et il suffit que z, soit un point de densité

¥z,

de l’ensé,mble E[|F(2)—1|<s zeE], quel que soit > 0.

1§ 4] Critére d’existence de la différentielle approximative.
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. A la dérivabilité approximative des fonctions d’une variable
vient correspondre dans le domaine des fonctions de deux ou
plusieurs variables la différentiabilité approximative., Une fonction

F(2) e'st d%te approximativement différentiable dans un point 2z,
lorsqu'il existe deux nombres finis 4 et B tels que ’

. 1
(3.2) lim ap = [F(2) — F(a0) = A-(x — %) — B (3 ~ yo)] = 0

ot 2o = (Xo, Ju), & = (X, ) et p = o (2, 2); Pexpression iinéaire
A-(x—.xo)T}—B-(y —¥«) porte alors le nom de Ia différentielle
approximative de la fonction F(z) dans le point 2o = (Xay o).

‘Une notion presque équivalente, i savoir qui correspond aux notions
de point de densité et de dispersion au sens ordinaire, a été introduite sou
le nom de différentielle asymptotique par M. W. Ste panoff (8], qui a mm:ﬁ:lf
que, faisant abstraction des ensembles de mesure nulle, la ’ différentiabilit’l;
asymptotique d’une fonction mesurable équivaut 4 sa dérivabilité a e
partielle par rappdrt 4 chacune des deux variables x et y.

Nous allons I'établir & présent i i i
) pour la notion de différentielle (i-
mative, qui vient d’étre introduite. fpprest

Symptotigue

Critére d’existence de la différentielle approximative.

§ 4. Lemme. Etant donnésunensemble fermé et borné E et trois

fonctions Dix,y,¢8), ot i = 1,2, 8, continues pour (x, B)) ¢ E et pour

(&) eE (c. ad. continues sur Pensemble E [(x, Wek ¢y e E]
7.5 ¥

dans lespace Rs), Pensemble P de tous les points (x,y) e E tels que
EEE[<D1(x, BIK0 Dy, 3,0 <0 Bix,9,0<0; (53)eE] >a

est fermé, quel que soit a.

. Démonstration. Soit (%, ¥o) la limite d’une suite {(%n, yn)} de
points de P. Posons pour tout n=0,1,2,...
E,= b; [Pi(xn, Yy D) < 05 D6, Yy £) << 05 Do, Yy £) <05 (2, Ym) € E]
et désig:ons par cn(z) la fonction caractéristique de ’ensemble £,
On a_:{;c"(&) d: = |E;| > a pour tout n=1,2, ..., done en vertu du
th. 5, Chap. V, § 4, aussi

; ’ +oe

4. 1) J lim sup cn(2) d: > a.

S Saks, Théorie de Pintégrale. 15
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Or, lim sup c4(z) n’admettant que les valeurs 0 et 1 et l'en-
n

semble £ étant fermé, on en conclut par suite de la continuité
des fonctions @, D, et P; que tout point ¢ tel que lim sup c,(z) =1
n

appartient a L. On a par conséquent en vertu de la formule (4.1)
—-l'-:aa
| Eo| ‘"“1/ coz) de > fhm sup cn(®) de > a, doll (X, oy e P, ¢. q. f. 4.
Théoréme 1. Presque tous les points d'un ensemble mesurable
plan E en sont des points de densité linéaire dans les directions
tes x et des y & la fois.
Démonstration. Vu le th. 11b), Chap. II, § 6, nous pouvons
évidemment admettre que Iensemble E est fermé et borné.
Désignons par D Pensemble formé de points de £ qui en
sont des points de densité linéaire p. ex. dans la direction des x.
Pour tout couple o, de nombres réels et pour tout m naturel

désignons de plus par D”(,a’ ) I'ensemble de tous les points (x, y) ¢ E
tels que %E[(&,y) ceBo<i—x <P >A—mH @ —e). Soit

enfin Dy, » la partie commune de tous les ensembles D(ac ’9’)

——n*1<a<0<{3<n—1 On a alors D = HZDmn

m=1 n==1

Or, en posant dans le lemme qui précéde @,(x, y, £) = ¢ — x — B,
qji(x:y’ -’i) =a—Et+ X, Dy(x, Y, &) =0 et, a=(1— m-l) ¢ - U‘), on
en. conclut aussitét que chacun des ensembles DS,?’ {3), et par consé-
quent que chacun des ensembles D, ., est un ensemble fermé.
D et, par suite, E— D sont donc des ensembles mesurables. Mais
en vertu du th. de Lebesgue surles points de densité (Chap. III,
§ 6, th. 5) I'ensemble £ —D est de mesure linéaire nulle sur
toute droite y =v. En vertu du th. de Fubini (Chap. IV, § 7,
th. 15, ou méme seulement en vertu du lemme 5, ibid.), ’ensemble
E— D est donc de mesure plane nulle, c. q. f. d.

Théoréme 2. Les dérivés partiels approximatifs extrémes
d’une fonction F(x,y) mesurable sur un ensemble mesurable E sont
des fonctions mesurables sur E.

Démonstration. En vertu du th. de Lusin (Chap. II, § 12,
th. 25) I'ensemble E peut &tre représenté comme une somme d’un
ensemble de mesure nulle et d’une suite d’ensembles fermés tels
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que la fonction F(x,y) soit continue sur chacun d’eux. La dé-
monstration se réduit donc au cas o Pensemble F est fermé lui-
méme et la fonetion F (x, y) est continue sur E.

Considérons pour fixer les idées le dérivé F+ ap,{%, 3). Etant
donnée une valeur réelle arbitraire v, désignons pour tout m=1,2,.

et pour tout 2>0 par ES’ Pensemble des points (x, y) € E tels que
iE[F(S,J')—F(x,y)\<(v+m_‘)(£—x);0<§—x<k;(s,y)eE]w(l m )k,

En posant @, (x, y,s)_x~—;, Dy (x,3,)=:—x—h, D, (x, o=
=FGMN—F@N—@+m)(E—x) et a=1—m)h dans le
lemme, p. 225, on en conclut que chacun des ensembles EP est
fermé. Il en est donc de méme, pour tout entier positif n, de
I'ensemble En .= [] E®,

0<hn=*

~ Ceci établi, soit D I’ensemble composé de points de E qui
en sont des points de densité linéaire p. ex. dans la direction
des x. En vertu de (3.3), Chap. VIII, p. 146, pour que l’on ait
alors Fap,c (x,¥) < v dans un point (x,y)eD, il faut et il suffit
que x soit pour tout m =1, 2, .. un point de densité & droite de

]g‘ [F (53 - F (x _V) (’U + m—])( )C), ; > X5 (-;7 J') € D] On en

déduit facilement que E)[F;;x(x, Ny (5,9 eD|=]]> Enn
X, ¥ ‘
donc que "

*.2) (E[F:;x(xy) <t (53 e E]=]]3 Enn+H,

od H(_ E— D et, par suite, H|=0 en vertu du th. 1. Or, les
ensembles E., . étant, comme nous avons vu, fermés, le membre

gauche de la formule (4.2) est mesurable. Ainsi F, ;;x (x, y) est
une fonction mesurable sur E, c. q. f. d.

Le th. 2 ne se laisse pas étendre aux dérivés partiels de Dini: on
montre sans peine qu'une fonction de deux variables peut &tre mesurable,
sans que ses dérivés en question le soient. Cependant les dérivés partiels de
Dini dune fonction de Baire, sans étre nécessairement des fonctions de Baire,
sont toujours mesurables. La démonstration de ce théoréme fait appel tounte-
fois 4 la théorie des enmsembles analytiques (c¢f. M. Neubauer [1]).  Quant
4 la mesurabilité senle des dérivés en question, elle est une conséquence d’un
théoréme général de M. F. Hausdorff [II, p. 274] sur les fonetions de Baire.

Le th. 2 est évidemment valable aussi pour les fonctions d’une variable.
En outre, les dérivés de Dini de toute fonction mesurable d’une variable sont,
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par opposition au cas de deux variables, tonjours mesurables (ef. 8. Banach [6]
et S. Auerbach [1]). Enfin, si une fonction d'une variable est de classe
o de Baire, ses dérivés de Dini sont des fonctions de classe tout au plus
a--2; ce résultat est a1 & M. W. Sierpitski [8).

§ 5. Théoréme 3 (de Stepanoff). Pour quwune fonction
F(x,y) mesurable sur un ensemble mesurable E soit approximative-
- ment différentiable presque partout dans E, il faut et il suffit
quelle y soit presque partout approximativement dérivable par rap-
port & x et 4 y.

Si elle Pest, l’expresszon linéaire (g—x) Fap (%, )+(1—3) Fapy(x, )

est presque partout dans E la différentielle approximative de F (x, y).

Démonstration. La condition est nécessaire. Admettons
donc que la fonction F(x,y) est approximativement différentiable
presque partout dans E. IlI s’agit d’en établir la dérivabilité
approximative presque partout dans E par rapport a x, le raison-
nement pour y étant évidemment symétrique.

Désignons 4 ce but pour tout n=1,2,... par A, Pensemble
des points (x,y) € E tels que pour tout carré Q contenant (x,y)

(@) <2 ensratne | Q:E (I F (67D F(x,y)i<n'5(Q)]l>%lQi
1"1
et posons A=) A, On a alors |[E—A|=0. .

Etant donnée maintenant une valeur arbitraire y, considérons
pour un n naturel quelconque un couple x;, x, de points de 'en-

semble linéaire A“’] tels que 0<x,—x, <n' Pour le carré
Q =[x, x5 ¥, y—{—xq — x;] on aura alors & la fois linégalité

iQ'(EE [FED—F, I <ns@]>-—1Q| et linégalité

1 Q], d’on Pexistence

u:-[wuslw

EQ{EE [ F@n)—F (9] < 18 (Q)] >

d’un point (¢, 1) tel que | F (5, 1) — F (x5, ¥) | < 18 (Q) < 21~ (36, — ;)
pour i=1,2. Il en résulte que | F (%,,3) — F (x1, ¥)| < 41" (x5 — X,).
Cette évaluation montre que pour tout y la fonction F(x,y) est
(VB) et méme (AC) en x sur Pensemble AY), done (VBG) en x

sur AM. Or, E étant par hypothdse un ensemble mesurable, £

X

Pest egalement pour presque toute valeur de y, Il en résulte en
vertu du th. 3, Chap VIII, § 6, que pour presque toutes les valeurs
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de y la fonction F(x,y) est presque partout dans Av approxima-

tivement dérivable par rapport a x. Comme, de plus, les dérivés
approximatifs extrémes de F(x, y) sont selon le th. 2, p. 226, des
fonctions mesurables sur 4, la fonction F(x,y) est presque par-
tout dans A approximativement dérivable par rapport 4 x. Il en
est donc de méme presque partout dans E, puisque |E— A|=0.

La condition est suffisante. Admettons donc 4 présent
que les dérivées approximatives partielles F;px(x, y) et F;p),(x, )
existent et soient finies presque partout dans £. En vertu du th. 2,
p- 226, ces dérivées sont mesurables sur E, de sorte que, abstra-
ction faite tout au plus d’un ensemble de mesure nulle, E est en
vertu du th. de Lusin (Chap. II, § 12, th. 25) composé d'une
suite d’ensembles fermés tels que la fonction F(x,y), de méme
que ses dérivées approximatives partielles, sont continues sur cha-
cun d’eux. Nous pouvons donc nous borner au cas ou ’ensemble
E est fermé et la fonction F(x,y), ainsi que ses deux dérivées
approximatives partielles, sont continues sur E.

Ceci admis, posons pour tout point (x,y) € E

A x,y58m) = F(En) — F(x,9) — Fap(6,3) (¢ — %) — Fap, (£,3) (. — ¥)
et pour tout m naturel

(.1) En(x,y) = E gw(x,y; g <m(le—x|+[1—y]); G eEl
s

Désignons de plus, pour tout couple m,n de nombres na-

turels, par Dy, . ’ensemble des points (%, ¥) € E qui en sont des

points de densité dans les directions des x et des y a la fois et

qui satisfont en outre aux deux conditions suivantes:
(5.2) —n1<aL 0L B<nt entraine, quels que soient « et B,
les inégalités lE [&y) € Bom(xy);a <t —x<fl|>A-—m ) @E—a)

et | E [(x, T) € E2m(x ;o L1—y <8l m) (f—w),

7. ’ . 1 |yl | 1'
(%.3) [Fayy(x',y)——Fapy(x,y)=<§;z pour (x',y)eE et |x ngn

On a alors en vertu du th. 1, p. 226, et de (3.4), Chap. VIII,
p. 146,
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(5.4) JE“TZ Dnn| =0 pour tout m=1,2, ..

En vertu de la continuité des dérivées partielles de F (x,y) sur
E P'ensemble des points de £ qui ne remplissent pas la co’ndition
(5.3) est fermé. En appliquant le lemme, p. 225, on montre qu’il
en est de méme de l'ensemble des points de £ qui remplissent
la condition (5.2). Les ensembles Dy, , sont par conséquent me-
surables. D, , désignant I’ensemble formé de points de D, qui
en sont des points de densité dans la diréction -des X, on a'rzionc
| Dy — Dimyn| = 0, d’0t selon (5. 4)

(5.5) LE—Z Dinl =0 pour tout m— 1,2, ..

. 5 . g )
Fixons pour l'instant un couple d’indices m, n et un point

s . ¥
arbitraire (xo, yo) € Dy, .. Considérons un rectangle quelconque

I= [Xo, %o; Yo, Yo] contenant (%0, ¥0) et de diametre 8 (/) < n—1 et soit
(5.6) A =(E.1’Em[(a, ¥0) € Din,n* B0, 30)5 (¢, 1) € Enm(e, 30)] .
Pour tout point (¢, v) € A/ on a alors selon (5. 1), (5. 8) |
%o

: - . . I;__‘ .
4o 630l <L 4 g, < L0

o 2m

| Fan, & ¥0) — Fap (50, 30)] <2
2m

ds?ﬁ Linégalité iﬁ{ (o 305 & 1) | <14 (o, 365 8, 90) | 4+ [ 4 (&, w3 &, 1) | -+
o Fany(00, 90) = Fany 690 [1— 30| < m=1 (5= 3|+ |1 —3i ). Tl en
résulte, en vertu de (5. 1) que )

(6.7 AT C En(%0, 0.

5 D’autre par.t, (x.o, Jo) étant un point de densité de Pensemble
D, dans la’ dlll"ectlon des x, la condition (5.2) donne pour les
intervalles [x,, x,] contenant %o et suffisamment petits

B . R G "o
1% (5 ¥9) € D, v Eon(6, Yol %o < g < x]|>(1 —2m=Y (x5 — xp).

Il en résulte d’aprés (5.6) et (5
droites koo o ) (6.2) que sur chacune des

respondent & I’ensemble des valeurs de ¢ de

mesure linéaire extérieure plus grande que 1—2m1 (x:;~—x6)
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’ensemble A -/ est pour des rectangles /=[x, X3 ¥, 0] aux cotés
suffisamment petits de mesure linéaire extérieure plus grande que

d—2m1) ( yg — yé). L’ensemble E;(xq, yo) étant évidemment mesu-
rable (méme fermé), on a par conséquent selon Dlinégalité (5.7)

1+ En(t0, y0)| > (1—2m—) (1 —2m) (e — %) (9 —30) > (L—4m—Y) I,

d’ol1 |
(5.8) lim inf L ErFn 30) |

>1—4m1,
3 U)=0 e

Or, (X, yo) étant un point arbitraire de D, », la relation (5.8)
se trouve remplie en raison de (5.5) presque partout dans E pour
tout m=1,2,.. Il en résulte immédiatement que presque tous
les points (%o, ¥o) de E sont des points de densité de 'ensemble plan

[ |4 G, 55 & ) | <e (51 ¢€ E], quel que soit e > 0. Par
Eolle— X!+ 1m—30]
conséquent, ’expression F;p_‘,(xg, Yoy (2 — Xo) +- F;pv(xg, Vo) (1, — yn) est
en vertu de (38.1), p. 224, la différentielle approximative de F (x, )
dans presque tous les points (xo, yo) de £, c. g. £ d.

§ 6. Comme cas particulier du th. 3 on a la généralisation
suivante du th. de Lebesgue sur les points de densité.

Théoréme 4. Presque tous les points d’'un ensemble plan arbi-
traire E en sont des points de densité extérieure au sens fort, c. a d.
que Uon a pour presque tous les points ze E

6.1) ' lim S =1,

3 [T

ou I désigne lintervalle variable contenant z.

Démonstration. Vu le th. 12, Chap. II, § 6, on peut admetire
d’emblée que E soit mesurable. Sa fonction caractéristique cx(x, ¥
est donc aussi mesurable et on apercoit aussitot qu’elle est approxi-
mativement dérivable par rapport & x et & y en chaque point de E
qui en est un point de densité dans les directions des x et des y
a la fois, done, en vertu du th. 1, p. 226, presque partout dans E.
Par conséquent, la fonction cz(x, y) est en vertu du th. 3 approxi-
mativement dérivable presque partout dans E, ce qui équivaut
précisément & la propriété de E qu'il fallait établir.

Le th. de Vitali (Chap. II, §>17, th. 13 et 14) ne se préte pas i une

généralisation analogue: on ne peut notamment remplacer dans son énoncé
la famille de carrés par une famille d’infervalles. En donnant une solution au
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probléme de C. Carathéodory (I, p. 304], MM. 8. Banach [I] et H. Bohr
(cf. C. Carathéodory [, p. 689 — 692]) ont méme démoniré que pour
tout = >0 il existe une famille X d’intervalles situés dans le carré [0, 1; 0, 1] ef
tels que tout point de ce carré est centre d’un intervalle de 1 de diamétre aussi petit
que Pon veut et que l'aire de la somme de chaque suite dintervalles extraite de Y
gui n'empidtent pas 'un sur Pautre est inférieure d e. Cette indépendance du
th. 4 de celui de Vitali parait d’autant plus intéressante que les démon-
strations du théoréme sur les points de densité pour les ensembles plans font
d’habitude appel plus ou moins explicite, soit au th. de Vitali, soit aux
moyens 2 peu prés équivalents 2 lui (voir p. ex. E. W. Hobsoun [I], Ch. J. de
la Vallée-Poussin [l, p. 71], et W. Sierpinski [10]).

I est & remarquer encore qu'on ne peut pas remplacer dans la formule
(6.1) du th. 4 les intervalles / par des rectangles arbitraires aux cotés non
paralléles aux axes des coordonnées, méme si ces rectangles admettent le point
considéré z comme leur centre. C'est une conséquence (comme l'a remarqué
M. A. Zygmund) de certaines propriétés intéressantes d’un ensemble fermé
construit par M. 0. Nikodym [1, p. 167—168].

Parmi les conséquences du th. 4 est & signaler le th. suivant
de Denjoy sur la continuité approximative (voir A. Denjoy [5]
et W. Sierpiniski [3; 9):

Toute fonction mesurable finie est presque partout approxzma- '

tivement continue,

En effet, si, pour fixer les idées, une fonction F (x,y) est
finie et mesurable sur un intervalle /, cet intervalle se laisse re-
présenter d’aprés le th. de Lusin comme somme d’un ensemble
de mesure nulle et d'une suite d’ensembles fermés {E,} tels que
la fonction F(x,y) est continue sur chaque E,. Elle est donc aussi
approximativement continue dans tout point de.densité au sens
fort d'un E. quelconque, donc presque partout dans /.

Si une fonction mesurable et bornée F(x,y) est approximativement con-
tinue dans un point (x,,¥,), on a évidemment

6.2) Jm f [ F ey dxdy=F (v
olt [ désigne un intervalle vunable contenant le point (xg,y,).

En vertu do th. de Denjoy Végalité (6.2) se présente donc presque
partout pour toute fonction mesurable et bornée F(x,y). Cependant, on peut
montrer sur des exemples que pour une fonction F(x,3y) sommable, mais non
bornée, Fégalité (B.2) peut étre partout en défaut.

Le th. de Denjoy est facilement reversible. On peut montrer, en effet,
que Pensemble des points oi une fonction arbitraire est approximativement con-
tinne est mesurable et cette fonction . est mesurable sur lui (voir p. ex. W. Ste-
panoff (2] et E. Kamke [1]). Il en résulte immédiatement que lanéces-
sité de la condition donnée dans I'énoncé du th. 3, p. 228, peut étre éta-
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blie sans ’hypothése que l'ensemble E soit mesurable: foute fonction, mesurable
ou non, est approximativement dérivable par rapport @ x et 4 y dans presque tous
les points oit elle est approximativement différentiable.

Critére pour l'existence de la différentielle totale.

§ 7. Les théorémes qui vont suivre peuvent &tre regardés
comme des généralisations des théorémes de Denjoy, établis an
Chap. IX, § 3 et 4. A ce but nous allons établir au préalable le
lemme suivant, qui constitue lui-méme une généralisation du
lemme 1, Chap. IX, § 3.

Lemme. i zo‘es‘t un point de densité extérienre d’'un ensem-
ble E, il existe pour tout nombre positif € <1 un &> 0 tel que pour
tout carré Q

(7.1 P2, Q<Y et §(Q=cp(2,Q

entrainent |E- Q| > 0.

Démonstration. Considérons un < > 0 tel que pour tout carré
K contenant le point 2, P’inégalité & (K) < 8% entraine Dlinégalité
|E-K|>(1—2"%¢*)-|K|. Le nombre ¥ ainsi choisi, soient Q un
carré quelconque remplissant les inégalités (7.1) et K, le carré de
centre 2z, et de diamdtre & (K)) =4 (1 -+ 5)p (2, Q. II vient
3 (Ky) <849, dou

.92 |E-K,|> (1 — 27 )| K, .

D’autre part, on voit facilement en vertu de (7.1) que QCK,
et que |Q| =421+ ¢e) 2 |K|>2%e*|K, |, d'ol, en vertu de
(1.2), |E-Q|=|E-K,- Q| >0, c. q. £ d.

§ 8. Etant donnés un point quelconque z=(x,y) et un couple
arbitraire 6, 8, de nombres réels, convenons de désigner par

z[8,, 8,] Pensemble des points (x4 cos8,y+rsin6) oa r>0 et
8, < 9 < 8,. Si, en outre, 0 <8, — 0, <2, ce que nous admettrons

toujours dans la suite, Pensemble z [6;, 8,] s’appellera angle & som-

met z. Enfin, A étant un angle i sommet 2, les limites supérieure

et inférieure d’une fonction F (2), lorsque z tend vers 2, en parcou-
rant uniquement les points de l'angle A, seront désignées respective-

ment par lim supa F (2) et lim infa F (2).
22, 23z,
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Théoréme 5. Une fonction F(z) étant mesurable sur un en-
semble mesurable E et P désignant lensemble des points z € E qui

sont des sommets des angles A, = z[9; (2), 8, (2)] tels que

FO-F@ .,

8.1 li
& B T ()

>

la fonction F(z) admet dans presque tous les points z € P une diffé-
rentielle approximative

(8.2) D(z2) =D (%9t 1) = Fup, (2) (¢ — X) + Fup, (2)- (11— 3)

oiv z=1(x,y) et = (), satisfaisant & U'inégalité

(8.3) lim supl @=F@—DEI g
2 P20

De plus, on a alors presque partout dans P
(8.4 Fop,@)=Fi@)=F;(2) et Fop, (2d=F (2)=F; (2).

Démonstration. Nous allons P’établir d’abord pour le ecas
particulier o .

(8.5) A, = ; [O, —;—] dans tout point z ¢ P,

en montrant au préalable que Pensemble P est mesurable.

En effet, grice au th. de Lusin on peut admettre que I’en-
semble E est fermé et que la fonction F(2) est continue sur lui.
Désignons par P, I’ensemble des points 2 ¢ E tels que

8.8) p(z,0)< 1" entraine F O~ F(@ <nplzy) pour tout e A,

En vertu .du th. 12, Chap. II, § 6, il existe un ensemble mesu-
rable E, contenant P, et ayant avec P, les mémes points de den-
sité extérieure. Or, la fonction F (z) étant continue sur I’ensemble
fermé E, on voit aisément que P, contient tous ses points de den-
sité extérieure. Il en résulte que |E, — P,|= 0, d’oli la mesura-

bilité de P, et par conséquent celle de I'ensemble P = > P,
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Comme fonction mesurable sur l'ensemble mesurable P, la

fonction F (x, y) est pour presque tous les y mesurable en x sur
Iensemble linéaire P
X

D’autre part selon (8.5) et (8.1), on a partout dans P
FT(x,y)<+oo. En vertu du th. 21, Chap. IX, § 12, F(x,y) est
donc pour tout y une fonction (VBG) en x sur I'ensemble PV

X
Il en résulte en vertu du th. 8, Chap. VIII, § 6, que pour
presque tous les points y la fonction F(x,y) est approximative-

ment dérivable par rapport & x presque partout dans P! Les
X

dérivés approximatifs extrémes de F(x,y) étant en vertu du th. 2,
p- 226, des fonctions mesurables sur P, la fonction F (x, y) est done
approximativement dérivable par rappert & x presque partout
dans P. Par raison de symétrie, elle I'est également par rapport
a y. En vertu du th. 3, p. 228, Pexistence presque partout dans P
de la différentielle approximative (8.2) de F(x,y) se trouve ainsi
établie.

Pour montrer que cette différentielle satisfait presque partout
dans P a la condition (8.3), fixons pour Pinstant une valeur de n
et soit e<{1 un nombre positif quelconque. Soit z; = (x,, 3;) un
point de densité de P, et dans lequel l'expression (8.2) est une
différentielle approximative de F(2). Le point 2, est en vertu de
(8.1), p. 224, un point de densité de ensemble

8.7 H.=E[|F(2)— F(z) — D (2;2)| <e'p (2, 2); 2 Pul;

selon le lemme qui précéde il existe donc un nombre positif
% <n'tel que tout carré Q assujetti aux conditions p (2, Q) < ¥
et 8(Q) = e-p (2, Q) donne lieu & linégalité |/7,-Q|>0. On en
déduit facilement qu’il existe pour tout point ¢ tel que p (2, J) < &+

T

3
tel que
2]equ

un point z € H L [ﬁ,
8.8) 0z ) <ep(z)<sd<a

T . A e i
Or, la relation z ¢ 2 [7:, 35] étant équivalente d z ez {0, —2~] = A,
on a en vertu de (8.6) et (8.8)
(8.9) F@O—F@<np)<nepE0).
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D’autre part, comme 2 € /1, on tire de (8.7) et (8.8)
(8.10) F(2)—F(2,)—D (2;2)<e - p(2,,2)<e '[p(zo,§)+p(§,z)]<28 ’ P(ZQ,C).

Enfin, D (20;2) — D (2052) <p (20" [lFapx(zO)J + Fapy(zO) 1<

Lep(20,0) []Fapx(zo)l—}-}Fapy(zo) ]. En ajoutant membre a4 membre
cette inégalité aux inégalités (8.9) et (8.10), on obtient pour
tout ¢ tel que p (2o, 1) << ¥ linégalité F () — F () — D (zg, 0 <

Les: [2 +n4] Fapx(zo)[ +1 Fa,,y(zo) I-¢ (20, ), qui entraine la formule
(8.3) dans le point 2, donc presque partout dans chacun des en-
sembles P, et par conséquent presque partout dans leur somme P,

Restent & établir les égalités (8.4). Soit done encore (x,y)
un point quelconque de P dans lequel Pexpression (8.2) est une
différentielle approximative de F(x,y) et remplit I'inégalité (8. 3).
En posant alors ¢ = (g, y) dans (8.3), on obtient donc Pinégalité

Fr (%, 9) > Fap(%, ¥) > Fi(x, y). Linégalité inverse 6tant évi-

dente, on parvient a la premiére des égalités (8.4). On en obtient
d'une fagon analogue la seconde, de sorte que les deux égalités
(8.4) se trouvent remplies presque partout dans P.

Ceci établi, passons au cas général. Désignons pour tout
couple d'entiers positifs m, n par Py, , I’ensemble de tous les points
ze P tels que 2 m

m,m+1]CAz. Ona alors P =3 P,y Or, Pen-
n n mn

semble Py, , se laissant toujours transformer linéairement de fagon

que les directions 6 = M oetog="

1 .
se trouvent transformées en
n .

=0 et b =—;— respectivement, on conclut de ce qui vient d'stre

établi dans 'hypothése supplémentaire (8.5) que la fonction F (2)

remplit ‘la condition lim 'supF—(g)—mliE2 -+ oo presque partout
g P20 :

dans chacun des ensembles P, , et par conséquent presque par-
tout dans leur somme P. Le cas général se trouve ainsi ramené
au précédent, ce qui achéve la démonstration.

§ 9. Le th. 5 permet d’établir des conditions générales pour

Pexistence de la différentielle totale d’une fonection. Or, pour

(§ 91 Critére pour l'existence de la différentielle totale. 237

nous affranchir de Phypothése concernant la mesurabilité de cette
fonction, qui est essentielle dans le th. 5, nous allons démontrer
préalablement le théoréme suivant.

Théoréme 6. Si fout point z d'un ensemble E est sommet
dun angle A: =2z [, (2), 8, (2)] tel que lim sup,, F() <F(2), la

fonction F (z) est semicontinue supérienrement presque partout
dans E.

Démonstration. Nous allons nous borner au cas ou la fon-
ction F(z) est finie dans E, le passage au cas oi elle y prend
aussi des valeurs infinies n’exigeant qu'une modification légére,
d’ailleurs évidente, du raisonnement.

Admettons d’abord que

9.1) A= 2 [O, %} pour tout ze E.

Etant donné un nombre positif quelconque £ <1, désignons
pour tout m naturel par £, ’ensemble des points z de E tels que

9.2) ;eAzzzA[O, %] et (e, 2)<m™ entrainent F(z) < F(2)+e
et posons

9.8) En,n—E[rZs F(z)/(lz—l—l)s zeE,] pourn=0,£1,+2,...

== +oo

On a done E = S"Em > Y Ep.,. Fixons pour Pinstant un

m—'l n'——-w

couple d’indices m,n et un point 2, de Em» qui soit un point
de densité extérieure de Em . En vertu du lemme, p. 233, il
existe un nombre positif ¥ <m™ tel que tout carré Q assujetti
aux conditions p (2, Q) < ¥ et ¢(Q) =p (2, Q) donue lieu & l’iné;
galité |Em .- Q|>0. A chaque point ¢ tel que p (2, gL ¥<m-

3z
on peut donc faire correspondre un point 2z € Emn ¢ [7:, ——é—} tel que

TYon ait p (s 2) < p (20, 2) <m™. On a alors d'une part z¢ En et

re 2; [0, —ﬁ—} , d’ott, en vertu de (9.2), F (¢) < F (2) + & D’autre part,
Sk
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en vertu de (9.8), on a |F(2) — F(2,)| <¢, puisque les deux
points 2, et z appartiennent & Ep,,. On obtient donc finalement
F () < F(2,) -+ 2 ¢ pour tout point ¢ tel que p (2, 2) < 9.

Ainsi, dans presque tous les points 2z, de chaque E,, ., donc
presque partout dans E, on a liné_}szup Fl) < F(z))+2¢ Tl en

résulte, & étant arbitraire, que la fonction F (2) est semicontinue
supérieurement presque partout dans £.

Ceci établi, nous pouvons éliminer facilement, tout comme
dans la démonstration du th. 5, I'hypothése supplémentaire (9.1).
Désignons 4 ce but pour tout couple d’indices m, n par P, , Pen-

A
semble des points z e E tels que z [—n—lﬂ ’ﬁ—ﬂl (C A, On a alors
n R

E=} Pnn Or, en soumettant I’ensemble P, , & une transfor-
mn

mation linéaire telle que les directions 6 = 7 et 0= m+1 se trou-
n n

. . R K
vent transformées respectivement en 6 =0 et 6 ZE’ on conclut

du résultat obtenu dans I’hypothése (9.1) que la fonction F (2) est
semicontinue supérieurement presque partout dans chacun  des

ensembles Prn 4 donc aussi presque partout dans leur somme E
c. q. £. d. -

Théoréme 7 (de Haslam-Jones). Si pour une fonction
finie F (2) tout point z d’un ensemble E est sommet de deux angles
A, et A tels que l'on a respectivement

POZE® <y oo ot tim int, TO=F@

lim sup,, , —
o2 e 62 ’

N
=z

la fonction F(2) est totalement différentiable presque partout dans E.

Démonstration. En vertu du th. 6 la fonction F (2) est semi-
continue a la fois supérieurement et inférieurement, donc continue,
presque partout dans E. En désignant par C I'ensemble des points
du plan ot la fonction F(z) est continue, il vient par conséquent
|E~C|=0. ‘

D’autre part, 'ensemble C étant en vertu du th. 21, Chap. II,
§ 10, mesurable et la fonction F (2) continue, donc mesurable sur
lui, nous concluons du th. 5 que la fonction F (2) admet presque
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partout dans C-E, donc aussi presque partout dans E, une diffé-
rentielle approximative D (z;¢) qui y satisfait 2 la condition

£y — F(2) — s “Y — F(» ‘e
lim sup FQ (2) =Dz <0 < lim inf EM@;_DE,_Q
{z (20 te p(z2)

On a done lim @ —F@ =D (%2

e p (20
pour presque tous les points z € £ la différentielle totale de F (2),
¢c. q t d

=0. Ainsi D (z; ) est

Cest 4 M. H. Rademacher [2] que nous devons une premiére condi-
tion générale, suffisante pour qu'une fonction continue soit presque par-
tout totalement différentiable. M. W. Stepanoff[i; 3] en a éliminé une
hypothése superflue et étendu ce résultat aux fonctions mesurables arbitraires.
Il a obtenu ainsi une condition plus simple, & 1a fois nécessaire et sui-
tisante: pour qu'une fonction mesurable F(2) admetie presque partout dans un
ensemble mesurable E une différentielle totale, il faut et il suffit que I'on ait
lim sup _..___—|F (’)—ﬁ_@*‘<+m dans presque tous les points ze E. Certains dé-

iz p(z0)
tails de sa démonstration, notamment ceux qui concernent la mesurabilité des
dérivés partiels de Dini de la fonction F(z), ont été sujets aux critiques
(cf. p. ex. J. C. Burkill et U. S. Haslam-Jones [1]), Une démonstration
plus compléte, en méme temps qu'une généralisation intéressante de ce théo-
réme a été publiée récemment par M. U. S. Haslam-Jones [1].

C'est cette généralisation qui, dans une forme légirement précisée, est
donnée ici comme th. 5, p. 234, et th. 7, p. 238. Ces deux théorémes peuvent
&tre considérés, comme nous ’avons signalé p. 233, (du moins en ce qui con-
cerne les fonctions mesurables) comme une généralisation sur les fonctions
de plusieurs variables des relations entre les nombres dérivés d'une fonction,
établies par M. Den joy pour lesfonctions d'une seule variable (voir plus haut,
Chap. IX, § 3 et § 4). En posant, en effet, F(x,y) = F(x), on obtient du th. 5,
p. 234, les th. 8, 6 et 7 du Chap. IX et du th. 7, p. 238, les th. 4 et 5 du
Chap. IX. - Le th. 3, Chap. IX, § 8, déduit de la sorte, ne serait toutefois va-
lable que pour des fonctions fnesurables, tandis que sa démonstration directe,
donnée p, 171, s’applique a des fonctions tout & fait arbitraires.

Fonctions complexes de variable complexe. Fonetions
holomorphes. .

§ 10. On appelle fonction complexe de variable complexe toute
fonction de la forme f(2) = u (x,y) +iv(x,y) ol u(x,y) et v (x,y),
dites respectivement partie réelle et partie imaginaire de la fonction
7 (2), sont des fonctions réelles du point (x,y) et ot z=x+iy.
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La fonction f (2) s’appelle continue dans un point, lorsque ses
deux parties, la réelle et I'imaginaire, sont continues en ce point,

On appelle fonction complexe additive de figure élémentaire
toute fonction de la forme F(R)= U(R)+iV(R) ou U(R) et V(R),
dites respectivement partie réelle et partie imaginaire de F(R), sont
des fonctions réelles additives de la figure R.

La fonction F(R) s’appelle continue, lorsque les deux fonctions
U(R) et V(R) sont continues (cf. Chap. I, § 7). Elle est dite
dérivable dans un point z, lorsque les deux fonctions U (R) et
V(R) sont dérivables dans ce point (cf. Chap. II, § 1); on pose
alors F'(z)) = U’ (2,) +iV'(2,). Enfin, si les deux dérivées, la
supérieure et linférieure, de chacune des fonctions U et V sont
finies dans un point, on dit que la fonction F (R) est dans ce point
& nombres dérivés finis.

§ 11. Etant donnée une fonction réelle w (x, ¥) continue dans
un rectangle /=[a,, &,; a,, b,], nous poserons

by by
= by~ a)lds et Hyw= [,y —wia ).

a, ag

8i f(2) =u(x,y)+iv(x,y) est une fonction complexe, conti-
nue dans /, nous poserons

HD =—=1H (1) + H, (v DI +1 [H, (3 1) — Hy (v; 1)]

et nous appellerons H(f; /) intégrale curviligne de la fonction f
suivant le contour du rectangle I.

Une fonction f(2) s’appelle kolomorphe dans un ensemble
ouvert G, si elle y est continue et si son intégrale suivant le con-
tour de tout rectangle / contenu dans G est nulle.

L’équivalence de cette définition de I’holomorphie avee celles que lon
adopte d’habitude dans la Théorie des fonctioms résulte du théoréme bien
connu de Morera [1).

§ 12. Le théordme suivant, di 4 M. .H. Looman [2], est
une conséquence immédiate du th. 16, Chap. VII, § 7.

Théoréme 8. Pour gu'une fonction complexe f(2), continue
sur un ensemble ouvert G, soit holomorphe dans G, il faut et il
suffit que son intégrale curviligne H (f; 1), considérée comme une

'
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fonction de lintervalle 1 G, soit g pezi prést) partout dans G i
nombres dérivés finis et admette presque partout dans G une dérivée
déterminée égale a 0.

Le th. 8, qui peut &tre regardé comme une généralisation du thébréme
de Morera, se démontre par I'application directe i la fonetion Hh=H(/KD
du théoréme général sur les fonctions additives continues. Cependant non
seulement la fonction (/) est continue, mais pour tout rectangle /,C G on

a en outre, comme il est aisé d’apercevoir, lim 1HO)| 0 ou 7. Cest pour-
20 8 (])

quoi il suffirait de supposer dans le th. 8 que H({I)y admette une dérivée déter-

minée nulle presque partout et soil ¢ nombres dérivés finis partout, excepté tout

au plus une infinité dénombrable d'ensembles de mesure lindaire finie (¢f. A. 8.

Besicovitch [3, L. Tonelli[9], S. Saks et A. Zygmund [2).

*§ 13. Comme l'a observé M. J. Wolff [1], on peut rempla-
cer dans le th. 8 Phypothése que la dérivée de H (I) s’annule presque
partout dans G par P’hypothése que dans presque tous les points

|
zel on a HI;% iglf IHI—((?@— =0, o Q désigne un carré quelconque
contenant z.

Cette généralisation du th. 8 peut étre rattachée aux généra-
lisations analogunes des théorémes établis dans le Chap. VII. No-
tamment, il est facile de voir que le théordme de Wolff est une
conséquence immédiate de la généralisation suivante du th. 1, Chap.
VII, § 2:

F(R) étant une fonction odditive et continue de figure, si
lLinégalité F(2) <+ co se présente a peu prés partout et linégalité
F(2) <0 presque partout, la fonction F(R) est monotone non po-
Sitive,

Pour démontrer cet énoncé, considérons Pensemble G des
points au voisinage desquels la fonction F (R) est monotone non posi-
tive. L’ensemble G est done ouvert et il suffit de montrer que
Pensemble fermé E = CG est vide.

Supposons, par contre, que E == 0 et désignons pour tout #
naturel par E, l'ensemble des points z tels que tout carré Q de
diamétre &(Q) < n" contenant z satisfait a Pinégalité F(Q)<n-|Q].
On a alors E(C Y Ex+ D ot D est un ensemble au plus dénom-

n

1) voir la définition, p. 126,
8. Saks, Théorie de intégrale. 16
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brable et, chacun des ensembles E, étant, comme il est aisé de voir,
fermé, E contient en vertu du th. de Baire (Chap. VIIIL, § 2) une
portion qui soit se réduit & un point isolé de E, soit est contenue
entidrement dans un E, La premiére alternative étant impossible
par suite de la continuité de la fonction F(R), il existe un inﬁer-
valle / contenant a Dintérieur des points de E et tel que I'on ait
E-I= Ex-I pour un certain N. ‘

Or, la fonction F(R) étant évidemment non négative pour
toute figure RC /—E(C G, on a F(2) <0 pour tout ze/—E.
D’autre part, on a F(2) < N pour tout ze Exy-/=E-l. La fon-
ction F(R)— N-|R| est donc selon le th. 1, Chap. VII, § 2, mo-
notone non positive dans / et, comme telle, presque partout déri-
vable dans /; on a par conséquent F'(2) = F (2) <0 presque partout
dans / et, par hypothése, F(z) <+ oo & peu prés partout dans /. Il
en résulte en vertu du th. 13, Chap. VII, § 7, que F(R) < 0 pour
toute figure R (C I, ce qui est cependant impossible, I'intérieur de
Pintervalle / contenant des points de E. -

1l est & remarquer que ce théoréme permet de généraliser & leur tour
d'autres théordmes 6&tablis au Chap. VII. En le substituant p. ex. au th. 1
dans la démonstration du th. 13, Chap. VII, § 7, on obtient la généralisation

suivante des th. 13 et 15 (ibidem):
Etant donnée dans une figure R, une_fonction additive et continue F (R)
qui remplit & peu prés partout les conditions F (2) < - oo et _1~_ (2) < g (@) o g(2)

est une fonction intégrable (Py sur Ry, on a F (Ro)\<(f/)) '/.g(z) da.
R,

On en déduit la généralisation suivante des th. 14 eat 16, Chap. VII, § 7

Etant donnée dans une figure R, nune fonction additive et continue F (R) qui
remplit G peu prés partout les conditions — oo < F(2) < g ()< F@ <+ oo
ot g(2) est une fonction intégrable Py sur la figure B, la fonction F (R)
est une intégrale indéfinie (P). En particulier, lorsque la fonciion g (2) est inté-
grable ({£2), 1a fonction F(R) est absolument continue.

Théoréme de Looman-Menchofi.

§ 14. Selon le théoréme classique de Cauchy, pour guw’une
fonction continue de variable complexe f (2) = u(x, y) + iv (x,y) Soit
kolomorphe sur un ensemble ouvert G, il faut et il suffit que les
dérivées partielles Uy, u;,, v, et w; existent partout dans G, quwelles
y soient continues et guwelles y remplissent partout les équations de
Cauchy: uy=w, e Uy=—71,
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Une série de recherches (voir p.ex. E. Goursat [1, D. P
peil [I], P. Montel [1}, L. Lichtenstein [1; 2]) 2 6t6 coom-
crée 4 la réduction de ces conditions, en particu’lier a celle dnsf-
continuité des dérivées partielles, mais c’est 3 peine réeemn?e?
que M. H. Looman [2] et M. D. Menchoff ont réussi de sun-
primer complétement cette condition, sans la remplacer par aucuxrl)e
autre. Il est remarquable qu'un probleme classique d’aspect si
élémentaire n’ait été résolu que grice a Papplication touf a fait
essentielle des méthodes de la théorie des fonctions réeiles N

Le raisonnement de M. Looman, bi 5 inei
idée juste, contenait une lacune (cf. cé su?:t 411]‘.16;3;&;? Rerildpgl: :11{328 surlsl;ne
qui n'a 6té comblée en définitive que par M. Menchoff H D'm’ltl: ]i’
il est & noter que le résultat établi finalement par MM. Lo om an.et Menilllm;f,
a été signalé sans démonstration par M. Montel [2] déja en 1918 m‘0
dans la forme plus générale suivante: la condition nécessaire et sufﬁsal’zte e::;
que Pexpression udx--vdy, dans laquelle u et v sont des fonctions comfinm;s!J di
point (x,y) dans un domaine D oi: elle admettent les dérivées partielles finies u’ e!;
'y’y, soit une différentielle totale, est que la relation u' =", so0it vérifide resx ue
partout dans D. Cependant les démonstrations dexce tﬁéoréme ne s£1t ;Zas
connues que dans des hypothéses bien plus restrictives (cf. L. Heffter
{1], Ch. J. de Ia Vallée-Poussin [2] et J. Ridder 2n.

Or, il est 4 observer que les méthodes de Looman-Menchoff fournis-
sent -aussi- une démonstration du théoréme de Montel dans T'hypothése
supplémentaire que non seulement les dérivées partielles u', et v, mais aussi
’U'x et u’y existent et sont & peu prés partout finies (ou, plus g'lénéralement
que fous les nombres dérivés partiels des fonetions u(x,y) et v(x,y) soné'
A peu prés partout finis). On doit cette remarque a M-lle L. Lawrf;nce.

§ 15. Nous allons baser la démonstration du th. de L o o m an-
-Menchoff sur ’évaluation suivante.

’Lemme. Soient w (x, y) une fonction réelle continue dans un
carré Q et F un sous-ensemble fermé de Q tel que si pour un point
(%, ) € F les points (x + h,y) et (x,y+E) appartiennent & Q, on a

(15.1) | @ (x-+h, y)~w (x, 3)| < M| b| et |w (x,y+k) —w (x,5)| <M|E],

o M est une constante. Soit enfin J=[a,, by; a,, b,] le plus petit

) M.Menchoff n'a pas publié sa démonstration, mais a bien voula
la communiquer 4 l'auteur de ce livre. Les méthodes de cette démonstration
ont été considérablement développées et approfondies dans les mémoires
ultérieurs de M. Menchoff [1; 2. On y trouve des conditions trés générales
pour qu’une tramsformation biunivoque et bicontinue soit une transformation
conforme.
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rectangle (qui peut dégénérer en un segment ou en un point) con-
tenant F,
Dans ces lzypothéses on a

)
| j [ (3, b)— 1 (%, a2)] dx — f [wite azas]
(15. 2) <5M'|Q———F[.

f [0 (G )~ (@, 9 dy— f [witn paxay|

Demonstratzon. Soit («', a,) et (x", b,) deux points de F si-
tués respectivement sur les cotés y = a, et y = b, du rectangle J.
En appliquant les formules (15.1) 4 chacun des sommandes du
membre droit de I'iné a)—w (&, b0) | <|w (g, a,)—w (X', a,)| +
W, B)—w (X, b)) |+ @ (0, b)—w (X", by) |+ w (5", B)—aw (:, b) |
et en désignant par / la longueur du c6té de Q, on obtient '

(15.8) |w (s @) —w (5 by)| <4 ML pour tout ¢ cla, by)

Soit A T'ensemble des valeurs ¢ de Pintervalle [a,, b,] telles
que la droite x =¢ rencontre des points de F. Pour ces valeurs
de ¢ Pinégalité (15.3) peut étre complétée comme suit.

Désignons par wg(y) la fonction de y, identique & w (¢, y)
dans 'ensemble formé de FI¥ et des points a, et b,, et linéaire

y

dans les intervalles contigus & cet ensemble; soit, en outre, gy la
somme des longueurs de ces intervalles., La fonection W (y) étant
absolument continue (remplissant méme, en raison de (15.1), la
condition de Lipschitz), on a

(15.4) (50— w (5 0) = wig(be) — W) = [ wie(») dy.
.Or, pour tout t €4 on a I'w'(g)(y) | < M presque partout dans

[a,, by}, et en particulier 'w(;’)( y) = ’w,',(;, 1) %) presque partout dans
FUl pour presque tous les £ e A, d’ol selon (15.4)

- ¥

1} En vertu de (15.1) les dérivées partielles @’ (x,y) et @', (x, ) existent
presque partout dans E, conformément au th. de D en] oy (Chap.IX, § 3, th. 4)
ou bien aux th. 18, Chap. IX, § 10 et th. 10, Chap. VIII, § 13.

*) Pour I'existence de ces deux dérivées voir i).
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ETRAEETE az)—’wy(,,y)dy < Mig

Fl8]
Y

ce qui donne par Pintégration par rapport & : sur I'ensemble A

I [ 50 —weaa-| lw}(,,y)d @y
(15.5)
Mfz@)d <MA|J-F < M| Q—F!.

D’autre part, 'intégration de (15.3) par rapport & : sur Pen-
semble B = [a,;, b;] — A donne l'inégalité { / [w (g, b)) —w (2, a,)]ds <
"B

<AML- B <4M-| Q— F|, qui, ajoutée & (15.5), fournit la pre-
miére des formules (15.2). La deux1eme se . déduit d’une facon
tout a fait symetrlque

-Théoréme 9 (de Looman-Menchof#). Si les fonctions
u(x,y) et v(x,y), continues dans un ensemble ouvert G, admettent
tous les nombres dérivés partiels finis a peu prés partout dans G
et satisfont aux équations uw,=v, et u,=— vy presque partout
dans G, la fonction f(2) =u(x,y)+ iv (x,y), ou z=x-+1y, est
holomorphe dans G,

Démonstration. Admettons, pour simplifier, que G soit le plan
entier et désignons par E l'ensemble des points au voisinage
desquels la fonction f(2) est holomorphe. Il s’agit de prouver que
I'ensemble F = CE est vide.

Supposons par contre que F = 0. L'ensemble E étant ouvert
par définition, son complémentaire F est un ensemble fermé
(et méme parfait, c. & d. sans points isolés). Désignons pour tout
naturel par F, 'ensemble des points z = (x, y) dans lesquels aucune
des valeurs absolues

fa(x+hy)y—u(xy), leCy+h)—ulxy)|,
fv(x+hy)—vxyl, |vEy+h) -—vixy)

ne dépasse |nk| pour | 2| < n~L. Par suite de la continuité des fonetions
u et v, chacun des ensembles F, est fermé. Les dérivés partiels de

u(x,y) et de v (x,y) étant & peu prés partout finis, ona G =§ F.+D,



246 Chapitre XI. Fonctions de deux variables réelles.

ot D est un ensemble au plus dénombrable. En vertu du th. de
Baire (Chap. VIII, § 2) Pensemble F contient donc une portion
qui est soit composée d’un seul point isolé, soit contenue entidre-
ment dans un F,. La premiére alternative étant impossible, puis-
que l’ensemble F ne contient pas de points isolés, il existe un
intervalle /, contenant dans son intérieur des points de F et tel .
que Pon a F-I,C Fy pour un certain N, Or, soit Q un carré de
diamatre 8 (Q) < N—! situé dans lintérieur de /; et contenant un
point 2 = (%o, ) de F. En. désignant par J le plus petit rectangle
qui contient l'ensemble F- Q (C Fy, on conclut done en vertu du
lemme qui précéde que

s 4y = [ [ s ay| <5N- Q-
“Fo

et

| Hy(; Jo) =jj’vadx dyl <5N-|Q--Fl,
_ FQ '
ce qui donne par addition membre & membre, la condition u_:, U, =0
étant remplie par hypothése presque partout dans 1'ensemble F,
| Hy(uz Jo) + Hyo(v; )| <10N-{Q — F|. D’une fagon analogue on a
| Hy(v; Jo) — Hy(wy Jo)| < 10N-| Q — F|, d’onr finalement

(15.6) [H(f; W) <20N-]Q— F.

La fonction d'intervalle H (/) = H(f;/) est évidemment ad-
ditive et devient par extension une fonction additive de figure.
Comme la figure Q & J, ne contient dans son intérieur aucun point
de F, la fonction f(2) est holomorphe & l'intérieur -de cette figure,
d’oll, par continuité, / (Q & Jy) = 0 et par conséquent, selon (15.6),
[H(Q)| <20N-|Q—F|. 1l en résulte aussitét que la fonction
H(I) est & nombres dérivés finis dans chaque point 2z, ¢ F situé
a Pintérieur de I et que, lorsque 2z, est en particulier un point de
~ densité de F, la fonction /7 (/) admet dans 2z, une dérivée déter-
minée égale 3 0.

D’autre part, pour tout carré Q dlS]omt de F on a H(Q) =0,
de sorte qu’en dehors de F la dérivée de la fonction H (/) s’an-
nule identiquement. En vertu du th. 8, p. 240, la fonction f (2)
serait par conséquent holomorphe & I'intérieur de /, ce qui est
cependant impossible, 'intérieur de cet intervalle contenant des
points de F.





