CHAPITRE X.

Intégrales de Denjoy.

Préliminaires.

§ 1. Nous allons baser I'étude des propriétés fondamentales
des intégrales de Denjoy sur leur définition dite descriptive,
analogue a la définition descriptive de Pintégrale (), donnée au
Chap. IV, § 1.

Partis de cette définition des intégrales de D enjoy, nous
parviendrons 4 une autre définition équivalente, contenue impli-
citement dans un des théordmes (voir plus loin th. 8, p- 209), et
qui correspond exactement a la définition constructive de D enjoy,
sans nécessiter toutefois IPintroduction des nombres transfinis.
On trouvera une application de ce mode de caractériser les inté-
grales de Denjoy dans la démonstration du théordme de Hake,
qui établit, conjointement avec le théoréme de Alexandroff-
-Looman I’équivalence entre I'intégrale de Den joy au sens re-
streint et celle de Perron. Ce n’est qu’a la fin du chapitre que
nous donnerons la définition constructive des intégrales de Den ioy,
basée explicitement sur Pinduction transfinie.

Parmi les nombreuses publications consacrées i la définition des inte-
grales de Denjoy sont 3 mentionner (4 coté de celles qui ont été citées dans
le Chap. VII) les ouvrages de N. Lusin {I; W. H. Yo ung (5], A. Kolmo-
goroff (2], H. Lebesgue {7, P. Romanowski [1], R.-L. Jeffery [2];
cf. aussi les traités de E. W. Hobson I}, E. Kamke [I] et H. Lebesgue [II}
et les articles de P. Nalli I, T. H. Hildebrandt [1] et A. Rosenthal HIN

Propriétés fondamentales des intégrales de Denjoy.

§ 2. Une fonction f(x) définie dans un intervalle /= [a, 5]
sera dite infégrable (‘D) sur I, §’il existe une fonction F(x) qui
est (ACG) sur / et qui satisfait 4 Pinégalité f(x) = F'sp(x) pres-
que partout dans /.
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La fonctibn F (x) s’appelle alors intégrale indéfinie (D) de la
fonction f(x) dans Dintervalle / et la différence F (b) — F (a) est
dite intégrale définie (D) ou intégrale (‘D) tout court de f(x) sur /;

) 2

nous la désignerons par (D) / f(x)dx ou par (-D) / J(x) dx.
a 7

L’intégrale (D) est connue aussi sous le nom de Fintégrale
de Denjoy au sens large ou de lintégrale de Denjoy-Khin-
tchine-Young. Elle est a distinguer de ’autre intégrale de
Denjoy qui s’appelle intégrale de Denjoy au sens restreint ou
intégrale de Denjoy-Perron et qui sera désignée par (2*). Sa
définition s’obtient de celle de Pintégrale (D), en y remplacant
la fonction (ACG) par la fonction (ACG*) et la dérivée approxi-
mative F'ap(x) par la dérivée ordinaire F'(x). _

M. Denjoy lui-mé&me appelle son procédé d'intégration fofalisation et ses
intégrales les fotales. En particulier, il appelle tofale compléie Vintégrale (-D¥).

On conclut des définitions précédentes en vertu du corol-
laire p. 155, Chap. VIII, que les intégrales indéfinies (D) d’une
fonction f(x) ou de deux fonctions équivalentes ne peuvent dif-
férer 'une de lautre que par une constante, de sorte que linté-
grale définie (D) est déterminée d’une facon univoque par la
fonction 4 intégrer et ne change de valeur, quand on modifie
cette fonction dans un ensemble de mesure nulle. De méme, il
est évident que

(2.1)  Si deux fonctions f(x) et fy(x) sont intégrables (‘D) dans

un intervalle I, il en est autant de toute combinaison linéaire de
ces fonctions (a coefficients constants « et B) et on a ‘

D) [ sk b1 de—a (@)f fdx+ B'("D’ff 2
7 ! T

Toutes les remarques précédentes restent évidemment vraies,

lorsqu’on y remplace (7) par (D*). De plus, comme le monire le
th. 19, Chap. IX, § 10,

(2.2) Si une fonction f(x) est & peu prés partout une dérivée
finie (méme seulement unilatérale) d’une fonction continue F (x), la

Jonction f (x) est intégrable (D*) et la “fonction F (x) en est une
intégrale indéfinie (‘D¥).

L’intégrale ()*) embrasse donc celle de Newton (voir
Chap. VII, § 1).
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D'une facon analogue, le th. 22, Chap. 1X, § 12, montre que

(2.3) Si une jonction f(x) est & pew prés partout une dérivée
approximative finie (méme seulement unilatérale} d'une fonection con-
tinue F (x), la fonction f(x) est “intégrable () et la fonction F(x)
en est une intégrale indéfinie (D).

Théoréme 1. Toute fonction intégrabie (") est mesurable et
presque partout finie.

Démonstration. Soient f(x) une fonction intégrable (-1) dans
un intervalle 7 et F(x) son intégrale indéfinie. F(x) est done
une fonction (ACG) sur /. Il existe en conséquence une décom-
position de / en une suite {E,} d’ensembles fermés tels que
F (x) est une fonction (AC) sur chacun d’eux. En vertu du th. 1,
Chap. VIII, § 6, il existe pour tout # une fonection Fa(x) & variation
bornée sur / et qui coincide avee F(x) dans F.. On a done
presque partout dans E, P'égalité f ()= Flop(x) = F'y(x) et, la'dé-
rivée d’une fonction & variation bornée étant mesurable, f{x) est
une fonetion mesurable sur chaque E,, donec sur lintervalle / tout
entier. Qu’elle y est en méme temps presque partout finie, clest
alors une conséquence directe du th. 4, Chap. VIII, § 7.

Plus généralement, on montre (bien entendu, par une voie différente)

que les dérivés approximatifs extrémes d'une fonction mesurable arbitraire
sont aussi mesurables (voir Chap. XI, § 4).

§ 3. Les rapporls entre les fonctions (AC), (ACG) et (ACG¥)
déterminent ceux-qui se présentent enire les opérations intégrales
de Lebesgue et de Denjoy. Notamment:

(8.1) Toute fonction f(x) intégrable (°) sur un intervalle I est
aussi intégrable (D*) sur I et on a (1) / fdx = (D) / fdx.
i i

(38.2) Toute fonction f(x)intégrable (D*) sur [ est en méme temps
intégrable (D) sur I ef on a (%) / fdx = (D) / fdx.
i I

L’énoncé (3.1) est encore & compléter comme il suit.

Théoréme 2. Toute fonction f(x) qui est intégrable (D) et
presque partout non négative dans un intervalle I est intégrable (1)
sur 1.

Démonstration. En effet, si F(x) est une intégrale indéfinie
() d’une fonction presque partout non négative f(x), on a pres-
que partout Flap(x) =7 (x) >0 et F(x) est en vertu du th. 6,
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Chap. VIII, § 10, monotone non “décroissante. Par conséquent la
fonction f(x), qui en est presque partout la dérivée, est selon le
th. 7, Chap. IV, § 2, sommable, c. q. f. d.

Ce th. permet d’étendre aux intégrales de Denjoy le th. de
Lebesgue sur Pintégration terme a terme des suites monotones
de fonctions (cf. aussi Ie th. analogue pour l'intégrale de Perron,
Chap. VII, § 7, th. 12).

Théoréme 3. Efant donnée une suite {f.(x)} presque partout

non décroissante de fonctions intégrables (D) dans un intervalle I,

et dont les intégrales (D) sur I forment une suite bornée supérieure-

ment, la fonction f(x) =lim fu.(x) est aussi intégrable (D) sur I et
n

on a (D) [ f(x)dx =1lim (D) [ fu(x) dx.
I n I

Il en est tout & fait de méme, en remplagcant (D) par (D*).

Démonstration. Ce th. se réduit immédiatement au th. préeité
de Lebesgue. Il suffit notamment d’envisager, au lieu des fon-
ctions fu(x), les fonctions fu(x)— fi(x), qui, en tant qu'intégra-
bles au sens de Denjoy et presque partout non négatives, sont
en vertu du th. 2 sommables au sens de Lebesgue.

*Généralisation du théoréme de Scheeffer.

§ 4. Comme le montrent p. ex. les énoncés (2.2) p. 198, et (2. 3),
p- 199, certains théorémes établis au Chap. IX se laissent inter-
préter directement en termes de la théorie de Pintégrale. Ajoutons
que, d’'une fagon analogue, le th. 7 du Chap. IX, § 4, permet de
formuler comme suit le résultat contenu dans le th. 28, Chap. IX,
§ 13 ‘
(4.1) Toute fonction f(x) qui est & peu prés partout finie et
G pen prés partout égale soit & un des quatre dérivés de Dini,
soit a une des deux dérivées approximatives extrémes (bilatérales)
d’une fonction continue F (x), est intégrable (D) et F(x) est une
intégrale indéfinie (D) de f(x).
C’est une généralisation da th. de Scheeffer (Chap. VII,
§ 9) et méme de la généralisation de ce théoréme, établie au
Chap. VIL, § 10, p. 141. En effet, nous ¥ avons montré que toute
fonetion continue F (x) se trouve déterminée (3 une constante
additive prés) par les valeurs, données presque partout, de son

dérivé F7(x), pourvu, bien entendu, que ce dernier soit 4 peu prés
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partout fini. On y peut évidemment remplacer le nombre F¥(x)
par chacun des trois auires nombres dérivés de Dini, mais
Phypothése qu'il s'agissait pour tous les points dun méme
nombre dérivé a été essentielle dans la démonstration, donnée
p. 140—141.

Cependant, nous pouvons dire i présent:

Toute fonction continue F(x) se frouve complétement déter-
minée (a4 une constante additive prés), si Pon connait presque par-
tout la valeur ). (x) d’un nombre de Dini quelconque de F (x), pourvu
que F(x) admetie & pen prés partout un au moins des nombres de
Dini fini.

En effet, en vertu de (4.1) la fomction X (x) est alors inté-
grable (D) et F(x) en est une intégrale indéfinie (7).

Théoréme sur Pintégration par parties généralisé.

§ 5. Le th. 15, Chap. IV, § 5. sur l'intégrale de Lebesgue
se transporte sur celles de Denjoy par la seule substitution
dans son énoncé de la fonction g (x) intégrable (D) ou intégrable
(D*) a la fonction g (x) sommable. La démonstration, basée sur
la définition descriptive ‘des intégrales de Denjoy, n’exigerait
qu'une modification formelle du raisonnement employé pour Iin-
tégrale lebesguienne.

Il est préférable cependant, en vue de quelques applications,
d’aller un peu plus loin et de remplacer simultanément dans le
théoréme en question la fonction F(x) absolument continue par la
fonction F(x) a wvariation bornée. La généralisation est alors liée
avec la notion d’intégrale de Riemann-Stieltjes.

Nous aurons recours dans la démonstration & des évaluations
de Taccroissement et de I'oscillation de la fonection /" (x) définie
par la formule

X

IFT(x)=Fx)Gx)—(H) nG (£)dF (t) pour a<x<b,

ot F(x) est une fonction monotone non décroissante dans I’in-
tervalle /, =[a, 5] et G (x) une fonction arbitraire bornée et inté-
grable sur /; au sens de Riemann-Stieltjes par rapport
a F(x). Nous allons montrer notamment que pour tout sous-in-
tervalle /=[x, 3] de /, on a les relations suivantes, ot M= M( F; I,):
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G.1) (FE)—=T )< M[GE) — G|+ o (G 1) [FE) — F(a)],
(5.2) o (l31) <M-o(G; 1)+ o (G 1) [F(B)— F(x)].

En vertu du théoréme de la moyenne pour lintégrale de
Stieltjes (Chap. V, § 7, th. 14) on a, en effet, pour tout inter-
valle I'=[o', p'| situé dans lintervalle / 1’égalité I (') — F(a') =

‘BI
=[GE)Y—GE]FE)+[FE)— F(@)] G () - (d)/ GdF =

=[G () —G (] F(E)+[G (@) —p] [F(B)— F ()], ot le nombre .
est compris entre les bornes des valeurs de G (x) dans /'. Par consé-
quent | I (§) — () | < M| G(B) — G (&) | + o (G; I') [F(8') — F (o).

En substituant dans cette inégalité /= [2,§] & I' =[o, B']. on
en tire immédiatement (5.1) et, en y remplacant respectivement
les expressions [I"(F) — 7' («)|, |G(F)— G ()|, F(B) —F(a) et
@ (G; I par leurs bornes supérieures pour /' (_/, on en tire la
relation (5.2).

Or, la formule (5.1) montre que la continuité de G (x) dans Iy
entraine celle de I'(x). Nous allons prouver en outre que

(6.8) Si la fonction G (x) est continue dans Iy et (AC) sur un
ensemble E (_ I, la fonction I' (x) est également (AC) sur E.

En effet, pour tout ¢>0 il existe dans ces hypothéses un
7],>O .t‘eI que pour toute suite finie d’intervalles {/, = [a, B:]} qui
nwempiétent pas Pun sur I'autre et dont les extrémités appartien-
nent & E .

€ €
oM et o (G; 1k)<;]|/]’

ou M désigne, comme auparavant, la borne supérieure des valeurs.
absolues de F (x) dans /. On en tire selon (5.1) 3 | 7" (Be) — I (@) | <,
k

de sorte que /" (x) est une fonction (AC) sur E.

D'une fagon tout a fait analogue, on déduit de la formule
(5.2) la proposition suivante:

(5.4) Si la fonction G (x) est (AC*) sur un e
: nsemble E (I, 1
fonction I (x) est également (AC*) sur E. <
Il en résulte aussitét que
(5.5) Si G(x) est une fonction (ACG) sur lintervalle I, la fon-

ction I' (x) lest également. La méme relati f
ctlons (o 20 relation subsiste pour les fon-

/E;!kﬁ < entraine Y| G (8) — G (a) | <
k
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Ceci établi, nous pouvons démontrer sans peine le théoréme
généralisé sur lintégration par parties, qui suit.

Théoréme 4. Si F(x) est ane fonction & variation bornée
dans un intervalle I, ={a,b] et g(x) désigne respectivement une
fonction intégrable (2}, (D) et (%) sur cet intervalle, la fonction
F(x) g (x) est respectivement intégrable (). (1) et (%) sur I
et on a, en désignant par G(x) une intégrale indéfinie de g (x):

b b

F(x).g(x)dx= G(b) F(b) — G(a) F(a)— () ‘ G (x) dF (x).
a .
Démonstration. Nous allons l'établir pdur Pintégrale (-2),
le raisonnement dans les deux autres cas étant le méme.
On peut évidemment admettre que la fonction F (x) est mo-
notone non décroissanie dans 4. En posant alors

X

(5.6) F)=F®G6®—(9|60Odra),

on conclut de (5.8) que [ (x) est une fonction (ACG) sur I et
en vertu du th. 15, Chap. V, § 7, la dérivation approximative des
deux membres de (5.6) donne presque partout dans /, I'égalité
I'ap(x) = F (x) G'ap(x) = F(x) g(x). Par conséquent la fonction
F (x) g (x) est intégrable (D) sur l'intervalle /; et on a la relation

b

(D) / F (x) g (x) dx = I (b)) — I (a), équivalente d’aprés (5. 6) a celle
a .
qui était a démontrer.

Lidée de cette démonstration, gqui s'appuie directement sur la définition
descriptive des intégrales de Denjoy, est due a M. A . Zyvgmund. Pour une
autre démonstration, basée sur Ja définition constructive de ces intégrales, cf.
p. ex. E. W. Hobson {I, p. 711}

Deuxiéme théoreme de la moyenne pour les intégrales
de Denjoy.

§ 6. Théoréme 5. Etant données une fonction finie F (x) non
décroissante dans un intervalle I =la, b] ¢t une fonction g (x) inté-
grable (D) sur 1, il existe toujours un point tel tel que lon a

3 b

b s :
(D) [ g(x) F(x)dx=F(a)-(D) [ g(x)dx+ F(®)-(D) | & (x) dx.

o £

=
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Démonstration. En posant G (x) = (D) . / ‘ g (%) dt, on a en vertu

du th. 4 et du théoréme de la moyenne pour Iintégrale de Rie-

b
mann-Stieltjes (Chap.V,§ 7, th. 14) Pégalité (D) [ g (x) F(x) dx =

b
=GO F@®) — () | G(x)dF (x) = G () F(b) — p-[F (b) — F(a)] =
=p-F(a) +[G (b) — p]- F (b), le nombre p. étant compris entre leg
bornes de la fonction continue G (x) dans /. 1l existe donc un

point ¢ €/ tel que p.= G (¢) et P’égalité précédente prend la forme -
b

(D) /g (%) F(x) dx=F(a) G () + F (6)-[G (b) — G (2)], ce qui équi-

vaut par définition de G (x) & la formule q. f. d.

+

Opérations intégrales générales.

§ 7. Les théorémes qui vont suivre et qui nous permettront
de caractériser d’une autre manidre les intégrales de Denjoy
s’appgient sur quelques notions d’ordre plus abstrait.

Soit 7 une opération fonctionnelle qui fait correspondre
a chaque intervalle / une classe de fonctions définies dans /, et
qui assigne a chaque fonction de cette classe un nombre réel fini.
Des fonctions-correspondant ainsi & un intervalle donné /— [a, 8],
nous dirons qu'elles appartiennent au domaine de Popération T sur |
ou bien que V'opération T est définie sur Pintervalle | pour ces fon-

. . . ¥ b
ctions. Si f(x) en est une, nous désignerons par 7(f) ou par
. a
J(f; 1) le nombre attaché a la fonction f(x) par cette opération.

Une opération 7 sera dite opération intégrale ou, bref, inté-
grale, lorsqu’elle satisfait en outre aux trois conditions suivantes:

(I) Si une fonction f (x) appartient au domaine de Popération 7
sur un intervalle I, elle appartient aussi au domaine de cette opé-
ration sur tout intervalle 1 I, et T(f; I) est une fonction additive
et continue de lintervalle I I,

(1) Si une fonction f(x) appartient au domaine de I'opéra-
tion 7 sur deux intervalles I, et Iy adjacents Pun & Pautre, elle
appartient aussi au domaine de cette opération sur Pintervalle L +1,

1§ 9 Opérations intégrales complétes. 205

(III) Toute fonction f(x) qui est identiguement nulle dans un
intervalle I, appartient au domaine de Popération T sur I et on a

F(H D = 0.

Lorsque 7 est une opération intégrale, toute fonction f (x)
qui appartient 4 son domaine sur un intervalle I, sera dite inté-
grable (7) sur I, et nous appellerons le nombre 7(f; 1) intégrale
de f(x) sur I,. La borne supérieure des valeurs absolues de
J(f; 1) sur I I, portera le nom d'oscillation de l'intégrale (7) de
J(x) sur I, et sera désignée par o (7 f; L).

Deux intégrales 7, et 7, seront dites compatibies, lorsque
7(f; I) = 7(f; I) pour tout intervalle / et pour toute fonetion f (x)
qui est intégrable (7}) et (%) simultanément.

Nous dirons que l'intégrale 7, embrasse I'intégrale 7, lorsque
les deux intégrales sont compatibles et que toute fonection intégrable
(7) est intégrable (7,). Nous Pécrirons 7, ) 7, ou bien 7, 7.
Lorsque, de plus, 7 == 7, lintégrale 7, sera dite plus faible que
Iintégrale 7.

§ 8. Etant données une opération intégrale 7 et une fon-
ction = (x) s’annulant en dehors d’un ensemble borné E, il est
évident que si ¢ (x) est intégrable (/) sur un intervalle /, conte-
nant E dans son intérieur, elle Pest aussi sur chaque intervalle /
contenant E et on a 7(z; 1) = T(z; L).

Grice a ce fait, nous pouvons admetire la définition suivante.
Nous dirons qu'une fonction f(x) est intégrable (7) sur un en-
semble borné E, lorsque la fonction ¢ (x) égale & f(x) pour x e £
et 4 0 partout ailleurs est intégrable (/) sur chague intervalle
I E. Le nombre 7(z;/) est alors indépendant du choix de
Pintervalle / ) E; nous Dlappellerons infégrale (7} de la fonction
f(x) sur Pensemble E et le désignerons par 7(f; E).

Opérations intégrales complétes.

§ 9. Une opération intégrale 7 sera dite compléte, si elle
remplit les deux conditions suivantes (liées, comme nous le verrons,
aux définitions des intégrales généralisées de Cauchy et de
Harnack, qui seront étudiées plus loin):

(C) " Si une fonction f(x) définie dans un intervalle I = [a, b] est
intégrable (T) sur tout intervalle [a +¢c, b—vlona<a-+s<b-—7<b
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et si la limite lim “/ ( f) existe, la fonction f(x) est intégrable (T)
5,630 a+t:z

sur lintervalle I tout entier. En verlu de la condition (I), & savoir

en raison de la continuité de P’intégrale (7), considérée comme fon-

N
ction d’intervalle, on a alors 7(f; /) =lim Y(f).
£,1-0 a+-:z
(HY Si une fonction f(x) est intégrable (T) sur un ensemble
fermé et borné E, de méme que sur chacun des intervalles {Ix} conti-
gus a E, et si on a en outre (dans le cas oi la suite {I;} est infinie)

O DTG <+ee et lima(Ffil)=0
k

la fonction f(x) est intégrable (7) sur Pintervalle I ={a, b] oit a

et b désignent les bornes de E, et on a

THD=TG B+ 2T (i),

Nous aurons encore i nous servir dans la suite (pour Pinté-
grale (D¥)) d’une condition plus générale, qui sera dite condition
(H*) et qui s’obtient de (/), en y remplac¢ant l’hypothese (9.1) par
la suivante, plus restrictive:

9.2) : D 0T fi ) <+oe.
&

Toute opération intégrale 7 qui remplit les conditions (C) et (/%)
s’appellera compléte au sens faible. :

Quant aux opérations intégrales qui ont été envisagées jusqu’a présent,
il est facile de voir que ni l'intégrale de Newton, ni celle de Riemann,

ni celle de. Lebesgue n'est une opération intégrale compléte dans aucun
des deux sens, et méme qu'elles ne remplissent pas la condition (C). Pour

Tintégrale (‘Q) on le constate aisément sur 'exemple de la fonction F (x), qui
a été signalé au Chap. VII, § 1, p. 126.

§ 10. Théoréme 6. Lintégrale (D) est une opération inté-
grale compléte. Lintégrale ("D*) Pest au sens faible.

Démonstration. Nous allons nous borner a Pintégrale (D),
le raisonnement pour lintégrale (D*) étant tout a fait analogue.

Pour montrer que lopération D remplit la condition (C), con-
sidérons une fonction arbitraire f(x) définie dans un intervalle
I = [a, b], intégrable (D) sur tout intervalle [a + ¢ & — 7] ou

§ 10} Opérations intégrales complates. 207
b,
a<a+:<b—1<b et pour laquelle lim (D) j f(x)dx existe.
50 a%—E‘

1l s’agit de montrer que la fonction f(x) est alors intégrable (1)
dans Pintervalle / tout entier. Or, en posant i ce but F(a) =
.\'-'{‘
et F(x)=1lim (1) / F(x)dx pour a <x < b, 1a fonction F(x) est
50 gt
évidemment continue sur / et elle est en méme temps une intégrale
indéfinie (D) de f(x) dans chaque intervalle [, ={a+n=% b —n]
o n=1,2,... On a ainsi presque partout dans ces intervalles,
donc également presque partout dans /, F'ap(x) = f{x), de sorte
que la fonction F(x), en tant qu'une fonection (ACG) sur chacun
des intervalles [,, donc aussi sur /, est bien une intégrale indé-
finie (D) de f(x) sur I
Pour montrer, d’autre part, que lopération 1 remplit la con-
dition (H), considérons un ensemble fermé et borné E, la suite
{f;} des intervalles contigus & E et intervalle /=|a, b, ol a et b
désignent respectivement les bornes de E. Admettons qu’une
fonction f(x) soit intégrable (D) sur E, ainsi que sur tout 7, ol
=1,2,..; admettons de plus que I'on ait

(10.1) 2:MUﬂ@M<Hwodlmm_0

ol w, désigne l’oscﬂlauon de lintégrale indéfinie (9) de f(x)

sur /; (évidemment, on n’aura besoin de faire intervenir I’hypo-

thése (10.1) que dans le cas ol la suite {/;} est infinie). Il s’agit

de prouver que f (x) est alors intégrable (D) sur / tout entier et
b

que () [ £ () dx= (D) [ f (9 dz+ X (D) [ 7 (9 dx.

Or, posons % (x) = f(x) pour xeE et 7 (x)=0 partout ail-
leurs. Ainsi définie, la fonction o (x) est par hypothése inté-
grable (D) sur Pintervalle / tout entier et on a

b

(10.2) (Cﬂ)f? (x)dx = (TD)J f(x)dx.
a E
Posons en outre pour tout x e/

(10.3) Fm_vvwﬂ@u oii Iy = [a, %].

I(x) I
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Ainsi définie, la fonction F(x) est en vertu de (10.1) finie
ot continue dans l’intervalle / tout entier. Soit enfin

(

N %-(@)ff(x) dx pour xelP ou k=19, ..
gx)= i R Iy
|

0 pour xekE.

Ainsi définie, la fonction g (x) est selon la premiére des for-

mules (10.1) sommable dans / et en vertu de (10.3) son intégrale
X

indéfinie de Lebesgue G(x) = (L2) / g (@) dt coincide dans E
. a :

avec la fonction F (x). Il s’en suit que F (x) est une fonction (AC)

sur E et que 'on a : :
(10.4) Flap(x)=G'(x)= g (x)=0=Ff(x)—9 (x) presque partout dans E,

En méme temps la fonction F (x) est d’aprés (10.38) une in-
tégrale indéfinie (D) de f(x) dans chacun des intervalles /;; il
en résulte d’'une part que

- (10.5)  Flap(x) =f (x) = f (x) — @ (x) presque partout dans I — E,

et d’antre part que F(x) est une fonction (ACG) sur chacun des

intervalles contigus & £. Comme une fonction (AC) sur E, elle

est donc (ACG) sur Vintervalle / tout entier, d’oli, en temant

compte des relations (10. 2)-(10. 5), 1a fonction f (x) est intégrable (D)
b b

v 3
sur / et il vient (D) [f(x)dx= (D) U ()= @ (8] dx+(D) [ (x)=

=FO-F@+D) [ fx)de=3 (D) [ f() dx+ (@)E/ f (%) dx,
E Iy
e q. f. d

§ 11. Nous venons de voir que Pintégrale (7)) est une opé-
ration intégrale compléte au sens de la définition, p. 205. Nous
allons montrer & présent qu’elle est la plus faible opération inté-
grale compléte qui embrasse Pintégrale de Lebesgue.

Lemme. Siune fonction f (x) est intégrable (D) sur un intervalle
I={a, 8], tout ensemble fermé E (C I contient une portion ) P telle

)} voir la définition, p. 144.
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que f(x) est sommable sur P est que Pona ¥ () / f@)de <o
I3 A !
ot {Ip = [ay, b} désigne la suite des intervalles contigus a P.
En remplagant (D) par (%), cette inégalité est & remplacer
par _zj Wp <0 on w désigne loscillation de I'intégrale indéfinie

(-D*) de f(x) sur I

Démonstration. Nous nous bornons au cas de Pintégrale D,
celui de Iintégrale D* s'établissant par un procédé analogue,

Soit F (x) une intégrale indéfinie (D) de J(x). En vertu du
th. 16, Chap. VIII, § 17, F(x) est done une fonction (AC) sur une
portion P de E et, comme telle, elle coincide dans P avec une
fonction G (x) absolument continue sur lintervalle / tout entier.
On a par conséquent d’une part f (%) = Flap(x) = G'(x) presque
partout dans P, de sorte que f (x) est sommable sur P, et d’autre past
zng('D)?/f(x) dej=2F(b)=F@) =3 G(b)—Ga) <+,

&
c. q. £. d.

Théoréme 7. L'intégrale (D) est la plus faible parmi les
opérations complétes qui embrassent lintégrale (). Il en est autant
de lintégrale (D*) parmi les opérations complétes au sens Jaible.

Démonstration. Nous nous bornons encore au cas de I'inté-
grale D, celui de lintégrale D* étant tout i fait analogue.

En vertu du th. 6, p. 206, il suffit de montrer que, étant
donnée une opération intégrale compléte quelconque 7 ) .2, on a
aussi 7_) D, c. & d. que toute fonction f (x) intégrable () sur un

intervalle /y=[a, 5] est intégrable (7) sur , et 7(f: I) = D) /}‘(x) dx.
A

Appelons pour abréger infervalle régulier tout intervalle
I (C Iy sur lequel f(x) est intégrable (7) et 7(f; /) = (D) / F(x) dx;
i

de plus, appelons un point x € [y point régulier, si pour un >0
tous les sous-intervalles de /, situés sur lintervalle [x — «, X +¢]
sont réguliers. Exprimé dans cette terminologie, notre but con-
siste donc & prouver que Pintervalle /; est régulier.
Nous allons montrer au préalable que
(11.1) Tout intervalle 1 I, dont tous les points intérieurs sont
réguliers est un intervalle régulier.
En effet, les intégrales D et 7 remplissant la condition (C),
il suffit de prouver que tout intervalle intérieur @ I est régulier.
S. Baks, Théorie de I'intégrale. 14
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Or, si un intervalle J (C I° ne D’était pas, une au moins des deux
moitiés de J ne le serait non plus. On obtiendrait ainsi par ité-
ration une suite descendante d’intervalles irréguliers dont les lon-
gueurs tendraient vers 0, de sorte que leur point commun serait
un point irrégulier et & 1a fois intérieur & /, contrairement a I’hy-
pothése.

Ceci établi, supposons que lintervalle /, ne soit pas régulier.
Il contient done, en vertu de (11.1), des points irréguliers & Pin-
térieur. Or, Pensemble £ de tous les points irréguliers de I
étant manifestement fermé, il existe selon le lemme qui précéde
un intervalle / (C I, contenant des points de E dans son intérieur
et tel que f(x) soit sommable sur la portion E-/, la série de ses
intégrales définies (D) sur les intervalles contigus & E-/ étant, en
outre, absolument convergente.

Soient J=1{a, f] un sous-intervalle arbitraire de 7/ et {J;} la
snite des intervalles contigus & Pensemble formé de points de
E-J et d’extrémités de J. La fonetion f (x) est évidemment som-
mable sur 'ensemble £:J (qui peut d’ailleurs étre vide) et on a

(11.2) S frwax <+
k| A

d’ott, intégrale (“D) remplissant en vertu du th. 6, p. 206, la con-
dition (#1),

1.8 @ [r@ar=2[70as+Y @ [£ 0 ax.
: J E.J & 7

D’autre part, tous les intervalles Jp, qui par définition ne
contiennent & Pintérieur aucun point de E, sont selon (11.1) des
intervalles réguliers, de sorte. que sur chacun d’eux lintégrale ()
de f(x) se trouve définie par I'égalité

(Lo T 0 = (D) f 7@

Or, 7 remphssant par hypothese la condition (H) et embras-
sant lintégrale .2, il résulte de (11.4) et (11.2) que la fonction
f(x) est intégrable (7) sur Dintervalle J et que l’on a l'égalité

T J)—(.f)jf(x) dx—}-z T(f; Jr), oy, en vertu de (11.3) et de
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&

(11.4), T(f;J)=(D)/f(x)dx. Tout intervalle J(_/ serait donc
J

régulier, ce qui est impossible, / contenant des points de £ i Pin-
térieur. La régularité de [, est ainsi démontrée.

Théorémes de Hake et d’Alexandroff-Looman.

§ 12. Les relations entre les intégrales de Denjoy et cel-
les de Lebesgue et Newton. étant établies, nous allons mon-
trer & présent que l'intégrale de Denjoy au sens restreint est
équivalente & P’intégrale de Perron. Le premier résultat en cette
matiere est di 4 M. H. Hake [1], qui a établi la relation 2% (9,
en s’appuyant directement sur la définition constructive de Den joy,
et a posé en méme temps le probléme de la relation inverse. Ce
probléme a été résolu par affirmative presque simultanément
(et tout a fait indépendamment) par M. P. Alexandroff [{; 2]
et M. H. Looman [3] & Paide de la définition descriptive.

Lemme 1. Pour gwune fonction f(x) définie dans un inter-
walle I, = [a, b] soit intégrable (P) sur cet intervalle et pour avoir

P=(>P) / f(x)dx, il faut et il suffit quil existe pour tout ¢ > 0 deux
foncttons I"(x) et 4 (x) continues sur I, et telles que l'on ait

2.1 [[IFO-T@]—P<s [[4()—4@)]—P|<c¢,
et
(12.2) —oc 5= [ (%) > f(x) > 4 (x) 5= + = & peu prés partout dans I,

Démonstration. La condition étant nécessaire par défi-
nition de l'intégrale de Perron (Chap. VII, § 4), il ne s’agit
que d’en démontrer la suffisance.

Considérons done, pour un € >0 arbitraire, deux fonctions
I'(x) et 4(x) assujetties aux conditions (12.1) et (12.2), et soit
{a:} la suite des points ot la formule de la condition (12.2) est
en défaut. Faisons correspondre & tout 2 un A > 0 tel que I'oscil-
lation de 7 (x) sur Pintervalle [az — %, az -+ kz] soit “inférieure
4'27%e. En désignant par wi(x) Poscillation de /" (x) sur Iinter-
valle [az, x] ou [x, ax] suivant que a. < x ou x < 4 posons:

O x) = wp(x), si ax < x K arthey On(%) = op(@r+he), Si x> ar+he,
Ox(x) = — wp(x), i ap—he < 2L ap, On(%)=—op(ar— ), Si x < ap—hy.



212 Chapitres X. Intégrales de Denjoy.

La fonction I"(x) 4 Ox(x) admet alors au point o la dérivée infé-

rieure non négative, En posant @x(x) =1 (x)+ O(x)+27"e- Vx—az,
on a donc
(12, 3) gk(ak) = + o0 poul‘ tout k= 1, 2, e

et en posant

(12.4) (1) =)+ [0xx) + 27 Vx — 2],

3 o 3 -
on obtient |® (x) = I' (1) < J 0% + ¢V [h] < (L +VThD,
d’oit en vertu de (12.1)

. 3
(12.5) @ () — D (a)— P| < e B+2V[h]).

Nous allons montrer que @ (x) est une fonction majorante
de f(x) dans L. En effet, toutes les fonctions qui figurent sous
le signe > dans Dégalité (12.4) étant monotones non décroissan-
tes, on a pour tout x el

(12.6) () > (x) et D(x)>Pulx) pour k=12, ..,

de sorte que pour les points x étrangers & la suite {a:} on obtient
de (12.2) et de la premiére des inégalités (12.6) — oo = D (x) > f(%),
et pour tout point a: on tire de (12.3) et de la seconde des iné-
galités (12.6) D (axr) = + o0 > f(ax).

D’une facon tout & fait analogue on peut construire une
fonction ¥ (x) minorante de f(x) dans /, et qui remplisse par
3

analogie & (12.5) Vinégalité | ¥ (8)— ¥ (a) — P| < e (8 + 2V L))
Or, = étant arbitraire, ces inégalités prouvent que la fonction f (x)

est mtegrable (P) sur I, et que P=(P) f f(x)dx, c. g. £ d.

Lemme 2. Soient f (x) une fonctzon qui s'annule partout dans
un ensemble fermé E, a et b les bornes de E et {Ir = [an, be]} la
suite des intervalles contigus a E.

Si f(x) est intégrable (;P) sur chaque Iy et la série des oscil-
lations de son intégrale indéfinie (P) sur ces intervalles est con-
vergente, la fonction f (x)est intégrable (P) sur Pintervalle I={a, b)

tout entier et on a () / F(x)dx = 5-’ () / f () dx,
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Démonstration. Etant donné un =>>0 arbitraire, il existe
pour tout 2 =1, 2, ... une majorante @x(x) de f(x) dans /. telle que

(12.7) Prlar) =0 ef | Dp(x)—(P) f(t) dt | <2 *¢ pour ap < x by
a

Désignons par wx(x), ot ar < x < by, Poscillation de la fon-

etion D(x) sur Plintervalle [az x]. La série des oscillations de

Pintégrale indéfinie () de f(x) sur les intervalles /; étant par hy-

pothése convergente, on a selon (12.7) également _z: w(bp) < 4o

et nous pouvons par conséquent fixer un K tel que on ait

oa

(12.8) PAPRCARSS

E=RK+1

Posons pour abréger

Ga) Dy(x) pour xel, et RLK
k =
l Dr(x) + op(x) pour xel, et B>K
et
(x)
[ Z Gu(bz) pour x e E

k
(x)
Gix) + D Gulbs) pour x<lj oi j=1,2,..,
&

{

. . .
la sommation Y s’étendant sur tous les indices % tels que X 2> b.
4

La fonction @ (x) ainsi définie dans Dintervalle / tout entier est,
comme il est facile de voir, continue dans / et on a en outre

Pegalits | @ (5) — 3 () [ £ (#) dx | = 3 [Gelbw) — (7) [ (6) d] =
& ;k k=1 :rk
=k§f (@) — (2) [ (9 @+ g ou(B, oi selon (12.7) et (12.8)
=1 A =R

(12.9) D(@=0 et |D@) - P ff(x)dx;<2s.

Nous allons montrer que P (%) est une majorante de f(x)
dans lintervalle / entier. En effet, dans le cas ol ap < X <l
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on a pour un /2> 0 suffisamment petit @ (x+ %) — @ (x) =
= Oa(x+1)—Ou(%)> Du(x-Hh)~Bi(x), A0t — co 5= DF(x) > B3 (x) > (x).
D’autre part, dans le cas contraire on a x ¢ E, et pour les 2> 0
suffisamment petits l'intervalle [x, x 4+ 4] est disjoint des inter-
valles I, Iy, ..., Ix; par conséquent @ (x +/£) — @ (x) > 0, d’oll en-
core — co 7= @F(x) > 0 = f (x). Enfin, les mémes relations se pré-
sentent évidemment pour @ (x),

En considérant la fonction — f(x) au lieu de f(x), on con-
clut quil existe une minorante ¥ (x) de f(x) dans / qui remplit

les conditions ¥ (a) =0 et | ¥ (b) — 3 (?);/ f(x)dx| < 2, analo-
£ &

gues a (12.9). II en résulte, ¢ &tant arbitraire, que f(x) est inté-
grable () sur / et que son intégrale définie () sur cet inter-
valle remplit I'égalité q. . d. !

Il est & remarquer que pour T'application que nous allons en faire dans
la démonstration du th. de Hake, le lemme 1 pourrait &tre simplifié, en y
remplacant le terme ,a pem prés partout® par l'expression ,partout, excepté
tout an plus un seul point“. Cependant ce lemme mérite par lui-méme un
certain intérét, car il montre qu'une généralisation de la notion de fonctions
majorantes et minopantes de Perron ne comporte ancune modification de Ia
notion @intégrale ().

Théoréme 8 (de Hake). Lintégrale P embrasse Pintégrale D%,

Démonstration. En vertu du th. 9, Chap. VII, §6,0n a 2 (P
Pour avoir * (C 7 il suffit done en raison du th. 7, p. 209, de
prouver que Iintégrale (P est compladte au sens faible.

1° Lintégrale P remplit la condition (C).
Admettons donc qu'une fonction f(x) définie dans un inter-
valle /= [a, b] soit intégrable () sur tout intervalle [ateb—1]

b1
et que la limite L = lim (?) / f(x) existe. Il s’agit d’en déduire

5M->0
a-e
Pexistence de () ff (%) dx. Posons 2 ce but &, = b — 2" (b —a).
!

La fonction f(x) étant intégrable (P) sur chaque intervalle
[6, bnya] 00t m=1,2, ..., il existe pour tout ¢ > 0 une fonction D (x),
majorante de f(x) dans tous ces intervalles et satisfaisant pour
n=1,2,.. & la eondition

(12.10) | D (x)— & (bx) — (P) f F(t)dt|<2™  pour by x < bpss

by
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Il en résulte par suite de lexistence de la limite L que la
fonction @ (x), qui n'a été définie jusqu'da présent que dans les
intervalles [by, b,1:), admet une limite finie /, lorsque x tend vers &.
Posons @ (b) = L.

Ainsi définie dans l'intervalle [&,, b] tout entier, la fonetion
@ (x) est manifestement continue dans lui et v remplit (en tant
qu'une majorante de f(x) dans tout [#s, br1i]) pour tout x==51la
relation — oo == @ (x) >> f(x); de plus, on a d'aprés (12.10) Piné-

B,
galité | @ (b)) — @ (b,) — lim (P) / F(x)de <e
0 By
On définit d’'une manitére analogue une fonction ¥ (x) con-
tinue dans [&,, 8] et telle que Ton ait + oo =¥ (x) < f(x) pour
Bt}
tout x =& et | ¥ (6) — ¥ () — lim (P) / f(x)dx! <e En vertu du
et by
lemme 1, p. 211, f(x) admet donc sur Pintervalle {5;, 5] l’intégrale.

-1

définie () égale 4 lim (_.’I’)_/:f (x) dx. Par raison de syméirie, f(x)

et by
admet Dintégrale définie () aussi. sur [a, b}, donc sur J tout
entier.
20 Lintégrale (P) remplit la condition (H).
Admettons & ce but que la fonction f(x) soit intégrable (7)
sur un ensemble fermé E aux bornes a et b, de méme que sur
tous les intervalles /; contigus & E, et que les oscillations de son

intégrale indéfinie () sur ces intervalles forment une serie
convergente. Il s’agit d’en déduire Dexistence de Iintégrale

{7 / fix)dx=(P) /‘f {(x)dx + _g (&) /-f (x) dx. Posons a ce but:
7 E

Iz

ff(x) pour xe E [f(x) pour xel— E

&%) = i et gyx)= [

0 ponr xel—E 0 pour xeE.

On apercoit d’une part que g,(x) vérifie dans / les hypothe-
ses du lemme 2, de sorte qu’elle est intégrable () sur / et on a

12.11) O [ewde=3 O [ dx=3 @) [fx)ds.
7 £ I k )
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D’autre part, g,(x) est par hypothése intégrable (?) sur J et
(12.12) @) f g(x) dx = (P) f f(x)dx.
7 E

La fonction f(x) = g,(x)+ g(x) est donc également intégra-
ble (?) sur / et Paddition des égalités (12.11) et (12.12) acheve
la démonstration.

§ 13. Lemme 3. Si une au moins des majorantes d’une fon-
ction f(x) intégrable (P) sur un intervalle [, = [a, b] est une fonction
(VB*) sur un ensemble E (I, toutes les majorantes et minorantes
de f(x), de méme que Dlintégrale Iindéfinie (P) de f(x), sont égale-
ment des fonctions (VB*) sur E.

Démonstration. Soient P (x) 'intégrale indéfinie (P) de f(x)
dans I, et @y x) une majorante de f(x) qui est (VB*) sur E.
Etant donnée alors une minorante ¥ (x) quelconque de f(x), la
différence Dy(x) — ¥ (x) est monotone dans /, tout entier, de sorte
que la fonction ¥ (x) = Dy(x) — [Do(x) — ¥ (x)] est également
(VB*) sur. E. Etant donnée & son tour une majorante arbitraire
®(x) de f(x), les deux fonctions @ (x)— ¥ (x) et P(x)— ¥ (x)
sont monotones non décroissantes dans /,, de sorte que les fonctions
@ (x) et P(x) sont aussi (VB*) sur E, ¢. q. f. d.

Théoréme 9 (d’Alexandroff-Looman). Lintégrale D*
équivaut & Pintégrale 7.

Démonstration. En raison du th. de Hake, il suffit d’établir
la relation ?(C D*. ’

Soit done P (x) lintégrale indéfinie (?) d’une fonction f(x)
dans un intervalle /, = [a, b]. Nous allons montrer d’abord que
P (x) est une fonction (ACG*) sur .

Considérons & ce but une majorante arbitraire D,(x) de f(x).
On a alors _<1_50(x)>—— oo partout dans [, et il en résulte en vertu
du th. 21, Chap. IX, § 12, que I, se décompose en une suite
d’ensembles {Ex} sur lesquels @,(x) est une fonction (VB*). Nous
pouvons évidemment admettre que ces ensembles sont fermés et
que chacun d’eux contient 2 et &.

Ceci dit, soit pour un >0 quelconque donné d’'avance @ (x)
une majorante de f(x) dans /, telle que

(13.1) @)~ D@ —[PB) ~P@] <.
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Désignons par Pu(x) et @u(x) deux fonctions continues éga-
les respectivement a P(x) et & @ (x) dans E, et linéaires dans
les intervalles contigus & E,. Comme. @ (x) est en vertu du lemme
précédent une fonction (VB*) sur chaque E, ot n=1,2,..., cha-
cune des fonctions @.(x) est & variation bornée sur J, tout entier.
Comme d’autre part @u(x)>— =~ partout dans /,, on a en vertu

du th. 15, Chap. VII, § 7, E (@4 k) = 0. La fonction D (x) — P(x),
done aussi @n(x) — Pa(x), étant monotone non déeroissante dans L,
on conclut de (18.1) que pour toute suite finie d’intervalles [a:, b))
situés sur I, et n’empiétant pas I'un sur Pautre on a I'inégalité
_12‘ [Dn(li) — Palas)] —_‘I [Pa(b) — Po(@)] < ¢, de sorte que E(Pp; [) =0

entraine £ (Py; L) > — ¢, d’on, ¢ étant arbitraire, E(Py: L) =0. On
prouve d’une fagon tout a fait analogue (par I'application des mi-
norantes au lien des majorantes) que lon a aussi E (P /) = 0.
Par conséquent P (x) est une fonction (AC) sur chacun des en-
sembles E,, donc (ACG) sur I, tout entier.

Or, P(x), en méme temps que Dy(x), est en outre, d’aprés le
lemme 3, une fonction (VB*) sur chaque E,, donc (VBG*) sur I,
tout entier. Comme une fonction a la fois (ACG) et (VBG*), P (x)
est également en vertu du th. 14, Chap. VIII, § 16, une fonction
(ACG*) sur I, et comme on a de plus, en vertu du th. 7, Chap, VII,
§ 5, P'(x) = f(x) presque partout dans [, la fonction P(x) y est
une intégrale indéfinie (“D%) de f(x), c. q. £ d.

Intégrales généralisées de Cauchy et de Harnack.

§ 14. Avant de passer a la définition constructive des inté-
grales de Denjoy, qui en retablit explicitement la liaison avec
les généralisations classiques connues sous le nom des intégrales
généralisées de Cauchy et de Harnack, nous allons préciser
les notions de ces derniéres en termes des opérations intégrales
générales, introduites au § 7.

Appelons un point a point singulier ’'une fonction f (x) dans
un intervalle /;, par rapport & une opération intégrale 7 ou, pour
abréger, point singulier (7) de f(x) dans I, §’il existe des interval-
les / aussi petits que I'on veut, contenant 4, contenus dans /; et
sur lesquels f (x) n'est pas intégrable (7).

On conclut immédiatement de cette définition que ’ensemble
des points singuliers d’une fonction f(x) dans un intervalle quel-
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conque [ est toujours fermé. De plus, on en déduit aisément par
les partages successifs en deux moitiés (ef. p. 210) que si cet en-
semble est vide, la fonction f(x) est intégrable (7) sur I

Ceci dit, faisons correspondre & toute opération intégrale 7
une autre opération intégrale 7€ définie comme suit: étant donn;é
un intervalle &, = [a, 5] quelconque, au domaine de Popération ¢
~sur fo appartiennent toutes les fonctions f (%) qui vérifient les con-

ditions: »
(¢;) Yensemble des points singuliers (7) de f(x) dans I, est
fini (ou vide), '

(c;) il existe une fonction F (x) continue dans Iy et telle que
pour tout sous-intervalle /=[x, 8] de /, ne contenant aucun point
singulier (7) de f(x) on a la relation F@)—F (o) = T(f; ).

Une telle fonction F(x) (s’il en existe) étant déterminée par
les coBditiOns (c;) et (cy) & une constante additive prés, nous écri-
rons JC(f; Iy = F (b) — F(a). Ainsi définie, Popération 7€ satisfait,
comme on I'apercoit de suite, aux conditions (D—(I1), p. 204—205;
elﬁl‘e est donc une opération intégrale et correspond & 7 d’une ma:
niere univoque, Nous lappellerons intégrale généralisée (7) de
Cauchy. 1l est évident que 7 7€,

‘ § 15. TFaisons correspondre d’autre part A toute opération
;Etégrale 7 une opération 7#, définie comme suit: le domaine de
J# sur un intervalle arbitraire Iy comprend toutes les fonctions fx)
définies sur /; et satisfaisant anx conditions:

(hy) S désignant Pensemble de tous les points singuliers (7)
de f(x) dans J;, f(x) est intégrable (7) sur lensemble S et sﬁr
chacun des intervalles J, contigus 4 l’ensemble formé de points

"de S et d’extrémités de b,

(hy) %‘ TS| <4 oo ety en cas oi la suite {/;} est infinie,
lim o (7 £; ) = 0. '

Etgnt donnée une telle fonction f (%), nous posons par défi-
nition: TH(f: ) = ; T )+ T S).

Ainsi déf%n}e, Popération 7# satisfait, comme on voit aisé-
ment, aux conditions (1)—(III), p. 204—205; elle est done une opéra-

tion intégrale. Nous I'appellerons intégrale généralisée (7) de
Harnack. )
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On obtient une modification de I'intégrale 77, en remplacant
la condition (h,) par la condition plus restrictive suivante
Mo (Al <+ .

—
B

(hy™)

L’intégrale généralisée définie par les conditions (h;) et (h,%)
sera dite infégrale généralisée (7) de Harnack au sens restreint
ou intégrale (77%). On a évidemment 7(_ 74 7¥,

* Nous avons appelé les opérations J 7 et 7° intégrales généralisées
de Harnack par suite de leur parenté évidente avec la généralisation con-
nue de l'intégrale de Riemann, due & A. Harnack, et qui permet d'ap-
pliquer le procédé riemannien d'intégration 2 certaines fonetions admettant
des valeurs infinies dans un ensemble non dénombrable de points. Le pro-
cédé de M. Harnack correspond d'aillenrs 4 Popération JH” plutét qu’a
P’opération JH Ct. A.Harnack (2] et AL Rosenthal [I, p. 1053].

En ajoutant aux conditions (h,) et (b.), quicaractérisent'intégrale géné-

ralisée ;/H, la condition suivante:
w(h AT

tim 257 )
& |4 (xs ]k)

=0 pour presque tous xS,

on parviendrait 4 une intégrale généralisée J'H, intermédiaire entre 77 et 747,

En appliquant ensuite " dans la définition constructive des intégrales de
Denjoy, qui va suivre, on obtiendrait une intégrale /Y, intermédiaire entre
D et ‘D* Sa définition descriptive est fort simple: une jonction f(x) est inte-
grable (‘1Y) lorsqurelle est intégrable (‘D) et lorsque son intégrale indéfinie (-D)
est presque partout dérivable au sens ordinaire. Cette intégrale a été considérée
par M. A, Khintchine [1]; ef. aussi J. C. Burkill [1].

Définition constructive des intégrales de Denjoy.

§ 16. Les notions d’intégrales généralizées de Cauchy et de
Harnack conduisent d’une facon naturelle a la définition dite
constructive des intégrales de Denjoy (¢f. A.Denjoy [6, Chap.II}),
basée sur Pinduction transfinie. Nous l'avons évitée jusqu’a pré-
sent pour ne pas faire intervenir dans notre exposé les nombres
transfinis.

Fixons d’abord-la notation. Soit {/;} une suite d’opérations
intégrales, en général transfinie, et telle que 7 (C I,l pour =<+
‘Nous désignerons alors par D, 7 Popération intégrale 7 dont le

E<a
domaine, quel que soit Pintervalle /, est la somme des domaines
des intégrales J; pour <o et qui est définie pour toute fonction
f (x) appartenant 4 son domaine par 1’égalité
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TS D =% 1)

oll &, est le moindre des indices ¢ <z tels que f(x) est intégrable
(%) sur I Cette égalité en’crame d’ailleurs pour tout :>¢, les
égalités 7 (f; [) = 7 (f; ), puisque par hypothése T embrasse
alors .
Ceci dit, smeut { L} et {,Qg} deux suites transfinies, définies
par induction & partir de Pintégrale de Lebesgue comme il suit:
Ly =L5= L,

Zo =

J;a:(Zi‘@E)C” et = (Z BE> ok a>0.

E<lo E<a

Nous allons montrer que

D= Oe=Ly et DF= D 0Oi=0,

£<0 =)

en nous bornant d’ailleurs au cas de 9 (celui de D* se déduisant
d’une maniére tout a fait analogue).

Or, 0 étant en vertu du th. 6, p. 206, une intégrale com-
pléte et qui embrasse .2, on trouve aussitdt par induction que,

quel que soit z, on a 2 (C D, d’olt évidemment >, Ly CD. Pour
E<Q ‘

que cette relation devienne identité, il suffit done de prouver que
toute fonction f(x) intégrable (D) sur un intervalle /, =[a,b] y est
intégrable () pour un indice g << Q.

Se désignant I'ensemble - des points smgullers (Ly) de f(x)
dans [,, la suite {St}, en tant qu'une suite descendante d’ensem-

bles fermés, est au plus dénombrable, c. & d qu’il existe un indice
v<Q tel que §,= Sui;.

En effet, dans le cas contraire il existerait pour tout £<® wun point
xESE-'SE i, done aussi un intervalle Ig aux extrémités rationnelles, conte-
nant le point x de S,, mais disjoint de l’ensemble fermsé SE'H et, par suite,
des ensembles SE-P’ SE-]—-"» On obtiendrait ainsi une suite transfinie du type

Q d'intervalles différents aux extrémités rationnelles, ce qui est impossible,
I'ensemble de tous les couples de nombres rationnels étant dénombrable.

Il suffit évidemment de prouver que Pensemble S, =3, 4 est
soit vide, soit composé tout au plus d’extrémités de ]u, car dans
le premler cas f(x) est intégrable (£2,) sur I, et dans le second
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&

cas elle est intégrable (ﬁf), done intégrable (,G.,H) sur lp, puisque

~C CH )
) C J =
A= P 5 = .k V1t

Supposons donc, par contre, que I'ensemble S, =S, con-
tienne des points intérieurs de /;. En vertu du lemme, p. 208,
S, renferme alors une portion P telle que f(x) est sommable sur
P et que la série des intégrales définies (1) de f(x) sur les inter-
valles contigus & P est absolument convergente. Considérons un
intervalle / contenant a Pintérieur des points de P (T S, et choisi
de facon que Von ait P-/=S,-; soit {/;} la suite des sous-inter-
valles de / contigus & P’ensemble formé de points de P-J et d’ex-
trémités de /. Par définition, aucun d’intervalles /. ne contient
i DPintérieur de points singuliers (£2,) de f(x). Il en résulte que
f (x) est intégrable (2,) sur tous les intervalles situés & l'intérieur
d’un I» quelconque et, comme .2, (C D, que son intégrale (2) y
coincide avec son intégrale (‘D). La fonction f(x) est par consé-

quent intégrable (2F) sur chacun des intervalles I, et il vient

CEHEN =) [ FEyde et (LS fil) = o (D;f; I, dou
T

(16.1) D105 1] <+,
k&
et en outre, dans le cas ol la suite ‘{/;} est infinie,
(16.2) Iikm (LS Fl)=0

D’autre part, comme sommable sur P, la fonction f(x) est
4 plus forte raison intégrable (2% sur P. En vertu de (16.1) et
(16.2) elle est donc intégrable (277), c. & d. intégrable (0,,,) sur
Pintervalle 7 tout entier. On aboutit ainsi & une contradiction,
puisque / contient a Iintérieur des points de PC S, =S,,, ¢. & d.
des points singuliers (2, 1) de f(x) dans L





