CHAPITRE IX.

Théorémes sur les nombres dérivés.

Préliminaires.

§ 1. Nous consacrons ce chapitre a ’étude des nombres dérivés
des fonctions plus générales que celles dont nous avons eu affaire
jusqu’a présent et qui ont été d’habitude dérivables presque partout
(au moins approximativement). .

Nous allons commencer par une série des théorémes concer-
nant les relations générales entre les nombres dérivés des fonctions
tout & fait arbitraires. Nous passerons ensuite & I’étude des fon-
ctions qui remplissent certaines conditions de Banach, liées a la
condition (V) de Lusin. Enfin, nous nous ocecuperons des problémes,
pour ainsi dire, inverses: nous établirons certains eritéres, trouvés
par M. Denjoy, et qui permettent de ranger une fonction dans
une des classes étudiées au Chap. VIII d’aprés la maniére dont se

" comportent les nombres dérivés de cette fonction.

Il sera sous-entendu dans tous les énoncés de ce chapltre
(tout comme dans ceux du Chap. VIII) que les fonctions considérées
sont définies toujours dans un intervalle entier.

Deux théerémes élémentaires.

§ 2. Nous dirons qu’une fonction F(x) atteint dans un point
X, son maximum au sens strict, 8’il existe un intervalle / contenant
X, 4 Pintérieur et tel que l'on a pour tout point x~x, de J I'iné-
galité F(x,) > F(x). La définition du minimum au sens strict est
symétrique. C

Théoréme 1 (de Sierpinski). L'ensemble des points oi

une fonction quelconque F(x) atfeint son maximum ou son minimum
au sens strict est au plus dénombrable.
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Démonstration. D désignant I'ensemble des points ot la fon-
ction F(x) atteint p. ex. son maximum au sens strict, faisons corres-
pondre 3 tout pointx, € D un intervalle / aux extrémités rationnelles,
contenant x, & l'intérieur et tel que I'on ait F (x,) > F (x) pour tout
x5 X, de L. 1l est évident qu'un tel intervalle ne ‘peut correspondre
que tout au plus & un seul point x, ¢ D. Or, l'ensemble de tous
les intervalles aux extrémités rationnelles étant, comme on.sait,
dénombrable, il en est donc (tout au plus) de méme de I'ensemble D.

partout » A y
(2.1) Frx) > F(x) et F(x)> FH(x).

‘Démonstration. Par raison de symétrie, on peut se borner
i la premiére des inégalités (2.1). Il s’agit de prouver que I’ensemble
des points D oi elle est en défaut est au plus dénombrable.”
Or, soit & ce but pour tout couple m, # de nombres entiers
l___ m - 7 . ' ) * oo oo
D, n = Ex [F Ty < —n”‘< F (x)} . On a évidemment D=2 > Du n

Mm==—oo n=1
En posant Fr, o(x) = F(x) ——% X, on a donc pour tout point X € Dy, »
les inégalités Fﬁn‘,n(x)<0<f;,:ﬂ@c_), .ef_\on en déduit aisément que
dans chacun de ces points. la: fonction Fn, «(X) atteint son maxi-
mum au sens strict. En vertw du th. 1 les ensembles Dy, . sont

donc au plus dénombrables et comme ils forment une famille dé-.

nombrable, il en est de méme de leur somme D.

. Pour le th. 1 voir A. Schénflies (I, p. 158] et W. Sierpinski [7].
"1l est facile ‘de voir que ce théordme subsiste damns tout espace métrique
géparable (voir p. ex. G. Hausdorff (I, p. 363]).
Pour le th, 2 et ses généralisations voir B. Levi [1], W. Sierpinski [6],
A.Rosenthal[i], G.C. Young [1]; A.Denjoy (1, p. 147} et H. Blum-
berg [1].

Théerdmes de Denjoy.
- § 3. Le th. 2 exprime une des relations entre les nombres

dérivés d’une fonction quelconque, annonrcées au § 1. Cette rela-
tion est particuliérement simple et elle est remplie & peu prés

1. voir la définition, p. 126.

Théoreme 2. Pour toute fonction finie F (x) on a & peu prés?)
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partout. Moins simples et pénétrant plus profondément dans la
théorie lebesguienne des fonctions sont les relations remplies

presque partout que nous allons étudiér 4 présent.

Elles ont été d’abord établies par M. A. Denjoy [1] pour les fonections
continues; pour les généralisations sur les fonctions arbitraires, voir G. C.

_ Young [2], N. Lusin [[, p. 141—147], F. Riesz [5], S. Saks [t] et J. Rid-

der [1]; ef. aussi.A. Besicoviteh (2], J.C. Burkill-et U.S. Haslam-
Jones [1].

Pour simplifier les énoncés, appelons (avec M. Denjoy) déri-
vés opposés les couples des nombres F (%), _F_(‘x) et F(x), F H(x) et
dérivés associés les couples Ft(x), f+(x)‘ et F(x), F “(x) respecti-
vement.

Lemme 1. 'Si & est un point de densité extérieure d'un en-
semble A, il existe pour tout >0 un 1> 0 tel que, quel que soif ¢,
Pinégalité 0 <&, — & <1v entraine Pexistence d'un point § ¢ A satis-
faisant aux. inégalités : '

(B.1) . §<E<g et E—E<(+e)(E—b).

Démonstration. Soit 0 <e< 1. L'ensemble A admettant dans
§ un point de 'densité extérieure, il existe un 1> 0 tel que I'on
ait pour tout nombre positif v <27 - ’

3.2 E < x<b:xed]l>——.
(3.2) ]1;3[0 Y<x &o,fce 11 1.

Comme ¢<1, I'inégalité 0<§ —E&<v entraine la relation
0<(14e)( -8 <2(¢ —E <27 Nous pouvons donc poser
dans (3.2) 1= (1 +¢) & — &), ce qui donne v

|BfE—e (& — 8 <x<Exedll>&—¢.
p ;
D’autre part, on a évidemment Pinégalité, '
(B <x<&xred]|<&—§.

Les deux inégalités donnent par soustraction membre & membre
B[t —ce- (¢ —8)<x<§&xed]|>0, c. 4 d. que Pensemble des
X B

~

points & ¢ A qui satisfont 3 la condition §—e-(§ —&) <& <E
n’est stirement pas vide. Or, cette condition équivaut aux iné-
galités (3.1).
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Lemme 2. Si ane fonction finie F (x) admet presque partout
dans un ensemble E de mesure extérieure positive un nombre dérivé
supérieur de Dini différent de <+ co ou un nombre dérivé inférieur
différent de — co, il existe un ensemble A ( E, aussl de mesure ex-
térieure positive, dans lequel F (x) admet presque partout une dérivée
relative ') F'a(x) finie et égale au nombre dérivé opposé & celui-la.

Démonstration. On peut se borner évidemment au cas ou
Pon a Pinégalité FT(x) <-4 co partout dans Pensemble E.

Etant donné un entier positif # quelconque, désignons par E,
Pensemble des points x ¢ E tel que pour tout x'

(8.83) 0<x' —x<nt entraine F(x)— F(x)<n-(x—x).

Pour tout entier I soit E. la paltie‘ commune de E, et de

n n=] {=--oo
pothése IE|>O entraine l'existence d’un couple d’indices ny, i,
tels que | £x|> 0.

Or, soxt A le sous-ensemble de Ej composé de tous ses points
de densité extérieure. En vertu du th. de Lebesgue sur les
_points de densité (Chap. III, § 6, th. 5), on a alors |A|-~IE [>0
- et tout point de A en est un point de densité extérieure. En posant
G(x)=F(x)—n,x, on a donc G(x')—G(x)=F(x')— F(x)m—n0 (x'—x),
de sorte que, en vertu de (38.3),

Pintervalle [%’ L——H] Il vient E =) Z Eu, de sorte que I'hy-

(3.4) 0<x—x<n' entraine G(x’)< G(x) pour tout xcA.

Comme § (4) < 7, I'inégalité G (x) < G (x) est remplie en
particulier pour tout couple x, x' de A ot x<<x'. La fonction G(x)
est donc monotone décroissante sur A et, comme telle, elle est
dérivable par rapport & A en presque tout point de A (cf. Chap.
VIII, § 6, th. 2).

Soit done ¢, un point de 4 oi la dérivée G'a(x) existe et est
finie. Etant donné un nombre positif ¢<<1 on peut faire corre-

spondre d’aprés le lemme 1 A tout point ¢ <¢, assez proche de g,
un ¢' € A tel que l'on ait

(3.5) E'<&<Eo et g— g <(1+e) (g —¢).

1) e. & d. dérivée par rapport A A, voir la déﬁnition, p. 147.
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Il en résulte d’abord que 0<g— ¢ <g—t' < 5(A) < nyty, dot
en vertu de (3.4), en y posant respectivement x =¢, X' =%, et
x=¢, x'=¢ on obtient G(g)— G()<0 et G()— G()<0.
Par conséquent, en raison de la seconde des inégalités (3.5) on a

(3.6) G (&) — C,?(a')<¢?(&o)— GE) o 1 O(E)—G®,
go— & 1+e)—e) 1+« £, — ¢
Or, quand ¢ tend vers g du cdté gauche, le point £ tend

également vers ¢, mais en parcourant uniquement les points de A.
En conséquence, le nombre positif ¢<<1 étant arbitraire, (3.6)

donne G'a(g,) <G (&). D’autre part, il est évident que G'4(0)> G~ (&)-

‘On obtient donc finalement co = G'a(g;) = G7(g) pour tout ¢, € A

ol la dérivée G'a(g,) 7= oo existe, c. & d. presque partout dans A.
Par conséquent, en revenant & la fonction F(x) = G(x)— 7, X, on
a presque partout dans A larelation équivalente oo == F'a(gy) =F7 (&),
c. q. £. d.

Théoréme 3. Si, pour une fonction finie F(x) un des dérivés
supérieurs F +(x) et F(x) différe de + oo ou bien un des dérivés
inférieurs F "‘(x) et F ~(x) différe de — o> presque partout dans un
ensemble E, ce dérivé est dans E presque partout fini et égal d son
dérivé opposé.

Démonstration. En admettant p. ex. que F FF(x)<-+co presque
partout dans E et en désignant par H V’ensemble des points ol
la relation ‘

3.7 FHx) =F(x) £ oo
est en défaut, il s’agit de montrer que |H|=

Supposons, par contre, que |F|>0. En vertu du lemme 2
’ensemble H contient par conséquent un ensemble A de mesure
extérieure positive, tel que la dérivée relative F'4(x) existe presque
partout dans A et que :

(8.8) F7(x)=Flalx) 5= oo pour presque tout xeA.

Comme |A|>0, nous pouvons appliquer 2 Aeta Fix)le
méme lemme 2 et parvemr ainsi 3 un ensemble B(CAC H de

mesure positive et tel que F'(x) = F's(x) = 'F*(x) pour presque tout
x eB Il en résulte selon (3.8) que la relation (3.7) est remplie
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presque partout dans B (C /1, contrairement d I'hypothése qu’elle
est en défaut pour tout x € . Ainsi |H|=0, ¢c. q. f. d,

Pour les autres dérivés de F(x) la démonstration est ana-
logue. o ‘
Théeréeme 4. Toute fonction finie F(x) qui admet presque
partout dans un ensemble E deux dérivés associés finis est presque
partout dérivable dans E. '

Démonstration. Admettons, pour fixer les idées, que ce soient
les dérivés F+(x) et f"'(x) qui-sont finis presque partout dans E.
On y a alors selonle th. 8 les égalités F+(x)‘ F(x) et F+(x) F(x),
qui entrainent en vertu des inégalités’ ev1dentes F+(x)> F +(x)
et F(x)> F7(x) Yégalité de tous les quatre dérivés de D1n1
pour presque tout point x € £. Or, deux au moins de ces dérivés
étant finis par hypothése, la dérivabilité de F(x) presque partout
dans E se trouve ainsi établie, c. q. £. d. -

Théoréme 5. S, pour une fonction finie F(x), on aF (x) 54+ oo
‘ou bten F{x)# —co presque partout dans un erzsemble E, la fon-
ctton F(x) est presque partout dérivable dans E. ‘

Démonstration. Par raison de symetne, nous pduvons nous
borner au cas o F(x)i—l—m done ont smultanement F+(x)<+c\*>
et F (¥) <4 oo pour presque tout xe¢ E. En verta du th. 3 les
quatre dérivés de Dini sont alors presque partout finis "dans E
et par conséquent la fonction F (x) est én vertn du th, 4 presque
partout dérivable dans cet ensemble. ,

Théoréme 6. Pour toute fonction finie F (x) tous les ensembles
E[F+(x) = oo, E[F“(x)———m] E[F+(x) +”°} etE[F“(x) +o9]
somf de mesure nulle :

Démonstration. Posons p ex. E E [F "'(x) — N] et éup—

posons que |E|>0. En vertu du lemme 2 il existe par consé-
quent un ensemble A (C £ tel que |A|>0 et dans lequel F(x)
admet presque partout la dérivée F'a(x) finie, Or, cest évidem-
ment 1mposs1ble puisque en tout point x € A (C E oll cette dérivée

existe on a par defmltlon de E Pinégalité F'4(x) < F*(x) =.— co,

‘Corollaire, £’ ensemble des points ol une fonction finie admet
une dérivée déterminée infinieest toujours de mesure nulle.
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Nous avons déduit le th. 6 comme une conséquence du lemme 2, p. 170,
mais ce théoréme peut &tre établi aussi par un raisonnement direct trés
facile (cf. S. Banach [5]). Plus généralement, on peut prouver que pour

F(x-+h)—F(x
toute fonction F(x) l'ensemble des paz‘nts ou l'on a lim L—}_—h)——-(—)
b0
est de mesure nulle. La démonstration en est toutefois un peu moins snnple

~(cf. S. Sakset A, Zygmund 1])

§ 4. Le théoréme aulvant, di a M. Denjoy, exprime une
relation entre les nombres dérivés de Dini d’une fonction et la
dérivabilité approximative de cette fonction.

Théoréme 7. Siundes nombres dérivés de Dini d'une fonction
F (x), finie et mesurable dans un ensemble mesurable E, est presque .
partout fini dans E, il y est presque partout la dérivée approxi-
mative de F (x). ‘ .

Démonstration. En admettant p. ex. que F(x)s= oo, quel
que soit x € E, nous allons montrer d’abord que, / désignant
Pensemble des points xe E ot F(x) n’est pas approximativement
dérivable, on a | H|=0. .

Supposons, par contre, que | [>0. En vertu du lemme 2,
p- 170, H contient donc un ensemble A de mesure positive et tel
que F'a(x) 5= oo existe pour presque tout x € A.

Soit donc x, € A un point de densité extérieure de A on la
dérivée F'4(x) existe et est finie. Posons pour tout ¢>0

F F(x) — F (%)
X — X,

EE=E-E[ (%) — < Fly (x)—l—s]

Il est évident que E. contient tous les points de A qui sont
assez proches de x,. Le point x, est done également un point de
densité extérieure de E.. Mais la fonction F (x) étant par hypothese
F(x) = F (%)

X — X,
et Pensemble E, est aussi mesurable. Par conséquent, le complé-
mentaire CE, admet X, comme un point de dispersion. En par-
ticulier, x, est donc un point de dispersion de chacun des en-
sembles

E [M > F'A(xo) + sJ et E [M < Fla(xy) — s] §

X — X, X — X

mesurable sur F, il en est de méme de la fonction

ce qui donne par définition des denves approximatifs extrémes
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(cf. Chap. VIIL, § 4, p. 146) F'a(xe) — & < Fap(%y) < Fup() < F'(6,) +e.
Il en résulte, € étant arbitraire, que an(xo) =fup(x0) = F4(%,) 5= oo,
de sorte que F(x) serait approximativement dérivable dans le
point x, de A (C H, contrairement a la définition de /. On a donc
en effet | H|=0. .

Ceci établi, il reste & montrer que l'on a F+(x): Flap(x)
presque partout dans E. Or, c’est une conséquence directe des
relations F(x) < Flap(x) < FH(x) et F7(x)= F¥(x), dont la pre-
miére se présente dans tout point ol F (x) est approximativement

. dérivable et la seconde presque partout dans F, en raison du
th. 3, p. 171

*§ 5. Les évaluations que nous avons données pour la
mesure du transformé F(E) d’'un ensemble quelconque £ dans
lequel F (x) est partout dérivable (voir Chap. VIII, § 11, p. 156)
montrent en particulier que |E|=0 entraine alors |F(E)|=0.
En vue des considérations ultérieures nous allons prouver davan-
tage, 4 savoir que |E|=0 implique |F(E)| =0 déja dans I’hypo-
thése qu'un des quatre dérivés de Dini de la fonction F (x) est
fini dans tout point de E.

Lemme. CEfant donnée une fonction finie F(x) qui satisfait
partout dans un ensemble E & linégalité | Fr(x)| < M, on a
|F(E)| <M |E|.

Démonstration. Soient a et & les bornes de E,I=a,b] et
E, pour n=1,2, ..., Pensemble des points x de E tels que

F(x')— F(x)

6.1) 0<x—x< 1 entraine
n X' —x

<M pour tout x'.

Les suites {E.} et {F (E.)} sont donc monotones non décrois-
santes et on a E= D E, et F (E) = 2 F (Er), d’ou évidemment
|F(E)| = lim | F (Ey)|.

Fixons pour Dinstant d'une facon arbitraire la valeur de

Pindice n et considérons un ensemble ouvert G, tel que E, C Ga
et que

6.2 [G,,j<|E,,|+%.
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Comme on a par hypothése | F(x)| < M pour tout x ¢ E, on
peut faire correspondre a chaque point x € E,, pour tout >0,
un point & € G, assujetti aux conditions

0<£——x'<§1; et |FE)—Fx)| <M E—x)<Me.

Le nombre = étant aussi petit que 'on veut, la derniére for-
mule permet d’obtenir par 'application du th. de Vitali (Chap. II,
§ 7, th. 14) & l'ensemble F(E,) une suite finie dintervalles
(%4, &1L, [Xas Es]y +ovy [m, €] satisfaisant pour tout £=1,2,..,m aux
conditions:

(5.3) L5, 8] C Gns
(54) xp € E, et 0<&k—xk<$,
(5.5) [FE)=Fn gy

. Er — Xn

(5.6) les intervalles [F (xz), F (8)]11Y) sont deux a @eux disjoints,

(6.7 | F(En)| < Z[F(xk)a F(Ek)]\'l“"}{'

k=1

‘Désignons & présent pour tout couple i,j de valeurs de & par
A (i,j) la longueur du plus grand des intervalles [x; &) et [x5, 8]
et par p(j,j) la distance entre les intervalles [F (x,-z,. F(&)] et
[F(xj), F(c))]. Nous allons montrer que pour tout couple d er{fer:wal{es
[xi 8] et [x;, &) qui admettent des points communs on a Vinégalité

(5.8) p (L) <2M 2 ).

En effet, knous pouvons admettre grice & (5.6) que ce soit
[F(x), F(z)] qui précéde [F(x;), F(g))], done que

(5.9) F(x) < F (&)

D’autre part, les intervalles [x; &] et [x;, ¢;] ayant par hypo-
thése des points communs, on a x;<¢;, d’oll en vertu de (5.4)

1y en désignant ici de la sorte les intervalles aux extrémités F (x;) et
F (t,), sans que cette notation entraine F (x5) < F (&) (bien que X, <&, pour
tout k=1,2,..,m).
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0<g—x <2k j)<nl Il en résulte selon (5.9) et (5.1) que

0 < F(e) — F(x) < M- (g — %) < 2 M:) (5, j), d'ot U'inégalité (5.8)

en question.

Ceci établi, désignons par /; le plus long des intervalles
[xz, 2] ot k=1,2,..,m et pour tout p>1 par /, le plus long
des intervalles [x:, £] qui n’empiétent sur aucun des intervalles
L, 1, ..., I—s. La suite {{;} ot p=1,2,..,9 < m est donc extraite
de la suite {[xs 2s]} ot k=1,2,..,m de fagon que chaque
intervalle [x;, ¢] empidte au moins sur un J, tel qu'il ne le dépasse
pas de longueur. ! ' - ‘

Or, soit R, la somme des intervalles [F (%), F(&.)] correspondant
aux intervalles [x; &] qui empidtent sur /, sans le dépasser de
longueur. On a alors d’aprés (5.7)

: q
FEN <D R+
p=1 i

D’autre part, on déduit sans peine de (5.8) et (5.5) que le
diamatre de R,, donc & plus forte raison sa mesure, ne dépasse
pas le nombre 7 M-|/,|. On en conclut selon (5.3) et (5.2) en
vertu de l'inégalité précédente que

q
|F(En)[<7M-Z]l,,{+%<7M-1GJ—I——};<7M-IE”]+
p=1

Nous avons établi cette relation pour une valeur arbitraire
de n. L'inégalité & démontrer en résulte par le passage 2 la limite
avec 1 — oo, ‘ D

Théoréeme 8. Toute fonction finie qui admet & peu prés partout
dans un ensemble E un dérivé de Dini fini, remplit sur cet ensemble
la condition (N) de Lusin. ’ .

Démonstration. - Soit, en effet, H (CE un ensemble de mesure
nulle. Pour tout 7 naturel désignons respectivement [par Ay By, Gy
et D. les ensembles des points x e A ol les nombres |F+(x) l,
|F(x)|, [F*(x)| et |F(x)| sont respectivement inférieurs i .
En vertu du lemme qui précéde on a par conséquent |F(A,)| << 7n:|4,].
Comme on a par hypothése |H|=0, donc & plus forte raison
| An| =0, il vient | F(A,)| =0 et d’'une facon tout & fait analogue

|F(Bx)| = |F(C)] = | F(D)| = 0. Or, H=3(Au+ButCat D) + 4,

TM+1
n

§ 6] ~ "Condition (7)) de Banach, 177

ot 4 est par hypothése un ensemble au plus dénombrable, Par
congéquent | F(H)| =0, c. q. f. d.

Une autre conséquence directe du lemme, p. 174, est le théoréme: siun
des quatre dérivés de Dini d'une fonction F(x) s'annule o pen Prés partout dans
un ensemble E, on a |F(F)|=0.

~ Pour leg fonctions F (x) continues ou, plus généralement, continues au
gens de Darboux (¢. & d. prenant dans chaque intervalle [a,b] toutes les
valeurs intermédiaires entre F(a) et F(0)) on en déduit aussitot le théorédme
suivant: si parmi les quatre nombres dérivés de Dini d'une fonction F (x) con-
tinue an sens de Darboux il y a d peu prés partout dans un intervalle I au
moins un qui s'annule en ce point, F{x) est dans I une constante.

En soumettant, pour les fonctions continues au sens ordinaire, I'hypo-
thése de ce théoréme & la restriction que ce soit un des nombres dérivés de
Dini d'un edté fixe qui s'annule & peu prés partout dans J, ce théoréme est
contenu dans celui de Bcheeffer (cf. Chap. VUL § 9). Formulé en toute
généralité, il en est, par contre, indépendant.

Notons enfin que le th. 3, p. 171 permet d’améliorer I'évaluation donnée
par le lemme, p. 174, en y remplagant 7M par M. Nous pouvons méme aller
un peu plus loin et généraliser le th. 7 du Chap. VIII, § 11, comme il suit:

si un des quatre dérivés de Dini d'une fonction F(x), p. ex. F Jr'(x), est partout
fini dans un ensemble mesurable E, on a | F (E)| < f | F ) | dx.
E

*Condition (7)) de Banach.

§ 6. On dit qu'une fonction F(x) remplit la condition (T,)
dans un intervalle, lorsqu’elle y prend presque chacune de ses va-
leurs seulement un nombre fini des fois. Cette condition, intro-
duite par M. S. Banach [3], équivaat, comme nous allons voir,
a une propriété différentielle des fonctions continues.

. Lemme. Si une fonction continue F (x) n'admet nullepart dans
un ensemble E une dérivée déterminée (finie ouw infinie) et si, en
outre, aucun point x ¢ E west un point d'accumulation de I'ensemble
E][F (&) = F (x)] correspondant & x, alors on a |F(E)|=|E|=0.

Démonstration. Pour tout x ¢ E il existe en vertu de I’hypo-
thése un 1> 0 tel que Vexpression F (§) — F(x) ol [ — x| <% ne
change pas de signe tant que & reste situé d’un méme c6té de x,
ét change de signe, ¢ passant d’un’ coté de x A lautre, excepté
le cas ol F(x) atteint dans x un maximum ou un minimum,
¢. & d. excepté un ensemble au plus dénombrable de valeurs de x
(voir th. 1, p. 167). ‘ :

Par conséquent, 4 peu prés partout dans E tous les quatre

§. Baks, Théorie do l’iul(xgrnla: 12
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dérivés de Dini sont d'un méme signe. En désignant donc par 4
Pensemble des points de £ ol ils sont non négatifs, par B I’en-
semble de ceux ol ils sont non positifs et par D I'ensemble, au
plus dénombrable, ot il y a une différence de signes, on obtient
la décomposition E=A + B+ D.

Or, F(x) n’admettant par hypothése de dérivée déterminée
dans aucun point x € E, on a Pinégalité F(x) > f(x) > 0, donc
F (x) 7= o, pour tout x € A. Par conséquent, en vertu du th. 5,
p. 172, on a [A|=0, ce qui implique en vertu du th. 8, p. 176,
F (x) étant fini pour tout x ¢ 4, que |F(4)|=|A|=0. On montre
d’une fagon analogue que |F (B)|=!B|=0. Enfin, 'ensemble D
étant au plus dénombrable, on a évidemment |F(D)| = |D|= 0.

La démonstration s’achéve par 'addition des ces trois égalités
membre 4 membre. ‘

Théoréme 9. Pour gu'une fonction F (x) continue dans un
intervalle I remplisse la condition (T,) dans cet intervalle, il faut
et il suffit que l'ensemble des wvaleurs que la fonction F (x) prend
aux points oi elle wadmet pas de dérivée (finie ni infinie) soit de
mesure nulle,

Démonstration. En désignant par ¥ Pensemble des valeurs
de la fonction F(x) quelle prend une infinité de fois et par E
celul des points ol elle n’admet pas de dérivée, il s’agit de prou-
ver 'équivalence des égalités | Y| =0 et |F(E)|=0.

Montrons d’abord que | Y| =0 entraine |F(E)|=0. Soit X
Pensemble de tous les points x e/ tels que F(x)e Y. Par consé-
quent F(X) =Y, d’ou |F(X)|=0. - ' ,

D’autre part pour tout xe E— X Densemble ]é} [F (&) = F (%))

est fini, donc n’admettant guére de points d’accumulation. Il en
résulte en vertu du lemme qui précéde que |F (E— X) | =0, don
finalement | F(E)| <|F(X)|+ |F(E— X)| =0.

Montrons a son tour que | F (E)| = 0 entraine | ¥| = 0. Soit A
l'ensemble des points £e/ tels que F'(§)=0. Pour tout point
yeY—F(E) I’ensemble %[F (6) = y] est infini et, par suite de la

continuité de F(x), fermé. D’autre part F(x) admet une dérivée
dans chaque point de cet ensemble et pour tout point ¢ qui en
est un point d’accumulation on a F'(§) =0, de sorte que & € H,
d'ott y = F(§) e F(H). Il est ainsi établi que ¥ — F(F) C F#H).
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Or, on a en vertu da th. 7, Chap. VIII, § 11, |F (H)|=0,
donc a plus forte raison |Y — F(E)|=0. Mais alors |F(E)|=0
entraine | Y| =0, c. q. f. d. .

Théoréme 10. Toute fonction F (x) continue et & wariation
bornée dans un intervalle I =[a, b] remplit la condition (T,) dans I.

Démonstration. E désignant l'ensemble des points xe/ ol la
fonction F(x) n'admet pas de dérivée déterminée, il suffit, confor-
mément au th. 9, de montrer que |F(E)|=0.

Désignons 4 ce but par /, la longueur de la ,courbe* y = F(x)
dans l'intervalle / (ou, pour conserver strictement la terminologie
du Chap. III, § 8, p. 57, celle de la courbe x =t, y = F(t) dans I).
A cause de la continuité de F(x), la longueur de l'arc de cette
courbe correspondant a lintervalle [a, x] prend, en augmentant,
toutes les valeurs de l'intervalle [0,/,], & mesure que x varie dans /
de a & b. Soit d'une facon générale x (/) ot 0 <[/, la valeur.
de x a laquelle correspond ainsi I'arc de longueur / et posons
y({@)=F(x()). Les fonctions x =x() et y=y () déterminent
donc une courbe dont le parameétre / coincide avec la longueur de
I'arc correspondant. En vertu du th. 10, Chap. III, § 8, on a donc

6.1) OP+DOP=1 presque partout dans [0, L].

On apercgoit aussitot que, toutes les fois que pour une valeur
de [ les deux dérivées x'(/) et y'(/) existent et ne s’annulent pas
simultanément, la fonction F (x) admet la dérivée déterminée
(finie ou infinie) dans le point correspondant x = x (!) et que 1’on

! l .
a alors F'(x) = F'[x (})] =2%- En désignant donc par /7 I’ensemble
X
des valeurs du paramétre ! pour lesquelles les dérivées x'(/) et
y'()) soit n’existent guére, soit existent, mais sont nulles simul-
tanément, on a £ x (H) et

(6.2) - FEYCyH).

Or, en vertu de (6.1) on a | H|=0,d’ol & plus forte raison, le
paramétre [ désignant la longueur d’un are, |y (f)|=0 et par
conséquent, selon (6.2), |F(E)|=0, c. q. . d.

Pour une démonstration plus directe du th. 10 voir S. Banach [4]

T et G Vitali [5).

L’hypothése que la fonction F (x) est continue n’est pas essentielle dans
ce théordme et peut é&tre supprimée facilement. En outre, on peut montrer
aisément que ['ensemble des waleurs qu'une fonction (VBG*), continue ou non,
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prend dans les points oi elle n'admet pas de dérivée déterminée est toujours de
mesure nulle (ef. 8. Saks [2]). Il en résulte en vertu du th. 9, p. 178, que
toute fonction (VBG*) continue remplit la condition (T;) et I'exemple suivant
montre que cette fois I'hypothése de la continuité est déja essentielle:
F(x)=sinx—?, F(0)=0 est une fonction (VBG*) ne remplissant pas la con-
dition (7).

Par contre, les fonctions (VBG) méme continues, pas plus que les fon-
ctions (ACG), peuvent ne pas satisfaire a la condition (7)). En effet, F(x)
étant la fonction (ACG) nou dérivable dans un ensemble de mesure positive,
qui a été envisagée au Chap. VIII, § 10, p. 153, il est facile de voir que la
fonetion F (x)-}x ne remplit pas la condition (7;) dans Pintervalle [0,1].

Enfin, on peut remarquer que le th. 10 peut &tre généralisé et complété
comme il suit: pour quune fonction continue remplisse la condition (Ty), il
faut et il suffit qu'elle soit de la forme G [F (x)] ot G (x) est une fonction monotone
et absolument continue et F(x) est une fonction d variation bornée. Ce régultat
est dit 4 M-lle N. Bary [2, p. 633]. On en peut aussi déduire aisément la né-
cessité de la condition du th. 9.

*Condition (7,) de Banach.

§ 7. Sans remplir toujours la condition (T7}), les fonctions
(VBG) continues satisfont toutefois & une condition un peu plus
générale, introduite également par M. S. Banach [3] et nommée
par lui condition (T).

' Une fonction F(x) remplit notamment la condition (7,) dans
un intervalle /, lorsqu’elle y prend presque chacune de ses valeurs
tout au plus une infinité dénombrable des fois.

Théoréme 11. Toute fonction continue F (x) qui est (VBG)
dans un intervalle I=[a, b] remplit la condition (T,) dans cet in-
tervalle.

Démonstration. En effet, on a alors une décomposition de [
en ensembles fermés [ = D) E, tels que F (x) est une fonction (VB)
n

sur tout E,. Soit, pour n=1, 2, ..., Fu(x) une fonction égale & F (x)
pour tout x e E, et linéaire dans les intervalles contigus a E,.
Ainsi définies, les fonctions F.,(x) sont & variation bornée sur
Pintervalle [ tout entier et, en vertu du th. 10, chacune des équa-
tions Fn(x) =y n’admet pour presque toute valeur de y qu’un
nombre fini des racines. L’équation F(x) =y n’admet done pour
presque toute valeur de y que, au plus, une infinité dénombrable
des racines et la condition (7)) se trouve ainsi remplie.

Il est 4 remarquer que, tout comme dans le th. 10, Y'hypothése de la
continuité de F(x) peut &tre facilement supprimée aussi dans le th. 11,
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Théoréme 12. Etant donnée une fonction continue F (x) rem-
plissant la condition (T,) dans un intervalle [ = |[a, b], l'ensemble 4
des points ol la dérivée F'(x) (finie ou infinie) existe est non dé-
nombrable et en posant

P=E[red Fl(x)>0] et N=E[xed;F(x) <0,

on a la relation
(7.1) —|[FINMIKF@)—F@<|F(P).

Démonstration. On peut admettre évidemment que-
(7.2) F(a) <-F (),

le passage a lautre cas s'opérant par le changement du signe
de la fonction F (x).

Soit ¥ Pensemble des valeurs de F(x) que cette fonction
prend tout au plus une infinité dénombrable de fois. Nous allons
montrer d’abord qu’on peut faire correspondre & tout point ye Y
un point x, € [ assujetti aux conditions:

(7.3) F(xy) =y,

(1.4) F (%) >0,

(1.5) Xy est un point isolé de l'ensemble E, = E [F(§) =y].
3

En effet, il est évident que dans le cas oll E, se réduit & un
seul point, ce dernier remplit les conditions (7.3) et (7.5); en
vertu de (7.2) il remplit aussi la condition (7.4). On n’a par
conséquent qu’a le désigner par x,.

Considérons donc le cas opposé, ot pour un y € ¥ I’ensemble
E, contient plus d’un point. Or, la fonction F(x) étant par hy-
pothése continue, ’ensemble E, est 4 la fois fermé et au plus
dénombrable. Comme tel, il contient un couple de points isolés
o, B entre lesquels n’est situé aucun de ses points.

‘C'est évident, lorsque l'ensemble E, est fini. Lorsqu’il est infini, 1'en-
semble E’, de ses points d’'accumulation est lui-méme fermé, non vide et
au plus dénombrable; par conséquent il contient un point isolé x,. Ainsi, il

n’existe 4 proximité de x, que des poin?:s de Ey—E’y isolés. 1l suffit donec de
choisir parmi ces derniers comme « et B deux points consécutifs quelconques.

Par conséquent, dans un au moins des points « et § la dé-
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rivée supérieure de F (x) n’est pas négative. C’est ce point qui
sera choisi comme X,. On constate aussitét que les conditions
(71.8), (7.4) et (7.5) se trouvent alors veérifiées. ’

Ceci établi, désignons par X I’ensemble de tous les points x, qui
viennent ainsi correspondre aux points y € V. Il vient en vertu de
(7.4) et (7.5) et du lemme, p. 177, |F(X—=P)|=[F(X—4)| =0,
donc par définition de Pensemble X et selon la condition (7.3),
|Y|=|F(X)|=|F(X-P)|<|F(P)|. Comme la condition (7,)
entraine |F()|=1]Y|, on en obtient selon (7.2) DPinégalité

—|F(N)| KO F()~ F(a) < |FW)|=|F(P)|, c. & d. Pinégalité
(7.2).

Cette relation étant évidemment vraie a4 la fois pour tout
sous-intervalle [«,f] de /, un au moins des ensembles F (V) et
F(P) est de mesure non nulle, & moins que la fonction F (x) soit
une constante. Par conséquent, l'ensemble Ad=N+ P est non
dénombrable, ce qui achéve la démonstration.

Théoréme 13. Pour qu'une fonction continue F (x) remplissant
la condition (T,) dans un intervalle V) I=[a, b], soit monotone non
décroissante dans I, il faut et il sufth que l'on ait F'(x) > 0 & pea
prés partout oir F'(x) existe.

Démonstration. La nécessité de la condition & démontrer
est évidente et la suffisance en résulte immédiatement de
Pinégalité 0 < F (x,) — F (x,), qui, lorsque la condition est remplie,
se présente en vertu du th. 12 pour tout couple de points Xy, X,
de / ot x; < .x,.

*Fonctions rémplissaht la cdndition (N).

§ 8. Tous les théorémes sur les fonctions qui remplissent
la condition (7,) de Banach sont vrais en particulier pour les
fonctions qui remplissent la condition (N) de Lusin et se lais-
sent méme pour ces derniéres préciser davantage. Nous allons
voir notamment que pour les fonctions continues (et.méme me-
surables) la condition (V) entraine la condition (7).

Lemme 1. Etant donnée une fonction F (x). continue dans un
intervalle I, tout ensemble fermé E (I contient un ensemble mesu-

D) donc, en particulier d'aprés le th. 11, une fonction (VBG). Pour
fonctions 2 variation bornée le th, 13 est aussi une congéquence des théore-
mes de J.Ch. dela Vallée-Poussin [[, p. 93].
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rable A dans lequel chaque wvaleur ye F(E) est prise par la fon-
ction F(x) exactement une fois.

Démonstration. - Faisons correspondre i tout ye F(E) la
borne inférieure £, de ’ensemble E [F(x)=y;xeE] et désignons

par A l’ensemble de tous les pomts gy qui viennent ainsi corres-
pondre aux valeurs ye F(E). L'ensemble E étant fermé, on a
évidemment A (C E et F(x) ne prend dans A chacune des valeurs
y € F(E) quune seule fois.

Afin  d’établir la mesurabilité de A, désignons pour tout
n=1,2,.. par E, lensemble des points x ¢/ tels que £ contient
au moins un point & assujetti aux conditions F(x)=F(§) et

x—t> -t Il vient A=E—2 E, ot E est fermé par hypo-
n==1 t .

thése et chaque E, lest par suite de la continuité de F(x).. L'en-
semble A est donc mesurable, c. q. f. d.

Lemme 2. FEtant donnée une fonction F(x) continue et rem-
plissant la condition (N') dans un intervalle I, tout ensemble mesurable
E (I contient un ensemble mesurable A tel que |F(E)— —F(A)|=0
et que la fonction F(x) prend dans A chacune de ses valeurs tout
au plus une infinité dénombrable de fois. o

Demonstratton Comme ensemble mesurable, E se lalsse re-
présenter dans la forme -

8.1) E=ZvEn+H

ol {E,} est une suite d’ensembles fermes et |[H|=0. En vertu
du lemme 1, chaque E, contient donc un ensemble mesurable’ Aq
dans lequel F(x) prend toute valeur ye F (En) exactement une

fois. ' En posant A ZA,,, chaque valeur yeF(E) est ev1dem-

ment prise par F (x) dans A tout au: plus une mfxmte denombrable
de fois.

D’autre part,” on a F(E,) —.F (A,z) pour n=1,2,. . d’ol1, en
vertu de (8.1), F(E)— F (A) C F(H) et, la condition (N) entra1—
nantlF(H)]-—O 11V1ent|F(E) F(A)]—-O c. q. £ d '

Théoréme 14 (de Banach). Toute fonctzon F(x) contznue et
remplissant la condition (N) dans un intervalle I remplit aussi la
condition (T,) dans I. : cel
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Démonstration. Désignons d’une fagon générale pour tout
ensemble mesurable £ (_ / par Eq tout sous-ensemble mesurable 4
de E tel que |F(E)—F(A)|=0 et dans lequel chaque valeur
yeF(E) n’est prise par la fonction F(x) que tout au plus une
infinité dénombrable de fois.

En vertu du lemme 2 tout ensemble mesurable £ (C / con-
tient des ensembles Ea: soit 1. (E) la borne supérieure de leurs
mesures. Considérons en particulier une suite {/,} d’ensembles /;

tels que lim | H,| = p. (I). Posons H = > H, et soit P-un ensemble

(/— H)a. On voit aisément que | P| = 0, d’oit en vertu de la condition
(N) T'égalité | F(P)| = 0. Par conséquent | F(/ — H)| = |F(P)| =0,
de sorte que presque toute valeur y ¢ F (/) n’est admise par F(x)
que sur Pensemble /, donc au plus une infinité dénombrable de
fois, e. q. £. d.

La démonstration qui précéde ne diffire que légérement de celle de
M.Banach [3]. Une autre démonstration, basée sur les propriétés des en-
sembles analytigues a été donnée par M-lle N. Bary [2, p. 195].

Grace au théoréme de Lusin (Chap. II, § 12, th. 25), le th., 14 se laisse

étendre facilement aux fonctions mesurables quelconques. L’hypothése de la
mesurabilité de F(x) est essentielle. '

Théoréme 15. Pour qu'une fonction continue F (x) soit abso-
lument continue dans un intervalle I, il faut et il suffit qu'elle
y remplisse simultanément la condition (N) et la condition

(8.2) f Fi(x) dx < + oo,

P

P désignant lensemble des points oir la fonction F(x) admet une
dérivée déterminée, finie et non négative.

Démonstration. Les conditions sont évidemment néces-

saires (cf. Chap. VIII, § 10, th. 5). Afin de prouver qu’elles

sont suftisantes, posons E=E [F'(x) =+ o0].
X

Or, on a en vertu du corollaire p. 172, |E | =0, d’ou, par
suite de la condition (N), |F(E)|=0. Il en résulte selon le th.
12, p. 181, et le th. 7, Chap. VIII, § 11, pour tout /= [o, B]1 C 1,

F@) ~F(@) <|F(PI+E)|=|F(P-I)| < [ F(x)dx. Par consé-
Pr

quent, en posant G (x) = F'(x) pour xe]5 et G(x)=0 partout
ailleurs, on a pour tout sous-intervalle [o, B] de I, Plinégalité
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B )
F (p) — F(a) < / G (x) dx. On en conclut, la fonction G (x) étant

%
d’aprés (8,2) sommable sur /,, que la variation supérieure de F (x)
est finie dans cet intervalle, de sorte que la fonction F(x) est
4 variation bornée dans /. Comme elle remplit par hypothése
la condition (), elle y est done, en vertu du th. 8, Chap. VIII,
§ 11, absolument continue, c. q. f. d. .

Corollaire. Toute fonction qui remplit la condition (N) est
dérivable dans un ensemble de mesure positive.

Ce résultat remarquable est dd & M. S. Banach [3]. Quant au th. 15,
il a 6té démontré (dans une forme un peu moins générale) par M-lle N. ‘B ary
1; 2, p. 199]. 1l en résulte en particulier que toute fonction F (x) continie, as-
sujettie & la condition (N) et dont la dérivée est non négative en presque tout point
oit F(x) est dérivable, est monotone non décroissqntg. Cette proposition ren-
ferme une généralisation essentielle du th. 6, Chap. VI, § 10. ] ’

Le th. 15 peut, en outre, 8tre généralisé davantage. Siune fonction con-
tinue F(x) remplit la condition (N) et la fonction g(x), égale a F'(x) d:?ns les
points oit F(x) est dérivable et & O partont ailleurs, admel une foncti:’)r% r.najotante
(au sens de Pexron), alors la fonction F(x) est une intégrale indéfinie ) ou -
— ce qui est, comme nous verrons au Chap. X, tout 3 fait équivalent — elle est
une fonction (ACG*). Cf. & ce sujet 8. Saks [2]. :

Condition (D).

§ 9. Nous allons établir & présent un théoréme concernant
les dérivés approximatifs extrémes, analogue au th. 8,. p. 176.
Cependant I'idée de sa démonstration est tout a fait dlfferenfe
de celle du th. 8 et il est plus commode de le fqrmuler d’emblée
dans une forme un peu plus générale. .

Etant donnés deux nombres positifs: N et e <1 nous dirons
quune fonction F (x) remplit dans un point x, la condition (Dyy),
lorsqu’il existe des nombres 2> 0 aussi petits que lon veut et
tels que la différence entre la mesure extérieure de I’ensemble
E[F (x) — F (%) > — N (x— %,); 0 < X —x, < #] et celle de 'ensemble
X

E[F(x) —EF(xo) >N (x—x,); 0 x— %, < A] dépasse en valeur ab-
X ) } .

solue le nombre fe. .

Si, pour un x, donné, il existe un couple de nombres posi-
tifs N et ¢ tels que la fonction F (x) remplisse dans. x, la con-
dition (D), nous dirons tout court que F(x) remplit dans x, la
condition (D).
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Pour des fonctions mesurables la condition (D) peut étre formulée d'une
fagon un peu plus simple: une fonction mesurable F(x) remplit dans un point x,
la condition (D), lorsqu'il existe un nombre fini N tel que x, soit {un point de
densité supérieure positive de Uensemble E [| F (x) — F (x5) | < N+ (x — xg); X > x)

X

Il est facile de voir que ‘

(9.1)  Si Fh(x,) = oo, la fonction F(x) remplit dans x, la con-
dition (D). , )

En effet, en posant N=| F,(x,) | + 1, la définition des dérivés
approximatifs montre (cf. Chap. VIII, § 8, p. 144, et § 4, p. 146)
que le point X, est & la fois un point de dispersion de l’ensemble
?[F(x)—F(xQ;; N (x—x,); x> x,] et un point de densité exté-

En désignant cette derniére par 8, la fonction F (x) remplit dans
le point x, la condition (Dy,) pour tout ¢ tel que 0 < e < ¢; elle
remplit donc la condition (D) dans ce point.

Lemme. Si pour un N et un e <1 positifs la fonction F(x)
. remplit la condition (Dy.) partout dans. un ensemble E, on a

|F(E)| <2 Nt E|. :
Démonstration. Nous allons montrer d’abord que 'on a

(9.2) [I|>2"te N=1-|F(E-I)| pour tout intervalle L= [a; H]

Posons pour tout y

©0-3) FO)=E[F(®) >y xe ).

La fonction /" (y) ainsi. définie est non croissante et bornée
sur toute la droite [— oo, -+ oo]; on a notamment :

08 0TI, quel que soit y.

Etant donné un point arbitraire y, de F (E-I)'distinct de F ()
et dans lequel la fonction I"(y) est dérivable, considérons un
point x, € £/ tel que F (%) =y, On a donc évidemment X, = b,

Ceci posé, soient pour abréger k

A(h,k)=};?_}[F(x)>y0+k'(x——xo); 0 < x— x, < A
et ' : ‘ »
BUyR)=E[F () >y +kl 0< 5— 5, < H].
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Pour tout sous-intervalle [x,, x, 4 /4] de / on a alors la rela-
tion B (h, N) A, N)C A(h,— N)(C B(h,— N), doir on tire
aisément en vertu de l’égalité (9.3) I (y, — NA)— I'(y, + Nk) =
= [E[F(9) >3~ Nis xell| = [BIF() > 3o+ Nis xel]] >

X

> |B(h,— N)| —|B (b, N)| > |A (h,— N)| — | A (b, N)|. O%; F(x)
remplissant par hypothése la condition (Dy,) dans x, il existe
des valeurs # >0 telles que |A (4, — N)|~— | A (&, N)| > ke, donc
que T (o — Nb) =T (v, + Nh) > he, et qui peuvent 8tre faites
aussi petites que l'on veut. On a par conséquent I'évaluation
I(yy) < — 27t N-'e pour tout point y,z= F(b) de F(E: 1) dans
lequel /" (y) est dérivable, donc pour presque tout point y, de
F(E-I). En vertu de (9.4) et du lemme 1, Chap. III, § 3, on en
tire pour tout n : o
[ =M (m)y—T(—n)

=2 IN-te |E[ye F(ED); —n<Ly <.
y

L'inégalité (9.2) en résulte par le passage 4 la limite avec 7 — 4 co.

Ceci établi, soit pour un 0 >0 arbitraire {/;} une suite d’inter-
valles couvrant E et tels que |E|+4 1 ,>/,]§_," [Z:|. En vertu de (9. 2)‘

on a alors | E|-+ 7> 27! N”le%' |F(E )| > 9—1 N-1 s‘-‘lrF(E)|,' ce
qui entraine aussitdt l'inégalité a démontrer.

Théoréme 16. Toute fonction F(x) qui remplit la condition
(D) & peu prés partout dans un ensemble E, satisfait sur Edla
condition (N). '

‘Démonstration. Soient, en effet, /7 un sous-ensemble guel-
conque‘ de E tel que | H|=0 et, pour tout n naturel, /7, I'ensemble
des points de A dans lesquels F(x) remplit la condition (Dnn-).

On a par hypothése H=23 H,+ D ott D est un ensemble tout
n

au plus dénombrable. En vertu du lemme précédent on a
|F(Hy)| < 2n*|Hy| =0 quel que soit n, donc, 'ensemble FD) -
étant au plus dénombrable, | F ()| =0, de sorte que F(x) rem-
plit la condition (NV); c. q. £. d. - ' -

"I en résulte en vertu de (9.1), p. 186, le

" Théoréme 17. Si a peu prés partout dans un ensem_ble’ E un
au moins des dérivés approximatifs extrémes d'une fonction F (x)
est fini, la fonction F(x) remplit la condition (N) sur E.
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Critéres sur les classes (VBG*) et (ACG¥).

§ 10. On doit & M. A. Denjoy [6] les critéres permettant
de distinguer certaines classes de fonctions & variatien bornée
et absolument continues généralisées. Ces critéres constituent Ja
base d’une étude plus précise des relations entre les intégrales
de Denjoy et la fonction primitive (voir plus loin, Chap. X, § 3).

Nous avens vu (cf. Chap. VI, § 1, p. 126) que la dérivabilité
d'une fonction, méme dans un intervalle entier, n’en entraine
point la continuité absolue. Néanmoins, les théordmes qui vont
suivre montrent que déja les hypothéses bien plus faibles que
la dérivabilité entrainent la continunité absolue généralisée.

Théoréme 18, Toute fonction F(x) qzzi‘satlsfalt & peir prés
partout dans un ensemble & une des inégalités

F(x)<+oo ou f(x)<~—c>o

est une fonction (VBG*) sur cet ensemble.
Démonstration, 11 suffit de montrer que l'ensemble E de

tous les x ol on a p. ex. F (x) <+ oo est somme d’une infinité
dénombrable d’ensembles tels que F (x) soit une fonction (VB*)
sur chacun d'eux.

Soit pour tout 7 naturel £, I’ensemble des points x ¢ E tels
que, quel que soit X/,

(10.1) lx'—x|‘<~l entraine [i—(ﬂ-——f—(—x—)'\{n.
n X —x

‘Désignons en outre pour tout entier i par E, la partie de

E, située sur Pintervalle [i; i+ 1] et par ap, b, respectivement
n o on ‘

les bornes inférieures et supérieures des £/ non vides. On a évi-
demment E= Y E, =Y 3 E}.
n=1 n=1 i=—oo

Or, posons F,(x)=F(x)—nx. Pour tout point xe¢ E, et
- pour, tout point X' satisfaisant A la premisre des inégalités (10.1)
Fr (%) — Fp (x)

X' —x
étant .donné'un couple quelconque X, x, (ol X' < X,) de points
de E,, on obtient

on a donc selon la seconde < 0. En particulier,
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(10.2) Fu(@n) 2 Fu (%)) > Fa (%) > F (ba)

ot pour tout x' tel que x; < X' < X, on aura F (%) > Fy (%) > Fy (%,).
Cette derniére relation implique que Ion a pour tout i.ntervalle
I = [, 8] dont les extrémités appartiennent i I’ensemble E, I'égalité
© (Fp3 I) = Fu(e) — Fu(B), d’oty, en vertu de (10.2), pour toute suite
finie {/;=[o, 8;]} de tels intervalles (n’empiétant pas I'un sur T'autre)
o (Fy i) = 2 [Fu(®) — Fu@)] < Fa (a9) — Fn (b;). La fonction
i J .
F, (x), donc aussi la fonction F (x) = Fu (x)+ nx, est par consé-
quent (VB¥) sur Ej, c. q. f. d.

Théoréme 19. Si une fonction F(x) satisfait & pew prés
partout dans un ensemble E au moins & une des conditions

— o< FH(x) < FHx) <4 oo on — oo <F (%) < F(x)<+oco,

Pensemble E est somme tout auw plus d’une infinité de’rzombr’able
d’ensembles tels que F (x) est une fonction (AC*) sur chacun deux.

Par conséquent, si la fonction F(x) est en outre continue sur
E, elle est une fonction (ACG¥) sur E.

Démonstration. 11 suffit de montrer que si dins tout peint
% d’un ensemble A les denx dérivés extrémes droits FT(x) et _1_’+(x)

sont finis, A se laisse décomposer en une infinité tou_t au plus
dénombrable d’ensembles tels que F (x) soit une fonction (AC*)
sur chacun d’eux.

Soit pour tout n naturel A, I’ensemble des pqintsx €A tels
que, quel que soit X',

10.8) 0 < x' —x < ' entraine |F(x)—Fx)|[<n (%' —%)

et désignons pour tout entier i par Al la partie communidifn et
de Pintervalle [i: ij——l—] On a évidemment A =3 4, =2 2 An.
: n

n n=1 n=1 [=—oa

Or, [ =[x,, X,] étant un intervalle quelconque aux extrémitéls‘
contenues dans A, on a pour tout x' €/ Pinégalité 0 < X' — %, <17,
ol en vertu de (10.8) |F () — F(xy)| < n-(x'—x) <n|l], et
par conséquent o (F /) < 2n:|I|. Pour toute suite finie {/j} de
tels intervalles on obtient donc .,;; o (FH<2 ’1%‘ |];] et comme

=
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n est fixe pour chacun des ensembles {A,f}, la derniére inégalité
prouve que F (x) est une fonction (AC*) sur chacun d’eux, c. q. f. d.

Le th. 19 montre en particulier que foute fonction continue
qui est dérivable, méme seulement d'un coté, & peu prés partout
dans un intervalle, est une fonction (ACG*) sur cet intervalle.

*§ 11. Le critére énoncé dans le th. 19 peut &tre complété
4 Paide du th. 8 comme il suit.

Théoréme 20. Toute fonction F(x) qui est continue sur un
ensemble fermé E et qui admet & peu prés partout dans cet ensemble
soit deux dérivés associés de Dini finis, soit une des dérivées ex-
trémes bilatérales F (x) ou F (x) finie, est une fonction (ACG*) sur E.

Démonstration, En effet, d'aprés les th. 18 et 19, F (%) est
alors une fonction (VBG*) sur E et en vertu du th. 8, p. 176,

elle remplit la condition (N) sur cet ensemble. Selon le th. 15,
Chap. VIII, § 16, elle est donc une fonction (ACG*) sur E.

Critéres sur les classes (VBG) et (ACQG).

§ 12. Nous allons établir 3 présent pour les fonctions (VBGY.
des conditions analogues a celles qui précédent.

Théoréme 21. Toute fonction F (x) qui Satisfalt a peu prés
partout dans un ensemble E & une quelconque des conditions

Fr(x) <4 oo, FH (%) > — oo,

(12.1) N -
. F(x) <+ oo, F7(%) > — oo,
(12.2) Fap(x) <+ o0, Fap(%) > — o0,

est une fonction (VBG) sur E. :

Démonstration. Nous allons nous borner au cas de la pre-
miére des conditions (12.1) ‘et & celui de la premidre des condi-
tions (12.2), les autres cas de (12. 1) et (12.2) étant analogues
a ces deux cas typiques. Par conséquent, il suffit de prouver que cha-
cun des ensembles 4 = E} [Ftx) <+ o] et B=E [Fap(x) <+ o9]

. X
se laisse décomposer en une infinité dénombrable d’ensembles tels
que F(x) soit une fonction A variation bornée sur chacun d’eux.

Considérons d’abord ’ensemble A. Etant donné un 7 naturel

et
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quelconque, désignons par A, 'ensemble de tous les points x ¢ A
tels que pour tout X' ‘ .

(12.8) 0 < x? —x .t entraine F(x') — F(x) <n (5 — x)

et par Ay, pour tout entiervi, la partie commune de Aj et de Pin-
[i I+ 1

ey

Soit enfin  F,(x) = F(x) — nx.

Pour tout couple x,, x, de points de 4, ol x, < x, on a
0 < Xy —x; <<t dolt selon (12.8) F(x,) — F (x;) < 1 (%, — %)),
¢ & d. Fu(x,) — Fu(x;) <2 0. La fonction F{x) est donc monotone
. 4 - i
et non croissante sur chaque A, On peut donc représenter A,
comme somme d’une suite d’ensembles {4’} tels que F,(x) soit
monotone et bornée, donc & variation bornée, sur chacun d’eux.
Mais alors il en est de méme de la fonction F (x)= F,(x) + nx. .
@ [ | oo
\ \Y T u i, j
Or,ona A= 4,=3 2 XA
n=1 ezl jme—eo J=l
Considérons a4 son tour l'ensemble B. On conclut immédia-
tement des définitions de la dérivée et de la limite approximatives
supérieures (voir Chap. VIII, § 8 et 4) qu’a tout point x ¢ B on

peut faire correspondre un nombre naturel 7 tel que I'ensemble

E [f_(é};f_&‘f) > n] admette le point x comme un point de disper-
4 E—x .

sion. 8i Pon désigne donc par B, l'ensemble des p01.nts xe{?
tels que pour tout £ linégalité 0 </ < n! entraine s1multanc;-

ment les deux inégalités

(12.4) |B[F@E) —F()>n(t—x; x<e<x+h|<27h
g .

(12.5) IEJ[F(JC)-—F(&)>H'(J¢—E);x—h<&<x]|<2*1h,’

’ ko . . i
on aura B =) B, Or, désignons pour tout entier . par B, la

fe=l
i 1417, .
partie commune de B, et de l'intervalle [—,—Z—: T]’ posons enfin,

comme auparavant, Fu(x) = F(x) — nx. it i la fon-
Nous allons montrer avant tout que, quel que soit i, la fon
ction Fy(x) est monotone sur Bh.
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Considérons a ce but un couple quelconque x,, x, (olt x; < x,)
de points dun Bj. Evidemment 0< X, — %y << nL En posant
donc dans (12.4) x = x, et % == x, — x;, on obtient

IBIFO—F(0)>n—x) 5 <t < 5] <27 (5 — 5),

De méme, en posant dans (12.5) x =x, et £ = x, — X;, on
en tire

|}§[F(x2)—‘/F(E)>”'(xz_&)§ o <e<a) <2t (%3 — xy).

Les deux inégalités ainsi obtenues monirent que I'intervalle
[£1, x,] contient un point ¢, qui n’appartient 4 aucun des ensembles

BFQ-FE)>n—xn)] e BIFt)-FO>n (-7,
donc qui satisfait simultanément aux deux inégalités correspondantes
F &) — Fx) <n(Go—x) ot F(x)— F (&) < n (%, — £). En les

“ajoutant membre & membre Pune a Pautre, on obtient Pinégalité
F (X)) — F(x)) <n(x,—x,), dolt finalement Fy(x,)— Fu(x) <0.

Il est ainsi établi que la fonction F,(x) est monotone non
croissante sur chaque B.. On peut donc représenter Bj comme
somme d’une suite d’ensembles {B;’ } tels que Fy(x) soit'monot‘one
et bornée, donc 4 variation bornée, sur chacun d'eux. En congé-
quence, il en est autant de la fonction F(x) = Fy(x) +nx. En

oa oo Aes oo
méme temps: B‘=21B,Z = Z; 2 21 By
n= n=}l [=—oo j=

Théoréme 22. Si une fonction F(x) admet & pei prés partout
dans un ensemble E deux nombres dérivés extrémes approximatifs
d'un méme coté finis, lensemble E est somme d'une suite d’ensem-
bles tels que F (x) est absolument continue sur chacun d'eux.

Par conséquent, si la fonction F (x) est en outre continue sur
E, elle est une fonction (ACG) sur E. ‘

Démonstratiqn. Il suffit évidemment de montrer que p. ex.

Pensemble A =E[— co< Fj},(x) < ]_:—j;,(x) <+ o] est somme tout
p L

au plus d’une infinité dénombrable d’ensembles tels qué F(x)
soit une fonction (AC) sur chacun d’eux.

Or, & tout point x ¢ A on peut faire correspondre un nombre
naturel n tel que x soit un point de dispersion -de 1’ensemble
%.[lF(g) = F(X)| > n: (¢~ x); &¢> x] (ct. Chap. VIII, § 3, p. 14b).
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En désignant donc par A, Pensemble des points x ¢ 4 tels que
pour tout 2 linégalité 0 < A <2 n—! entraine

(12.6) I«g [| F (&) — F(x)

>n(E—x); x < g <x4 b < 41R,

on a A=2 A, Pour tout entier i désignons, comme auparavant,
n=:1

; . . . i i1
par A, la partie de A, située sur P’intervalle [—! + ] Nous ob-
n
=) r}--oo i
tenons ainsi A =E“ > A
| N= e €}

Considérons enfin deux points quelconques x; et x, de A,
tels que x; < x, et posons x; = 2 X, — x,. ‘

On a dune part 0<x; —x; =2 (%, — x,) < 22~%, d’of, en
posant dans (12.6) x=x; et Z=ux, — X1, on obtient I’inégalité
“{? [ F)—F (1) [> 17 (g —x1); 6y < & << Xg] |41 (005— %) = 27 1(o5—x,)

et a plus forte raison ' .
027 [BIFO=FC)| > (= min <1<l | <25 5.

On a d’autre part 0 < x;—x,=x, — %, <", dolt en po-
sant dans (12.6) x = x, et £ = x, — X,, on obtient

(12.8) I%HF(E)_F(%H>’Z'(E_x2)§x2\<\5*<x3]|\< 471 (x5 — X).

Les inégalités (12.7) et (12.8) montrent que les deux ensembles
BIIF©=F@)|>nE=m)] et BIIFQ=Fm)]>n =)
ne comblent, méme conjointement, Pintervalle [x,, x,] tout entier.
Il y existe donc des points g tels que Pon a simultanément

|F (&) — F (x| <o (o — %) e (% — %) =210 (%65 — Xy)

|F(g) — F ) [ < ne (g — %) < (ot — X)) =271 (% — Xy),

d'olt |F(xy) — F(x;)| < 4n (x,—x;). Cette inégalité étax%t ainsi
établie pour tout couple de points xi, X, d’l_ln ensemble 4, quel-
conque, il en résulte aussitot que F (x) est une fonction (AC) sur
tout ensemble A, c¢. q. L. d.

Le th. 22 montre en particulier que foufe fonction continue
qui_est approximativement dérivable, méme d’un coté seulement,

d pew prés partout dans un ensemble E est une fonction (ACG) sur E.

13

8. Saks, Théorie de Pinlégrale.
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*8 13. A Plaide des théorémes qui ont élé établis sur les
fonctions remplissant la condition (), le th. 22 peut étre com-
plété comme il suit.

Théoréme 23, Touie fonction F(x) continue sur un ensemble

fermé E et qui admet a peuw prés partout dans E soif un nombre

dérivé de Dini fini, soit une des dérivées approximatives extrémes
bilatérales Fap(x) on Fap(x) finie, soit enfin deux nombres dérivés
approximatifs d'un méme coté finis, est une fonction (ACG) sur E.

Démonstration. En effet, d’aprés les th. 21 .et 22, F(x) est
alors une fonction (VBG) sur E et en vertu des th. 8, p. 176, et
17, p. 187, elle remplit la condition (N) sur cet ensemble, Selon
lIe th. 9, Chap. VIII, § 11, elle est donc une fonction (ACG) sur E

#§ 14. Les conditions établies anx §§ 10—13 pour la continuité absolue
généralisée d’une fonction (au sens large et rvestreint respectivement) sur un
ensemble E seront appliquées dans le Chap. X uniquement au cas olt £ est un
intervalle. La forme plus générale, que nous avons donnée i ces énoncés,
a eu pour but avant tout de metire en évidence les raisons de la diversité
“des démonstrations des théor&mes, analogues en apparence. On remarquera,
en effet, que par opposition aux th. 19 et 22, dont les démonstrations ont é&té
pour ainsi dire directes, celles des th.-20 et 23, qui les complétent respective-
ment, s'appuyaient sur des résultats généraux concernant la condition (N).

Or, la différence entre les deux couples des théorémes s’effacerait, si
I'on se bornait aux fonetions qui sont (ACG) ou (ACG#) sur des intervalles.
Cependant, en formulant ces théorémes d’une fagon plus générale, on apercoit
aussitot que les critéres des th. 19 et 22 concernent les fonections sur des
ensembles tout d fait arbitraires, tandis que ceux des th. 20 et 23 ne sont vala-
bles que pour des ensembles fermés.

Mais il y a une autre différence encore. Si les nombres dérivés d'une
fonction tout a fait arbitraire satisfont sur un ensemble E aux conditions du
th. 19 ou du th. 22, 'ensemble E se laisse décomposer en vertu de ces théo-
rémes en une suite d'ensembles sur lesquels la fonction est absolument con-
tinue. Par contre, ni le th. 20, ni le th. 23 ne permet de rien conclure sur
une telle décomposition de I'ensemble £ (méme lorsque cet ensemble est un
intervalle), & moins que la fonction considérée ne soit continue.

Deux exemples qui vont suivre montrent que les différences entre les
énoncés des th. 19 et 22 d'une part et ceux des th. 20 et 23 de ’autre sont
bien essentielles, ¢. & d. qu'elles ne sont pas seulement des conséquences de la
méthode de démonstration.

1. Considérons d’abord la fonction F(x)= 24"‘"F(2”x) ot E(x) dé-

n
signe l'entier de x. C’est une fonction croissante. Son nombre dérivé inférieur
a droite est fini partout et méme, comme on voit aisément, il s’annule iden-
tiguement. Cependant, il n'existe aucune décomposition de l'intervalle L, =10,1]
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en une suite d’ensembles sur lesquels F(x) soit absolument continue, ou méme
seulement uniformément continue. Cela tient au théoréme général suivant:

Une telle décomposition n'existe pour aucune fonction monotone F (x) dont
lés points de discontinuité forment un'ensemble dense dans I,

En effet, si une décomposition pareille /;, = _S E, existait, la fermeture

n
d'un au moins des ensembles £, contiendrait en vertu du th. de Baire (ef.
Chap. VIII, § 2) un intervalle /. Cet ensemble serait done dense dans I, ce
qui est impossible, si la fonection F(x) est uniformément continue sur F

n?*
puisqu’elle est par hypothése monotone dans / et admet des points de discon-

tinuité a Uintérieur de cet intervalle.

II. Envisageons & présent V'exemple d'une fonction continue F(x), crois-
sante dans Uintervalle I,=1[0,1] et qui, tout en admettant le dérivé inférieur
a droite fini partout dans un ensemble E, n'est pas une fonction (ACG) sur E.

A ce but, convenons d’appeler pour abréger fonction attackée i un inter-

va]le I=1[a,b] toute fonction (D(x) continue, non décroissante et non con-
stante dans /, satisfaisant aux conditions:
(i) D(x) est constante dans chacun des intervalles I, d'une suite {Ik}
d'intervalles disjoints et tels que | /] =Z{]k1,
)

G) D) —P@y<r—a et DPp)—D(x)<b— x pour tout xel.
Une telle fonction @(x) s'obtient facilement p. ex., en modifiant légére-
ment la-définition de la fonetion f(x), considérée au Chap. I, § 15, p. 20.

Ceci dit, nous allons définir par induction une suite {Fn(x)} de fonctions
F (x) attachées a lintervalle [, en partant d’'unme foneclion arbitraire F;(x)

attachée & cet intervalle. Etant donnée la fonction F,(x) attachée i J;, soit
{1,(3") = [a,(z"), bg”.)]} une suite d’intervalles disjoints tels que Fn(x) est constante
dans chacun d’eux et que | /| =S‘ 11(’1) \ . Pourtout k =1, 2, ... fixons arbitraire-

ment une fonetion quelconque qﬁ(")(x) attachée i intervalle 1},”) et posons

SR ¢ — B (@] pour xely— TP
L .
Frp ()= i
@§(x) — (@) + 3 [0 (M) — D (af)] pour xel”,
: i

la sommation Z("'} g’étendant sur toutes les valeurs 7/ telles que b$"k< X,
: i
La suite {F,(x)} étant ainsi définie, soit

oo

F(x) =3 27" Fy(x).

n=1

La fonction F(x) est évidemment continue et croissante dans /;. En
vertu du th. de Fubini (Chap. III, § 5, p. 53) on a en outre

(14.1) F'(x) =0 presque partout dans I,.
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Considérons a présent l'ensemble E=[] 3 ST O et soit x un point
n k

queleconque de E. Il existe donc une suite y I,((',’l)} d’intervalles qui contiennent x
dans leurs intérieurs. On a par conséquent Fn(b;er,l,))"Fn(X)<bg:,)
n=1,2,.. Il en résulte que F(bg;)) —F(x) < bg:z) —x, dou 0 <_If+(x) <1

pour tout xeFE.

~— X pour

Ceci établi, supposons que F(x) soit une fonction (ACG) sur E. 11 exi-

sterait par conséquent une décomposition E = ZE telle que F(x) SOlt une
n

fonetion (AC) sur chaque E,, done également sur sa fermeture E,,. Cependant
Pensemble J;— E est évidemment somme d'une suite d’ensembles fermés de
mesure nulle, donc partout discontinus, de sorte que, en vertu du th. de
Baire (Chap. VIII, § 2), un au moins des ensembles E‘;, contient un inter-
valle. En conséquence, f (x) serait donc croissante et absolument contmue
dans un sous-intervalle de /;, confrairement a (14.1).





