CHAPITRE VIL

Intégrale de Perron.

Préliminaires. Intégrale de Newton.

§ 1. La Théorie de lintégrale s’est développée, comme on
sait, dans deux directions différentes, dont 'une correspond a la
notion dintégrale définie et Vautre & celle de fonction primitive.

Cest Leibniz qui est regardé d’habitude comme précurseur
de la notion d’intégrale définie, entendue comme limite de certaines
sommes approchées. Par contre, Newton est considéré plutdt
comme représentant de 'autre tendance, & savoir de celle de fon-
ction primitive, ¢. & d. ol lintégration est congue comme une
opération inverse de la dérivation.

Cette distinction entre les idées de Leibniz et de Newton
est évidemment plutét conventionnelle que rigoureuse. Les deux
grands fondateurs du calcul infinitésimal ont été, en effet, conscients
de la relation mutuelle entre les deux conceptions de lintégrale,
bien que leur maniére de la justifier ne saurait plus nous satisfaire
aujourd’hui, ,

L’évolution de la Théorie de lintégrale a suivi au début la
voie newtonienne. C’est facile & comprendre, si I'on songe combien
une intégrale entendue comme opération inverse de la dérivation
a-dd paraitre plus simple‘ vis & vis de la notion d’intégrale définie,
telle que la définissait Leibniz; de plus, elle convenait mieux aux
besoins des calculs formels qui se sont développés & la suite
de la découverte du nouvel algorythme. Ainsi p. ex. Euler nom-
mait le calcul intégral ,methodus ex data differentialium relatione
inveniendl relationem ipsarum quantitatum*,

Ce n'est que Cauchy [I, t. 4, p. 122] qui revient & lidée
de Leibniz pour l'incorporer i I’Analyse moderne. Il n'opere
plus & Taide des vagues notions d’infiniment petits, mais base sa
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définition de Pintégrale sur la théorie générale des limites: il mon-
tre qu’il existe pour toute fonction f(x) continue dans un intervalle
[a, 8] une limite des sommes de la forme

n—1

L) D F) G —x) ot a=x,<x5 <. <ta=0,
=0

lorsque la longueur du plus grand des intervalles [x; x;4] tend
vers 0. D’aprés Cauchy c’est cette limite qui est par definition
Vintégrale définie de la fonction f(x) dans [a, b].

Bien que restreinte par Cauchy aux fonctions continues, la portée
véritable de cette définition est beaucoup plus étendue; en effet, dés le début
on appliquait au besoin son algorythme & lintégration de certaines fonctions
non continues. Mais c'est 4 Riemann que revient le mérite d’avoir distin-
gué explicitement la classe générale de fonctions bornées pour lesquelles la
limite des sommes (1.1) existe. Nous appelons aujourd’hui ces fonctions fon-
ctions intégrables au sens de Riemann et la limite en question I'intégrale
riemannienne de ces fonetions (cf. plus haut Chap. V, § 7).

En fait (cf. B. Riemann [1]), c’étaient des sommes plus générales que
celles (1.1) de Cauchy que cousidérait Riemann, &4 savoir les sommes

n—1
de la forme Z FEy: (xl-Jrl — x;) ot £; désigne un point arbitraire de I'intervalle
k=0
(% %;41); mais il est aisé de montrer que Pexistence de leur limite équivaut
a DPexistence de celle des sommes (1.1). Cf. p. ex. D. C. Gillespie [1].

En dehors de cette définition de Pintégrale, nous devons

.4 Cauchy la premiére démonstration rigoureuse de la relation

fondamentale entre Dintégrale définie et la fonction primitive,
i savoir de ’équivalence des deux idées d’intégrale dans le domaine
des fonctions continues. .

Cependant, cette équivalence disparait dés qu’on sort du domaine
des fonctions continues pour passer de lintégrale de Cauchy
3 celle de Riemann. En effel, il existe d’une part (comme on
Papercoit aussitét) des fonctions bornées et intégrables au sens
de Riemann, mais n’admettant pas de fonction primitive, et
d’autre part (comme l'a montré V. Volterra [1]; cf aussi H.
Lebesgue [I, p. 93]) des fonctions bornées qui admettent une
fonction primitive, sans é&tre intégrables au sens de Riemann.

Voyons donc en quoi change la situation, lorsqu’on passe
de Pintégrale de Cauchy-Riemann a Pintégrale de Lebesgue.
A ce but, remarquons d’abord que la notion newtonienne de la
fonction primitive s’étend d’elle-méme sur les fonctions de point
dans un espace & un nombre quelcongue de dimensions. Nous
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dirons notamment qu'une fonction de point f(x) ot x e R, est
intégrable au sens de Newton, lorsquil existe une fonclion de
figure F(R) ot RC R, additive, continue, partout dérivable dans
R. (c. 2 d. admettant partout une dérivée finie')) et dont la dérivée
F'(x) est égale dans tout point x & la valeur de la fonction f dans
ce point. La fonction F(R) sera dite alors fonction primitive de f (x).
Nous DPappellerons aussi intégrale indéfinie de Newton?) de la

fonction f (x).

L’unicité de la fonction primitive de Newton résulte dans le cas de
R, des théorémes élémentaires du caleul différientiel, et dans le cas général
elle est une coﬁséquence du th. 1, p. 127, qui va suivre; I'unicité de l'intégrale
de Newton n'est d’ailleurs que le cas particulier de celle de Perron.

Il est & remarquer 4 ce sujet que pour l'unicité de la fonetion primitive
I'hypothése que sa dérivée soit finic est essentielle, de sorte que la suppres-
sion totale n'en est possible dans aucune .des généralisations connues de la no-
tion de fonction primitive. On sait, en effet, que méme la fonction continue
d'une variable réelle peut ne pas se trouver déterminée (i une constante ad-
ditive prés) par sa dérivée, lorsque cette derniére, tout en existant partout,
admet des valeurs infinies. Il y a notamment des fonctions continues F (x) et
G(x) dont les dérivées (finies ou infinies) existent et sont partout égales dans
lintervalle [0,1] sans que la différence F(x)— G(x) soit une constante (cf. H.
Hahn [1] et S. Ruziewicz (1]).

Pour construire un tel couple de fonctions nous allons nous appuyer
sur le théoréme suivant:

Un ensemble fermé P dé mesure nulle®) étant arbitrairement donné dans
Vintervalle = (0,1], il existe une fonction croissante F(x) telle que Pon ait

(L.2) F{x)=+H0c0 pour xeP et F'(x)<40 pour xel—P.

En vojcei la démonstration. Admettons pour simplifier que P contienne
aussi les extrémités de / et désignons par {la,, b1} la suite des intervalles
contigus &-P. Soient k,=1b, —a, et {/1 } une suite de nombres positifs tels
qu'on ait

(1.3) llm Iy k7t =4 o0
et -
(1.4 : Dh,=1.
n=1

(il suffit de poser p. ex. h, = ‘/: 1//n+1 olt r, -_2 k). Posons enfin

i=n

) Cf. la définition de la dérivabilité, adoptée au Chap. III, § 1, p. 46.

%) Plusieurs auteurs (et M. Lebesgue est de leur nombre) appel]ent
cette intégrale intégrale de Duhame L.

%) Nous verrons dans la suite (Chap. IX, § 3) que cette hypothése est
essentielle, 'ensemble des points ol la dérivée devient infinie stant tonjours
de mesure nulle.
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o]

Jhn - (x— an)“ - (b, — x)_i, lorsque a, <x<b
\+oo, lorsque xeP.

n

.5 fx=

Ainsi définie, la fonction f(x) est dans 7 non négative et sommable sur
by by 1 1
], pmsque/f(x) dx = h /(x —a,) *(b,—x) ®dx=2xh, dot en vertu de

an n

(1.4) on obtient/f(x) dx = 2=, de sorte qu'on peut poser
G i

X
F(x) = / fodt  pour 0<x<l1.
0
De plus, pour tout point x, de / on a limf(x) = f(x;). En effét, la fon-
: X=Xy

ction f(x) est évidemment continue pour tout x,e/—P; d'autre part, en
désignant par m, la borne inférieure de f(x) dans [a,, b,), on tire de (1. 3)
lim m, -—hrnzhn k;] =-} o0, d’ou I'égalité lim f(x) = f(x,) pour tout .x,eP.
n X=¥X,
Par consequent, on a pour tout x en vertu du th. 11, Chap. IV, § 3, I'égalité
F'(x) = f(x), don selon (1.5) les formules (1. 2).

Ce th. établi, soient pour fixer les idées, P I'ensemble fermé /— Z[,l qui
on
a été considéré au Chap. I, § 15, p. 20, et ¢(x) la fonction (définie également
p- 20) continue, non décroissante et non constante dans I, mais constante dans
tout intervalle /,, contigu a P. En posant G (x) = F (x)+ ¢ (x), on a G'(x) = F'(x)
pour tout xe/— P et cette égalité subsiste pour tout x ¢ P, la dérivée de F (x),
et 4 plus forte raison celle de G (x), devenant infinie en ce point.

Or, l'intégrale de Lebesgue, issue, comme on sait, de I’idée
d’intégrale définie') de Leibniz, Cauchy et Riemann, peut étre

.concue a la fois, conformément & sa définition descriptive, comme

une modification particuligre de l'intégrale de Newton. C’est une
modification double: dans un sens elle constitue ume généralisation
de la notion newtonienne de fonction primitive, puisquelle permet
de négliger un ensemble de mesure nulle dans P’égalité fondamen-

'} Drailleurs, c'est l'ainsi dite définition constructive de l'intégrale de
Lebesgue qui relie le mieux cette intégrale 4 la notion antérieure d’inté-
grale définie (cf. l'explication irés suggestive dans la note de M. H. Le-
besgue [7]). Pour le texte original de cette définition voir H. Lebesgue
{1; I}; cf. aussi les définitions analogues dans les mémoires: W. H. Young
(1, T. H. Hildebrandt (1], F. Riesz [1], A. Denjoy [7; 8, et dans
PAnnexe. :
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tale F'(x)=f(x); cependant, dans l'autre sens elle y introduit une

restriction essentielle, car elle réduit le domaine des fonctions primi-
tives & celui des fonctions absolument continues. Une telle restri-
ction est, en effet, indispensable: bien que se laissant affaiblir
p. ex. pour les intégrales de Denjoy (voir plus loin, Chap. VIIIL, § 1),
elle ne pourrait jamais &tre supprimée totalement, & moins qu’on
renonce au principe d’unicité de Pintégrale: il suffit de considérer
Pexemple de la fonction singuligre non constante (Chap. I, § 15)
et dont la dérivée est presque partout nulle.

Nous voyons donc que des deux intégrales, 4 savoir celle
de Lebesgue et celle de Newton, aucune n’embragse l'autre,
Déja parmi les fonctions finies d’une variable réelle il en existe qui,
tout en admettant des fonctions primitives de Newtlon, ne sont
pas sommables.

Ainsi, p. ex. la fonction F(.v):.x3 gin = £ % pour x=0, complétée par
'égalité F (0) =0, admet partout dans I'intervalle [0,1] une dérivée finie, égale
4 0 pour x=20 et bornée dans tout intervalle [z, 1] oit 0<e<C1. La fonction
F(x) remplit done dans tout intervalle [¢,1] la condition de Lipsechitz; elle
v est A plus forte raison absolument continue.

Or, on voit d’autre part qu'elle n'est méme pas a variation bornée dans
Vintervalle [0,1] fout entier, La fonction F'(x) ne peut done &tre sommable
dans [0,1], car son intégrale indéfinie de Lebesgue coinciderait alors, & une
constante additive prés, avec F(x) dans lintervalle (0,1], ee qui est impossible.

En résumé, l'intégrale de Lebesgue, tout en rentrant dans
Pordre d’idées aussi bien de Leibniz que de Newton, n'en
“constitue point une syntheése définitive. Cette tiche n’a été accomplie
que griace aux généralisations dues & M. A. Denjoy et 4 M. O.
Perron (la premidre étant influencée peut &tre par la maniére
dont M. Lebesgue a formulé ce probléeme et en a souligné
limportance déja dans la I-e édition de ses Legons sur lintégration
[I, Chap. V et VI]). Nous allons étudier ici d’abord la méthode
de Perron, qui est plus élémentaire et dont le caractére de géné-
ralité vis a vis de lintégrale newtonienne est plus manifeste.

Pour simplifier le langage, nous continuerons a nous servir
de la terminologie planimétrique dans tout ce qui concerne les
espaces euclidiens & un nombre quelconque de dimensions.

Le théoréme fondamental de la théorie de Perron..

§ 2. Convenons de dire qu'une propriété se présents @ pew prés
partout- dans un ensemble E, lorsque tous les points de E, sauf
tout au plus une infinité dénombrable, jouissent de cette propriété.
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Théoréme 1. F(R) étant une fonction additive et continue
de figure, si Pinégalité F(x) <0 se présente o peu prés pour tous les
points x d'une figure Ry, on a F (R,) 0.

Par raison de symétrie, la méme relation subsiste entre les
inégalités F(x) >0 et F(R;) > 0.

Démonstration. Nous allons Pétablir au préalable dans Phy-
pothése que P’on a & peu prés partout dans R,

2.1) F(x)<0.

Soit d’abord R, un carré et supposons, par contre, que F(R,)>0.
Désignons par {a,} la suite des points de R, ou I'inégalité (2.1)
est en défaut et définissons par induction une suite de carrés {Q,}
satisfaisant pour tout n aux conditions:

(2.2) R=QIDQAUD..DQUD ...

(2.3) ‘ F(Q)>0,

2.4) aie Ry — Qn pour tout i=1,2,..,n,

(2.5) B (Q) <43 (R,). ' "

Divisons a ce but le carré Q, (supposé défini conformément
a ces conditions) en un -nombre finik, >4 des carrés Q, Qj, ..., Qi

égaux el suffisamment petits pour que lon ait F(Q,’,')<—;—F(Qn)

pour tout j=1,2, ..., k.. Par suite de la continuité de la fonction F,
kll

une telle division existe. Comme 0 < F (Q,) =3 F(Q}) et comme
j=1

@n1; ne peut appartenir que tout au plus aux 4 carrés Qj, il en
existe au moins un qui ne contient pas @,1, et pour lequel la valeur
de la fonction F est positive. C’est lui qui sera désigné par Q..

La suite infinie {Q,} assujettie aux conditions (2.2) — (2.5)
étant ainsi définie, soit x e[[Q. En vertu de (2.3) et (2.5) on a
alors x = ],;]Q,, et F(x) = 0, contrairement i (2. 1), puisque le point

X ne peut pas, en raison de (2.4), appartenir a la suite {a,}.
On a donc bien dans ce cas F(R,) < 0.

Soit maintenant R, une figure quelconque. Ce cas se réduit
évidemment a celui ot R, est un rectangle. Or, étant donné un
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e > 0 arbitraire, on peut toujours décomposer le rectangle 2, en un

nombre fini de carrés Q, Q¥ ..., Q™ n’empiétant pas I’an sur Pautre

et en un rectangle R suffisamment petit pour que 'on ait [F(R)|<e.
n

On a alors d’aprés le cas précédent F (Ry) =i%‘ F(QW) 4+ F(R) <e,

d’ou, ¢ étant arbitraire, F (R;) < 0.

Ceci établi, passons au cas général ou, au lieu de l’.il’l(:ﬂgal.l’((f)
(2.1), on a & peu prés partout dans la figure R, l’inégalité
F(x) <0. . :

Pour tout >0 on a alors pour la fonction H_SR)::F(R) —e | R
a peu prés partout dans R, Vinégalité H (x) = F (x) ¢ < 0, d’on,
en vertn de ce qui vient d’8tre établi dans Thypothése (2.1),
HR) <0, e ad F(R)—e|R]|<0 et par conséquent, ¢ étant
arbitraire, F(R) < 0, c. q. £ d.

Fonctions majorantes et minorantes.

§ 3. Etant donnée une fonction de point f(x? définje dans
une figure Ry, appelons respectivement fonction majorante et f0i§~
ction minorante de f(x) dans R, les fonctions additives et conti-
nues quelconques @ (R) et ¥ (R) définies dans K, et‘ satisfaisant
pour tout x e R, respectivement & la premiére et a la seconde
des conditions

(1) —coE D) >flx) et +oorE FX)Lf ().

Théoréme 2. @ (R) ef ¥ (R) étant respectivement une ma-
jorante et une minorante quelconques d'une fonction f(x) dans une
figure Ry, on a @ (R) » ¥ (R) pour toute figzze RC R,

Démonstration. La soustraction @ (R) — ¥ (R) étant en vertu

de (8.1) toujours possible a effectuer, on peut écrire, en posant

F(Ry=®(R)— ¥(R),I'inégalité F (x) > D (x)— 7 (x) pour tout x € Ry,
d’ont selon (3.1) F(x) > 0. Par suite du th. 1 on a donc pour
toute figure R (C R, Yinégalité F(R) >0, c. & d. @ (R) = V' (R),
c. g. f. d.

Intégrale définie de Perron.

§ 4. Dans le cas ou une fonction f(x) admet dans une fi-
gure R, des fonctions majorantes et minorantes et que la borne
inférieure des valeurs de toutes les fonctions majorantes, prises

[§ 4] Intégrale définie de Perro n. ' 129

pour R, est égale i la borne supérieure des valeurs de foutes
les fonctions minorantes, prises pour cette figure, la fonction f(x)
est dite intégrable sur R, au sens de Perron ou intégrable (P)
et la valeur commune P = P (f; R;) des deux bornes en question

s’appelle son intégrale définie de Perron ou intégrale () sur R,;
nous la désignerons par 4

@ [7 (5 .
Ry

En vertu du th. 2, cette définition implique aussitst les deux
théorémes suivants.

Théoréme 3. Pour quwun nombre P, soit lintégrale définie
(P) de f(x) sur R,, il faut et il suffit que, quel que soit > 0, la
Sonction f(x) admette une telle majorante @ (R) et une telle mino-
rante. V' (R) que [Pon, ait simultanément D(R) — V(R <ce et
D (R) > Py > T (R,).

Théoréme 4. Toute fonction f(x) intégrable (P) sur une fi-
gure R, lest également sur toute figure R(C R, et pour toute
majorante @ (R) et minorante ¥ (R) de la Sonction f(x) dans R,
on a @ (R)>(P) | f(x)dx> ¥ (R).

R

Théoréme 5. Toute fonction f(x) qui est inte’grablé (%P) sur

chacune des deux figures disjointes Ry et R, lest également sur la
somme de ces figures et on a

@) @ffear=@[rem st £ ax.
R, R,

RitR,

Démonstration. Soit ¢ >0 un nombre arbitrairement donné
d’avance. Pour /=1,2 il existe en vertu du th. 4 une fonction

- majorante @(R) et une fonction minorante ¥(R) de f (%) dans

R; telles que

4.2) DAR) > (P) f fx)dx > Y(R) pour tout RC R;

et | 8 :
@3) O(R) — Fi(R) <~

Or, les fonctions @ (R) = @, RoR)+@,(RoR) et

Y (R)= ¥ (RoR)+ Vy(RoR,), définies pour tout R C R+ R,

sont respectivement une majorante et une minorante de f(x) dans
S. Saks, Théorie de l'intégrale. 9
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R,+ R, et on obtient en vertn de (4.2) et (4.3) les inégalites
O RAR)> @ [F)de+ @ [ [ de VR R et
’ R, iy ] §

DR, 4 R)— V(R + R)<s qui impliquent d’aprés le th, 3 1Am~
tégrabilitéﬂ (7) de la fonction f (x}) sur R, + R, et entrainent en méme
temps égalité (4.1), q. f. d.

Théoréme 6. Toute combinaison linéaire a coefficz,e/"zts’corz-
stants v, f(x) + 0y fo(x) de deux fonctions f]_(x} et fo(x) intégra-
bles (P) sur une figure R, est aussi intégrable (P) sur R, et on a

) [rcf o f e =) [ e w1y .
R, 1-\_1.“ R

Démonstration. @ (R) et ¥ (R) étant respectivement une ma-
jorante et une minorante d’une fonction f (x), les fonctions - &b (x)
et — /' (x) sont respectivement une minerante e:t une mzuorante.
de —f(x). Il en résulte facilement en vertu du th. 83 que sI
f(x) est intégrable () sur une figure R, la fon’ctton — f(x)y est"
aussi intégrable (7) et on a (?) | fdx =— (17’)]_/ (- f) dx.

2, 2

De méme, f,(x) et fo(x) étant deux fonctions quelcongues, v;
et v, des constantes non négatives, ®{R) et ¥(R) ou L=1.,2
respectivement une majorante et une minorante de la fonction

- .
fix), les fonctions v, @, (Ry + v, Dy(R) et vy W(R) + z{z Y 2(.R)
sont respectivement une majorante et une minorante de la fonction
v, f(x) + 75 fo(x). On en conclut sans peine, en appllql’mnt le
critere du th. 3 que si les fonctions fi(x) et fy(x) sont intégrables
(P) sur une figure R,, il en est de méme de la fonction v, fi(x)‘—l—fz:r2 Ju(x)
ctona@ [@fi+of)di=0-@) [ fidc+o -‘(FP)I./ 1, dx.
R, . Ry R

La démonstration s’achéve par superposition des deux pro-

priétés qui viennent d’étre établies. ‘

§ 5. Théoréme 7. Chaque fonction f(x) intégrable () sur .

une figure R, lest également sur toute figure R (C Ry;.son intégmle

PR)= (D) / f(x) dx est alors une fonction de figure RCR,
R
continite, additive et presque partout dérivable dans R, et on y

a presque partout P'(x) = f(x). ‘
. Dé’monqtmtion. @(R) et ¥ (R) étant respectivement une ma-
:jorante' et une minorante quelconques. de f(x) dans K, on.a en
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vertu du th. 4, p. 129, @ (R) > P(R) > ¥ (R), et par suite
[P(R)| <D (R)|+ | ¥ (R)| pour tout RC R,. Il en résulte, les
fonctions @ (R) et ¥ (R) étant par définition continues, qu’il
en est de méme de la fonction P.

D’autre part, pour tout couple d’intervalles /, et /, situés dans R,
et tels que /;-I,=0 on a, d’aprés le th. 5, P(/;+L)=P(l,)+P(l,)
et cette égalité s'étend aussitdt, grace i la continuité de la fon-
ction P(R), au cas ou /; 0/, =0. La fonction P (R) est par con-
séquent additive dans R,. :

Enfin, un ¢>0 étant donné arbitrairement, soit @.(R) une
majorante de f telle que

(5.1) 0< D (R)—P(R)< e
(cf. th. 8, p. 129). La fonction
(5.2) H(R)= @(R)—P(R)

est év}idemment monotone et non négative, donc, en vertu du th.
de Lebesgue (voir Chap. III, § 8, th. 2), presque partout dérivable.
En posant E, = E [H'(x)>e x ¢ R,], on a par conséquent (voir

Chap. III, § 3, lemme 1) Pinégalité H (R, > ¢:|E.|, dott selon
(5.1) et (5.2) ‘
6.3 E| <.

Or, pour tout point x ¢ R, oil la fonction / est dérivable on a
D.(x) = H'(x) + P (x), donc pour presque tout point x e R, — E,;:
~ o< D () <P(x)+5 ¢ d d —ocosk P(x) > f(x) —, doi, en
vertu de (5.3) et = étant arbitraire, — co 5= P (x) > f(x) presque
partout dans R,.. On déduit par un raisonnement tout a - fait
s‘ymétrique que + oo == P(x) < f(x) presque partout dans R,. On
a ainsi dans R, presque partout —co < P(x) =P-(X)=f(x)<—{-<.\a,. .
c. q. £. d. ' ‘ ‘

En méme temps, il est ainsi démontré que toute fonction f(x)
qui est intégrable (?) est presque partout finie. Toute fonetion
de point qui est presque partout la dérivée d’une fonction de figure
étant, d’autre part, mesurable (cf. Chap. II, § 2, th. 1), on obtient le

Théoréme 8. Toute fonction de point qui est intégrable (P)
est mesurable et presque partout finie, ‘
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Intégrale indéfinie de Perron.

§ 6. Comme le montre le th. 7 du § précéde’nt, toute
fonction f(x) intégrable (:?) sur une figure R, l’est: également
i f; R) = (P x) dx est

sur toute figure R (C R, et la fonction P (f; R) (./)‘e/f( )

o

additive dans Ro. -Elle sera dite intégrale indéfinie de Perron
ou intégrale indéfinie (P) de la fonction f(x) dans R,. -
Dans le cas particulier ot f(x) est une fonction de point

dans R,, son intégrale indéfinie (7)) est une fonction additive de

- figure dans Ry et les fonctions d’une variable réelle qui lui vien-
nent correspondre et qui ne différent l'une de l'autre qqe par une
constante (cf. Chap. I, § 14, p. 17) s’apgel'lerogt (tout omme pour
P’intégrale lebesguienne) intégrales indéfinies (:P) de la fOIlCtI’OI.l f ('x).

Lintégrale indéfinie de Perron embrasse par defu‘ntlon
Pintégrale de Newton (définie au § 1, p. 12'4:). En. e?ffyt, si ’une
fonction additive de figure F(R) est fonction pI‘l'ml'[lVG. d’une
fonction de point f(x), elle est en méme temps sa"fo_nctlfm majorante
et minorante & la fois, donc son intégrale indéfinie (7).

Le th. 9, qui va suivre, montre que lintégrale de- Perron
embrasse également Iintégrale de Lebesgue. 1 en résulte que
la classe des fonctions intégrables (7?) est essentiellement plus
étendue aussi bien de celle des fonctions intégrables au sens
de Newton que de celle des fonctions sommables au sens
de Lebesgue, et méme de la somme de ces deux classes.

Théoréme 9. Toute fonction f(x) intégrable sur une figure R,
au sens de Lebesgue Pest également aun sens de Perron et se
intégrales définies (L) et (P) sur R, sont égales. :

Démonstration, Pour tout >0 il existe en vertu du tl}. 8,
Chap. V, § 6, deux fonctions, & savoir une fonction se’m'icontlnue
- inférieurement ¢ (x) et une fonction semicontinue supérieurement
¢ (x), qui remplissent les conditions:

6.1) —coE () >f(X) > (X) = + oo pour tout x e R,
(6. 2) f(cp —fdx< —;— et Rf( F—9)dx < ";" .
Ra o

La fonc‘ti‘on' f(x) étant sommable par hypothése, il en est
de m&me des fonctions ¢ (x) et $ (x). Or, en posant:
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o®=[smar e r@=[oea,
R R
on a, en vertu du th. 11, Chap. IV, § 8, les inégalités

PAZo()>—c0 et T(x) <)<+ oo pour tout x e Ry,

de sorte que les fonctions @ et ¥ sont en raison de (6.1) respecti-
vement une majorante et une minorante de f (x) dans R,. Enfin,

on obtient de (6. 1) et (6. 2) les inégalités @ (Ry) >~/ f(x) dx > EF'(RO)

Ry -
et @ (Ry) — ¥ (R,) <=, ce qui prouve selon le th. 8, p. 129, que la
fonction f(x) est intégrable au sens de Perron et que ses inté-
grales (£2) et (?) sur R, coincident, ¢. q. f. d.

Pour les fonctions de signe constant, et méme de signe presque
partout constant, ce résultat peut &tre complété par deux théorémes
suivants, qui montrent que les deux opérations, & savoir (L) et (),
sont alors tout & fait équivalentes.

Théoréme 10. Toute fonction f (x) intégrable (P) et partout
non négative sur une figure Ry est sommable. sur cette figure,

Démonstration. On a pour tout X € Ry, quelle que soit une
majorante @ (R) de f(x), Pinégalité :

P >F(x)>0.

En vertu du th. 1, p. 127, la fonction @ (R) est done monotone
non négative. Par conséquent elle admet presque partout une
dérivée bien déterminée, sommable sur R,. L’inégalité précédente
devient donc presque partout @'(x) > f (x)>0 et, @(x) étant
d’aprés le th. 7, Chap. TV, §2, une fonction sommable, il en résulte
en vertu du th. 12, Chap. IV, § 4, qu’il en est- de méme de la fon-
ction f(x), e. q. £ d.

Lemme. Etant données dans une figure R, deux fonctions f(x)
et g(x), dont f(x) est intégrable (P) sur R, et & (x) ne différe de
f(x) que tout au plus dans les points oi J (x) prend des valeurs
infinies, la fonction g (x) est également intégrable (P) et on a

_ (@)fg dx = (?)ff dx.
R Ry

Démonstration. On peut évidemment se borner au cas ol f(x)
et g(x) ne différent que p. ex. dans ’'ensemble E=E[f(x)=4o].
. X
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Pour tout &> 0 il existe en vertu du th. 3, p. 129, une majorante
@ et une minorante ¥y de f dans R, telles que

(6.3) : DRy — Y {Ry) <”"‘

Posons E
h(x):I — 0O pour X €

| 0 pour xeCE.

L’ensemble E étant (en vertu du th. 8, p. 131) de mesure
nulle, la fonction & (x) est intégrable (L), donc aussi (en vertu
du th. 9, p. 182) intégrable () et son intégrale (/) sur R, est
nulle. Soit ¥,(R) une minorante de % (x) sur R, telle que ‘

6. 4) . ViRy) > — -g

En posant alors S

(6.5) | ffg<R>~1<R>+'fz<R>, B

la fonetion ]g est une mlnorante de g (%) dans Ro; en effel pour
tout x€ Ry E on a Zlfh(x) < h(x) =—0c9, ce qui donne en vertu
de Ti(x) <+ oo, la relation 7, 2(0) < Trx)+ Tp(x) = — 00 < g (%),
tandis que pour tout x € R — E on a en vertu de (6.5) la relation

To(x) < T() + Tal) < Tifx) < f (%) = g (3.
On a de plus, en vertu de (6.3), (6.4) et (6,5) les inégalités

By{Ro) — We(R) < ¢ et ¢>f<Ro>>(P)R/ F(x) dx > WHRy) > W(R).

Or, la majo’rante DHR) de f(x). étant en méme temps une
majorante de la fonction g (x) < f(x), il en résulte en vertu du
th. 3, p. 129, que g (x) est une fonction intégrable (P) sur Ry et
que son intégrale définie y est égale 3 celle de f(x), e q. £ d.

- Théoréme 11. Deux fonctions équivalentes dans une figure
Ry wy sont intégrables (P) que simultanément et: leurs intégrales
définies () sont égales. Lo,

- Démonstration. Soient f,(x) et fz(x) deux fonctions ‘eqmva—
lentes dans R,. Admettons que la fonction f(x) soit intégrable
() sur R,. La fonection

f £, lorsque fi(x) £+ o

gt = 0, lorsque Ji(x) = T co
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est, en vertu du lemme, intégrable (P) et on a Dégalité
(?) | g dx = (P) | f, dx.
R, )3
Or, g (x) étant partout finie par définition, la soustraction
Jfo(x) — g (x) est partout possible, et comme f,(x) = & (x) presque
partout, on a | (f, —g) dx=0. La fonction f, = (f, — &) + g est
R,

done, en vertuu du th. 6, p. 180, aussi intégrable (?) et on a
P | fods=(P) | gdx=(?) | fdx, c. q. 1. d.
R, g, R,

§ 7. Le th. suivant constitue une extension 4 Pintégrale (?)
du théoréme de Lebesgue sur l'intégration terme & terme des
suites monotones de fonetions.

Théoréme 12. Efant donnée une suite presque partout non
décroissante {f(x)} de fonctions intégrables (7P) sur une figure Ry

et dont la suite des intégrales définies {(7P) / Jndx} est bornée su-
}éa
périeurement la fonction limite f(x)= lim fn{x) est aussi intégrable (P)

sur R, et on & lim(?) / f dx—(}) / f dx.

Démonstration. Ce th se réduit au th de Lebesgue (Chap.
IV, § 2, th. 6). On n’a qu'a considérer au lieu des fonctions fu(x)
les fonctions fu(x) — fi(x), qui, comme fonetions intégrables () et
presque partout non négatives, sont en vertu des.th. 10 et 11 in-
tégrables (£2).

Théoréme 13. Efant donnée dans R, une fonction additive
et continue F(R) remplissant & peu prés partout®) la condition

+ oo F(x) < g (x), ot g(x) est une fonction intégrable (P) sur
Ry, on a F(Ry) < (P) / g (x) dx.
De méme, la condttzon symétrique — oo = F (x) g (x), supposée -

remplie & peu prés parzfout entraine F (Ry) > (P) / g (x) dx.

Démonstration. Soit @ (R) une majorante quelconque de g(x)
sur K. En posant H(R) = @ (R)— F(R), on a & peu pres

1) Cf. la définition, p. 126.
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partout F(x) > @ (x) — F(x) >0, puisque par hypothése on a
partout F(x) <+ co et & peu prés partout P (x) > g (x) 2> F (%),
Il en résulte d’aprés le th. 1, p. 127, que H (Ry) >> 0, donc que
D (Ry) > F (Ro), d’ou, la majorante @ de g (x) étant arbitraire,

@ [g(x)dx>F Ry, c. q. . d.
Ry

Théoréme 14. Etant donnée dans R, une fonction additive
et continue F(R), si ses dérivées supérieure et inférieure F (x) et
F(x) y sont & peu prés partout finies et intégrables (7P) sur R, la
Jonction F(R) est presque partout dérivable dans R, et elle y est
Pintégrale indéfinie (7) de sa dérivée.

Démonstration. En effet, d’aprés le th. 13 on'a alors pour

tont RC Ry (P) [ Fx)dx < F(R)< (7) [ F (%) dx, o, en po-
-2 R

sant H(R)=(?) [[F(x)=F(x)] dx et Hy(R)=(?)[ F(x)dx—F(R),
- R R

les fonctions H, et H, sont monotones non négatives. De plus,
H,(R), comme lintégrale (?) de la fonction non négative F— F,

est en méme temps (en vertu du th. 10, p. 133) son lntefri‘ale (f’)
donc une fonction absolument continue; par suite il en est autant
de la fonction Hy(R) < Hy(R). Par définition de H, on peut done

ecrlre FR)Y=(® / F(x) dx — Hy(R) = @] / [F(x)—H W(x)] dx et

d’appliquer la deux1eme partie du th. 7, p. 130

On en déduit pour lintégrale de Lebes gue les théordmes
analogues suivants.

Théoréme 15. Etant donnée dans R, une Jonction additive et
continue F(R) remplissant & peu prés partout les inégalités F(x) <+ oo
et F(x) < & (x), ot g (x) est une fonction sommable sur Ry, on al)
E(F; R))y=0 (les inégalités symétriques Fx)>—co et F(x) g (x),
remplies & pew prés partout, entrainant i E(F; Ry) = 0).

Démonstration. Posons G (R) = / & (x) dx. Pour tout R(C R,
on a done, en vertu du th. 13, F(R) G(R) et, la fonction G (R)

!) . Voir pour la notation des écarts, Chap. I, § 12, p. 10.
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étant (comme intégrale indéfinie (1)) absolument continue, il vient
EF,R)<E(GR)=0, dot E(F;R)=0, c. q. . d.
Il en résulte "aussitot le

Théoréme 16, Etant donnée dans R, une fonction additive et
continue F (R), si ses dérivées F (x) et F(x) sont @ pew prés par-
tout finies et sommables sur Ry, la fo_tzczfion F(R) est absolument
continue dans Ro, c. & d. une intégrale indéfinie (L2).

Lemme de Zygmund.

§ 8. Nous allons achever ce chapitre par quelques théordmes
qui concernent exclusivement les fonctions d’mre variable réelle.
Parmi les théorémes qui précddent, il y a, en effet, qui donnent
lieu pour ces fonctions & des énoncés bien plus précis.

Lemme (de Zygmund). Etant donnée dans un intervalle
Iy =1a, b] une fonction continue F (x), si lensemble Y de toutes les
valenrs prises par F (x) dans Pensemble F — E [F(x) < 0] est par-

tout discontinu (c. & d. ne contenant aucun uztemalle ouvert non ma’e),
la fonction F(x) est dans I, monotone non décroissante.

Démonstration. Soit I=[e, 8] un sous-intervalle quelconque
de I, et supposons que F(«)> F(B). L’ensemble Y étant partout
discontinu, il existe par définition de E une valeur y, n’appartenant
pas 4 Y et telle que

&1 L F@>5>F@).

Soient A Tensemble des points x ¢/ satisfaisant & l’equatlon
F(x)=y, et x, la borne supérieure de A. On a évidemment
A (I, —E et, par suite de la continuité de la fonetion F(x),
X, €A Iy—E. 1l en résulte que

(8.2) Frx)>0.
Mais, en raison de (8.1) et par définition de x,, on a d’autre
part F(x) <y, = F(x,) pour tout point x de Iintervalle [x,, 8]
Par conséquent FT(x,) < 0, contrairement a (8. 2).

Théoréme 17. Etant donnée dans un intervalle I, = [a, b] une
fonction continue F (x) de variable réelle, si on a & peu prés partout

F"‘(x) >0, la fonction F(x) est monotone non décroissante.
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Démonstration. Pour tout e >0 la fonction F(x) = F(x)+ e x
donne dans /, partout FEJr (x)= Jr()c) + ¢, donc a peu pres partout
F(x) > ¢>0. Lensemble E = E [FF(x) < 0] est par conséquent

E

au plus dénombrable. Il en est donc de méme de I'ensemble Y
des valeurs prises par la fonction F (x) dans E. Ainsi, ’ensemble
Y est partout discontinu (en vertu d’un théoréme élémentaire de la
Théorie des ensembles, ou encore en vertu du théordme de la
Théorie de la mesure, suivant 1equel tout ensemble dénombrable
est de mesure nulle).

Pour tout couple «, [i de points de / on a done d’aprés le
lemme de Zygmund 0 <F@)—F(@)=F@E) —F(z)+e §—a),
dolt, € > 0 étant arbitraire, F (B) > F (2). ‘

“Théorémes de Scheeffer et de Dini.

§ 9. Le th. 17 se rattache a deux théorémes provenant do
dernier sigcle et connus sous les noms des théorémes de Scheeffer
et de Dini.

Le premier (voir L. Scheeffer [1, p. 183 et 282]) mérite attention
par sa simplicité et par son role historique du précurseur des recherches mo-
.dernes sur les conditions permettant de déterminer wune fonction par ses
nombres derlves (cf. les résultats plus récents aux chapitres IX et X de ce
livre).

Le second a été établi par U. Dini déjd en 1878 dans son livre classique
(voir [1]). :

Théoréme de Scheeffer. Toute fonction continue qui admet
a peu prés partfout un nombre dérivé supérienr fini & droite, est
déterminée (& une constante additive prés) par ce dérivé, donné & peu
prés partout. ,

Démonstration. "1l s’agit de montrer que, si pour deux fonctions
continues F(x) et G(x) les nombres dérivés FT(x) et GT(x)
sont 4 peu prés partout finis et égaux, la différence F(x) — G(x)
est une constante.

En posant, en effet, /7(x) = F(x) — G(x), on a i peu prés partout
HY (%) + GH(x) <F () < A (%) + GH(x), dot HY(x) <0< HH(x).
Par conséquent, la fonction FH(x) est en vertu du th. 17 & la fois
non croissante et non décroissante, donc constante, c. q. f. d.

Théoréme de Dini. Etant donnée dans un intervalle = [a, b] une
Jonction continue F(x), les bornes supérieures et inférieures de ses
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quatre nombres dérivés de Dini sont respectivement égales & la

F(x;,) FQL)

borne supérieure et inférieure des quotients — o x, et x,
Ky — Xy

sont des points quelconques de I.

Démonstration. En effet, soit p. ex. m < F +(x) M pour
tout x e/, L'application du th. 17 aux fonctions F(’c)~—m X
et F(x)— M-x, dont les dérivés supérieurs droits sont respective-
ment 'un non négatif et 'autre non positif, donne alors I’inégalité
m (%, — %,) < F(x3) — Fx) < M- (xy,— x;) pour toutes deux valeurs
X, et X, ol a < x; < %, < b

Corollaire. Si un quelconque des quatre nombres dérivés de
Dini d'une fonction continue est continn dans un point donné, il en
est de méme des trois autres et tous les quatre nombres en question
sont égaux, de sorte que la fonction considérée est dérivable dans
ce point.

Intégrale de Perren d’une fonction de variable réelle.

§ 10. Le th. 17 permet de préciser pour les fonctions d’une
Varlable réelle les th. 13— 16 comme il suit.

Theoreme 18.  Etant donnée dans un intervalle I=1{a, b] une
fonctiqn continue F(x) remplissant & peu prés partout la condition

+oozEF tx) < g (%), o g (%) est une fonction . intégrable (P) sur
[a, 8], on‘ a F(b)— F(a) < (P f g(xydx  (la condition symetrzque
— oo 5= FHx) > g(x) supposée remplze a peu pres partout, enrrallze
l’megalzte symétrique F(b) —F (a) > (’>) / g (%) dx). |

Si, en outre, la fonction g (x) est sommable, on a E (F; [)
(dans le cas symétrique E (F; 1) = 0). :

Théordme 19. Si un nombre -dérivé médian') & droite ) (x)
d’une fonction continue F(x) est & peu prés partout fini et intégrable
(P) sur un intervalle [a, b], la fonction F(x) est dérivable presque

|4

partout dans [a, 5] et on a F(8) — F(a) = (?) [ F(x) dx.

1y voir Chap. III, § 1, p. 46.
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- Si, en outre, le dérivé \(x) est sommable sur [a, b], la fonction
F (x) est absolument continue dans [a, b),

La démonstration du th. 18 ne différe de celle des th. 18 et
15 que par l'application du th. 17 au lien du th. 1. La premiére

partie du th. 19 résulte du th. 18, puisqu’on a F ) < (x) < F "‘(x),
Enfin, la deuxiéme partie  de ce théoréme est une conséquence
. directe de la premiére. .

Les th. 18 et 19 constituent en raison du th. 18, Chap. 1V, § 4, une gé-

néralisation du th. de Lebesgue [I, p. 122 2; 3; 4; 11, p. 188]: pour que l'un
des nombres dérivés d'une fonction (continue), supposé fini, soit soznlzmblt.’, il faut
et il suffit que cette fonction soit ¢ variation bornée; sa variation totale (e. & d.
absolue) est lintégrale de la valeur absolue du nombre dérivé. Cf. aussi, dang
le méme ordre d'idées, H. Lebesgue [2, p. 428] oit Yon trouve le théordme
suivant sur les fonctions additives d'intervalle dans l'espace: une SJonction d'in-
tervalle additive (et continue), d wariation bornée, et dont les nombres dérivds
sont partout finis, est 'intégrale indéfinie de ses nombres dérivés. Les th. 18—16
présentent, en vertu du th. 7, Chap. IV, § 2, des généralisations de cet
énoncé. ) - :
“"La méthode ‘des fonctions majorantes et minoraniés a été imaginée par
M. Ch.J. de la Vallée-Poussin pour étudier les propriétés de Il'inté-
grale de Lebesgue etcelles. des fonctions additives d’engemble. Une méthode
~ tout-a-fait équivalente (celle des Ober- et Unterfunktionen) a 6té inventde
indépendamment par M. O. Perron [1], qui en a fait la base d’une nouvelle
définition de intégrale, n’exigeant pas la théorie de la mésure.

La définition primitive de Perron ne concernait que Tintégrale des
fonctions bornées. ' Elle a 6té étendue aux fonctions non bornées par M. O.
Bauer [1], qui a montré que I'intégrale de Perron embrasse celle de L e-
besgue; il a généralisé en méme temps la définition de Uintégrale (:7) sur
les fonctions de point d'un espace euclidien arbitraire.

Les recherches -ultérieures ont mis en évidence Péquivalence entre l’in-

tégrale de Perron et l'une (celle au sens restreint) des deux intégrales de
Denjoy (voir Chap. X). . -
Pour la généralisation de l'intégrale de P erron, équivalente i l'autre

intégrale de Denjoy (& celle au sens large), voir J. Ridder [3], et pour
d’autres généralisations J. C. Burkill [5]. '

Notons encore la conséquence suivante du th. 18, qui constitue
une généralisation du th. 17, p. 187: '

'Si pour une fonction continue F (x) on a F "'(x):;é —oo dpeu
Prés partout et en méme temps F”’(x) >0 presque partout, la
fonction F(x) est non décroissante b, ‘

1) C. Carathéodory I, p. 580].
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On en déduit aussitét la généralisation suivante du théoréme

.de Scheeffer:

St pour un couple de fonctions continues F(x) et G (x) les
nombres dérivés F¥(x) et GT(x) sont & peu prés partout finis et
presque partout égaux, les fonctions F(x) et G (x) ne différent
que par une constante ). '

Dans le méme ordre d’idées le théoréme suivant est 3 mentionner: si la
dérivée F'(x) (finie ou infinie) d’une fonction continue F (x) existe d peu prés par-

. tout et est non négative presque partout, la fonction F(x) est non décroissante.

11 en résulte aisément que toute fonction continue dans un intervalle I dont la
dérivée existe & peu prés partout et est bornée dans I, abstraction faite d'un en-
semble de mesure nulle, est une intégrale indéfinie de sa dérivée.

Ce théoréme, dont la démonstration est d’ailleurs trés simple (cf. G. Gol-
dowsky [1] et L. Tonelli [8]), est digne d’attention, puisque I'exemple
p. 125 montre qu"une fonction continue admettant partout une dérivée déter-
minée sommable n'est pas nécessairement une intégrale indéfinie.

1) Ce corollaire sera généralisé davantage dans la suite (voir Chap. X,
§ 4, th. de Denjoy).





