*CHAPITRE VL

Aire d’une surface z=w (x, ).

Préliminaires.

§ 1. Nous allons consacrer ce chapitre 4 une des plus belles
applications de la Théorie de I'intégrale lebesguienne, a savoir
4 la théorie de l'aire d’une surface courbe.

Nous avons vu (¢f. Chap. IIf, § 8, et Chap. IV, § 8) que
la théorie de Lebesgue permet de résoudre complétement les
problémes élémentaires concernant la longueur d’une ligne courbe
et 'expression de sa longueur par une intégrale. Or, des problé-
mes analogues concernant les surfaces courbes comportent des
diffiecultés bien plus sérieuses. Certains traités classiques du calcul
différentiel et intégral, méme de la deuxiéme moitié du XIX siécle,
contiennent encore la définition inexacte de I'aire d’une surface.
Imitant la définition de la longueur d’une courbe, on cherchait
4 définir Paire d’'une surface comme la limite des aires des poly-
&dres inscrits dans cette surface et tendant verselle. H. A. Schwarz
[I, p. 309]Y) a remarqué le premier (dans une lettre & Genocchi)
gquune telle limite peut ne pas exister méme dans le cas d’une
surface aussi simple que celle d’un cylindre droit et que les aires
de certaines suites de polyédres inscrits peuvent tendre vers un
nombre arbitraire non moindre que l'aire véritable du cylindre.
A la méme époque L. Peano et Ch. Hermite ont soumis
P'ancienne définition a des critiques analogues et ont proposé
des définitions nouvelles, basées sur des idées tout & fait diffé-
rentes. Ce n’est que M. Lebesgue qui a repris dans sa Theése
[1, p. 298 et suivantes] la méthode ancienne, en la modifiant

1) Cf. aussi M. Fréchet [3].
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d’une maniére que lon peut résumer A peu prés comme suit:
l'aire d’une surface est lalimite inférieure des aires des polyédres
tendant uniformément vers cette surface (mais pas nécessairement
inscrits dans elle) ).

Cependant, dans le cas le plus général, lorsque la surface
est donnée sous une forme paramétrique, cette définition exige
certaines notions et considérations auxiliaires (cf. T. Radd
[1;4]) et les résultats acquis sont loin d’8tre aussi complets que
ceux dont nous disposons pour les lignes courbes®). Les diffi-
cultés qui surgissent appartiennent plutét i la Géométrie et i la
Topologie qu’d la Théorie des fonctions de variable réelle.

Nous allons donc nous borner ici au cas des surfaces don-
nées par les fonctions continues de la forme z = w (x,y), c. & d.
qui peuvent é&tre regardées comme des images (c¢f. Chap. V, § 1,
" p. 78) de ces fonctions. Clest & M. L. Tonelli [5;6] que Ton
doit les plus beaux et les plus complets résultats concernant ces
surfaces. Ils feront I'objet principal de ce chapitre et seront
formulés au § 15. ‘

La théorie de M. Tonelli est basée sur la définition de I'airve, proposée
par M. Lebesgue. Parmi les ouvrages modernes consacrés i la théorie de

I'aire des surfaces, mais fondés sur d’autres définitions, sont a citer: W. H.
Young (3], J. C. Burkill [8], S. Banach [4], J. Sehauder [1].

M. T. Rado [1, pp. 1564—169; 2] a développé les méthodes
de M. Tonelli, en s’inspirant des idées plus anciennes de Z.
de Gebcze et.en procédant a4 I’aide de certaines fonctionnelles
introduites par ce géométre. Le résultat principal de M. Radd
(voir § 14, th. 14), dont les applications seront discutées plus
loin, permet de définir l'aire d’une surface comme la limite
(tout court) de certaines expressions bien simples, tandis que la
définition de' M. Lebesgue ne permettait de lobtenir directe-
ment que comme une limite inférienre. On est conduit par ces
méthodes a4 baser d’une fagon naturelle I'exposé de la théorie
de laire d’une surface z=w (x,y) sur la notion de fonction
d’intervalle (cf. J. C. Burkill [2; 3)).

) Cf aussi M. Fréchet [4] et H. Lebesgue [6].

%) Pour le cas spécial ot les fonctions x = x(u,v), y =y (1, v) et z=2z(1,0),
qui définissent paramétriquement la surface, satisfont A la condition de Lip~
schitz, voxr T.Rado [4] et H. Rademacheor [3].
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Les propriétés fondamentales des fonctions d’intervalie ne seront étu-
diées ici (voir §§ 3—8) que dans des limites de généralité réduites en principe
aux besoins des applications. Pour les propriétés différentielles des fonctions
d'intervalle voir J. C. Burkill [4], 8. Saks [3], R. C. Young [1], F. Riesz
[5]; pour la théorie plus générale et abstraite, c¢f. aussi A. Kolmogoroff[l].

A moins d’'une mention expresse, tous les raisonnements de
ce chapitre seront formulés pour des fonctions de deux variables
réelles, de sorte qu'un intervalle est & entendre ici comme un
rectangle. L’extension sur les espaces & un nombre quelconque
des dimensions ne présente pas de difficultés.

Aire d’une surface courbe.

§ 2. Etant donnée une fonction w (x,y) continue dans un
intervalle [,, nous entendrons par surface continue z= w{(x,y)
dans /, 'image de cette fonction (cf. Chap. V, § 1, p. 78).

Une surface continue 2 = p (x,y) définie dans [/, s’appellera
polyédre, lorsqu’il existe une décomposition de /, en nombre fini
des triangles T, 7,, ..., 7, n’empiétant pas les uns sur les autres
et tels que la fonetion p (x,y) soit lnéaire dans chacun d’eux,
c. a d. que lon ait

2.1) p(x,y)=A:ix+ Biy+ C; pour tout (x,3)eT; o0&t i=1,2,...,n

Les parties et les points d’un polyédre qui correspondent
respectivement aux triangles {7;} et & leurs sommets s’appelleront
faces et sommets de ce polyédre. .

Nous appellerons aire élémentaire d’un polyéddre z =p (x,y)
la somme des aires de ses faces au sens de Géométrie élémentaire,
¢. 4 d., une surface étant un polyédre donné en triangles {T3>
par la formule (2.1), son aire élémentaire est le nombre

2.2) =D I T VAR F B 4 1;
i=l

on en tire aussitot la formule

(2.3) lp| :f,f ]/(gf)q—l- (%)2—{- 1dxdy.

Etant donnée une surface continue quelconque z = w (x, y),
nous appellerons son aire dans Pintervalle /, et nous désignerons
par L(w; /;) la limite inférieure des aires élémentaires de poly&dres
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tendant uniformément vers cette surface. L (w;/) est donc la
borne inférieure de tous les nombres a, pour lesquels il existe,
quel que soit € >0, un polyédre z = p (x,y) tel que

2.4) |p]>a—-€ et |p(x,y)—w(x,y)| e pour tout point (x,y)cl,.

 On pourrait montrer en ce moment que pour les polyédres Vaire élé-
mentaire coincide avec l'aire dans le sens de la définition générale qui vient
d'étre énoncée. Or, c’est une conséquence facile des théorémes ultérieurs
(voir p. 120), de sorte qu'une démonstration spéciale serait ici superflue.

Il est & remarquer que, conformément i la définition admise, l'aire d'une
surface peut &tre finie ou infinie et que, par analogie aux lignes courbes, on
serait tenté d'appeler ,rectifiables® les surfaces dont I'aire est finie. Or,onré-
serve avec M. Lebesgue le terme rectifiable uniquement aux surfaces
z=w (x,y) qui satisfont & la condition de Lipschitz (voir plus loin, p. 100).

Le théoréme suivant est une conséquence immédiate de la
définition. ‘ :

Théoréme 1. Pour toute Suite {wi(x, y)} de fonctions continues
qui convergent uniformément dans un intervalle I, vers une fonction
 (x,3), on a

(2.5) lim inf L (@ 1) > L (w; 1) .

Fonctions d’intervalle. Intégrale de Burkill.

§ 3. Etant donnée une famille finie 8 d’intervalles (rectan-
gles) I, 0, ..,1, convenons de désigner d’une facon générale
pour toute fonction d’intervalle F (/) par F(S) la somme des
valeurs de F (/) sur les intervalles appartenant a S; en formule:
F® =F{)+F(L)+ ..+ F{,). La somme des aires de ces
intervalles s(8) (cf. Chap. II, § 2) constitue donc un cas particulier
de cette notation, a savoir ot F(J) =0 (I)=|I|.

§ 4. On appelle intégrale supérieure et inférieure an sens
de Burkill d'une fonction d’intervalle F (/) sur une figure R,
et on désigne par / F et / F respectivement, la limite supérieure et

o Ry

inférieure des nombres F (I) pour les subdivisions quelconques I
de R, dont les nombres caractéristiques & (I) tendent vers 0O (cf.
Chap.V, §7, p. 91). En cas d’égalité de ces intégrales leur valeur
commune s’appelle lintégrale définie de Burkill (ou intégrale

tout court) de la fonction F (/) sur R, et on la désigne par / F.
; Ry

1§ 5] Fonctions d'intervalle. Intégrale de Burkill 1083
%
Si elle existe et est finie, la fonction F est dite intégrable sur

R, ausens de Burkill. Nous écrirons parfois B(F; &) au lien de / F.
R,

Si une fonction d’intervalle F(J) est intégrable sur toute figure_R

situé dans R, (ct. plus loin th. 3) la fonction de figure B(R) =/ F,
* . " R

ott R( R, sera appelée intégrale indéfinie de F(I) dans Ry
On déduit aussitst de ces définitions le théoréme suivant:

Théoréme 2. On a pour toute fonction d’intervalle F(I) définie
dans Ry=R, + R, ot Rio Ry =0

fF,}fF—i— fF et JF<[F+JF
15; Ry R': .

R, TR TR
Il en résulte par soustraction le

Théoréme 3. Chaque fonction dintervalle F(I) qui est inté-
grable sur une figure R, lest également sur toute figure RCR, et

son intégrale B(R) = / F est une fonction additive de figure.
R

§ 5. Appelons écart d’une fonction d’intervalle F (/) sur une
figure R, le long d’une droite D (parallele & T'axe des x ou des y)

le nombre
Ep(F; Ry) = lim sup | F(8)1,
3(8)0

ot S est une famille finie quelconque d’intervalles n’empiétant
pas lun sur Pautre, situés dans R, ¢t dont chacun admet des
points communs avec la droite D.

Comme une généralisation du théoréme du Chap. I, § 14,
p. 19, sur les fonctions d’une variable réelle, on obtient le thé-
oréme suivant sur les fonctions d’intervalle. : :

Théoréme 4. FEtant donnée une fonction dintervalle F (I) dé-
finie dans une figure R, et telle que‘/-1F|<c\o, on wa Ep(F;R))>0

R,

que tout au plus pour un ensemble dénombrable de droites D paral-

léles aux axes des coordonnées. ,
Démonstration. On voit aisément que dans cette hypothése

le nombre des droites, p. ex. x=¢, le long desquelles I’écart de F

sur R, dépasse n—! n’est pas supérieur a n- / |F|. L’ensemble
) By
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de touteé les droites x = le long desquelles cet écart est posi-
tif est par conséquent au plus dénombrable, ¢. q. f. d.

§ 6. Lemme 1. Etant donnée une fonction dintervalle F (1)
intégrable sur une figure R,, il existe pour tout >0 un 1> 0 tel
que pour tonte famille 8 ={I, 1, .., I} dintervalles situés dans
R, et nempiétant pas les-uns sur les autres l'inégalité & (8) < v en-
traine linégalité '

Z[F(jk) —jFH<E.
k=1 .
n

Démonstration. Soit 1> 0 un 'nombr‘e tel que pour toute di-
vision I de R,

6.1)

-

£
2

6.2  aM<y entraine [‘ F ) — j“F

Posons R, = R, @Ei[;,. En vertu du th. 3, p. 103, la fonction
k=

Re

F est intégrable sur Ry. 1l existe donc une subdivision I, de R,
telle que I'on a '

6.3) BI) <71 e JF(I;)-j'E'
R

. E
<
2

Or, S +1, constitue évidemment une subdivision de R, et
on. a, par ’hypothése concernant S et selon (6.3), 2 (S --I)) <.

FS+1)—[Fl< 5,
v o2
dont il suffit de soustraire la deuxiéme des relations (6.3) pour
obtenir (6.1).

Théoréme 5. Une fonction dintervalle F(I) intégrable. sur
une figure R, étant continue ), il en est de méme de son intégrale

indéfinie B (R) = | F.
R

En vertu de (6.2) on a donc linégalité

’ Démonstration. Pour tout > 0 il existe en raison du lemme
précédent un 7>>0 tel que, étant arbitrairement donnée une famille
finie S dintervalles situés dans R, et n’empiétant pas I'un sur
Pautre,

}) -ef. Chap. I, § 7.
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(6.4) 8(8) <= entraine ‘EF(S)—B(S);<-;.

I={/, 1, .., I, désignant une subdivision quelconque de R,
telle que ¢ (I) <7, soit 4, >0 un nombre assujetti & la condition:

(6.5) |J]<wy entraine |F(J)] <§i pour tout intervalle JCR,.
: m

On a alors en vertu de (6.4) pour tout intervalle /(C R,
m m
|BU) =X Flol)=|YBUch)—F(c)l| <5+ de sorte que,
j= j= 2
en substituant /c /; & J dans (6.5), | /| <7, entraine | B (/)| <e. La
fonction B (/) est donc continue, c. q. f. d.

§ 7. Lemme 2. Si lintégrale d’une fonction d’intervalle F(I)
intégrable sur R, Sannule sur toute figure R R, cette fonction
est dans R, presque partout dérivable et sa dérivée y est presque
partout nulle.

Démonstration. En vertu du lemme 1, p. 104, il existe pour
tout >0 un 7 >0 tel que pour toute famille finie 8 d’intervalles
n’empiétant pas les uns sur les autres et situés dans R,

(7.1) 8(S) <= entraine |F(S)|<<e.

Posons E=E[F(x)>0] et E,=E|F(x)> n1. Evidemment
X . X
E =2 E, Or, pour tout n lensemble E, est couvert au sens de
n

Vitali (cf. Chap. II, § 7, p. 33) par une famille de carrés Q(C R,
tels que F(Q)>n—t-|Q|; en vertu du th. de Vitali (voir Chap.
II, § 7, th. 14) on peut donc en extraire une suite finie Q" de
carrés wempiétant pas l'un sur Pautre Q, Q% ..., QS,",E et tels

kn o
que £, C 3 Q”, 3(Q")<1,5(Q")>| Ex| —= et F(Q")>n~1-| Q|
i=1 .

pour i=1,2,...,k. Il en résulte d’aprés (7.1) que l'on a
e>F(Q"™) > nt o (Q) > n [ En| —¢], Qoit [Ex| <(nt1)e.
Le nombre ¢ étant. arbitraire, on a donc pour tout n naturel
|E.| =0, ce qui donne par sommation | E|=0.

La démonstration que l'ensemble E [Fx)< 0] est de mesure

nulle est symétrique. ;
Ainsi, on a presque partout F'(x) =0, ¢. q. f. d.
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Théoréme 6. Entre toute fonction d'intervalle F(I) intégrable
dans une figure R, et son intégrale indéfinie B (I) ~:/F on a les
relations _ ; !

B(x)=F(x) et B(x)=F(x) presquepartout dans R,

En particulier, si lune des fonctions F (1) et B(l) est presque
partout dérivable, il en est de méme de Pautre et leurs dérivées
sont presque partout égales. ‘

Démonstration. 1l suffit de remarquer que lintégrale indé-
finie de la fonection B (/) — F (I) s’annule identiquement et d’ap-
pliquer le lemme 2. : ‘

§ 8. Théoréme 7. Toute fonction dintervalle F(I) continue,
telle que : ‘

(8.1) [1F| <o
T ‘]110 »
et qui remplit pour tout intervalle I (_ R, la condition

(8.2) F() << F(),
ot I est une subdivision quelconque de I, est intégrable sur R,.

. Qémf)zstra?isz. Etant donné un e positif arbitraire, soit
T ={l, 15 .., 1;} une division de la fignre R, telle que

(8.3) F@)> Fee.

La fonction F(/) n’admet sur R, en vertu de (8.1) et du
th. 4, p. 108, des écarts positifs que le long des droites paralléles
aux axes des coordonnées et constituant un ensemble au plus dé-
nombrable. Par suite de la continuité de F(/) on peut donc
supposer *(en modifiant légérement, au besoin, les intervalles
Iy, I, ..., I¥) que la subdivision I" satisfait en outre ala condition
Ep(F;R,)=0 pour toutes les droites D qui contiennent des cotés
c’les intervalles /; ¢ XI. 1l existe par conséquent un 7> 0 tel quel
étant donnée une famille quelconque S dintervalles situés d&m&;
Ry, n’empiétfmt pas 'un sur 1’autr$ et ayant des points communs
?;rié:gaﬁ;etsé ;ﬁ);cg; <dtees rectangles {/;}, inégalité & (S) <7 entraine
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Ceci dit, considérons une subdivision arbitraire I =yl ns In)
de R, telle que ¢ (I) <. '

Par effet d’un numérotage convenable, on peut évidemment
admetire que ce soient les intervalles Iy, /s, ..., /m qui ont des points
communs avec la somme des cOtés des intervalles I; de T tan-
dis que les autres intervalles de I (s’il y en a) en soient disjoints.
Enfin, ‘convenons de poser F (/; © I) = 0 pour Ii © ;= 0. 1l vient

m } k. m !
' AZF([]‘)E <e et 1 S SFU o) }; < ¢, d’0lt en vertude (8.3) et (8.2)
1

= ==

< .oom E m ]

ona [ Foe<FI)<FI)—3F)+2 XFUiol)<F@)+2=

R, j=1 i=1 j=1 A

Par conséquent / F < F (I) + 8 ¢ pour toute subdivision I telle que
]éﬂ

g (@) <7. Il en résulte que fF\ﬁ/'F—}-S ¢, de sorte que, & étant
R, R

arbitraire, /F= / F.
R, “R,
Inégalités auxiliaires.

§ 9. Nous rappelons ici deux inégalités élémentaires et bien
connues, dont nous ferons usage dans les applications des théo-
rémes généraux qui précédent a la théorie de D’aire des surfaces.

(i) Pour toute suite finie de nombres xi, yi, i ot i=1,2,..,1n,004

1
n 9 n 9 n 977 n . _1'
2,2 2\ 3
I fo)+( S+ o) | < it 4
V== i== = =

Cette inégalité se déduit simplement par induction & partir

de n=2, oii elle est directement vérifiable. :

L’inégalité (i) posséde une interprétation géométrique fort simple: elle
exprime le fait que la longueur d’un coté du polygone fermé n’est jamais su-
périeure a la somme des Jongueurs de tous les auntres cotés de ce polygone.

En remplacant dans (i) les sommes par les intégrales, on
obtient Iautre inégalité:

() x (), y @), z(t) étant des fonctions non négatives et me-
surables dans un ensemble mesurable E, on a

1

[(Jx dt)2+ (ﬁf g dt) + (Ef 2t HZ\< E{(xz Ly,
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Dans le cas particulier ot les fonctions x(), y(®), 2(f) ne pren-
nent quun nombre fini de valeurs, elle est une conséquence

“directe de (i); dans le cas général on fait intervenir le th. 20,

Chap. II, § 9, et on applique le théoréme de Lebe sgnc sur
lintégration des suites monotones de fonctions (voir Chap. V, § 3).

1 est & noter que dans linégalité (ii) on doit entendre par f un point
de l'espace rn-dimensionnel; le symbole / est & interpréter comme unne inté-
grale sur I'ensemble £ dans R,

Fonctions 3 variation bornée et absolument continues
de deux variables.

§ 10. Etant donnee une fonction @ (%, y) continue dans un
intervalle /= [ay, b;; ay, b,], désignons pour toute valeur ¢ ol
a, < &< b par Wi(w; ¢ ay, by) la variation absolue de la fonction
w (&, y) par rapport & la variable y dans Pintervalle [a,, 8,], et pour
toute valeur 7 telle que a, <7 <8, par Wy(w;n; a, b)) celle
de la fonction w (x,7) par rapport a x dans [a, b,]. En désignant

par J, et J, respectivement les intervalles linéaires [a,, b,] et

[a,, by], nous poserons aussi Wy(w; ¢ J,) = Wi(w; & a,, 0,) et
Wy(w; n; J)) = Wy(w; v; a,, b;), en omettant souvent le signe @ dans
tous ces symboles, lorsque la fonction @ (x, y) est fixée.

Par suite de la continuité de la fonction w(x, ), les expressions
- non négatives Wi(w;¢; ;) et Wy(w; v;J)) sont, comme il est facile
de voir, des fonctions semicontinues inférieurement des variables
¢ ‘et 7 respectivement, donec mesurables. Par conséquent nous
pouvons envisager les intégrales

f Wi g ) dz et ow, 59 .

Lorsque ces deux mtegrales sont finies, la fonctxon w (x,y)
s’appelle & wvariation bornée dans I au sens de Tonelli.

Cette définition implique aussitdt que toute fonction a variation
bornée de deux variables x,y est & variation bornée par rapport
i x pour presque toute valeur de y et par rapport i y pour presque
toute valeur de x.

Une - fonction continue = (x,y) sera dite absolument continue
dans [ au sens de Tonelli, lorsquelle y est & variation bornée
et lorsque, de plus, elle est absolument continue par rapport & x

1§ 11} Expres.sions de Z, de Gedecze. ' 109

pour presque toute valeur de vy, de méme que par rapport a y
pour presque toute valeur de x.

On dit qu’une fonection w(x, y) satisfait dans / &4 la condition
de Lipschitz s’il existe une constante NV telle que Pon ait
pour tout couple (&, 7)) et (¢, 7") de points de / linégalité
lw (&) —w (7)< N (=" + 19— 7"

Toute fonction w(x, n) qui satisfait dans un intervalle /;, a la
condition de Lipschitz est évidemment absolument continue
dans /,. En particulier, les polyédres (voir la définition p.101), de
méme que les fonctions de deux variables aux dérivées partielles
continues, sont autant des fonctions absolament continues.

Expressions de Z. de Gedcze.

§ 11. Nous ferons correspondre a toute fonction w (x,y)
continue dans un intervalle /= [a,, b,; a,, b,] les expressions sui-
vantes, introduites dans le calcul des aires de surfaces par Z. de
Gedeze [1]:

b, 01,

Gu(w; ) = [ 1, b2) (s, a3 dx, Gl )= f @)@,

G (w; 1) = {[Gy(w; D + [Go(w; DI + [ 1] }’

comme d’habitude, nous écrirons aussi tout court G,(/), Gy(/) et
G (I) au lieu de Gy(w;[), Gy(w; I) et G (w; ).

Théoréme 8. FEtant donnée dans un intervalle I,=[ay, b;; a,, b,]
une fonction continue w (x,y), ses expressions de de Gedcze Gy (I),
Gy(I) et G (/) sont des fonctions continues de Uintervalle I (1,
admettant des intégrales déterminées (finies ou infinies) sur I,

et on a
by

Ly [ = Wi anbyds et f G, = f Wils; @, b) d,
1

as a,

11.2) G < f G, Gl < foz et G(1)<fa

(11.3) fGl\<J fG +JG2 (I,] oni=1,2.
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Démonstration. FEtant donné un &> 0 arbitraire, soit 7 <le
un nombre positif tel que pour tout couple y;, v, de valeurs de y

A1.4) |y —y|<m entraine |w(x,y,)—w(x,y,)| <e.

Désignons par M la borne supérieure de |w(x, y)| et considé-
rons dans /, un intervalle /= [o;, 8;; o, B,] tel que |/|<%% On
a alors B, —o, <7 ou bien B, —a,<7. Dans le premier cas il
vient G() < (B — o) 2M<2M-9 L 2M-¢ et dans le second on
tire de (11.4) G(/) << (B, —0,) e (b, —a,) &, de sorte que dans les
deux cas I'inégalité | /|<<u? entraine l'inégalité G,(/) I (2M--b,—a,)-=.
La fonction G,(/) est donc continue. Par raison de symétrie il en
est de méme de G,(/) et, enfin, la continuité de ces deux fonctions
entraine immédiatement celle de G (/).

Ceci établi, nous allons montrer que les fonctions G, et G,
sont intégrables et, en méme temps, déduire les formules (11.1).
Soit {I»} une suite de subdivisions de /, telles que I'on ait

(11.5) limé (@) =0 ef lim G(L,) =J G,.
n . n
. ) I, )
Désignons pour tout z naturel par Du(z) ol a, < ¢ < b, la
somme des accroissements absolus de la fonction w (¢, y) sur les
intervalles linéaires découpés a la droite x=¢ par les rectangles
de la division I,. On a donc d’une part
b,

(11. 6) G,I,) = qu”(‘é) g pour n=1,2,..

ay

et d’antre part, par snite de la continuité de la fonction @ ((3Y)
les fonctions @.(:) tendent pour tout £ avec #n - co vers la,
variation absolue de @ (z,y) par rapport 4 y dans Pintervalle [ay,0,].
Par suite, li;n D) =W, (5; a3, by), Q0 en vertu du lemme de Fat(; u

(Chap. V, § 4, th. 4) et d’aprés (11.6) et (11.5) -

by

(11.7) f G, > f Wi(& as, by) de.

7 a,
A
Or, pour toute subdivision I de /, on a GI(I){«:/ W, (& ay, b,) de
o ?

— by ay

YAy " -~ . " .
dot f/ G, ‘\\/ Wi a, 0,) dg, ce qui donne avec (11, 7) la premicre

a ay
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des formules (11.1). L’existence de lintégrale /~Gi et la deuxiéme
I,

de ces formules se déduisent d’une fagon symétrique.

Passons & présent a4 la fonetion (. Remarquons d’abord

que lintégrale / G existe évidemment dans le cas ol une au
A ‘

moins des intégrales /61 et /G2 est infinie et qu’elle est alors
7 A
aussi infinie en vertu des relations

(AL 8) GGy et G()<G(U) pour tout 1C I,

Dans I’anire cas, les deux intégrales en question étant finies,
Pinégalité évidente G ({) < Gy(I) + Gy({) + |I| donne

ate  [o< [ 6x [Grini<s;
I, I I

d’autre part, pour toute division I d’'un intervalle quelconque I
situé dans I, les inégalités non moins évidentes

(11. 10) G < G et Gy(l) < Gu(T)
donnent en vertu de Pinégalité (i), p. 107,
(11.11) GHY<a®.

Or, la continuité de la fonction G (/) étant déja établie, les
formules (11.9) et (11.11) entrainent en vertu du th. 7, p. 106,
Pexistence de l'intégrale déterminée de cette fonction sur /.

Pour achever la démonstration on n’a qu’a remarquer que
les formules (11.10) et (11.11), entrainent immédiatement les for-
mules (11.2) et, finalement, que la formule (11.38) résulte aussitdt
de (11.8) et (11.9), c. q. £ d. ‘ '

Comme corollaire du th. 8 ainksi établi, en particulier, comme
conséquence des formules (11.1) et (11.3), on a le

‘Théoréme 9. Pour que la fonction dintervalle G(w;I), atta-
chée & la fonction continue w(x,y), soit intégrable sur un intervalle
I, (c. a. d. pour que lon ait /G<m), il faut et il suffit que la

. ‘ I, . .
fonction w (x, y). soit & wvariation bornée dans I,.
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§ 12. Convenons de désigner pour chaque intervalle / (sous
réserve d’abréviations habituelles) respectivement par /3 (w; /),
Iy (w; Iy et I'(w; 1) les intégrales /G,, /G2 et /G’des‘: expressions

. Y A 7
de de Gedcze correspondant i une fonction continue w (x, y).
Lemme. Etant donnée une fonction continne w(x,y), ses
nombres dérivés partiels de Dini, & savoir wy, wy, W, Wy et
wy, Wy, Wy, W, sont des fonctions mesurables.
Démonstration. 11 suffit de I'établir pour un quelconque de
ces dérivés, p. ex. pour wy. S
Etant donné un a réel arbitraire, considérons I'ensemble
E=E [w} (x,y)<a] et désignons par E, Pensemble de tous les
(x, 1) :

points (x, y) satisfaisant a4 la condition suivante:

o< h \g\< _1_ gﬂtraiﬂew(x_i_/l’y)_— w_gx’-y_) e

a-1 pour tont h réel,
n h n

1l vient £ =3 E, et, chacun des ensembles £, étant fermé
i n

par suite de la continuité de la fonction w (x, y), 'ensemble E est
un F,, de sorte que le dérivé w7 est une fonction mesurable.

Théoréme 10. Si une fonction continue w (x,y) est & varia-
tion bornée sur 1, les fonctions correspondantes I'\(I), I'y(I) et I'()
sont des fonctions additives, continues et non négatives de linter-
valle I (I, et on a dans presque tout point (x, ) de I, les égalités

- ‘ dw . Ow
12.1 M) =22 Dyx,g) =2
( ) (%, 9) dy (%, 1) o
et . oy
- 2 y 2 - ':‘
(12.2) (x,y) = KQ@) +(‘)}”) 1]
\0x Oy V

Démonstration. 1’additivité et la continuité des fonctions en
question résultent directement des th. 3, p. 103, 5, p. 104, et 8,
p- 109. Il ne s’agit done que d’établir les relations (12.'1) et (12.2).

Or, pour tout rectangle partiel /=[x, B,; ty, By] de [, on a
selon la formule (11.1) du th. 8 et selon le th. 14, Chap. 1V, § 4,
la relation suivante (olt les transformations des intégrales sont
effectuées suivant les théorémes de Fubini et de Tonelli
(Chap. IV, §7, th. 16 et 17), rendus applicables aux dérivées par-
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tielles de la fonction continue w (x, y) par le lemme qui précéde):

8, br o - low]
() :./ Wi (x; oy, By) dx 2> / [/ i;}';" dyJ dx :// 15.;! .
oy Oy Gy i r ‘

On a par conséquent

(12.3) I'i{x,y) > EO?"&)I pour presque tout point (x,y) de I,
A
D’autre part, en vertu du th. 7, Chap. IV, § 2, on a pour
tout sous-intervalle /=[a, §;; «,, B,] de /,

.
»
M1

: , 25 T
J'Wl(x; ty, Bo) dx =17(1) ::-/LI f]"’l(x, yydxdy =j U I (x, ) dyl dx.
o I .

oy Gy

Soit {J.} la suite des sous-intervalles de [a,, b,] aux extré-
mités rationnelles, Remplacons dans I’inégalité précédente [a,, B,] par
' ?ﬁ ?jx . :
Ju. On obtient I'inégalité / W, (x; J) > _/ [ / Ii{x, ) dyJ dx, valable
;Jnl ay :,11
pour tout intervalle [z;,{,] situé dans [a;, &] Par conséquent,
on a pour presque toute valeur x de [a,, b,]

(12.4) W5 0) 2 | My, 9) dy.

Jll

Désignons par £, I'ensemble des points x de [a;, &] pour

lesquels la relation (12.4) est en défaut et posons E =) E,.
n

L'inégalité Wi (x;J) = / I"(x,¥)dy est donc remplie & la fois
J

pour tous les sous-intervalles J de [a,, b,] aux extrémités ration-
nelles et pour chaque point x de [, ,], excepté les points de E.
Si 'on considére maintenant, pour une valeur donnée de x n’ap-
partenant pas a £, les deux membres de cette inégalité comme
des fonctions de Pintervalle linéaire J, on en tire par dérivation
par rapport a cet intervalle (en vertu du th. 14, Chap. 1V, § 4)
pour presque toute valeur y de [a,, b,] I'inégalité

- i ()w
(12.5) ! ____(g;,y ) > I'y(%,y).

S. Saks, Théorie de intégrale. : 8
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Or, les ensembles E, et, par conséquent, I’ensemble £ sont
de mesure linéaire nulle. Donc ’ensemble des points (x, y) de /,
pour lesquels la relation (12.5) est en défaut est de mesure liné-
aire nulle sur presque toute droite paralléle a l'axe des y. Mais

la fonction I (x,y), de méme que la dérivée partielle ())w (ct. le

lemme, p. 112) étant mesurables, il en résulte en vertu du th,
de Fubini (voir Chap. IV, § 7, th. 16, ou seulement le lem-
me 5, p. 78) que l'ensemble des points (x,y) de /, oti l'inéga-
1ité (12.5) est en défaut est de mesure plane nulle. En vertu de
(12.83) on a donc presque partout dans /, la premiére des égali-
tés (12.1).

La démonsiration qu’il en est de méme de la seconde est
symétrique.

Enfin, pour montrer qu’il en est encore de méme de I'éga-
lité (12.2), il suffit de remarquer que, conformément au th. 6,
p- 106, on a presque partout: d'une part, en vertu des relations (12.1),

d y
G’l(x’ y) = r’l(x1 -y) = }53}‘ e‘t G'g(x, J/) = f’g(x, y) e dw

y

donc aussi
1

o\ low\? 1%
a6 =(00)+ )+
\dy ox )
et d’autre part, G'(x, y) = I"(x, y).

Théoréme 11. Pour que la fonction d'intervalle I'(I) = I (w; 1)
correspondant & une fonction w (x, y), continue et & variation bornée
dans un intervalle 1,, soit absolument continue dans cet intervalle,
il faut et il suffit que la fonction w (x,y) soit absolument continue.

St elle lest, on a
1

; aze  ro=|| [ (?)":)4 (33)4— 1‘]‘% dy.
Sl : .

Démonstration. En vertu du th. 8 (11.3), p. 109, la continuité
absolue de la fonction /"(/) équivaut i la continuité absolue gi-
multanée des fonctions /3(/) et (/).

Or, si la fonction @ (x, y) est absolument continue, on a en
vertu du théoréme 13, Chap. 1V, § 4, pour fout sous-intervalle
I=[a, 8,5 o, 8,] de I, les égalités '
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g,
1) = Wit .6 d = f ( ‘;i” dx dy
o 2%
ay . 7

et

&y
. ow!
L= f Wy(y; o, By) dy = f f 9 dx dy, -
Oy 7

de sorte que les deux fonctions /; et /5, donc aussi I, sont abso-
lument continues.

Réciproquement, si la fonction /, donc aussi les fonection /5
et 7, sont absolument continues, on a pour tout intervalle
3

Iy =[a1, & @, b:) o0 @, < & < b, Végalité | Wi(x; ay, b,) dx ="Ty(J) =
a,
E, by |
Crldw(x, y) ] 10w (x,
=[] 7205 gy gy [ [ 2205
loody | alal dy
rapport 4 ¢ donne pour presque toute valeur de x la relation

-

.
% dyJ dx, quipar dérivation par

by
0w (x, y)|
(12.7) W, (x; a,, by) =f}‘_w,(ﬂ_3’#)g x
O A
Or, pour toute valeur donnée de x (pour laquelle w (x, )
-
estd variation bornée en ) la différence W,(x; a,, 1) —_/ d_‘m%w dy
a, 24

est une fonection non négative et non décroissante de la variable
1 (cf. th. 7, Chap. IV, § 2). 1l résulte donc de (12.7) qu’on a pour
n
presque toute valeur de x identiquement W,(x;a,, 1) = / ‘d_@_gﬁyﬁ) i dy,
a, | y
¢. & d. que la fonction W;(x; a,, 1), et par conséquent aussi @ (x, 1),
est absolument continue par rapport & 7 pour presque toute valeur
de x. Par un raisonnement symétrique pour W,(y; a,, £) on aboutit
4 la conclusion que la fonction @ (¢, ¥) est en méme temps abso-
lument continue par rapport 4 : pour presque toute valeur de y.
Comme elle est par hypothése a variation bornée dans /;, elle y
est absolument continue au sens de Tonelli.
Enfin, la formule (12.6) est une. conséquence directe du
th. 10, notamment de la formule (12.2).
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§ 13. Nous avons considéré jusqu’a présent l'expression
I (w; ) comme une fonction d’intervalle. Si on la {raite comme
une fonctionnelle dépendant de la fonction w, on parvient an
théoréme suivant, qui trouvera au § 15 son interprétation géomé-
trique.

Théoréme 12. Eiant donnée dans un rectangle I, une suite
quelconque de fonctions continues {wy(x,y)}, convergente dans I, vers
une fonction continue w (x,y), on a

(18.1) lim inf 7" (wa 1) > T (w; 1) .
n

Démonstration, 1, désignant la division de /, en m? rectan-

gles égaux, on a en vertu du th. 8 (formule (11.2), p. 109) pour m

et n naturels quelconques [ (w,; Ip) 7 G (wp; 1) et en vertu du

lemme de Fatou (Chap. V, § 4, th. 4) pour tout m naturel

1imn inf G(@Wy; In) > G(w; ). On a done lim inf I(w,; 1) 2 G (w; 1),
n

ce qui entraine la formule (13.1) par le passage & la limite avec
Nl — 00, '

Théoréme de Radd.

§ 14, Nous pouvons passer a présent a la démonstration
du th. de Rado, d’aprés lequel 'aire d’une surface quelconque
2= (x, y) est égale a la valeur correspondante de Pexpression I,

Observons d’abord que pour les polyédres élémentaires c’est
une conséquence immédiate des théorémes qui viennent d’8tre
etablis. En effet, tout polyédre z=p (x, y) étant (cf. p- 109) une
fonction absolument continue dans lintervalle (le rectangle) [, out
il est défini, on a d’aprés le th. 11, p. 114, et d’aprés la formule
(2.3), p. 101: '

(14.1) (5 1y = f | [(—%—)+ (%’y’—)+ 1fdx dy=|p|.

Théoréme 13. Si une fonction continue w (x,y) posséde dans
un rectangle Iy = [a,, b;; a,, b)) les dérivées partielles continues, il
existe une suite de polyédres {z = p,(x, Y)} inscrits dans la surface
‘z=w(x,y), convergents uniformément vers cette surface et tels que

1
. ow \? Ow \2 El
142 tim o= [ [(————)+(-)+1] dx dy
n !nj‘ ox 0_)1 . * y
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Démonstration. Désignons par X, = {fy 1, In, 2, «., In, »2} 1a sub-
division de /; en n” intervalles égaux et par (Xu., y¥»,:) ol L=1,2,..., 1’
le sommet inférieur gauche de /, . Partageons tout intervalle /,;
4 Paide d’une diagonale en deux triangles rectangles 77 ; et 7", ;
de fagon que le sommet (X, ;, Vs, ;) soit celui de I'angle droit de 7', ..
Considérons pour tout 7 le polyédre z=p.(x,y) inscrit dans la
surface z=w(x, y) et correspondant au réseau formé dans /, par
les 2 n® triangles 7', ; et T",,; o0 i=1,2, ..., 1% ‘

" Ceci dit, posons pour abréger
= mb{ e T b—a
n n

I

et désignons par p, la borne supérieure des différences
W, ) — @, )| et @y, 9T — (%, ) |

prises pour tous les points (x',3') et (x",y") de /[, tels que
[ x'— x| < by et |y'— 3| < k.

Or, 4, ; et 4", ; désignant respectivement les faces du polyédre
z=pu(x,y) qui viennent correspondre aux triangles 7', ; et 7"y,
on constate anssit6t que les aires des projections de la face 4y, ;
sur les plans x z et y z sont égales respectivement a

1 1
; J/ ['Zl’J (xn, i Yn, i -+ kn) -—w (xn, is Yn, I)] = ”é‘hn Bn- 'w’y(xn. iy y,n, i)

&

et ,
‘%‘kn : [’w (xn, i+ b, Yn, i) — W (xn, is Yn, 1)] = %hn kn- 'w’x(x'n, is Yn, i)

~

ou
xlz,i\<x"n,i<xn,i+hn Et yn,i\<,y’n,i<Yn,i+kn-

1 ) oL VE
Onadonc 1 A'n, il =E {[wlx(x’n, i Va DI [w’y(xrz, sV, i)]“‘l‘l} o I]rx, i[,

ce qui conduit en vertu de Dlinégalité (i), p. 107, & Dinégalité

| n? n? 1
1 \ L Ve o
|21 il = S, P s I P LY || =7 b
Remarquons que dans le membre gauche de cette inégalité le poly-

néme en dérivées partielles, qui sont continues par hypothése,
1

converge vers l'intégrale de la fonction [(w's)? 4 (w')? + 112 et que
le produit figurant au membre droit tend vers 0 avec n — co.
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1
n? 1 o ()w 9 dw);’ 12 .
' im | | == =)+ + 1| dxdy etlaméme
On a donc humifl[ il 2/]‘"/ [(dx) . (dy - ly
limite s’obtient évidemment pour la somme des aires des faces 4", ;.
Par I'addition on en tire la fo;'lnule (14.2), q. . d.

Théoréme 14 (de Radd). On a pour toute fonction continue
w (x, y) définie dans un rectangle I, l'égalité L (w; I)) = I (w; I,).

Démonstration. Soit {p.(x,y)} une suite de polyedres con-
vergeant dans /, vers w (x,y) et tels que lim|p,| = L (w; ).
n

On a par conséquent selon la formule (14.1) et en vertu du th. 12
L(w; L) =lm T (ps L) > ' (w; L,). 1l ne reste donc & élablir

que P'inégalité inverse L (w; ) < [ (w; 1,).

Cette inégalité étant évidente dans le cas ol la fonction w
n’est pas 4 variation bornée dans /; (puisqu’on a alors, en vertu
du th. 9, p. 111, I (w; I,) = 4+ o0), nous pouvons admetire que la
fonction w est dans /, & variation bornée et méme qu’elle Dest
dans un rectangle J, contenant /; dans son intérieur,

Soient, en effet, I’y et I', les rectangles égaux & /, et adjacents a /, sui-
vant les cotés paralléles & 1'axe des x. La fonction w (x,y) peut étre évidem-
ment prolongée, sans cesser d’éire continue et a variation bornée, sur /', et
I"y par les transformations symétriques relativement & leurs cotés communs avec
I On n'a done qu'a repéter la méme méthode, en Pappliquant au rectangle
I'y+ I+ 1", et aux rectangles J'y et J”, adjacents & Ini suivant les cotés pa-
ralléles & I'axe des y, et de poser finalement J, = J/y -} /'y - [, -~ 1"y -+ ",

Considérons a présent la suite des fonctions

n—1p—1

Wa(x, ¥) = n® ;f fw (t+u,y+v)dudo,
v o

On voit aussitst que ces fonctions (dites moyennes intégrales
de la fonction w(x,ﬂy)) se trouvent définies partout dans linter-
valle /, pour toutes les valeurs suffisamment grandes de l'indice n,
car a partir d’un 7 assez élevé les carrés [x, x +n~% y, y -+ n
sont stirement situés dans J,, quel que soit le point (x,y) e I,

Les fonctions @, possédent dans /,, par suite de la conti-
nuité de la fonction w, les deux propriétés suivantes: elles con-
vergent uniformément wvers la fonction w et elles admettent partout
des dérivées partielles continues, puisqu’on a pour tout (x, y) de /,
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n—l1
dwll 9 : —1
e = |y o) —w (x, y +0)] do
et ’ a1
0w, ” _
5 = |[lwkx+te,y+tnr)—wx+uyde.

0

La premiére de ces propriétés entraine en vertu du th. 1, p. 102,
(14.3) L (@: 1) < lim inf L (w3 1)

et la seconde implique selon les théordmes 13 et 11 que ’on a
1

o

L (wy; L)) < / /[(%)'_!_ (%)‘-I- 1} dx dy=T"(wy; 1), ot en rai-
T\ Ox ady ] '
son de (14.3)
(14.4) L (w; 1) < lim inf I (wy; 1) .

Ceci établi, convenons de désigner d’une facon générale par
[@® Yintervalle s’obtenant de / par la translation parallele
X'=x+u,y=y+v et par I*? la famille d’intervalles qui s’ob-
tient d’une famille I, en soumettant a la fois tous les intervalles
de I & cette translation. '

Or, pour tout sous-intervalle [ = [a;, B;; o, B;] de /, on

. B
obtient alors la formule G,(w,;{) -‘:-_/ fwnu(x, B,) — Wa(x, a5) | dx <
e -
<n‘~’-/ [/ / |w(x +u, 3, +v) —w(x+ 1 12+1i)1_dudfv} dx =
u, Lo 0

n—inp—1

= n’ / / G,(w; I ) du dv et une formule analogue pour G, d’olt
0 6

selon (i), p. 107, G (@i 1) = {[Gy(ws; D + (Gl DR+ <

o (00,5 1)) 4 [Ous 1) P 4 e [2) =
L

= n‘~’-‘/ / G (w; [ dp dv. En désignant par I, la subdivision

de /, Uenn m* rectangles égaux, on obtient donc pour tout m

N
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IZ‘_M1 Pl_—]

(14.5) G (wy 1) < 1 f f G (w; X ”) du dv.
1 )

0 (

Comme on a en vertu du lemme, p. 104, uniformément en u, v
lim G (w; I3 ™) = I" (w; I§* ™), nous pouvons effectuer sur les deux
m

membres de I'inégalité (14.5) le passage 4 la limite avec m— oo, ce
qui donne -
s
(14.6) (w1 < nﬂ-f f]“ (w; I{"™) du dv.
(.)’ (]u ‘

‘Enfin, on voit aisément que les aires des figures /"% o I,
et [, & [{*” tendent vers 0 avec i, v et que chacune de ces figu-
res est une somme de deux rectangles. Il en résulte, 'expression
I'(w; I) étant en vertu du th. 10, p. 112, une fonction continue

de Pintervalle /, que lim I (w; I{*®) = I" (w; 1)), d’ol en vertu de
-0, -0

(14.4) et (14.6) linégalité L (w; I,) < lim inf I (wy; 1) < T (w; 1),
e gt d. ’

Théoréme de Tonelli.

§ 15. Le th. de Radd, qui vient d’8tre établi, permet de
remplacer dans les théorémes 10—12 des §§ 12—14 I’expression
I'(w; I) par laire de surface L (w; /) et de saisir de la sorte la
signification géométrique de ces théorémes. _

‘ Ainsi p. ex. la formule (14.1), p. 116, exprime le fait que
Laire élémentaire d'un polyédre coincide avec son aire entendie dans
.le sens de la définition générale de Paire d'une surface.

Le th. 12, p. 116, contient une généralisation du th. 1, p. 102
il permet de remplacer dans son énoncé la convergence uniforme
par la convergence ordinaire: on obtient ainsi un théoréme ana-
logue au lemme de Fatou (cf. Chap. V, § 4, th. 4). Il en résulte
que la convergence uniforme des polyédres inscrits, exigée dans
~ la définition de D’aire, peut 8tre également remplacée par la con-
vergence ordinaire, de sorte que laire d'une surface continue
zZ=w(x,y) est la limite inférieure des aires des polyédres tendant
vers cette surface.

Enfin, moyennant une interprétation des théorémes 10 et 11
du § 12 a Taide ‘du th. de Radd, on obtient pour les surfaces
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de la forme z=w (x,y) l’énoncé suivant, dont l'analogie avec
les th. 8, 9 et 10, Chap. III, § 8, et le th. 18, Chap. IV, § 8, est
évidente.

Théoréme 15 (de Tonelli). a) Pour qu'une surface continue
z=w(x,y) définie dans un rectangle I, ait une aire finie, il faut
et.il suffit que la fonction w (x,y) soit & variation bornée dans I,

b) Si elle lest, on a

(15.1)  L(w;l)> j f [(%’)2+ (%;5’)2+ 1fdx dy;
Iy

lexpression L (w; 1) est alors une fonction additive et continue de
Dintervalle [ C I, et on a pour presque tout point (x,y) e I,

1

[ 2 2 T2

(15.2) L(x,9) = (‘—’?9)+(f’-‘3)+1 .
» | \0x oy _

¢) Pour que Uon ait légalité
1
* T 0w\ YR
5.9 Lty =[ |52+ () +1] axa,

JJo\ox dy |

1,
il faut et il suffit que la fonction w (x,y) soit absolument continue .
dans Iy; pour quelle le soit, il faut et il suffit que Paire L (w;])
soit une fonction absolument continue de Pintervalle 1 I,.
Démonstration. 1’énoncé a) résulte directement du th. 9, p. 111;
b) et ¢) résultentdes th. 10 et 11, p. 112 et 114, en vertu du th. 7,
Chap. IV, § 2.

Au sujet du th. 15 voir L. Tonelli [6;7]. La nécessité de la condition
de a) a été établie un peu plus t6t par G. Lampariello [1]. Pour b) cf.
aussi S. Saks [4]. ' :

La formule (15.8) de c¢) permet d’énoncer le th. 13, p. 116, dans la forme
suivante. .

Si une fonction w (x,y) posséde les dérivées partielles continues, il existe
une suite de polyédres inscrits dans la surface z = w(x,y), tendant uniformément
vers elle et dont les aires convergent vers 'aire de cette surface®).

La question si ce théoréme se laisse étendre aux classes plus générales
de fonctions, p. ex. aux fonctions absolument continues, reste probablement
ouverte. Ce probléme a été soulevé par M. T. Radd [5].

1) Pour des résultats plus précis voir H. Rademacher [3}, W. H.
Young [4], M. Fréchet [2] et T. Radd [5].






