CHAPITRE V.

Intégrale de Lebesgue
(définition géométrique).

Image et aire d’une fonction,

§ 1. La définition géométrique !) de lintégrale, donnée éga-
lement par Lebesgue, s’inspire de 'idée a la fois la plag an-
cienne et la plus naturelle de Pintégrale, ol celle-ci est entendue
comme la mesure d’une ,aire” attachée i la fonction d’une cer-
taine maniére bien connue.

Commencons par fixer la terminologie. Etant donnés un
point X = (X, Xy, ... , X») de Pespace R, et un nombre réel y, nous
désignerons par (x,y) le point (xy, Xy, ..., X, ) de Despace Ry...
Soit y=f(x) une fonction de point définie dans un ensemble
E(CRsx. Nous entendrons par image de f(x) sur E Pensemble
T(f; E) de tous les points (x, f (x)) de Rup1 ot x ¢ E et f(x) s N,
‘Nous appellerons respectivement aire supérieure et inféricure de
f(x) sur E i’ensemble A (f; E) de tous les points (x,y) ol x ¢ £
et 0y < f(x), et Pensemble’ él (f; E) de tous ceux ol x ¢ E et
0>y ;>*f (x), les astérisques étant entendus au sens du Chap. 1V,
§ 4, p. 65.

Dans le cas d’une fonction f de signe constant, son aire
supérieure, lorsque f est non négative, et son aire inférieure,
lorsque f est non positive, s’appellera aire tout court et sera
désignée par A (f; E). 1l est évident que, quelle que soit la fon-
ction f, on a toujours

AGEY=A(FE) et A(E)=A(fE).

) 1} Un e};p.o?é systématique de la Théorie de I'intégrale lebesguienne,
basé surla définition géométrique de cette intégrale, se trouve dans le livre
de M. C. Car athéodory [, Chap. VIIIJ.
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Les images et les aires des fonctions définies dans I’espace
R, ou dans un ensemble £ R, sont donec, par définition, des
ensembles situés dans R,y;. En cas de doute sur I’espace dont
il est question, et par conséquent sur la mesure qu’il y a 4 con-
sidérer, nous désignerons la mesure de P’ensemble £ dans R, par
mu(E).

Excepté le th. 7, p. 86, 'qui par sa nature méme concerne
exclusivement les fonctions d’ane variable réelle, tous les autres
théorémes de ce chapitre subsistent dans tout R, ot # > 1. Toute-
fois, pour simplifier le langage, nous les énoncerons aux §§ 2—6
pour R, et aux §§ 7 — 9, consacrés 4 lintégrale de Stieltjes,
pour R,.

§ 2. Lemme 1. Etant donnés un ensemble linéaire quelconque
E et DPensemble plan E, composé de tous les points (x,y) tels que
xeE et 0y v, la mesurabilité plane de E, est, quel que soit
v >0, équivalente & la mesurabilité linéaire de E et on a dans ce cas

(2.1) my(Ey) = v-m(E).

Démonstration. Tout ensemble étant somme d’one suite non
décroissante d’ensembles bornés, nous pouvons admettre que E
soit un ensemble borné, donec compris p. ex. dans Dintervalle
/=0, a], et, en conséquence, que £, est situé dans le rectangle
Q =10, a; 0, ]. ‘ ,

Or, si E, est mesurable dans le plan, on a en vertu du th.
de Fubini (v. Chap. IV, § 7; dailleurs seul le lemme 5, p. 73,
suffit ieci): .

©2.2)  my(Es) =j ' f cx, (%, ) dx dy =J 1 ‘ ea(%, ) a’x] dy,

v

Q 0 0

la fonection cr,(x, y) étant mesurable par rapport 4 x sur presque
toutes les droites paralléles & ’axe des x. Mais, dans le rectangle
Q tout entier, on a évidemment cg/(x,y) = cz(x); par conséquent
la fonction cz(x) est mesurable par rapport a x, c¢. 4 d. que I’en-
semble E est linéairement mesurable.

En méme temps on a en vertu de la relation (2.2) Iégalité

my(Ey) == ‘/‘[_/Nc;;(x) dx] dy m_/‘ml(E) dy =v-my(E).

0 0 ) .
Reste donc & montrer que, réciproquement, si £ est mesu-
rable, il en est de méme de E,. En effet, tout £ mesurable se
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laisse représenter selon le th. 11, Chap. II, § 6, sous la forme
E= ) Fi+ H, ot F; sont des ensembles fermés et /7 est un en-

semble de mesure linéaire nulle. En désignant par (F), et par F,

les ensembles des points (x,¥) e £, ot 'on a respectivement

xeF; et xeH, on a donc £y = (Fi)o + Hy. Les ensembles (F)o
! i

étant évidemment fermés et /1, un ensemble de mesure plane

nulle, on conclut done que I’ensemble E, est mesurable dang le
3

plan, ¢. q. f. d. |
Théoréme 1. L'image de toute fonction mesurable f(x) définie

dans un ensemble mesurable E est de mesure plane nulle.

Démonstration. Tout ensemble mesurable se laissant repré-
senter comme somme d’une suite d’ensembles mesurables bornés,
nous pouvons nous restreindre au cas ol L est }.?orné. ‘

Or, pour tout s >>0les ensembles £, = E- I:][n el fx)<i(n--1) €]

ol #=0,711, ... sont évidemment mesurables (puisque f(x) (AL me-
surable dans E) et, selon le lemme 1 on a pour limage T'(f; E):

oo

oo x )
my[T(f; EN) < X my [T (f; E] e X my(Ey) << e-my(E). Il en ré-
[ E——, H==mo0

sulte, m;(E) étant par hypothése fini, que m,[T (f; E)] = 0, c. q. f. d,

Lemme 2. Etant donnée une fonction f(x) mesurable, finie,
non négative et nadmettant dans une figure R qu'un nombre fini
des waleurs différentes, Uaire A (f; R) de f(x) est un ensemble me-
surable et on a

mAA (R = [ £ (x) i
R

Démonstration. Soient v; oit 1 <{i < n les valeurs de fx)
respectivement dans les sous-ensembles E; de R. Or, on a en

~vertu du lemme 1 ’égalité m,[A4 (f; R)] =,§ my[A (f; E)] mé v m(E)

~ {l
et en vertu du th, 9, Chap. IV, § 3, Pégalité | f (x) dx = 20 my(E),
: o ]'e fumz ]
d’ot ’égalité & démontrer.

Théoréme 2. Pour qu'une fonction f(x) soit mesurable dans
un ensemble mesurable E, il faut et il suffit que ses deux aires

A(fE) et A( fi E) soient mesurables.
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Démonstration. Toute fonction étant la somme de ses parties
non négative et non positive (v. Chap. IV, § 4, p. 66), il suffit
évidemment d’envisager le cas o J(x) est une fonction non né-
gative, .

Or, si Plaire A4 (f; E) est mesurable, elle est d’aprés le th.
de Fubini(d’ailleurs déja selon le lemme 5, p. 73), mesurable sur
presque toute droite paralléle 4 Paxe des abscisses, ¢. & d. que
pour presque toutes les valeurs de : 'ensemble E [xeE, f(x)>¢]

_ est mesurable linéairement. Par conséquent, il existe pour tout a

réel une suite décroissante des nombres {z,} tendant vers o et

telle que les ensembles E [x € E; f(x) > ] ot n=1,2, .. sont liné-

airement mesurables. Il en est donc de méme de Pensemble
ElxeE f(x)>al=YE [x e E; f(x) > ta], et comme il en est ainsi
n X

X

pour tout a, la fonction f(x) est mesurable dans E.
Réciproquement, si la fonction non négative f(x) est mesurable

dans E, elle est en vertu du th, 20, Chap. 1II, § 9, limite d’une

suite non décroissante {f.(x)} de fonctions mesurables, non né-

gatives, finies et ne prenant dans E qu'un nombre fini des va-

leurs. On a alors 4 {; E) :_,;]A (fu; E) - T(f;E) et, comme en

vertu du lemme 2 les aires A (fa; E) sont mesurables, en méme
temps qu’en vertu dun th. 1 Pimage 7T (f; E) est de mesure nulle,

Paire ‘A (f; E) est mesurable, c. q. £. d.

Théoréme 3. Pour toute fonction J(x) sommable sur une
Jigure R on a :

[ 76 e = mih (5 R0 = ma 5 R,
R _ .

Pour qu'une fonction f(x) mesurable dans R soit sommable sur
cette figure, il faut et il suffit que ses deux aires A(f; R) et A (f; R)
aient des mesures finies, '

Démonstration. Evidemment, il suffit encore de se borner
au cas de la fonction f(x) non négative. {f,(x)} ‘6tant une suite
non décroissante de fonctions mesurables, non négatives, ne pre-
nant qu'un nombre fini des valeurs et telles que f(x) =lim f,(x)

pour tout point xe R (cf. th. 20, Chap. II, § 9), on a la rﬂelation
A(fiR)= X A(fsR)+ T(f; R), d’oit en vertu du lemme 2

8. Saks, Théorie de Pintégrale. 6
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},

(2.8)  mJA(f; R) = lim mA (fi; R)| = li,rln Ifn(x) dx.

Or, si l’aire 4 (f; R) est de mesure finie, le th. de Le b.e sgue
sur lintégration des suites monotones de i’onetlops (f:'l:. t?)..b,
Chap. IV, § 2) implique en vertu de (2.3) que la fonction-limite

f(x) est sommable et que m,[A (f; R)]{zﬁ/ f(x)dx.

RéciproQuément, si f(x) est sommable sur R, les intégrales

' i 6 pe et 8, rtu ¢
/f,Z dx forment une suite bornée par[_‘[f dx et alors, en vertu de

f2. 3), Paire A (f; R) est de mesure finie.

Définition géométrique de Vintégrale.

§ 3. Les th. 2 et 3, permettent de généraliser la définition
de Pintégrale de Lebesgue comme il suit.

Une fonction f(x) définie presque partout dans un ensenllble
mesurable E sera dite sommable sur E, lorsque ses deux aires

A (f; E) et A (f; E) sont mesurables et de mesure finie. Par 'intégrale

/‘f(x) dx nous entendrons alors la différence m[A (f; E)|— m [/,l (s B)].
: Nous négligeons donc dans cette définition le mode dont se

comporte la fonction f(x) dans un sous-ensemble de £ dle mesure
nulle, puisque ce dernier est évidemment sans aucun effet sur la
mesurabilité des aires de f(x) et sur la valeur de leur mesure.

Par suite des th. 2 et 3, la nouvelle définition est, dans le
cas ol E est une figure, équivalente a la définition donnée aun
Chap. IV, § 1. Or, Pintégrale considérée sur des ensembles me-
surables quelconques peut &étre ramenée également a celle consi~
dérée sur des figures élémentaires, donc & lintégrale qui est
donnée aussi bien par la définition géométrique de tout & P’heure
que par la définition descriptive du Chap. IV, § 1. Notamment,
on apercoit aussitot que, f(x) éfant une fonction sommable sur
un ensemble E et g (x) la fonction définie par les conditions

[ f(x) pour xeE

g(x)zll 0 pouwr xeCE,

on a ‘sur toute figure R
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| [gdx = | fdx,
R E'R

donc en particulier pour ROE

”‘g dx = (fdx;
R £

réciproquement, si E est borné, la sommabilité de [ sur E équivaut
a celle de g sur toute figure R E

Cet énoncé permet d’étendre immédiatement les propriétés
de I'intégrale établies au Chap. 1V a Pintégrale lebesguienne gé-
nérale, définie sur des ensembles mesurables arbitraires. ;

Dans le cas des fonctions non négatives il est commode
d’élargir la notion d’intégrale définie, de fagon 4 embrasser aussi
les fonctions non sommables. Nous admettrons notamment pour
toute fonction f mesurable, non négative et non sommable dans

un ensemble mesurable £ que /“f(x) dx =+ oo, Cette extension
E

formelle de la notion d’intégrale définie permet de maintenir
Pégalité

(3.1) - Jrwar=mia ey

pour toutes les fonctions f mesurables non négatives dans un en-
semble mesurable E quelconque. I’extension paralléle du th. de
Lebesgue concernant lintégration des suites monotones de
fonctions donne le théoréme suivant, qui résulte des propriétés
générales de la mesure lebesguienne (v. Chap. II, § 5, th. 9) par
Papplication du th. 1, p. 80, et de la formule (3.1):

St {fx)} est une suite non décroissante de fonctions mesura-

bles “et non négatives dans un ensemble mesurable E et si Pon a
S (x) = lim f,(x), alors
n

3.2) | j fdx = lim j fadx.
© n ,r::

Parmi les autres conséquences de la définition géométrique
de lintégrale sont A noter les suivantes: ’

(8.8) Toute fonction est sommable sur chaque - ensemble de me-
sure nulle et son intégrale sur lui est nulle.
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(3.4) Toute fonction sommable sur un ensemble mesurable E
Pest aussi sur tout sous-ensemble mesurable de E. .

(8.5) Ftant donnée une fonction f sommable dans un ensemble
E qui est somme dune suite finie ou dénombrable d’ensembles

mesurables disjoints {E,}, ona / ‘ f(x)dx= %}' / f(x)dx. )

E

La définition géométrique, plus que les autres, met en évid.em:o l.e dégré
de généralité de l'intégrale de Lebesgue. Pour‘qt}’une f‘ont‘:tx(nt Sf)lt som-
mable, il faut: 1° qu'elle remplisse une condition (d’uﬂlellrs trés génédrale) d“e
régularité, & savoir qu'elle soit mesurable, 2° qu'elle ne soit pas ,trop grande®,
¢. 4 d. que ses aires soient de mesure finie. .

Les généralisations de Tintégrale ]ebesguienne ne nous conduisent pas
au dela de 1° mais élargissent essentiellement la condition 20, en permettant
d’intégrer ecertaines fonctions dont les deux aires sont de mesure infinje.

La méthode d'intégration de Lebesgue peul &tre comparée i une
méthode de sommation des séries numériques qui consisterait a en effectuer
séparément la sommation des termes positifs et celle des termes négatifs, et
qui serait ainsi restreinte, par sa mnature méme, aux séries absolument con-

vergentes.

Intégrafion des suites de fonections.

§ 4. Nous allons établir 4 présent deux théorémes simples,
mais importants, qui concernent spécialement linlégration des
suites de fonctions. ‘

Le premier de ces théorémes est connu sous le nom du lemme de Yatou,
car pour la premidre fois (d'ailleurs sous une forme un peu moing générale)
on le trouve dans le Mémoire classique de P. Fatou [1, p. 875] sur les séries
irigonométriques. Le second, di & M. Lebesgue [5, en particulier p. 875]
et portant le nom du théoréme sur Uintégration terme a terme des suites
de fonctions, constitue d’aprés M. de la Vallée Poussin [I, p. 44] yun des
plus beaux résuitats de la théorie*; cf. aussi Ch. J. De la Vallée Pous-
sin [1, p. 445—458], R. L. Jeffery (1] et T. H. Hildebrandt [2].

Théoréme 4 (lemme de Fatou). Etant donnée une suite quel-
congue {fu(x)} de fonctions non négatives et mesurables dans un
ensemble mesurable E on a »

f lim inf f(x) dx < lim' inf J Ju(x) dx.

P n noo
Démonstration. Posons gi(x) = borneinf[fi(x), fi41(X), fiy2(%), ]
ol i=1,2,.. Alinsi définie, {g:(x)} est une suite non décroissante

de fonctions non négatives et mesurables dans E, convergente

‘
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dans cet ensemble vers lim inf f(x). On a done d’aprés le th.

de Lebesgue (voir (3. 2),‘p.t 83):

‘flimi inf fi(x) dx = lii f &i(x) dx < lim inf f fi(x) dx.
E . E b E

Théoréme 5 (de Lebesgue sur lintégration terme & terme).

Etant donnée une suite { Jn(x)} de fonctions mesurables dans un en-

semble mesurable E et qui remplissent pour une fonction o (x) som-
mable sur E linégalité k

(4.3)  [fulx)| <7 9 (x) presque partout pour n=1, 2,"...,
on a
lim inf ff,, dx > flim inft f,dx,
n [%8 % n
. E .

(4. 4) ‘ £
lim sup j fndx <

(lim sup frdx.

E

Lorsque, en outre la suite {f,} converge dans E presque partout
vers une fonction f, cette suite est intégrable terme g terme, c. & d.
qu'on a

4.5) lim f Fodi = ffazx,
¥ F

Démonstration. Posons g(x)=lim inf Jalx) et h(x)—%lim sup fn(x).
. n n
Nous pouvons admettre évidemment que Pinégalité (4.8) est remplie
partout ‘dans E. On obtient alors du lemme de Fatou (th.4, p. 84),
lirr:z inf_/ (p +fr) dx }_[(cp +g)dx et lim inf/ (o—rfu)dx > / (o —hydx,
E .k nE C

ce qui donne aussitot les relations (4.4).

En outre, si on a presque partout lim f,(x) = f(x), on tire de

(4.4) la relation lim inf [ f, dx > [ fdx > lim sup [ fudx, dou
n E E n E

Pégalité (4.5), c. q. f. d.

Théoréme de la moyenne.

§ 5. Les deux théorémes sur Dintégrale lebesguienne, qui
vqnt suivre, relévent de I’Analyse classique, ol on les démontre
pour les intégrales de Cauchy et de Riemann, Importants
par leurs nombreuses applications dans diverses branches de
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IAnalyse, ils sont connus sous 1¢ nom des the’zc)rf«,mc;ss ou des for-
mules de la moyenne. Le premier de ces théorémes ‘)’e's'(: presque
évident; le second est d’une nature un peu plus délicate et ne
concerne que les fonctions d’une variable.

Théoréme 6 (I-er th. de la moyenne). [Etant données dans
un intervalle I=[a,b] detix fonctions f(x) et g (x), dont f(x) est
bornée et g (x) est presque partout non négative, si f(x) et g (x)
sont sommables sur 1, il en est de méme de f(x)-g (x) et il existe
un nombre p. compris entre les bornes des wvaleurs de f(x) dans |

tel que lon a
b

R
.1) f F5) g (¥) dx = l,,"[ 2 (x) dx.

a

Démonstration. En vertu du corollaire, p. 66, la fonclion
f(x)-g(x) est sommable dans / comme produit d’une fonction
sommable et d’une fonction mesurable bornée. En désignant respe-

ctivement par M et m les bornes de f(x) dans /, on a donc
b

b b
. m~/ g (%) dx < ff(x)-g(x) dx < M-./ g (x)dx, d’ot, en posant
a a a ‘

N

, on a en méme terps 72« p "M,

; ,
v=| [ 1 g ) ax

[/g(x) dxv
e. q. f. d. '

L

Théoréme 7 (II-me th. de la moyenne): Etant données dans
Vintervalle I=[a, b] deux fonctions f(x) et g(x), dont f(x) est
sommable et g(x) finie et non décroissante dans I, la fonction
F(x)-g(x) est sommable dans [ et il existe un point ¢l tel que

b

’ : !
6.2 (76 dv=g@ [F00dx+g @) |70 ax.
a : a é

Démonstration. Nous allons 1'établir d’abord pour le cas
particulier ol la fonction g (x) est en outre absolument continue
dans /. ’

) Plus loin (§ 7; th. 14) nous en donnerons une générulisution pour
Vintégrale de Riemann-Stieltjes,
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Posons. F (x) =_/ f(@®)dt. En vertt du th. sﬁr Pintégration
par parties (th. 15, Chap. IV, § 5) on a donc |

b ‘b
6.9 [16) e ar=Fe) £0)~[F - g ax.

Or, la dérivée g'(x) étant non négative, on a suivant le I-er
b

. . I¢ P
th. de la moyenne / F(x) g'(x) dx = / g'(x) dx =p.-[g(b)— g (a)]
ou |~ est compris entre les bornes de f(x) dans /. Par suite de lé

continuité de F(x), il existe donc dans / un point ¢ tel que w=F(t),

b .
d'ott selon (5.8), [£(x)-g(x)dx=F(6) g(5)—F (9 [¢(t)— g ()] =

5 oo
= 8@ FQ +g0)IFO) — FQ)] = g @) [ f(x)dx+g(0)- [ f (x) d,
c. a d. la formule (5.2). ’ E

Ceci établi, passons au cas général. Soit pour tout n naturel
&x(x) une fonction qui est linéaire dans chacun des intervalles

a4 b—a (i - 1)._2,1
_ n n

pour i=0,1,...,n—1 et qui

cofncide avec g(x) aux extrémités de ces intervalles. Chacune des
fonctions gn(x) ainsi définies étant finie, non décroissante ef, en
outre, absolument continue dans /, il existe pour tout #, d’aprés
ce qui vient d’étre établi, un :, e / tel que

t b

’ ” ‘. n ;
6.9 [enrde=guo) [Fart ) [ rix=g@ [ 1as+ ) [ 7.
a a E a

n Ell

Or, on voit sans peine que la suite g.(x) converge vers g(x)
en tout point ou la fonclion g (x) est continue et, une fonction
monotone n’admettant que tout au plus une infinité dénombrable
des points de discontinuité (cf. Chap, I, § 14, p- 19), on a l'égalité
g(x)'f(x):zlzlm &n(x)-f (x), sauf dans un ensemble au plus dénom-

brable de points de /. De plus, N désignant le plus grand des
deux nombres | g (a)| et |g(5)], on a |gux) f(®)| < N |f (%)),
de sorte qu’on peut appliquer le th. 5, p., 85. Par conséquent,
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b b

lim /‘g,,(x)~f(x) dx:/g(x)~f(x) dx et d’autre part, en désignant
nog a :
par {¢,} une suite convergente extraite de {z.} et en posant
E"lj : 3 0 b
¢=lim &, on a lim [ 7 (x) dx = [ £ (x) dx et lim [ (x) dx = [ f () dx.
, E : 6, :
Ii suffit donc de substituer 7; & 7 dans la formule (5.4), pour en
obtenir par le passage 4 la limite avec [/ — co la formule (5. 2), q. f. d.

Théoréme de Vitali-Carathéodory.

§ 6. Lemme. Efant données deux fonctions mesurables non
négatives g (x) et h(x) qui remplissent dans un ensemble mesurable
et borné E linégalité g (x) - h(x), on a

V| 1) — g ()] = m [A (s E) — A (g E)|

(en supposant h(x) — g (x) =0, lorsque h (%) = g (x) = -+ ov),
De’monstmtiorz. Posons pour tout n=1,2, ...

| &), si g <n,

B [R(x), si h(x): n,
&%) = | n, sig x)>n, .

et hn(x) = { n, St h(x)>n.

Les fonctions A,(x) et g,(x) ainsi définies étant non néga-
tives et sommables sur £, on a conformément i la définition gé0-~
métrique de Dinlégrale (voir p. 82): '

j‘(}l” = &n) dx = m,[A (hﬂ;_E)] — (A (&n; E)] = my[ A (hy; EY— A (g1 E)),

E

ce qui entraine Pégalité (6.1) en vertu du th. de Lebesgue,
p- 83, et du th. 10, Chap. 11, § 6, puisque les suites {hax) — ga(x)}
et {A (s E) — A (gs; E)} sont non décroissantes et convergent

vers la fonction %(x)— g (x) et vers ensemble Al EY—A(g; E)
respectivement, ‘

Théoréme 8. Etant donnée une fonction f(x) mesurable dans
une figure R, il existe deux suites monotones de Sonctions {p,(x)}
et {n(x)} qui remplissent les conditions suivantes:

0 . , , NP
_1 les fonctions ¢n Sont semicontinues inférieurement et les
fonctions , sont semicontinues Supérienrement,

1§ 6] Théoréme de Vitali-Carathéodory. 89

2° chacune des fonctions ¢, est bornée inférieurement et cha-
cune des fonctions ¢, l'est supérieurement, .

8% la suite {p,} est non croissante et la suite {,} est non
décroissante,

4 0u(x) > f(X) > du(x) pour tout x € R et pour tout n=1,2, ...,

5Y lim ¢,(x) = f(x) = lim $,(x) presque partout dans R,

1 i

6° si, en outre, la fonction f(x) est sommable sur R, on a

lim /(@,z—f)dleim /(f—t{)ﬁ)dxzo.
n )‘7 nop

Démonstration. Commengons par le cas particulier o la fon-
ction f(x) est non négative.

La construction de la suite {p,}. Soit J Iensemble de tous
les points (x,y) ot xe R et y > 0. L’aire A (f; R) étant d’aprés
le th. 2, p. 80, un ensemble mesurable, il existe une suite {5} d'en-
sembles ouverts tels que 'on & pour chaque #

(6.2) AGRYC T et mz[l“,,—A(f;R)]<ﬁ.’1;.

On peut admettre évidemment que la suite {/,} est descendante.
En posant done @, = J — [, on obtient une suite ascendante {@,}
d’ensembles. fermés tels que, d’aprés (6. 2),

(6.3) D, A (f; R)=0 pour tout n=1,2, ..

Ceci dit, désignons pour tout point x € R par ¢.(x) le plus
petit nombre y tel que le point (x,y) appartient & &, et dans IQ-
cas ot @, ne contient aucun point d’abscisse x, posons ¢n(x) =-}-co,

Or, la suite {®,} étant ascendante, la suite {¢,} satisfait 4 la
condition 38°. Les fonctions ¢, étant non négatives, elles remplis-
sent également la condition 2° et la condition 4° se trouve vé-
rifiée en vertu de (6.8). En méme temps, pour tout a réel 'en-
semble E [0.(x) < a] est, comme on I'apercoit aussitdt, la projection

sur l’axg des x de la partie de 'ensemble fermé @, comprise dans
la bande 0y < a; il est donc aussi un ensemble fermé et
les fonctions ¢.(x) sont par conséquent (voir th. 22, Chap. II,
§ 10) semicontinues inférieurement, d’ot la condition 1° - Enfin,
on a pour tout # naturel A (f; R) C A (9 R) C I+ T (¢n; R),
d’olt on tire 4 (3 R) —A(f; R) C In+ T (35 R)— A(f; R), done
my [A (gny RY — A (f; R < my [Tw — A (f5 R)] + my [T (93 R} =

= my[[,—A(f; R)], car la mesure plane de 'image d’une fonction mesu-
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rable est selon leth.1,p. 80, nulle. Il en résulte d’aprés (6. 2) selon le

lemme précédent que lim / [pn—fldx=limmy|A (2n; R) — A(f; R)] =0,
n 1? n

-ce qui entraine i la fois les conditions 5° et 6

La construction de la suite {J,} est tout a fait aha‘logue et
méme un peu plus simple. ¥ désignant un F, tel que

(6.4) YCAR) et m[A(fiR)— V=0,

e N e N : N \
posons ¥ =2"¥, ou {¥}} est une suite ascendante d’ensembles

n

fermés et bornés. Soit ¢,(x) pour tout xeR le plus grand y tel
que le point (x,y) appartient & ¥% et, si ¥ ne contient aucun
point d’abscisse x, soit ¢,(x) = 0.

Ainsi définie, chacune des fonctions ¢, est bornée et la suile
{s} est monotone non décroissante, de sorte que les conditions
2“Aet 3% sont remplies. Comme ¥, C ¥ (C A(f;R), il en est de
méme de la condition 4°. En méme temps, chaque ensemble de la
forme E}[¢n(x) >» a}, comme projection sur axe des x de la partie

de\ l’ensemble/ fermé et borné ¥, contenue dans le  demi-plan
y,,,,;:-’zz, est fermé, de sorle que chacune des fonctioné Du(x) est
semicontinue supérieurement, conformément A la condition 1°.
_ Enfin, pour établir les conditions 5° et 6°, posons ¢ (x) ==
: =lll?1 (). On a alors & (x) < f(x) et ¥ =lim ¥/, CAMWR),
n

done, en vertu de (6.4) et du lemme précédent / (f— %) dx ==
R
=m[A(f;R)—A (% R]=0, d’ott f(x) =1 (x) = lim b,(x) presque

artout dans R ) insi & iti
P R. Nous™ parvenons ainsi & la condition 5% et en

méme temps, en raison du th. de Lebes ir § B
a la condition 6°, ' gue (voix § 5 p. 85,

Ceci établi, passons au cas général, oll f est une fonction
;nesu;.able ‘ﬂI‘bIt[‘ﬂII‘(—f‘. Sotent {¢7} et {,,} les suites de fonctions
emplissant respectivement par rapport aux fonctions non néga-

tivesf et — fles conditj q0__@0 : - ;
J lons 1°—6", imposées aux suites {v,} et {},}

Comme f = f+f, on constate que les fonctions @n() == PA(x) ~ b, o(X)

Ic‘llztr[:pl’ISS&:;lt ces r.némes conditions par rapport i la fonction i
née (i est a ajouter que, quoique les fonctions ¢n et ¢, puis-
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gent prendre des valeuf's infinies, la premiére ne prend nullepart
la valeur — co et la seconde + oo, de sorte que leur différence
o,(x) est partout bien déterminée). La définition de ¢, est sy-
métrique. ‘

Les conditions 19 et 5° impliquent que toute fonetion mesurable est presque
partout la limite d'une suite convergente (vers une limite finie ou infinie) de
fonetions semicontinues et coincide par conséquent presque partout avee une
fonction de la 2-me classe de Baire. Ce résuitat, a0t a G. Vitali [4] (ef.
aussi W. Sierpinislil[8)), a 6té élargi par M. C. Carathéodory [I, p. 406],
qui a &tabli pour toute fonction mesurable f(x) l'existence de deux suites de
fonctions satisfaisant aux conditions 1°—35% La condition 6° qui renferme
comme nous le verrons plus loin (Chap. VI,:§ 6) le théoréme des MM. de la Val-
lée-Poussin et Perron sur l'existence pour les fonctions sommables des
fonetions majorantes et minorantes, a été ajoutée ici pour la raison que sa
démonstration se rattache d’une facon naturelle a celle des conditions 1°— 5%

Intégrale de Riemann-St’ieltjes.

§ 7. Nous allons compléter ’étude des propriétés fondamen-
tales de lintégrale de Lebesgue par examen de ses relations
avec lintégrale de Riemann. Nous envisagerons en méme temps
une opération un peu plus générale que lintégrale riemannienne,
i savoir lintégrale de Riemann-Stieltjes, qui joue un role
considérable dans plusieurs parties de ’Analyse et qui nous sera
utile p. ex. dans la démonstration pour lintégrale de Denjoy
du théoréme généralisé sur lintégration par parties, ainsi que
dans celle du II-me théoréme de la moyenne (voir Chap. X,
§§ 5, 6). .

Commengons par quelques définitions. -Etant donnée dans
un espace R, une suite finie d’'intervalles S =1{l, L, .., I:}; nous
~désignerons par ¢ (S) et appellerons nombre caractéristique de 8
le plus grand diamétre des /;e¢8. Toute famille I d’un nombre
fini d’intervalles n’empiétant pas l'un sur Pautre, contenus dans
une figure R, et couvrant cette figure sera dite division ou Subdi-
vision de R, .

" Etant donnée une fonction de point g (x) définie dans un
ensemble E, désignons d’une fagon générale par M(g; E)etm (g, E)
respectivement la borne supérieure et inférieure des valeurs de
g (x) dans E. Si une fonction bornée g (x) et une fonction ad-
ditive A variation bornée F(R) sont données dans une figure Ry,
nous poserons pour chague figure R(C Ry
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Nr(g; R)= M(g; R), nr(g; R)=m (g R), lorsque F(R) >0
et ‘ ’
Ne(g; R) = m (¢; R), nr(g;R) = M(g;R), lorsque F(R) <0,

et nous ferons correspondre a toute subdivision I'={/}, /s, ..., [}

de R, deux nombres

m
7.1) Se(gs 1y = Nrlg; Iy F (Is)
k=1
et n
(7.2) sr(g; D) =) nr(g; by F (),
k==1

quon appellera respectivement somme approchée supérieure ol
inférieure de g relative a la fonction F et i la subdivision I.

On a évidemment pour’toute subdivision I de R
M(lg; Ru) W(F; Ry) > Sr(g; Ry) > 5(8; Ry) :;?’"_M('gl; Ry) W(F; Ry).

Nous appellerons respectivement intégrale supérieure et infs-
rieure de g(x) au sens de Riem ann-Stieltjes, prise sur R,
par rapport a la fonction F(R), la limite supérieure des sommes
(7.1) et la limite inférieure des sommes (7.2), lorsqu’on fait
varier indéfiniment la ‘subdivision I de facon que & (I) tende
vers 0. Ces intégrales seront désignées respeclivement par

(.3 ‘ (f;?)'f.g (x)dF et () f lg {(x) dF.

R, Ry

_En vertu des inégalités précédentes elles sont finies et on a

(~75)/ng 2= () / g dF. Dans le cas ol elles sont égales, leur
R, ‘

L
valeur commune portera le nom &’intégrale de Riemann-Stiel-
tjes de g (x) sur R, par rapport & F(R); nous la désignerons par

(1.3) ) f‘g dF
' ‘ R,y

(@ailleurs, en omettant pour abréger le signe (-5) dans les calculs)
et dirons alors que la fonction g(x) est intégrable sur R, au sens
de Riemann-Stieltjes par rapport & F(R).
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En particulier, lorsque F(R)=|R]|, les intégrales (7.83) et (7.4)
s’appelleront simplement intégrales de Riemann de g(x) sur R,
et seront désignées respectivement par

(7.5) ('f}e)j g(x)dx, (R f g(x)dx et (R f g (x) dx.
. R, TR R
Cest 4 T J.Stieltjes [1, p. 68—75] que nous devons cette générali-

sation de I'ancienne intégrale de Riemann ou, plus précisément, sa relati-
visation envers une fonetion guelcongue a variation bornée (cf. aussi: W. H.
Young [2] et R. C..Young [1]). L'intégrale de Lebesgue se préte i une
géndralisation analogue, connue sous le nom dintégrale de Lebesgue-Stiel-
tjes (voirp.ex. H. Lebesgue [I[,Chap. X1}). M-elle N. Baryet M. D. Men~
choff [1] ont donné une généralisation particulidrement intéressante de
Uintégrale lebesguienne dans le genre de Stieltjes, mais qui s'éloigne con-
sidérablement des autres généralisations de ce genre.

Les définitions qui précédent donnent aussitdt le A

Théoréme 9. Etant donnée dans R, =R, + R, ot R, © R, =0
des fonctions additives de figure F, F, et F, & variation bornée et
des fonctions de point g, g, et g, bornées, on a

[@+eraE+m<y [aan.
e

R ij=13x ’
(7.6) . . 2L
[(gl+g2)d(F1+F2)\/'Z ’gldf‘j,
“Re o bl
(7.7) fng;;*z-Jng-yfng, fng”<Jng+fng’
o R R R, R, “R,

et, dans le cas particulier otz la fonction F est monotone, les inéga-
lités (71.7) deviennent égalités.

Les formules (7. 6) et (7. 7) enlrainent respectivement les deux
théorémes suivants. _

Théoréme 10. - Si les fonctions bornées g, et g, sont intégrables
au sens de Riemann-Stieltjes sur une figure R, respectivement par
rapport aux fonctions & variation bornée Fy et F,, toute combinaison
linéaire de g, et g, est intégrable sur R, par rapport d toute combi-
naison linéaire de Fy et F, et on a

J (2 &+ 05 8) ABy Fy+ By Fy) =__Z:”i e {gi df;.
; . i J= _,‘;'n

Ry
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Théoreme 11. Toute fonction bornée g qui est intégrable au
sens de Riemann-Stieltjes sur une figure R, par rapport & une fonction
F & wariation bornée, lest également sur toute figure R (R, et

lintégrale /‘g dF y est une fonction additive de figure R.
1\‘; .

Théoréme 12. Etant données dans -une figure R, une fonction
bornée . g (x) et une fonction . additive monotone F(R), quelles que
soient les subdivisions 1 de R,, les sommes approchées S;(g;X) et
sr(g; X) tendent respectivement avec 8(I)— 0 wvers des limites bien
déterminées,

Démonstration, On peut évidemment se borner i envisager
les sommes approchées supérieures S (g;I) et admetlre que la
fonetion monotone F (R) est non décroissante.

Etant données deux subdivisions quelconques I' et I" do R,
soient /'y o0 i=1,2,..,n les intervalles donnés par I' et, pour
tout 7, /"y olt j=1,2,..., i les intervalles donnés par I" qui sont
situés respectivement dans /'. Soient enfin /"y ol k=1,2,..,m
les autres intervalles de I, & savoir, qui contiennent i Dintérieur

des points situés sur les colés des /'. Une évaluation facile con-
m

duit (p. ex. sur le plan) a 1’inéga1ité N ML 24n 8(R,) 8@, don
k=l

/

a i m
S =2 XM (g ") |1y + X M (g5 I') | '] <
=1 j=I1 . 2

\ <~<2M(g; Iy 1| +24n-3R) 8 M(lgl; R) «~

=1

<S@EI)+24n-0(R) (@) M(gl;R).

En‘faisant donc tendre (I") vers 0, on obtient pour tout¥' Pinéga-
lité'lim sup S(g; I') < S (g; 1), Cott lim sup S(g;I")<liminf S(g; 1))
30 a0 BT GR I

- et par conséquent, I' et I" désignant des subdivisions quelconques,
lim sup S (g; I) = lim inf S (g; I), c. q. f. d. ‘
30 3D

Théoréme 13. Chaque fonction continue de point g (x) est
intégrable par rapport & chaque fonction de figure F(R) & varlation
bornée, ]

Démonstration. La décomposition canonique de Jordan
{Chap. I, § 10, p. 9) et le th. 10, p. 93, nous permettent de nous
borner au cas ou la fonction F(R) est monotone. Or, I désignant
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une subdivision quelconque de la figure R, olt ces fonctions sont
supposées définies, on a par suite de la continuité de g(x) Pégalité
I%K,.[)S(g; I) — s(g;XI]=0, qui révient en vertu du th. 12 & I'égalité

fg dF:_/‘g dF, c. q. f. d.
R

R .

Théoréme 14 (de la moyenne). Une fonction de point g (x)
étant intégrable sur une figure R, par rapport ¢ une fonction mono-
tone de figure F(R), il existe un nombre W compris entre les bornes
de g (x) dans R, et tel que ’

[ear=y-Fry.
25

Démonstration. F(R) étant supposée non négative, on a

m(g; Ry) F(R) «gg./‘ng(\M(g; R,) - F(R,), de sorte que le nombre
RB ’

po= [A/.g dF]: [F(R,)] vérifie la thése du théordme.
i,

Théoréme 15. Efant données dans une figure R, une fonction
continue g (x) et une fonction additive & wariation bornée F(R), la
Jonction additive G (R) = / & dF est presque partout dérivable et on a

R
presque partout G'(x) = g (x)- Fi(x).
Démonstration. Gréce a la décomposition canonique de Jordan

x

_ des fonctions a variation bornée (voir p. 9) et en vertu des th. 10

et 13, la fonction F (R) peut étre supposée monotone. En raison
du th. 14 il existe donc pour tout point x e R, ou elle est déri-
vable et pour tout carré Q (C R, contenant x, un nombre v (Q)
compris entre les bornes de g (x) dans Q et tel que Ton ait
%L“—“[L Q Z]:—ég}) Or, la fonction g (x) étant continue, p (Q)

tend vers g (x) avec |Q — 0, d’on I’égalité q. f. d.

§ 8. Nous allons montrer que les intégrales par rapport 4 une
fonction quelconque & variation bornée F(R) peuvent étre toujours
ramenées 4 des intégrales par rapport aux fonctions monotones,
4 savoir par rapport aux variations de cette fonction. Nous pose-
rons pour abréger:

W(R)=W(F; R), W(R)=W(F; R), W(R)=W(F;R) et M=M(g];R,).
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Lemme. FEtant données dans R, une fonction g (x) bornée et
une fonction F(R) & wvariation bornée, on a

8.1) j'gdm f g dW—M-|W(R,)| et J ng:>f g AW—M-W(R,).
R Ro R R ‘
Démonstration. Soit T une subdivision quelconque de R, en
intervalles 1y, L, ..., Im, supposés numérotés de maniére que I’on
ait F (Ir) > 0 pour j premiers intervalles (s’il y en a) et F (/) <0
pour m — j derniers. Il s’emsuit de (7.1), p. 92, que
7 71"17
Sl 1) < > Mg 1) W (1) + MW (L)
R=1 o ]t

et
m

j -
SHe ) = Mg 1) F )+ M- ,}1 P,
= KT

=M:|W(R))| et par conséquent Sy(g;X) < Sp(g; 1)+ M- [W(R,)|.

La premiére des formules (8.1) sen obtient par le passage
a la limite supérieure avec 8 (I) — 0 et la seconde se déduit de

la premiére par le changement simultané des signes des fonctions

g(x) et F(R).

Théoreme 16. Etant données dans une figure R, une fonction
& (x) bornée et une fonction F(R) & wariation bornée, on a

8.2) Jng=JgdW/‘+[gd_W ot {ng=JgdW~|~jgduz
R, Rq Ry TRy L TR “Ra
Démonstration; Etant donné un >0, soit R, une figure
telle que RICR, et F(R)> W (R,) —c¢, de sorte que

(8.3) CWRY >~
et, en posant R, =R, o R,
@®.4)  WRy<e.

Selon le th, 9, p. 93, on a done, W (R) étant une fonction
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d’une facon analogue, fg'dW;;»[g dW -~ Me On en tire, en
R, T TR, T

vertu de (8.3) et (8.4), en appliquant consécutivement le lemme

qui précéde et le th. 9 (laﬁpremiére_ des formules (7.7)), Pinégalité

JgdF=- [gar+ | gar> | &dW+ [ g dW— M-[W(R)+|WRY >
R, B N R,

Ry R,

Ry

e / ‘g aw+ / ‘g adW —4 Ms, dou, e étant arbitraire, / gaF ™
Rn fe“

T _/g dﬁ?—l—/g dW. Or, Pinégalité inverse étant évidente en raison
Ry R

du th. 9, p. 93, on aboutit & la premiére des formules (8.2).

La seconde s’en obtient, en affectant la fonction g (x) du signe
inverse. : '

Le th. 16 étant ainsi établi, les formules (8.2) donnent par
soustraction le '

Théoréme 17. Pour quune fonction bornée soit intégrable
par rapport & une fonction donnée ¢ wariation bornée, il faut et il
suffit quelle le soit par rapport @ ses deux variations relatives,

§ 9. Dans le cas oi la fonction par, rapport a laquelle on
effectue l’intégration est absolument continue, les deux.intégrales
de Riemann-Stieltjes se raménent tacilement & Pintégrale de
Lebesgue. Désignons & ce but par N (g; x) le maximum ou le
minimum de la fonction g(x) au point x, suivant que lon a
Fi(x) >0 ou F'(x) <0, et, inversement, par 7 (g; x) le: minimum
ou le maximum de g(x) en X dans les mémes circonstances,
c. & d. suivant que c’est la premiére ou la seconde des inégalités
qui se présente. Les nombres N(g; x) et n(g;x), en tant que
fonctions de point, ne se trouvent donc définig que presque par-
tout dans R;; or, c’est ce qui suffit, lorsqu’il s'agit des intégrales
de Lebesgue. :

Théoréme 18. Etant données dans R, une fonction bornée .

g (x) et une fonction additive absolument continue F (R), on a-les
Jormules

(9 [ gar =[N (g Foax

P

9.1) ‘ )
(vf)jng=fn (&; x) F'(x) dx,

“Re R
8. Saks, Théorie de I'intégrale. 7
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les intégrales figurant dans lewrs membres droits étant enlendues
au sens de Lebesgue.
Démonstration. En raison du th. 13, Chap. IV, § 4 et du
“th. 16, p. 96, la fonction F(R) peut &tre supposée monotone non
négative. Soit {I,} une suite de subdivisions de R, telles que
lim & (X,) = 0. Désignons par L7 ot j=1,2, ..,k les intervalles
n

donnés par I, et par M™(x) la fonction égale & M(g; If”)) a linté-
rieur de [ et p. ex. 4 0 sur les cOtés des intervalles de X Il
est facile de voir que pour tout point x qui west situé sur les
c6tés d’aucun intervalle [/ ot n=1,2,.. et j=1,2, ..,k par
conséquent presque partout dans R, on a alors

(9.2) lim MOx)=N(g;5) et | MOx)| < M(gl;Ry).
kn ey

Cependant, Sr(g; L) = _E: M (g; Iy - F (1) = [ MP(x)- Fi(x)dx =
. J= : .

=1(p)
J

= /~M(")(x)-F’(x) dx. Par le passage & la limite avee 7 - co on en
R, ‘ ]
obtient en vertu de (9.2) et du th. 5, p. 85, la premiére des for-

mules (9.1). La démonstration de la seconde est symétrique.
Les ‘égalités (9.1) donnent par soustraction le critére suivant
pour l'intégrabilité par rapport & des fonctions absolument continues.

Théoréme 19. Pour qu'une fonction g(x) bornée dans une
figure Ry soit intégrable sur R, au sens de Riemann-Stieltjes
par rapport & une fonction absolument continue F (R), il faut et il
suffit que la fonction g(x) soit continue dans presque tous les
points x oix F'(x)=~0. : . '

Dans ces conditions .on a / gdF = / g (%) F'(x) dx.

2 Ry :

On en déduit en particulier, en posant F(R) =|R]|, le

Théoréme 20. Pour gquwune fonction g (x) bornée dans une
figure Ry soit intégrable sur R, au sens de Riemann, il faut et
il suffit quwelle soit presque partout continue dans R,.

Cette condition étant réalisée, la fonction g (x) est sommable
dans R, et son intégrale de Riemann coincide avec celle de Le-
besgue. ‘

La condition qui précéde est due & M. Lebesgue [1; I, p. 29]. D’autres
conditions, basées sur des théories plus anciennes de la mesure ont &t6 données
antérieurement par M. V. Volterra [1] et par A. Harnack [1].





