CHAPITRE 1V,

Intégrale de Lebesgue
(définition descriptive).

Fonctions sommables.

§ 1. Etant donnée dans I’espace R, une fonction de point
quelconque f(x), nous dirons qu’elle est intégrable au sens de
Lebesgue, ou intégrable (1) ou sommable, lorsqu'elle est presque ,
partout la dérivée d’une fonction de figure F(R) additive et abso-
lument continue. Nous I’écrirons

FR) = f f(x) dx

et appellerons la fonction F(R) l'intégrale de f(x) au sens de
Lebesgue.

Le point variable xecR, sera donné souvent par ses 7z coor-
données X, X, ..., Xs; la fonction f(x) s’écrira alors dans la forme
F(xy, X0y ..oy Xn) et sOR intégrale dans celle d’intégrale multiple

ff ff (%1, Xy, ooy Xn) Ay A%y ... dixy,
e .

qui indique explicitement le nombre des dimensions de I’espace
en question. '

La relativisation de ces définitions aux fonctions f(x) définies
presque partout dans une figure au lieu que dans l'espace entier,
est immédiate: 'intégrale d'une fonction de point f(x) sommable
dans une figure R, est une fonction F(R) additive et absolument
continue de figure R (C R,.

On fait parfois distinction entre l'intégrale lebesguienne indé-
finie et Uintégrale lebesguienne définie, en entendant par la premidre
la fonction F(R) dans la figure R, et par la seconde ses
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valeurs individuelles sur les figures {?CRO’. -Dans 19 c’as ol

f(x) est une fonction sommable d'une vamalole reel_le, son intégrale

* est une fonction de figure dans R, (la drmte? et 1l‘lu1 corx“esp‘?nd
(cf. Chap. I, § 14, p.17) 4 une constante additive pres une toncuox}
absolument continue de variable réelle F(Jc),.qu on appelle aussi
intégrale indéfinie de Lebesgue de la fonction, f x).

§ 2. En vertu du théoréme 3, Chap. III, § 4, foute fon.ctio’n
sommable admet exactement une seule intégrale. Lia définition de I’inté-
grale implique aussitdt les théorémes suivants.

Théoréme 1. Les fonctions équivalentes ne sont sommables
que simultanément et leurs intégrales sont égales. Re’ciproque@ent,
si les intégrales indéfinies de deux fonctions sommables 30{11' identiques
(c. & d. égales pour toute figure R), ces fonctions sont équivalentes.

Théoréme 2. Toute combinaison linéaire & coefficients constants
af,+bf, de deux fonctions sommables f, et f, est aussi sommable

et on a

[@htoryas=affiacto|sas
R R R

pour toute figure R.

Comme conséquence immédiate de ce théoréme et du th. 3,
Chap. III, § 4, on a le

Théoréme 3. Lintégrale d'une fonction sommable presque
partout non négative (non positive) est partout non négative (non
positive). ‘ ’

Plus généralement, si deux fonctions sommables f, et f, rem-
plissent Uinégalité f, < f, presque partout, on a / frdx < / fodx pour

. R

R
toute figure R,

Théoréme 4. S une fonction sommable f(x) est non négative
presque partout dans une figure R, et si f f(x)dx=0, on a dans R,
‘ By ‘
presque partout f(x)=0.

Démonstration. En vertu du théoréme précédent l'intégrale
de f(x) est non négative sur toute figure R (C R,; comme nulle

sur R, elle est donc nulle sur toute figure R (C R,. La fonction’

f(x), qui est presque partout la dérivée de son intégrale, s’annule
en conséquence presque partout dans R,.
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Théoréme 5. Toute fonction sommable est mesurable et presque
partout finie. ‘

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le th. 1, Chap. III, § 2.

Théoréme 6. Etant donnée une suite presque partout non
décroissante Fa(x)} de fonctions sommables sur une Jigure R, et

dont les intégrales / fodx forment une suite bornée supérienrement,

la Sonction f(x)=lim fu(x) est bazzssi sommable sur la figure R,
et on a

@.1) ' f F(x)dx = lim ff,l(x) dx.
R " R

Démonstration. Les fonctions FiR) = /}‘,,(x) dx formrent en
R

raison du th. 3 une suite monotone, par hypothése bornée sur
R,, donc aussi sur toute figure R (" R,. Elles tendent par conséquent
vers une limite finie

2.2) F(R) = lim Fy(R)

qui est également une fonction additive. ,
Or, par suite de la continuité absolue des fonctions F, on a pour

tout 7 naturel £(Fy; Ry)) =0, done E(F; Ry) < E(Fuy R))+E(F—FuiR)) <

< F(R)) — Fa(Ry), dou, selon (2.2), E(F; R) =0, de sorte que la

“fonction F (R) est également absolument continue dans R,.

Il en résulte par définition de Iintégrale que
(2.8) F(R) =fF'(x) dx - pour tout  RC R,.
5 ‘ .

‘ Comme on a d’autre part en vertu du th. 4, Chap. III, § 5,
F'(x) = lim F'y(x) = lim fo(x) = f (x) presque partout, la formule
n n .

(2.8) exprime que la fonction f(k) est sommable ef, en vertu de
(2.2), on a Iégalité (2.1), q. £. d.

Le th. 6, qui porte le nom du théoréme de Lebes gue sur l'intégration
terme d terme des suites monotones de fonctions, distingue essentiellement I'inté-
grale de Lebesgue de celle de Riemann, pour laquelle un tel théoréme
serait faux. 11 est facile, en effet, de donner des éxemples d’une suite mono-
tone de fonctions intégrables ausensde Rieman n, bornées dans leur ensemble
et dont la limite soit une fonction n’admettant point d’intégrale riemannienne.

Théoréme 7. Toute fonction dérivée d’une fonction & varia-
tion bornée est sommable.

Vv
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Toute fonction & variation bornée est somme de deux fonctions,
i savoir de lintégrale de sa dérivée et de sa fonction des singu-
larités.

Démonstration. En vertu du th. 9, Chap. I, § 13, on a pour
toute fonction F(R) & variation bornée la décomposition F(R) =
=@ (R)+ S (R), ol @(R) est une fonction absolument continue
et S(R) est la fonction des singularités de F(R). On a donc
dans presque tout point x Iégalité F'(x) = &'(x) + §'(x) = P'(x),
car S (R), comme fonction singuliére, a d’aprés le th. 7, Chap. III,
§ 7, la dérivée presque partout nulle, Par conséquent F(R):=

O R)+S(R) = [ D(x) dxc+ S (R) = /' Fi(x) dx + S (R) pour toute
figure R.

Fonetion caractéristique d’un ensemble.

§ 3. Etant donné un ensemble quelconque E dans Ry, on
appelle fonction caractéristiqgue de E la fonction c;(x) ega]e at
en tout point x de E et & 0 partout ailleurs ?).

Il est évident que la fonction caracterlsthue d’'une somme
finie ou dénombrable d’ensembles disjoints est la somme des fon-
- ctions caractéristiques de ces ensembles. De méme, si {£E,} est
une suite monotone, ascendante ou descendante, d’ensembles et
E=1im E,, on a cz(x) =lim cg,(x) pour tout point x de l'espace.

n n '

On a le théoréme suivant, qui n’est qu'un autre énoncé du
th. de Lebesgue sur les points de densité des ensembles me-
surables (voir Chap. IlI, § 6, th. 6).

Théoréme 8. La fonction caractéristique d'un ensemble me-
surable E quelconque est sommable et son intégrale est la fonction
de la mesure de cet ensemble; on a notamment / ce(x) = Mr(x) pour
toute figure R.

Plus généralement, on a le

Théoréme 9. Si une fonction mesurable et finie f (x) wadmet
qu'un nombre fini des valeurs vy, v,, ..., Un, chacune dans Pensemble
Ey, E,, ..., Em respectivement, alors f (x) est une fonction sommable
et on a B :

ff (x) dx = vy Me(R) + vy ME(R) + oo + U Mg, (R).
R

) J.Ch.Dela Vallée Poussin [1] et I p 7.
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Démonstration. ('est une conséquence du th. 8 et du th. 2,
p- 62, la fonction f(x) étant une combinaison linéaire des fon-

ctions caractéristiques des ensembles E,, E,, ..., En i coefficients
Uyy Ugy wee y U

Théoréme 10. Pour que la fonction caraczferzstzque d'un en-
semble soit sommable, il faut et il suffit que cet ensemble soit me-
surable.

Démonstration. La nécessité de la condition résulte immé-
diatement du th. 5, p. 68, et la suffisance du th. 8. ‘

Théoréme 11. Si une fonction additive F (R) est lintégrale
de la fonction f(x), on a dans tout point x, oi la fonction f est
semicontinue supérieurement (inférleurement)

Fo) < f(e)  (Fl) > f ().
En particulier, dans tout point x, ot la fonction f(x) est con-
tinne son intégrale F(R) est dérivable et on a F'(xo) = f (x)).
Démonstration. La fonction f(x) étant semicontinue supé-
rieurement dans x, et un >0 étant donné arbitrairement, on a pour
tout point x de tout carré Q suffisamment petit et contenant x,
Pinégalité f(x)<f(xs)-+¢, donc en vertu des th. 3, p. 62, et 8, p. 64,

F@<IQI U G+d, don Fm=timsup = (0. 7 (s 4,
ce qui donne 'inégalité F (%) < f (%), qui était & démontrer.

En particulier, si x, est un point de continuité de f (x), donc
de semicontinuité supemeure et inférieure a la fois, on a simul-

tanément F (xo) < f (%0) << JF(x), dolt F'(x)=F F(x0) = =L (x0) = f (x0),

c. q f. d.

Sommabilité absolue des fonctions.

§ 4. A toute fonction de point f(x) on peut faire corres-
pondre deux fonctions f(.x) et f()»), dites respectivement partie
non négative et partie non positive de JS(x), et définies comme il suit:

J(x)=f(x) ou 0, suivant que f(x) 3> 0 on f(x) <0,
J(x)=f(x) ou 0, suivant que f(x) <0 ou f(x) >0

Les relalions suivantes entre les fonctions f, f, f et leurs
valeurs absolues sont évidentes:

ot

S, Baks, Théorie de I'inlégrale.
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w1 f=frf=i—lfl et fi=r=f=F+Ifl;

d’ol

f=lasep et J=—y (=D

Théoréme 12. Si pour une fonction mesurable [ (x) il existe
une fonction sommable & (x) telle que lon ait

4.2) |f (x)| < g (%) presque partout,

alors la fonction f (x) est aussi sommable,

Démonstratibn. Il est évident que si une fonction. J salis-
fait & la condition (4.2), il en est de méme des fonctions non
négatives fet|f]. Vula décomposition (4 1), nous pouvm}H df)11c
admetire que la fonction donnée f () soit elle-méme non négative.

Or, il existe en conséquence, d’aprés le th. .20, Chap. II,
§ 9, une suite monotone non décroissante ‘de 'ff)n.ctlons 1'mesura‘~
bles {f} dont chacune n’admet qu’un nombre fini de valeurs et
qui convergent partout vers la fonction f. Pour tout n nature’l on a
done en vertu de 'hypothése presque partout fu(x) <Zf(x) << & (%),
ol fa(x) est en vertu du th. 9 sommable, et on conclut du th. 3,

p. 62, que l'on a /f,,(x) dx < _/g(x),dx pour toute figure R. La
k R
fonction f (x) = lim fu(x) est par conséquent sommable en vertu

du th. 6, p. 63, ¢. q. £. d.

Corollaires. Il en résulte en particulier que toute fonction
mesurable bornée est sommable, c. & d. que pour les fonctions
bornées les conditions de la mesurabilité et de la sommabilité
coincident. Il en résulte aussi que le produit dune fonction
sommable et d’une fonction mesurable, bornée dans une figure, est
sommable dans cette figure.

Théoréme 13. Si f(x) est une fonction sommable et F(R) =
= / 7 (x)dx, alors |f, f et f sont ‘des fonctions sommables et on a:

WER=[Ifldy WER=[far o WER=[]dx.

.

R R R

et ol la dérivée W'(x) existe, donc presque . partout, on a .
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Fx) < W'(x). Par conséquent, W(F; R) étant en vertu du th. 3,
Chap. I, § 13, une fonction absolument continue avec £ (R), on

conclut du th. 3, p. 62, et du th. 12 que la fonction f*(x) est
sommable dans toute figure R, et que l'on a

4.3) j fax < f W'(x) dx = W (F; Ry).
Ry Ry
D’autre part, comme f/f et f,;/ 0, on & pour toute figure
R Ry les relations /f dx Z;%jfdx,} /f dx = F(R), don, par
Ry R R ‘
définition de W (F; Ry), la formule | /' dx > W (F: R,), qui donne avec

(4.3) Pégalité [ Fdx =W (F;R). Légalits [Fax=w @& Ry se
Ro R -

déduit d’une fag:ovn symétrique et enfin les deux égalités donnent

par soustraction / [ fl dx=W (F; R)), ce qui achéve la démonstration.

Ra

Comme une généralisation sur les fonctions additives i varia-
tion bornée on obtient du th. 18 le

Théoréme 14. F (R) étant une Sfonction additive & wvariation

bornée et F'(x), f’(x) désignant respectivement les parties non néga-
tive et non positive de sa dérivée, on a presque partout

WD =P, WE=F) e WED=F.

Démonstration. D’aprés le th. 9, Chap. I, § 18, sur la dé-
composition canonique de toute fonction A variation bornée, on a
F(R)= @ (R)+ S(R) ot @ (R) est une fonction absolument con-
tinue et S(R) une fonction singuliére.  En vertu du th. 7, Chap.
I, § 7, la dérivée de S(R) s’annule done presque partout; par
conséquent on a presque partout

(4. 4) ' Fl(x) = D'(x).
La méme décomposition donne d’autre part les relations
W (D R) — W (S5 R) < W (F; R) < W (®; R) + W (S; R), doit

presque partoul

(4.5) W(P; %) — W(S; x) < W'(F; x) < W(D; x) + WS; x).
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Or, W (S; R), comme variation d’une foncti(?n Siflgul@re, ét'l;ant
selon le th. 4, Chap. I, § 18, également une 'to‘n?twn smguluire,
sa dérivée s’annule presque partout et inégalité (4: 5) elg‘traine

sque partout W'(F; x) = W'(®; x). On a par consequen! selon
?4:‘.64)(1 et pselon le th. 18, que W/(F; x) =] P'(x)| = |F'(x) |,’c. ad.
la premidre des relations g. f. d. Les deux autres en resu]tent
aussitét en vertu des identités

SW=F+W, 2W=F—W, 2F =F +|F| e 2F =F —|F],

dont les deux premigres sont équivalentes a la décompO?ition ca-
nonique de Jordan (Chap. I, § 10) et les deux derniéres sm@t
des conséquences immédiates de la définition des parties non né-
gative et non positive d’une fonction de point.

Théoréme sur Pintégration par parties. K

§ 5. Le théoreme qui va &tre établi est d’application con-
stante non seulement dans le caleul des intégrales élémentaires
(ot Pintégrale de Lebesgue est dailleurs superflue), mais aussi
dans bien des chapitres de I'Analyse ol lintégrale lebesguienne
est un instrument tout & fait essentiel. Or, comme ce théordme
concerne les fonctions de point sur la droite, ¢. 4 d. dont les in-
tégrales sont des fonctions d’intervalle linéaire, lintégrale y sera
regardée comme une fonction de variable réelle.

Théoréme 15 (sur lintégration par parties). Si dans un in-
tervalle [a, b] la fonction F(x) est absolument continue et la fon-
ction g (x) est sommable, la fonction F(x)-g (x) y est également

sommable et, en posant G (x) =_/ g dt o a“g‘ X b, on a
F .

b b
(6.1) fF(x)g(x) dx = F (b) G (b) ——-JG()C) F'(x) dx.’

Démonstration. Comme produit de la fonction sommable F(x)
et de la fonction continue G (x), la fonction F'(x)- G (x) est som-
mable (voir § 4, p. 66). Comme produit de deux fonctions abso-
lument continues, la fonction F (x)- G (x) est absolument continue

(v.Chap.1,§ 14, p.19). La fonction H (x) = F(x)- G(x) H/:G () F'(t) dt

a
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est donc aussi absolument continue. Par dérivation, on a presque

b
partout /7'(x) = F (x)- G'(x) = F (x)- g (x), d'on -/‘F(x) g(x)dx =

. b
=H(6) — H (@)= H ()= F(5)- G (®) — [ Gx) F(x)dx, c. q. £. d.

La formule (5.1) sera étendue (voir Chap. X) d’'une part aux fonctions
£(x) iutégrablgs dans le sens de M. Denjoy et d’autre part, par substitution
de lintégrale de Riemann-Stieltjes i celle de Lebesgue, aux fon-
ctions arbitraires F(x) & variation bornée.

Intégrales inultiples. Théoréme de Fubini.

§ 6. Quin, Quet Q, ot m > 1 et n>1 désignant respecti-
vement les cubes [a,, b;; @y, by; i Qmy O o @ity Ompn] dans
Pespace Rytn, [ay, by; ay, by; ..; amy bw] dans Pespace R, et enfin
le cube [@mi1, bina; mis, Omys; i Amgny bmin] dans Pespace R,, soit
J (%45 Xy, ..., Xmyn) une fonction continue de point définie dans le
cube Qmtn En fixant les valeurs xi, x5, .., X de m premidres
coordonnées, qui forment un point du cube Q., la fonction f est
done une fonction continue de # derniéres coordonnées, c. i d. une
fonction continue de point dans le cube Q,, et admet par consé-
quent une intégrale qui s’étend sur Q, tout entier. Posons

B (X0, X9y sy X0) =
6.1) "o e N
= f(JC], Ky eoo'y Xy Xrid-1y oe s x,,,+,,) dxm+1 dme ros dxm+n.
" éri . :

Or, on sait dépuis Cauchy que pour des fonctions conti-
nues lintégration dans le cube Q. peut &tre ramenée aux deux
intégrations consécutives dans les cubes Qn et Q, respectivement.
On a notamment

(6.2) f f f Ft, dy e dXppn = j f f B %y e Xom) A5, A% . i,

Qm +-n

ou la fonction % est donnée par la formule (6.1). Par l'itération
de ce procédé on peut donc ramener toute intégrale dans un
cube rn-dimensionnel & n intégrations consécutives sur des seg-
ments de droite.

Etant donnée Pimportance de cette propriété des intégrales
spatiales de fonctions conlinues et le rdle qu'elle a joué dans les



70 Chapitre IV. Intégrale de Lebesgue.

applications, la question a dii s’imposer lors de Iintroduction de
I'intégrale de Lebesgue si ce théoréme de l'Analyse classique
est susceptible d’'une extension & des fonctions sommables quel-
conques,

Laréponse est affirmative, mais elle exige quelques restrictions.
La fonction f peut notamment etre sommable dans le cube Q,,, Jny
sans que la fonction f (X%, X3, ... , X Xmityerrs Xmin), cONSidérée pour
les m premiéres coordonnees ﬁxes comme une fonction de point
de Qn, soit sommable, ou méme seulement mesurable dans Q,.
Par suite, la fonction ~# peut ne pas se trouver définie par la
formule (6.1) pour certains points (3, X3, ..., Xp) duw cube Q.

Cependant on prouve que I'ensemble des pomts exceptionnels
(%1, %3, ... , %) € Qu, pour lesquels la fonction f n’est ‘pas som-~
mable dans Qn, constitue dans Q, un sous-ensemble de mesure
nulle (bien entendu, dans le sens de la mesure m-dimensionnelle),
desorte que la formule (6.1) définit la fonction % presque partout
et, comme on apercoit sans peine, cela suffit pour que l'intégrale
multiple figurant au membre droit de la formule (6.2) se trouve
aussi définie. Reste & montrer que 1’égalité (6.2) est encore
vraie dans ces conditions: ce résultat important, établi par M.
Lebesgue [1] pour les fonctions mesurables bornées et étendu
par M. G. Fubini [1] aux fonctions sommables, est connu sous
le nom du théoréme de Fubini sur Pintégrale myltiple.

‘Nous allons démontrer ce théoréme, en posant m = n = 1,
Pextension 4 des m et n naturels quelconques étant immédiate.

§ 7. Soit Q le rectangle [a,, b;; a,, by], situé sur le plan.
Etant donnée une fonction sommable f (x,y) définie dans Q, nous
dirons qu’elle jouit de la propriété (F), lorsque les deux conditions
‘suivantes sont satisfaites:

1°  Pour presque toutes les valeurs de x de lintervalle [a,, b,]

la fonction f(x,y), considérée comme fonction de y dans l’mtewalle
[ay, by], est sommable dans [a,, by),

b,
2 Ig fonction h(x) donnée par la formule h (x) = / f(x,y)dy,

. A : a,
donc définie presque partout dans las, b)), remplit Pégalité

fff (x,y) dx dy =f/; (x) dx.
g s
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Nous allons montrer que toute fonction f(x,y) sommable
dans Q jouit de la propriété (F). Pour plus de clarté, notre raison-
nement sera subdivisé en plusieurs lemmes.

Lemme 1. Toute combinaison linéaire & coefficients constants
d’un nombre fini des fonctions qui jouissent de la proprzete (F) jouit
également de la propriété (F).

C’est une conséquence immédiate du th. 2, p. 62.'

Lemme 2. Etant donnée une suite monotone {f.(x,y)} de fon-
ctions convergeant partout dans Q vers une fonction sommable f(x, y),
si les fonctions f, jouissent de la propriété (F), la fonction f en
Jouit également.

Démonstration. Admettons que la suite {fn} soit non dé-

croissante (le passage au cas opposé s'opérant par le seul chan-
by

gement du signe). Chaeune des fonctions h,l(x)~‘/ falx, ) dy
@

étant donnée par définition presque partout dans [a,, &;], la suite

{h,} toute entiére s’y trouve aussi définie en tout x, sauf au plus

dans un ensemble A de mesure linéaire nulle, et elle est monotone

non décroissante (donc convergente) en tout x ol elle est définie,

c. a d. presque partout.dans [a;, ;). Or, on a pour tout 2 naturel
b,

//z,,(x) dx = //f,l(x V) dx dy < / /f(x y).dx dy, ce qui implique

en vertu du theoreme de Lebesgue sur lintégration terme
a terme des suites monotones (th. 6, p. 63) que la fonction
h (x) = lim %,(x) est sommable dans [a;, &;] et que Pon a

by

by
(7.1) J h (x) dx = lim J ha(x) dx = 1imf ff,l(x,‘ ) dx dy =
a n " n (-) :

= JJf (x,y) dx dy.

Q

L’ ensemble B des valeurs de x ol % (x) = -+ oo étant en vertu
du th. 5, p. 63, de mesure nulle, la suite des fonctions {%.(x)} se
trouve 4 la fois définie et bornée supérienrement par le nombre
fini 2(x) en tout point de [a,, b,], sauf dans les points de 'ensemble
A-B de mesure nulle. En vertu du théoréme de Lebesgue, cité
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tout & I’heure, on a par conséquent pour tout x e [a;, 0]~ (A B),
donc encore presque partout dans lintervalle [ay, bi], légalité

N

i (5) = lim () = lim / ful%, y) dy = / 7%, 9) db.

@

Vu Pégalité (7. 1), on en conclut immédiatement que la fonction f
posséde la propriété (F), c. q. f. d.

Lemme 3. La fonction caractéristique ci(x,y) d’un ensemble
Gy quelconque E (C Q jouit de la propriété (F).

Démonstration. Nous allons 1'établir, en partant des ensem-
bles Gj trés particuliers et en progressant consécutivement j jusqu’aux
ensembles G; les plus généraux. Admettons donc que

1 E est formé d'un nombre fini des segments paralléles aux
axes des coordonnées. On a dans ce cas |E| =0, d’ou selon le

th.8,°p. 64, [ [ cx(x, y) dx dy = 0, D'autre part, la fonction ca(x. ),
4 |

considérée comme fonction de la variable y, est une fonction ca-
ractéristique d’un ensemble vide ou composé d’un nombre fini des

points, sauf pour un ensemble fini des valeurs de x. Llinté-
by

grale A (x) = / ¢x(x,y) dy existe done partout et elle est nulle,

ay

sauf tout au plus pour un ensemble fini des valeurs de x. Par
conséquent //z (x)dx=0= / /CF(X V) dxdy.

20 F est l'mterzeur d’zm rectangle [o4, By; o, By] situé dans Q.
Selonle th.8, p.64,0n a donc | /cL(x V) dxdy=|E|= (8, — 0,) (B, — o).

D’autre part 'intégrale 4 (x) = / ce(x, y) dy existe pour tout x et
22
Pon a :

b (%) = { 0, lorsque a, < x < o on By x<l b
By — an, lorsque o, < x < B,
ot selon lo th. 8,p. 64, /h(x)dx (@1_01)(32-%2)*/ /cj(x ) dx dy.

3" E est une fzgure élémentaire. Par consequent on peut
considérer £ comme somme finie d’intervalles (rectangles) n’em-
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piétant pas les uns sur les autres, donc aussi comme somme finie
et disjointe de leurs intérieurs et des segments formant leurs fron-
tieres. La fonction caractéristique de F est en conséquence une
somme finie des fonctions jonissant en vertu de 1° et de 2° de la
propriété (F). En vertu du lemme 1 elle en jouit donc également.

4° E est un ensemble ouvert. Or, tout ensemble ouvert étant
la limite d’une suite ascendante de figures, sa fonction caracts-
ristique est la limite de la suite non décroissante de leurs fonctions
caractéristiques. En vértu du lemme 2 et de 3° elle jouit done

de la propriété (F).

5° E est un ensemble Gy arbitraire. Tout ensemble G étant
la limite d’une suite descendante d’ensembles ouverts, sa fonction
caracléristique est la limite de la suite non croissante de leurs
fonctions caractéristiques. En vertu du lemme 2 et de 4° elle
jouit donc de la propriété (F), e. q. f. d.

Lemme 4. Tout ensemble de mesure plane nulle est de mesure
linéaire nulle sur presque toute droite paralléle aux axes des coor-
données.,

Démonstration. En vertu du th. 11, Chap. II, § 6, on peut admet-
tre que l'ensemble donne E de mesure plane nulle soit un G;. Le

/ cx(%, ) dyJ dx=[ / cex,y) dxdy=| E| =

lemme 3 donne done /

Par conséquent, selon le th. 4, p. 62, ’égalité / ce(x, 1) dy =0 se

présente pour presque toutes les valeurs de x ce qui exprime
selon le th. 8, p. 64, le fait que I’ensemble des points de E situés
sur presque toute droite parallele & 1’axe des y est de mesure
linéaire nulle. La demonstratlon pour les droites paralléles i laxe
des x est symétrique.

Lemme 5. La fonction caractéristiqgue de tout ensemble me-
surable posséde la propriété (F).

Démonstration. Admettons d’abord que I’ensemble mesurable
E ( Q soit de mesure plane nulle. La fonction ce(x, y) est done,
en raison du lemme 4, fonction caractéristique d’un ensemble de
mesure linéaire nulle sur presque toute droite paralléle a l’axe
des y, de sorte que pour presque toutes les valeurs de x linté-
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b, by

grale % (x) = /‘cE(x,y) dy existe et s’annule, d’oll / h(X) dx = () ==

ay ay

=EE[=/‘/‘0E(x,y) dx dy. La fonction caractéristique d’un en-
TQ

semble de mesure nulle posséde donc la propriété (F).

Ceci établi, soit £(C Q un ensemble mesuarable quelconque.
En vertu du th. 11, Chap. II, § 6, il existe donc un ensemble 7/
qui est un Gj et tel que E(C H et |/ —E|=0. Par conséquent la
fonetion cx_g(x, y) posséde la propriété (F) et en vertu du lemme 4
il en est de méme de la fonction cy(x, y); or, on en conclut aus-
sitot d’aprés le lemme 1 qu’il en est encore de méme de la fon-
ction ¢g = ¢y — cu—g c. q. £. d. ’

Lemme 6. Toute fonction f(x,y) sommable dans le rectangle
Q jouit de la propriété (F). ‘

Démonstration. Toute fonction sommable étant en raison du
th. 13, p. 66, différence de deux fonctions sommables non néga-~
tives, la_démonstration se réduit au cas ot la fonction f donnée
est non négative et par suite du th. 20, Chap. II, § 9, le lemme 2
permet aussitot de pousser cette réduction & n’envisager que
le cas ol la fonction f prend seulement un nombre fini des valeurs
V4, Uy, v , Up respectivement dans les ensembles Ei, E,, ..., £, Or,
on a dans ce dernier cas f=v, CE; + Uy CEy + ..o -+ Un Cpy, Bl en vertu
des lemmes 1 et 5, la fonction f jouit alors de la propriélé (F)
c. q. £ d. :

Le role des variables x et y dans'les raisonnements qui pré-

cédent étant tout a fait symétrique, le lemme 6 a pour conséquence.

immédiate le théoréme suivant:
Théoréme 16 (de Fubini). Pour toute fonction f(x,y) superfi-
ciellement sommable dans un rectangle Q=[ay,b;; ay,b,] les intégrales

b : by .
f fx,9)dx et / F(x,y) dy existent pour presque toutes les valeurs

de x et de y respectivement, et on a

(7.2) fff dx dy =f’l f ;‘d ;de :JI)UI’} dx] ‘dy.
Q Ca, a4 : ‘a i

-~ a,

Il est & noter que l'existence des deux derniéras intégrales de (7. 2) ne
permet en général de rien conclure sur l'existence de I'intégrale superficielle

’[/fdxdy: M. W.Sierpifiski {4 a montré, en offet, que ces deux inté-
14 ‘
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grales peuvent exister et méme &tre égales pour certaines fonctions flx,y
non mesurables, done sirement non sommables. La construction repose sur
I'exemple (obtenn & l'aide de I'axiome du choix de M. E. 7 ermelo) d’un en-
semble plan non mesurable qui admet exactement un point commun avec toute
droite paralléle aux axes. La fonction f est définie comme fonction caracté-
rigtique de cet ensemble. '

Mais on peut aussi donner un exemple de la fonetion f(x,¥) mesurable
dont les deux intégrales en question existent et sont égales, sans que la fon-
ction f soit sommable dans le rectangle Q. Soient en effet Q le carré [0,1;0,1]
et {Q,l} une suite de carrés contenus dans Q, n’empiétant pas les uns sur les
autres et dont les diagonales soient situées sur la diagonale y=x de Q.
Chaque carré (), sera subdivisé en quatre. Enfin, dans Pintérieur d’un couple des

1
carrés opposés, obtenus par la subdivision de Q. on posera f(x,y) = —"-,

| @l

1
dans I'intérieur de I'autre couple f(x, y) = — "(:)T et partout ailleurs f(x,y) = 0.
H&n
1

1

11 est facile de voir que les intégrales /fdy et /fa'x existent alors
[} 0
pour toutes les valeurs de x et de y respectivement et qu'elles sont nulles.
Il en est done de méme des deux intégrales itérées, qui figurent dans (7.2).
Néanmoins, la fonction f n’est pas sommable dans Q, car dans le cas contraire
sa valeur absolue serait-en raison du th. 18, p. 66, également sommable et on
— m a e
aurait’ pour tout m naturel // | fldx dy \Z / / |fldxdy=m, ce qui est
Yo n=1" ¢
évidemment impossible. Cet exemple trés simple est dd &4 M. A. Zygmund.
On peut donner aussi des exemples d'une fonetion mesurable dont les
deux intégrales itérées existent et sont égales, mais qui n’est sommable
dans aucun rectangle. Enfin, un exemple intéressant en rapport avec le thé-
oréme de Fubini a été donné par M. G. Fichtenholz [1].

Or, on a le th. suivant de M. L. Tonelli [2]:

Théoréme 17. Pour toute fonction f(x,y) mesurable et par-
tout non négative dans Q lUexistence d'une quelconque- des trois in-
tégrales figurant dans Uégalité (7.2) entraine l'existence des deux

autres.
b,

Démonstration. L’existence de intégrale % (X) :‘/' f(x,¥)dy
a3
pour presque toute valeur de x et la sommabilité de 4 (x) dans

[ay, b)) étant admises, posons pour tout 7 naturel

| f(xy), lorsque f(x,y) < n
Ful%, ) = |\ n,  lorsque f(x,y)>n
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Comme mesurable et bornée, chacune des fonctions f, ainsi
définies est d’aprés le th. 12, p. 66, gsommable dans Q. En vertu
da th. de Fubini on a donc

by by ) by

J[ f(" y)dx dy = { l hv[‘fn(x,y) dyJ dx f/z () dx < 4 oo,
Q

a, a, a,

4

Les fonctions f, forment donc une suite monotone non dé-
croissante, convergente vers f et dont la suite des inlégrales est
bornée. Il en résulte en vertu du th. 6, p. 68, que la fonclion f
est sommable dans le rectangle Q, ¢. q. f. d.

*Applications. Longueur d’un arc de courbe.

'§ 8. Théoréme 18. La longueur L(1,) de toute courbe C donnée
par les équations x=x(t) et y=y(t) et rectifiable dans l'intervalle
Iy =[a, b] satisfait a lmegalzte ‘

wp | VEarvere
et, pour que lon ait Végalité
.2) LUy =[VIFOF YO d,

il faut et il suffit que les deux fonctions x (t) et y (£) solent abso-
lument continues dans I,

Démonstration. En vertu du th. 7, p. 64, on a
b

(8.3) L) =J‘L'(t) dt+S (L L)y > IY‘L'(t) dt,

la condition nécessaire et suffisante pour que cette relation de-
vienne égalité, s’exprimant par la formule S (L;/,)=0. Or, la fon-
ction des singularités S (L; /) étant toujours non négative, cette
condition équivaut a ce que S (L;/) annule identiquement pour
tout intervalle /(C [, ce qui équivaut & son tour i la continuité
absolue de la fonction L (/) dans /,, done, en vertu du th. 9, Chap.
III, § 8, & la continuité absolue des deux fonctions x (¢) et y (£)
4 la fois.

[§ 8) “Applications. Longueur d’un arc de courbe. Yy

D’autre part, selon le th. 10, Chap. IlI, § 8, on a presque

partout L'(¢) = V[x'(t)]2+[y'(f)]2. L’inégalité (8.3) équivaut donec
a (8.1), ce qui achéve la démonstration.

Le théoréme qui précéde, dii &8 M. S. Tonelli[1], a com-
plété un résultat antérieur de M. Lebesgue et a constitué en
méme temps une des premiéres applications de la nouvelle méthode
d’intégration. Les méthodes anciennes ne permettaient de déduire
la formule (8.2) que dans des hypothéses spéciales concernant
les dérivées x'(¢) et y'(f), p. ex. dans ’hypothése que ces dérivées
existent partout et sont continues. Or, lintégrale de Lebesgue
a donné le moyen non seulement de généraliser cette formule, mais
aussi d’établir une simple condition nécessaire et suffisante pour
qu’elle soit vérifiée.





