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PREFACE.

La théorie des opérations, créée par V. Volterra, a pour
objet I'étude des fonctions définies dans les espaces & une infi-
nité de dimensions. Dans plusieurs domaines trés importants des
mathématiques cette théorie a penétré d’une fagon essentielle: il
suffit de rappeler que la théorie des équations intégrales et le
calcul des variations se sont trouves contenus comme des cas parti-
culiers dans les principales sections de la théorie générale des
opérations. On voit dans cette théorie les méthodes de mathé-
matique classique g’unir aux'méthodes modernes d'une ma_'i:liére
- parfaitement harmonieuse et remarquablement efficace. Elle permet
‘souvent d’interpréter les théordmes de la théorie des ensembles
ou de la topologie d'une fa@on tout a fait 1mprevue Ainsi p. ex.

~ le théoréme topologique. sur le pomt invariant se laisse traduire

moyennant la théorie des operatlons (comme 'ont montré M. M.
Birkhoff et Kellogg) dans le théoréme clasmque sur l'exi-
stence des solutions des équations différentielles. Il y a des. parties
importantes des mathemathues dont la connaissance vraiement
'_approfonche n’est possible qu’ a l’alde de la théorie des opera— _
tions. Telles sont aujourd’hui: la théorie des fonctions de va-
-_rlable reelle, équations intégrales, calcul des vanatmns, ete. -
Cette théorie mérite done avec raison, aussi bien par sa va-
| leur esthétique que par la portée de ses raisonnements (méme ab-
stractlon faite de ses nombreuses appllcatlons) l'intérét de- plus_
en plus croigsant que Iui pretent les mathématiciens. Aussi on
_ ne s’étonnera pas l’Opmlon de M. J. Hadamard, qui considére
la théorie des operatlons comme une des plus pmssantes methodes_
_de recherche de la mathemathue contemporame e |
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Le livre présent contient la premiére partie de Ialggbre des
opérations. Il est comsacré & l'étude des opérations dites lindai-
res, qui correspond 3 celle des formes linéaires a; X; + @ X; +
+ ...+ @n X, de Talgébre.

La notion d’opération linéaire peut etre définie comme suit.
Soient £ et I, deux espaces formés d’éléments guelconques, mais
ot ane addition assoclatlve et I’élément-zéro sont supposés dé-
finis. Soit y= U{(x) une fonction (opération, transformatlon)
- qui fait correspondre i tout élément x de £ un élément y de E,
 {dans le cas oli £, est en partlcuher- I'espace des nombres réels,
cetté fonction porte anssi le nom de fonmectionnelle). 8i, quels
que soient x, et x, de E, on a U(x, + x,) = U(x,) -+ U(x,),
Popération U(x) s"a'ppelle additive. Si, en outre, E et E; sont
des espaces métrigques, ¢, a d. que dans chacun d’eux la distance
des éléments est définie, on peunt considérer des opérations U(x)
continues. Or, les opérations & la fois additives et continues .
-s'appellent linéaires. | ' |

Dans ce livre, je me snis proposé de recueillir surtout les
résultats concernant les opérations linéaires deéfinies dans certains
espaces generaux, notamment dans les ainsi dits espaces du type
(B), dont des cas particuliers sont: Iespace des fonctions con-
tmues, celni des fonctmns a4 p-idme puissance sominable, l’eSpace
de Hllbert ete. :

Je donne aussi l’1nterpretat10n des théorémes généranx dans
diverses disciplines .mathem_athueb,_ 4 savoir dans la théorie des
groupes, des -équations différentielles, des équations intégrales,
- des équations & une infinité dmconnues des fonctions de varia-
' ble reelle, des méthodes de sommations, des séries orthogonales,

Il est intéressant de voir certains théordmes donner des
resultats méme dans des d1sc1p11nes assez elmgnees les unes des
autres. Ainsi p. ex.le. théoréme sur I’ extension (prolongement) d’une
g fonctmnnelle additive résout SImuItanemen’c le probléme général dela

~ mesure, Ie probleme des moments et celui de l’existence des solu-

- tlons d’'un systeme d équations Imealres 4 une 1nfm1te d’inconnues.



VI

A coté des methodes algebrlques ce sont surtout celles de
la théorie générale des ensembles qui passent dans ce hvre.
au premier plan, en gagnant a cette théorie plusieurs applica-
tions nouvelles. On trouvera aussi dans divers chapitres de ce
livre de nouveaux théorémes généraux. Tels sont, en particulier,
les deux derniers chapitres et I'annexe: les résultats qu'ils ren-
ferment n’ont été nulle part publiés. Iis constituent une ébauche
de l'étude des invariants relatifs aux transformations linéaires
(des espaces du type (B)). En particulier, le Chapitre XII contient
la définition et P’analyse des propriétés ‘de la dimension linéaire,
qui joue dang ces espaces un role analocrue a celui de la dimen-
sion an sens ordinaire dans les espaces suclidiens.

Les résultats et les problémes qui, faute de place, n'ont pas
été envisagés, sont discutés bridvement dans les Remarques a la
fin du livre. On y trouvera aussi quelques indications bibliogra-
phiqués supplémentaires. D’une fagon générale (excepté 'Introdu-
ction) je n’indique pas I'origine des théordmes que je crois trop |

simples ou bien démontrés ici pour la premiére fois.
| Un certain nombre d’ouvr'a'ges plus récents a paru et continue
4 paraitre dans le périodique Stadia Mathematica, qui poursuit
le but de grouper avant tout les recherches concernant I'analyse
fonctionnelle et ses apphcatlons ' _

Je me propose de consacrer un second livre {(qui const1tuera
la suite de Pouvrage présent) 4 la théorie des autres opérations
fonctionnelles avec un large emploi des méthodes topologiques.

En terminant, je tiens 2 témoigner ici mon affectueuse fecpn-
naissance i tous ceux qui ont bien voulu m’aider dans mon travail,
en se chargeant dela traduction de mon manuscrit polonais, ou con-
courir 4 ma tiche par leurs précieux conseils. Je remercie tout
particulidrement M. H. Auerbach pour sa collaboration & la réda- -
ction de 1’Introduct10n et M. S, Mazur pour le eoncours général
| qu ‘il m’a preté et pour sa part a la redactmn des Remarques finales.

- | Szfefczrz Banac}z
Lwoéw, Juillet 1932,
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