CHAPITRE XII.
Dimension lindaire.
§ 1. Définitions.

Etant donnés deux espaces £ et E; du type (F), nous dirons

que la dimension linéaire de Yespace E ne dépasse pas celle de
I'espace E;, en formule:

) C dim, E < dim, E,,

si E est isomorphe avec un sous-espace vectoriel fermé de E,.
Les espaces £ et E; s’appelleront de dimension linéaire égale,
en formule: ‘
dim, E = dim, £},
lorsqu'on a les relations (1) et
2) dim, E; < dim, E

a la fois. |
L'espace E sera dit de dimension linéaire inférieure que Ei,
lorsqu’on a la relation (1) sans avoir (2). En formule: |

dim, £ < dim, E,.

Enfin, les dimensions linéaires de ces espaces s'appelleront
incomparables, lorsque les deux relations (1) et (2) sont en defaut.

Les espaces isomorphes sont done toujours de dimension
linéaire égale. On ne sait pas si la réciproque est aussi vraie,
mais je considére comme trés probable qu'il existe des espaces da

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. : 13
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type (B), méme séparables, qui soient des dimensions linéaires
égales sans étre isomorphes.
Tout espace qui est isomorphe avec ’espace euclidien rn-dimen-

sionnel sera dit simplement & n dimensions. Un espace du type (B)
“pour lequel un tel 7 n'existe pas sera dit & une'infinité de dimensions.

§ 2. Dimension linéaire des espaces (c) et (IPy ol p > 1.

Théoreme 1. Si on a pour un espace E du type (B)

- dim, E < dim, (¢)
ou bien
4) - dim, E<dim, (') pour un p >1,

E est un espace & un nombre fini de dimensions.

Démonstration. L'espace (¢) étant isomorphe avec l'espace
(c;) des suites de nombres convergentes vers 0 (v. Chap. XI, §6,
p- 180 19, il existe en vertu de (3) un ensemble linéaire et fermé
G C (¢,), isomorphe avec E. En supposant que E, donc aussi G,
'est 4 une infinité de dimensions, il existerait pour tout N naturel
une suite de N+1 éléments z;(C G ot i=1,2,..., N+1 telle que

N1 o h '

Zd; 2;=0 entraine o, =0, = .., = ONt1 = 0.

i=l1
Par conséquent, si on pose z;={B.}, on trouvera des nom-

bres a; o i=1,2,..., N+ 1 qui (sans étre tous égaux a 0) vé-
rifient les équations. Z o B = 0 pour 7 = 1,2,..., N. En désignant

N-}—l

-par {{3,,} la suite 2= }_; o; 2, on obtlent donc
=

B) 12]|>0 et B.=0 pour n=1,2,...N.

Il est ainsi établi qu’il existe pour tout N naturel en élé-
ment z = {B,} de G ayant les propriétés (5) |
- Définissons 2 présent par induction une suite {y:}, d'élé-
‘ments de G ou y:= {n}}, en choisissant arbitrairement comme W1



§ 2. Dimension linéaire des espaces (c) et (1)) ot p>1. 195

un élément de G tel que [y;]=1 et comme y; oit i= H,S
élément de G tel que l'on ait

(6) Yil=1 et 711=0 pourn=1,9,.. , Niy,

le nombre N; étant le plus petit de ceux qui satisfont & l'iné-
galité

) Pt <§: pour tout n> N;_;.

L’existence d’une telle suite {y;} résulte aussitét de la pré-
misse qui vient d’étre établie.
Soit G, T'ensemble composé de tous Ies polyndmes de la

forme 2 o%y; ot #=1,2,.. et de leurs limites, G, est évidem-

=1
ment un ensemble linéaire et fermé.
~ Ceci dit, considérons une suite bornee quelconque xm{E}
et posons

(8) Nn —Z &Gl pour n=1,2 ..

Nous allons montrer que

l}}x}l < borne sup |7.] < 3 x|,

(9) ka
©) | I<neon 2

En effet, étant donné un indice n, il existe en vertu de (6)
~un m; naturel tel que

(10) ' [*qfnf] =1 pour-‘izl, 2, e,
d'ol par définition de N; |

(1) | Niey < mi< N,
et par conséquent tl_l_)l:;lN oo} 11 existe donec un k naturel tel
que l'on a pour I"mdme n en question

(12) N <K< N,
- ou Ny =1
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Pour tout /> % on a par conséquent selon (11) N, << N,
d’odt, selon (12), # <Nis. On en conclut en vertu de (6) que
7i = 0 pour tout >k, done d’aprés (8) que

R
g =D ke

i=]
Pour tout i<k on a en méme temps selon (11) N; < Ny,

: . . 1 : .
d’ott selon (12) N; < n, done d’apres OREARS Y Comme |7%| <1

&1 < pour tout i, il en Trésulte en vertu de (13) que l'on
k1
a dune part la relation |7.|<C lell;__, £ +HJCH\ "é“Hxl,
8,
(14) borne sup | M| < 5 Hx 1,

1<n<oe

et d’autre part, pour tout % satisfaisant & (12), la relation

1
(15) [m.]> 18 z—~'lxn§’ &l gl = -l
C) ' .
Or, il existe un & tel que [&]| = ? | x|, donc conformément

a (10), que [nﬁzk$= 1. Par conséquent, la relation (15) étant dé-

duite pour l'indice # donné arbitrairement, on en tire pour n = M
2 1. 1. . 1

e | 2> - llxll — — x| = —lix], d’ot borne sup [7.|>—| x|.

, 3 2 6 1 n<loo 6

En rapprochant cette inégalité de I'inégalité (14), nous voyons que

la formule (9) se trouve ainsi établie.

Faisons & présent correspondre a tout x = {¢;} la suite y = {7},
définie par I'égalité (8). En vertu de (9) la suite y est bornee
et on a, en posant y = U (x), |

(16) slEl<iv@i< g,

de sorte que P'opération U (x) est linéaire.
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D’autre part, pour x; = {&}, ol

e _| 1 pouri=n

1o pour i=tn,
on a par définition y; = U(xz) pour i=1,2,... Par conséquent
pour x = {&} C () on a x= }’ & x; d'ol, par suite de la con-

i=

oo

tinuité de l'opération U(x), il vient y = U (x) = ‘:‘5 U (x,)_ h, Vi,

donc, cette derniére série étant convergente, on obtient yC G,.

Reclproquement soit y (_ G,. Par définition de G, on a done
n ”n

y=Ilims, ou $,= Z of y; pour t, = oc" X; on a par conséquent
Ny 1

tn C(co) et U(tn) = 5. Or, la relation (16) donne—é;tp——z‘qig

LU, —1ty) =5, —84]; V'égalité lim !s, —s,/ =0 entraine done

pyos, gros.

lim ¢, —¢;] = 0. Ainsi la suite {f,} est convergente. En posant
peo,

g-voe

x =lim ¢,, on a donc x ( (c,) et U(x)=y, de sorte que l'opéra-

n—>oo

‘tion U (x) est biunivoque et transforme (c,) en G, tout entier.
Les espaces (¢, et @, sont done isomorphes et comme
G, C G, on en conclut que dim,(c,) < dim, G, ce qui entraine
par suite des isomorphies entre G et E et entre (c;) et (¢) que
dim, (¢) < dim, E, contrairement & I'hypothése (3). Le nombre de
dimensions de E est par conséquent fini, ¢. q. f. d..
Pour ({®) ot p > 1 la démonstration est analogue.

§ 3. Dimension linéaire des espaces (L) et (I?) oit p>17).

Théoréme 2. Toute suite de fonctions {x(t)} appartenant
a (L@, faiblement convergente vers 0, contient une suite partielle
{xi,(2)} telle que I'on a

I

S
. 1 | 7

(17) } xlk! _ O(njl’_) pour 1<p L2

= O(n*) pour  p>2

, ) Les théorémes de ce § ont été trouvés en collaboration avec M. S.
Mazur.
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Démonstration. Nous allons nous appuyer sur I'inégalité sui-
vante pour p =~ 1: B
(18) la+bP < za’P+plalP“lb SIgna+Albl”+BZla"‘ﬂblf Y
j=2
ol a et b sont des nombres réels quelconques, A et B des con-
stantes qui ne dépendent que de p et B (p) désigne l'entier de p.
Par conséquent le dernier sommande disparait, lorsque p < 2.
Détinissons la suite {x;} par induction, en posant 7, =1 et
en désignant par I, ol n>1 un nombre naturel arbitraire satis-
faisant & I'inégalité |
| A | | |
19 p| [lsa@psignsialt) (0 dd 1 <1
o

71

ol Sp—i(f) = Z' x;,(£). Un tel in ex1ste, pulsque par I'hypothése la
su1te {xz(t)} converge falblement vers 0 et |s,(f) |7~ C (L@) on
il + haligee '

| Lmegallte (18) donne pour a = S,,_.1(t) et b x;,(f) par inté-

gration:
1

(20) J splPdt < f} Sn—1P dt —l—pfls,,__1 P—1.gign Sp—i- X, dl +

0
1

| | F(p)
+ A f, i Pdt+BZf Sn—a P x| dE.

f=2
0 J

La convergence t‘alble de la suite {x.(f)} implique en vertu
du th. 1 (Chap. IX, § 1), p. 183, que la suite des nombres {|| x|}
est bornée et on peut admettre sans restreindre la généralité du
raisonnement que ’ |

(21) xR <1 pour n=1,2, ...

1) - Pour la démonstration de cette inégalité voir S. Banach et S. 8 aks,
Sizr Ia convergence forte dans les cfzamps L7, Studia Mathematica II (1930), p. 52.
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Or, dans le cas olt p>2 on a selon (21) en vertu de I'iné-
galité de Riesz (cf. Introduction, § 2, P- 2) pour 2L p

1 1

1
p—j -3
ff Sn— ip—j] Xy EJ dat < [‘J | Sn—1 Ip dt] » I‘Ll: ‘ Sp—1 p dtjp

0 0

d’oti, selon (19) et (20), I; Sn ;ip oy 571——1 “p +14+A4 4 Bp (14 o Sp—y! P"’)
ce qui conduit par itération A Ia forme .
| i . n—1
(22) [8nfP < Cond-D Y sy 2
_ R=1
ot C=1+A-Bp et D= Bp.
Soit M= C+ D 42, Nous allons montrer par induction que

1

(23) 1$a] < M-n% pour n=1,2,..

En effet, par définition de s, et d'aprés (21) on a |5, || <1
et, en admettant que lmegahte (23) est vraie pour les indices infé-

n—1 p-—~9

rieurs 4 un 7 donné, on a selon 22) s lP LD M2 ET L Con
k=1
2 _ z | 2 ' |
SKD-M2n2 4 CnMnr2(D - M24+n 2C-M7), ce qui en-
traine l'inégalité (23), puisque, comme on vérifie facilement, la
somme en parenthéses est-<<1 pour p > 2.

1

En vertu de (23), legahte l1sa ]l = 0 (n2) pour p > 2 est ainsi

établie.

4

Passons au-.cas o 1<p < 2. Par définition de s, on tire

de (20) et (21) / |snfp dt < /{s,,._l Pdt+1+A+B, doit ||s.Fr <
ISP+ C ou C=1+4 A + B et par co'nséquent Isallp < lisy P +
+C(r—1) <C-n done, en posant M = C nous obtenons

S| < M-nP, de sorte que dans le cas en question I'égalité
|isn] = O (nr) se trouve aussi établie, c. q. £ d.
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Remarque, Le théordme précédent cesse d’étre vrai, quel
que soit p>1, si on remplace dans les relations (17) le signe
O par o,

En effet, pour p > 2 soit x;(f) = sin ori £. Comme on a

lim / (t)sin 2zit dt =0 pour toute fonction intégrable « (£), 1

i-y0 o

suite {x:i(£)} est dans (L(P)) faiblement convergente dans l'intervalle

| [0,1]. En posant Sa(f) = y x,k(t) ol {x,k(t)} des1gne une suite partielle

arbitraire, on a donc ]Sn(t)] ] / | $n(Z) l" dt > ]/ / 2(t) dt =

]/—n

Pour 1 <p < 2, en posant

|~

]

, ce qui prouve que O ne peut pas étre remplacé par o.

! 27 pour -l <t K L
xi(t) =] 2 12 .
iO pour 0t 57 et 2l.1<t\<1,

/1
4 [ 15ty at=

*on a pour toute suite partielle {x:,(£)} 16

-—}/n qui montre l'impossibilité de rempacer O par o aussi
dans ce dernier cas.

Théoréme 3. Toute suite {x,} d’éléments de (IP) o p>1,

faiblement convergente vers 0, renferme une suite partielle {x;,} telle
que S

(24)

Démonstration. Soit x; — {&1} La convergence falble de {x;}
vers 0 entrame (cf. p. 137), que ‘
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(25) ’ lim& =0 pour r=1,2 ..
I .
et que |
- (26) x| <M pour i=1,2, ..

La définition recurrentielle de la suite {%i,} est la suivante:

X, =X et X, ou n>1 est un terme arbitraire de la sujte {x:}
satisfaisant 4 P’inégalité

N N
@7) Dl +enr <Dyl +1,
J=1 j=1
n—1
oit {&} =5, = 2,; *i, et N désigne un nombre naturel tel que

’

(28) 2!51'1?’ <1.

Un x;, ainsi défini existe en vertu de (25). On a par défi-
N oo

nition: [[$al|? = || Spmy 4 1 |2 = 3 1 & — Einlr —l—},,;, §+&n|r, dou en

, TES

Iy

j=1

N
vertu de (27) et de I'inégalité de Holder | S|P < g P 1

Jj=

-+ [(%l Ejlp)f’ + (_5_;\7[ &in }p)f’] et par conséquent selon (26) et (28)
= j= L

5217 <[ $na 17+ 1+ + MY = || sus [P+ C 08 C= 1+ (1 4+ My.

Il en résulte que ||s,[” < C-n, d’oit par définition de s, I'égalité
24), q. £. d.

[~

Remarque. Le th. 3 qui précédé cesse d’8tre vrai pour tout
P >1, si on remplace O par o dans la formule (24).
En effet, il suffit de poser

Ef—I 1 pour i=r
0 pour iz£r,

|

pour avoir |

1

=n?, quelle que soit la suite partielle {x;}.

n .
Z Xiy
k=1

Nous allons déduire des th. 2 et 3, qui viennent d'étre éta-
blis, plusieurs relations d’une part entre les dimensions linéaires
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dond

 des espaces (L?) et (L@), d’autre part entre celles des espaces
- ({7) et ({@) et enfin entre les dimensions linéaires des espaces

(L) et celles des espaces ({4), en posant partout p >1<g.

Lemme. Si dim,(L®) < dim, (L) o& p>1<q, alors on a
soit q < p <2, s0it 2L p<yq.

Démonstration. 11 existe par hypothése une opération liné-
aire y = U (x), ot x ( (L®W), qui transforme (L®) en sous-espace
fermé G de (L(@) d’une facon biunivoque et continue. Etant donnée
~ une suite {x,} ol X. (Lﬁﬂj); faiblement convergente vers 0, il en
est donc de méme de la suite {y.} ot ¥» = U (x,). En vertu du
th. 2, p. 197, il existe par conséquent une suite partielle {y;,} telle
que

pour 1<qg <2

i k=1 i

(29) Z’ “! = 0 (n%®) oiz ¢ (q).= {!
l

L\olr—t Q|

pour q > 2

L’opération inverse x= U~!(y) étant cdntinue il existe un
n !
b xlkx
E=

i = 0 (n?@), done,

M>0 tel que | x|| nyl pour tout yCG d’ou <

i
i

o=

| l

{x;} étant une suite arbitraire faiblement convergente vers 0, on
conclut de (29) que ‘

(30) o (p) < o).

Or, comme les espaces 'des fonctionnéll‘es‘lihéaires défi-
nies dans (L®) et (L@) sont (cf. Chap. XI, § 6, p. 181, 2°

isométriques respectivement avec (L(P—l)) et (L( 1)) nous pou-
vons admettre que lopération conjuguée X = U (Y) transforme

i I =
(L(q—l))-en (L( *l)) et il résulte du th, 3 (Chap. X, § 1), p. 148,

P
qu'elle a pour contredomaine 1'espace ,(L(P”l)-) tout entier. En ver-
tu du th. 10 (Chap, X, § 1), p. 160, il existe donc un m >0 tel
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qu'a chaque X C (L p—l)) vienne correspondre un ¥ (C (L(4~—3)) de
facon qu'on ait X = U)et|Vi<m|X]. .

Ceci dit, soient {X,} une suite quelconque d’élémenis de

(L(p—-i) ), faiblement cgr_lvergente vers 0 et {¥,} la suite assujettie
" aux conditions X, = U (V) et | Yo| < m|X,| pour tout n naturel..
La suite des normes {|Y.|} étant dome bornée, il existe (voir
Chap. VII, § 7, p. 130), une suite partielle {Y,} faiblement
convergente. Si on en désigne la limite par ¥,, il vient U(Y,)=0,
puisque la suite {X,;} converge faiblement vers 0. On a en con-
séquence X, = U ( Yn,— Y,) et, en outre, la suite {¥,,— ¥} con-
verge faiblement vers 0. En posant Y; = Y, —Y, pouri=1,2,,
on peut donc en extraire en vertu du th. 2, p. 197, une suxte
partielle {Y;,} telle que

PR

k=1

(32) — 00 (qi_l)) ]

d’oll, en posant X;, = U (¥3), on obtient | X, | < |U|-| Vs, | et

n
2 X
k=1

La suite {X;} étant par définition extraite de {X,}, on con-
clut de (32) et (33) en vertu de la remarque p. 200, que

(39 A =P v

. (33) — 0w,

d'oll selon (80) et par deflmtlon de la fonction v on tire sans
peine les inégalités qu’il fallait démontrer.

On déduit facilement de ce lemme les théorémes suivants.
Théoréme 4. Si dim, (L®) = dim, (LP) ou p>1<g, on a
Pr=q. ‘

Théoréme 5. Sil1<p<2<g,les espaces (L¥)) et (L&) sont
des dimensions linéaires mcomparables -

Théoréme 6. Si 1<p=+ 2 on a dim, (L2)<d1m (L(ﬂ))

- Démonstration. Soit pour X () C Ly
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y (1) = 721 2_? a; cos 2t + b; sin 2't)

p—

jx(t) cos it dt et b; =-—fx (¢) sin iz dt, quel que soit
0

“I"“‘

i=0,1,2,..

”f::

- Comme Y(a~ + 83) = / x2(t) dt, il existe 1) une constante- />0

i=0 ”

(ne dépendant que de p) telle que

9

oo <nlSiae

i=0

En posant y = U (x), on a donc y (C (L®) et I'inégalité pré-
cédente peut étre écrite dans la forme

vl <M=,

de sorte que l'opération U (x) est linéaire.
Il existe ?) d’au’cre part une constante K telle que
1
[V(aui—b”)] K/}y(zf) dt, dou en vertu de l’lnegahte de
={)

Riesz (v. Introduction, § 2, p- 2)

2=

[Z(a 1o ]? <Ko U @) 7 dt]

1==0

done [[x[| < Clly] ot C= KV/QA. de sorte que U (x) admet l’ope-
ration inverse continue.

On a par conséquent la relation

dim, (L2) < dim, (L)

) en vertu d'un théoréme de M A.Zygmund (v. Sur les séries tri-
gonométriques lacunaires, Proceed. London. Math. Soc, 5 (1930), p. 138—145).

®) voir 8. Banach, Lakunire trigonometrische Reihen, Studia Mathema-
tica II (1930), p. 212.
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ou le .signe d’égalité est exclu (puisqu’on aurait alors en vertu
du th. 4, p. 203, Végalité p =2, contrairement i I’hypothése),

e. q. £ d.

Il est a noter que le probléme suivant reste ouvert: est-il
vrai que pour q<p <2, ainsi que pour 2<p<gq on a toujours
dim, (L&) < dim, (L(D) ?

Pour les espaces (I®)) et (I9) on a le

Théoréme 7. Les espaces (I¥)) et (I9) o 1<<p==¢q>1 sont
des dimensions linéaires incomparables.

Démonstration. - En posant dim, () < dim, (@) et en pro-
cédant comme dans la démonstration du lemme, p. 202, on obtient
en effet les inégalités (qui correspondent aux formules (30) et (34)):

1 1 ; P 1

g—1
- — € < ’
r  q p T q

d’'oll p = g, contrairement a I'hypotheése.

Passons aux relations de dimensions linéaires entre (L®)

et (I@). | ‘ |
Théoréme 8. Si dim, (L®) dim,(I9) o0& p>1<gq, ona
p=4q=2. |

Démonstration. Par le méme brocédé on obtient (au lieu de
(30) et (34)): '

1 P g—1
: <L — et < = ’
? (P) < @Q_J\ 7
| [—’11— pour <L 2
(35) ¢ (n) = |

% pour n>2,

Il en résulte aussitst que p=¢=2, ¢. . £ d.

Le th. 8 qui précdde entraine en vertu du th. 1 (Chap. XI,
§ 2), p. 165, le
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Corollaire. Pour que dim, (L®) = dim, (I9), il faut et zl suf-
fit que p=q=2.

Théoréme 9. Si 1<p=£2, on a dim, (L¥) > dim, (i),

Démonstration, En effet, si on avait par contre dim, (L() <
< dim, (/7), on aurait en vertu du th. 8, p. 205, en y posan
p =g, Pégalité p = 2, contrairement & ’hypothése,. ‘

Il reste donc & montrer que les espaces en question sont
 de dimensions linéaires comparables. Posons & ce but

(L 1 1
i 27 pour ,-2}\<t<‘27?1 |
yi(t) ={ L
i 0 pour 0<t<4 ef 55<t<1,

1 |

d’ou f \ydt)lPdt =1, done yi(£) C (L@) pour i=1,2, ...; soit pour
4 |

tout x = {&;} C (%)

(b — Z & yi(t),
: [==1

1 oo : ‘ 7
d’ott [iy(zf) (#dt = 3'|&|7. En posant par conséquent y = U (x),
I _ i=1 :

on obtient |ly|| =[], ce qui prouve que l'opération U (%) est
linéaire et admet Popération inverse continue. Or, elle transforme
par isomorphie (/) en sous-espace de (L®).

Théoréme 10. Pour1<gq < <2, a’e méme que pour 2<p <y,
les espaces (L) et (I9) sont des dimensions linéaires incomparables.

Démonstration, En supposant que dim, (L)) > dim, ({9), on
aboutit par le raisonnement employé dans la demonstratlon du
lemme, p. 202, aux inégalités (analogues & (30) et (34)):

o2
<‘*’(P-‘~1)’

oli la fonction v est définie par la fo’rmule (35), p. 205. On en

?\QCP(P) et

q—1
q
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déduit aussitét qu'on a soit p < g < 2, soijt 2 < g < p, contraire-
ment & Ihypothése. - | |

La question suivante Teste cepehdant non résolue: esf-il
orai que p<q<2, de méme que 2<g< p, entraine linégalité
dim, (L) > dim, (/@) ?





