CHAPITRE XI.

Isométrie, équivalence, isomorphie.

§ 1. Isométrie.

| Soient E et E; des espaces métriques (v. Introduction, § 7, p. 8)
et y=U(x), ot x (_ E et y (C E,, une opération biunivoque trans-
formant E en E, tout entier. On dit que cette transformation est
isométrigue, Iorsqu’ellé n’altére pas la distance, c. a d. lorsqu’on a

(g, X,) = (J"n Vo) o yy = U (xy) et y, = U (%)

pour tout couple x,, x, d’éléments de E.

Si £ et E, sont des espaces vectoriels et normés, nous di-
sons que la transformation de E en E; donnée par l'opération
y = U (x) est linéaire, lorsque V'opération U (x) est linéaire.

Les espaces vectoriels normés étant des espaces métriques
(cf. Chap. IV, § 1, p. 53), on peut considérer aussi les transforma-
tions isométriques de ces espaces 'un en l'auntre.

§ 2. Les espaces (L?) et (I%).

Théoréme 1. Les espaces (L*) et (%) sont isométriques.

Démonstration. Soit, en effet, {x:(f)} ot 0 < ¢ <1 une suite
quelconque orthogonale, normée et compléte. Si x( (L?), on a;
comme on sait, |

1
oo

(1) ¥ [f #(0)% @) 4t]2 — f Xty dt .

I=1

| 1
En désignant donc par U (x) la suite y = {;} oll 7:= f x{t) x(t) dt,
: 8
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on a en vertu de (1) y(C (@ et |U(x)|=]|x|. Comme additive
et n’altérant pas la norme, l'opération y = U (%) est linéaire. Or,
on sait de la théorie des séries orthogonales qu’il existe pour
tout y (C (/) une et une seule fonction x () C (‘L2) telle que
y="U(»).

Ainsi opération linéaire y = U (x) transforme (L?) en ([?)
d’une fagon biunivoque et sans altérer la norme, donc la distance,
Les espaces (L%) et (12) sont par conséquent 1sometr1ques |

Remarque. Nous verrons dans la suite que les espaces (L(P)) |
et (I9) ne sont isométriques que dans le cas ot p =¢q =2. Cest
une conséquence du corollaire (Chap. XII, § 3), p. 206.

.§ 3, Transformations isométriques = des éspabes vectoriels
normes. | |

Théoréme 2. Toute transformation isométrique U (x) d'an
- espace wvectoriel normé en un autre, telle que U () = O, est linéaire?).

‘Démonstration. Soit d’abord £ un espace (D) arbitraire et
%,, X, un couple quelconque de points de E. |

Demgnons par H, I'ensemble des points x (C E tels que

@ wxg—@x»mémwm

et, pour #=2,3, ..., par 'ensemble des points x (C Hy—1 as-
sujettis pour tout 2 C H,—1 & l'inégalité

- ® w2 <50 (Ha),

ol & (Hn..1) désigne le diamétre dé. I'ensemble F,—, c. a d. la
- borne supérieure des distances de ses points,

La suite {H,} étant ainsi définie, on a
4) - 1im 8 (H,) =0

nyoo

Y) Ce théoréme a été gtabli par MM. S. Mazur et S. Ulam (v. Comp-
" tes Rendus de I'Acad. des Se. 194, Paris 1932, p. 946—948).
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En effet, si les ensembles H, ne sont pas vides, on a pour tout couple

fr -

x',x” de points de H,: x" H,_, (puisque par définition HoH .02 H o),

o AT 4 A Wy 1 o P ~ -
done, en vertu de (3), (x', x”") < 5 (H,_,), par conséquent 3 (H,) -:‘;.”;%.)‘_Q(Hn_])’
1
-1

ple &', x” de points de H, I'inégalité (x',x'") < () - (0 ) = (xy, x:), done

dott & (H,)) << 5(H,), et d'autre part, on a en vertn de (2), pour tout coun-

S (H,) < (xy,x2) et par conséquent 3 (H,) < ;-”___i (x,, x), d’of V'égalité 4).

Il en résulte que la partie commune des ensembles H, (lors-
qu’elle n’est pas vide) se rédunit & un point. Nous appellerons ce
point le centre du couple x,, x..

Ceci dit, soit £ un espace vectoriel normé. Pour tous deux
points x' et x" de £ on a donc |

(JC', xn) — E.?C' — xui.

Posons x=x; + X, —x pour x(_ E. On voit aisément par
induction que

(6) x(C H. entraine x( H, pour tout n=1,2, ..

Eo effet, si x{H,. on a jx—ux =|x—x,| et ﬁ—.tﬂ:ix——x,;,

i
X— Xy | = }2~ X, —x. |, dolt selon (2) x H,et, en admettant

que la relation (5) est vraie pour n—1, on a en conséquence pour X' CH, ,
* -+ X2 —x'"CH, ;. 81 xCH,onadoncselon (3) | x—x' | = [ x—x) — x|

< 2 (H,_y), Poit XCH,,
Nous allons montrer que le point ¢ = é— (x; +x,) est le cen-

tre du couple x;, x,. On a, en effet, £(C H,, car }xl——éi-—% jx,—E|=

H

—é— | X, — X, |. Admettons done que & (_ H,_;. Pour tout x (C Hyr

on a en vertn de (5) x, +x, —x = x (_ Hp_; et comme 2 [ —x|=
=%+ % —2x|=|x—x| <8(Hs,), on conclut que [£—x|<

%% 8 (Hy—), d’ott ¢ C H,. Comme app,ar‘tenént a Hn, pour tout

n naturel, le point £ est donc le centre de x, x,.
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Ceci 6tabli, soit £; également un espace vectoriel normé et
y=U(x), ot x(CEety (_ E,, une opération isométrique trans-
formant E en E; tout entier de fagon que U(®) = 0. La notion
de centre étant définie d'une fagon metrique, on apercoit faci-
lement que-le centre du couple quelconque X;, X, de points de £
se trouvera transformé en centre du couple U (x;), U(x,) de E,.

On a donc

U[—%— (%, —i—.xz)] = -—%— [U(x)+ U(x)] pour x,(_E et x, (CE,

d'oit, en posant X, =x et X, = 0, on obtient par suite de I’hypo-
thése que U (0)=0:
U(—%x) - é- U(x) pour ‘t»out x( E.

Il en résulte pour des points arbitraires x; et x, de E que: |

U+ )= U [—i— (2%, + 2x2>] = Ux) +2 U=
= U (%) + U (%), |

Ainsi Popération U (x) est additive et, par suite de sa con-
tinnité, linéaire. Il en est donec de méme de la transformation -
y=U(x),c q. f d.

4

[

§ 4. Espace des fonctions réelles continues.

_Etant donné un ensemble quelconque Q métrique, complet
et compact (cf. Introduction, § 7, p. 9), on peut considérer 1l'en-
semble F des fonctions réelles continues x (g) définies pour ¢ C Q-
comme un espace du type (B), si on définit dans E de la facon
usuelle I*addition et la multiplication par nombres et choisit -
comme norme le maximum du module de la fonction. '

Lemme. Soif x(q)(C E ot ¢ (C Q. Pour qwon ait pour un
élément donné q, (C Q linégalité

- ® [x(q)|>x @] pour tout q= g,
il fa;zt et il suffit que
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@ lim | 5+ hz|— | x]
k-9 ]2

existe pour tout z(q) (C E.

- En outre, si la fonction x (g) satisfait & linégalité (6), on a:

. xthell— x|
lim:
A0 /Z

= 2 (q0) -sign x (q,) pour tout. z(q) _ E.

Démonstration. La cqndition est nécessaire. En effet,
on a|x|=1[x(q)| et comme la fonction continue |x -+ hz| atteint
son maximum, on obtient

(8) %(q0) +h2(g0)| —[x(q) | <l x+hz|— x| =
=[x (g0 + Az (q) | — [ x(g,) |,

oll g» est un point dépendant de % et appartenant & Q. Or, on
tire de (8) |x(qy) + 22(q,)| < x(gs) + £z (gs)| et par conséquent
0<{x(q) —|x(gn) | < Rl 12(g) +1h|-|2(qn) <2 hi-|z ,don

l;m 1 x(gqn) =|x(g)]. Il en résulte par suite de la compacticité
0 : .
de Q que
(9) Iim q]z = qo .
A0 ,

Ceci établi, examinons d’abord le cas ol x (g,) > 0. Il exi-
ste alors un =>0 tel que 'on ait pour |2 <t Iégalité

X (g0) + Bz (g0) | — [ x (q0) | = % (q0) + 2z (q,) — x (o) = hz (g,)
et, en vertu de (9), k

\x(gn) + Rz (gr)| — | x(q,) | = % (isz hz (qn) — x(g,) < hz (gs),

d’onr, selon (8), Az(g,) < x4+ hzi@ —llx < ke (gr) et par conse-
quent, encore en raison de (9) et par suite de la continuité de z (g),

lim IEERELZ X gy
h—0 h

Dans le cas ot x(g,) <0 on obtiendrait, en procédant d’'une
facon analogue,
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{

I]x+/lz I — HxH:__z(qo).
Iz~—>0 h | .

Nous avons ainsi démontré la nécessité de la condition
(I'existence de la limite (7)) et, en méme temps, la deuxiéme

- partie du lemme.
Pour montrer que la condition est sufflsante supposons

~que le module de la fonction x (g) atteigne son maximum dans
deux points distincts g, et ¢, de Q, c. & d. que ‘

x(q0) | =1x(g) | > {x(q)i pour tout q C Q
Dans le cas ou x(g,) >0 posons z(q)=(q,q,). Il vient:

[xhzl]— [ x| > x () + A (G0, 91) — % (o), d'00
(10) im ot AL UE S gy > 0.
h—>1-0 h

On.a en méme ‘temps Hx—l—/lzl! — x| >|x(q)+2@,q9)] —
' x (q) =0, d’out '

; | x+hz| —|lx]
(11) | llmhill_g P <0,

et les inégalités (10) et (11) montrent I'impossibilité de 'existence
de la limite (7). : _

| Dans le cas ofi x(g)<0 on parviendrait, en posant
z=—(q,qy), & la méme conclusion, c. q. f. d. '

On appelle deux ensembles homéomorphes, lorsqu’il existe
une transformation biunivoque et bicontinue de I'un en l'autre.

Théoréme 3. Pour que deux ensembles métriques, complets et
compacts Q et Q, soient homéomorphes, il faut et il suffit que les
espaces E et E, des fonctions réelles com‘mues définies dans ces
ensembles soient isométriques.

Demonstratwn Necessité. On verlfle facﬂement que,

7' = f(g), o g QetqgC Q desxgnant une transformation biu-
nivoque et bicontinue de Q en Q, tout entier, la_transformatlon
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de E£; en E qui fait correspondre & toute fonction y(q)f" £,
la fonection x (¢) =y [f (@)] C E est isométrique.

Suffisance. Les espaces £ et E, étant supposés isomé-
triques, soit y = V' (x) I'opération biunivoque qui transforme E
en E, tout entier, en faisant correspondre # toute fonction x @ CE
la fonction y (¢') C_ £; de fagon que || V(%) — V(x,) = x, — x, |
pour tous X, et x, de E.

En posant U (x)= V(x)— V(0), on aper¢oit aisément que
Iopération U (x) jouit exactement des mémes propriétés et quon
a en outre U(@)=0. En vertu du th. 2, p. 1686, I’Operatlon
y=U(x) est donc linéaire.

Soit ¢, un point donné de Q et x(g)(C E ot ¢ C Q une
fonction satisfaisant a I'inégalité (6) du lemme, p. 168 Comme
l’operatlon y=U(x) n'altére pas la norme, on a pour tout nom-
bre #, en’ posant U(2)=1¢ ou z ( E:

|+ hz|—x _ly+at—1yl
A h

b

d'ot, en vertu du lemme précédent,

(12)  2(g) sign x(g) = lim [ZTHU= 01
‘ ) h—0 h

Or, comme l'opération U (2) transforme E en E, tout entier,
la limite (12) existe pour tout ¢ (" E,. Il existe par conséquent, en
vertu du lemme, un ¢, C Q; tel que |y (g)) | > |y (¢')| pour tout
point ¢' == g de Q, et que \ :

oy At =y
h

>0

=t (q,)-sign y(q,) pour tout t C E,.

On en conclut en vertu de (12) que z(q,) sign x (qﬂ‘)'=
=1(q,)-sign y(g;), d’on, en posant & (g)) = sign x (¢,)-sign y (q.),
on obtient la relation suivante entre g, (C Q et ¢, C Q: -

- (13) t(g)=2(q)=(q) oi |e(g)l=1
‘et qui subsiste pour tout z(C E et £=U(z).
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Envisageons donc la fonction
9, =1 (40)

qui transforme Q en Q.
Cette transformation est biunivogue. En effet, l’egahte 9,=q,

o q; = f(qg,) et g,=f(g.) donne en vertu de (13) Vlz(‘h)l““iz(qg)]
pour toute fonction z (C E, ce qui entraine I'égalité g, = ¢,, puis-
gu'elle se présente en particulier pour la fonction 2 (q) = (g, q,).

La fonction f transforme en outre Q en Q, Zout entier. En effet,

quel que soit ¢' C Q,, on a d’aprés (13), en posant £(¢') = 1T (1, ‘ ,)
14 2 | = ————— pour tout q, C Q.
(14) | (4,) | 1+, ,)p Ut g
Or, comme || z| =l =1, il existe un g, C Q tel que |z(g)|=1.
Pour le point g, = f(qo) on a dong, selon (14) ——————1-—-—=1,
. 1+ (g 9)

d’olt (g,, ¢') =0 et par conséquent ¢' = g
Enfin, la transformation f est continue. En effet, soit
g, =limg, et ¢,=f(g,) pour n=1,2,... Il vient, selon (13),

—Yyoe

lim (#(q,)| = |#(g)| pour tout ¢ E,, d’oli en particulier pour
A-yoa

t(g)=(q,q) on a lim(q,q)=(q),q,)=0 et par conséquent
lim g, = g,

Il en résulte par suite de la compacticité de Q et Q, que
ces ensembles sont homéomorphes, ¢. q. f. d.

Remargue. On voit de cette démonstration que si lopé-
ration y = U (x) transforme I'espace E en espace E; d’une fagon
isométrique et si U (G)) = 0, il existe une fonction ¢' = f (g) trans-
formant P'ensemble Q en Q, par homéomorphie et une fonction
continue ¢ (g') telle que | ' ‘

Y@ =D @) ob y=Ux) et |e(@)]|=1.

Applications. Le th, 8 qui prét,éde implique en particulier que
I'espace (C)des fonctions contmues x(t) définies pour 0 <72 1
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n’est pas isométrique avec celui des fonctions continues x (z, v)
de deux variables z et v, définies dans le carré 0 <Cu<C1,
oKL

Cependant I'espace (L) des fonctions & p-ieme puissance som-
mable définies dans lintervalle 0 <7< 1 est isométrique avec
celui des fonctions & p-iéme puissance sommable définies dans
le carré 0 <u <1, 0 o1, Il existe, en effet, une fonction
biunivoque ¢ = ¢ (%, ¥) qui transforme ce carré (sauf un ensemble
de mesure nulle) en intervalle[O,l] (encore sauf un ensemble de
mesure nulle) de maniére que les ensembles mesurables se frou-
vent transformés en ensembles de mesure égale.

En faisant done correspondre a toute fonction x (@) C (L
la fonection y (#, v) = x [¢ (1, v)], on obtient une transformation
des deux espaces fonctionnels 'un en lautre qui, comme il est
facile de voir, n’altére pas les distances.

§ 5. Rotations.

Nous appelons rotation d’un espace E du ,typé (B) autour
du point x, (_ E toute transformation biunivoque et isométrique
de E en E tout entier qui en transforme le point x, en x.

En vertu du th. 2, p. 166, toute rotation autour de 0 est une
transformation linéaire.

Nous allons étudier les rotations dans quelques cas parti-
culiers des espaces du type (B). '

Espace (C). La rotation la plus générale dans (C) autour de ©
est donnée par Uopération de la forme

y(@)=ex[=@)],
o x () C (C), e =-+1 ou — 1 indépendamment de x(t) et a (t) est
une fonction arbitrairement choisie qui transforme lintervalle fermé
0 <t <1 en lui-méme d’une fagon biunivoque.

La démonstration résulte de la remarque, p. 172, en tenant
compte du fait que, ¢(f) étant une fonction continue telle que
le(f)|=1, on a = (f) = const. |
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Espace (c). Nous pouvons considérer cet espace comme
celui des fonctions continues définies dans un ensemble borné et
fermé de nombres réels ayant un seul point d’accumulation.
En vertu de la remarque, p. 172, on en déduit facilement le thé-

oréme suivant. | |
La rotation la plus générale dans (c) autour de O est donnée

par Uopération y = U (x) oi - |
X = {iﬂ} C (o), y= {Tlrz} C (¢) et my=c¢e, .&‘?(n)’.

{e} désignant une suite conver gente quelconque tel{e que |e.| =1 pour
n=1,2,.. et o (n) une fonction arbitrairement choisie qui trans-
| forme d’une maniére biunivoque l'ensemble des nombres naturels en
lui-méme.

Espace (1?). Toute rotation de (£%) autour de © est de la forme
o= . 1
(15) YO = 3760 [uat) x @) dt,
n=1 o

oi x (£) C (L2) et {#a(2)}, {Ba(t)} sont des suites arbitraires, complétes
dans (L*), de fonctions orthogonales normées définies pour 0 <Lt 1.
Démonstration. On a d’aprés (15)
1

f] ) ét -V [ f onlt) x (£) dzfr = f () dt, |

n=:1
0 0

d’oti [yll=]x]. Toute transformation de la forme (15) est done
en effet une rotation autour de 0. _

- Réciproquement, soient: y= U (x) une rotation autour de 0
donnée dans (L?) et {#,(f)} une suite quelconque, compléte dans (L%,
orthogonale et normée. En posant B,(£) = U [ex(£)] o0 =1,2,..,
on a donc ' |

x(2) =§’_ 0 fa,,(t) x () dt

n==1

et par conséquent y (£) = U [x ()] est de la forme (15). De plus,
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| : L 2
(16) [ 5(8) dt = [ [a,(0)] dt = | 2@ at=1
0 0 o
et comme 3(f) + 5i(4) = U [a(t) + %(8)], on a pour i==j
| , 1

[ (@) + (P at = 57

i f[g,.@ BBt —
0 ' [1] ) @@W

d’ot en vertu de (16)
1

(17) [ B0 Bt) dt =0 pour i ;.
;

En conséquence, si pour une fonetion () (I* on a

1
/ Ba(2) B (1) d1 =0, quel que soit n=1, 2, . , on aura d’aprés (15)
© D )

. ;
/ Y@ B@) di=0 pour toute fonction y{£) C (L%, de sorte que
0

8(@=0. Il en résulte en vertu de (16) et (17) que {8a(2)} est
une suite compléte dans (L?) de fonctions orthogonales et normées.

Espace (I?). On peut é&noncer pour (/%) un théoréme tout
4 fait analogue. C’est une conséquence de I'isométrie des espaces
(L%) et (1) (v. th. 1, p. 165).

Espaces (L) et (i) o4 1 < P 2. On ales lemmes suivants:

1. Etant donnée une rotation y=U(x) de (L'?)), oi 1 < p=£2,
autour de ©, si on a pour un couple x,(t), x,(?) de fonctions appar-
tenant a L ((M)

(18) X,(£)-%.() =0 presque partout dans [0,1],

alors pour le couple y,(t), Vo), ot y, =U (x) et y,=U (x,), on
a également | |

(19) Y1 @)y, (&) =0 presque partout dans [0,1].

Démonstration. Pour tout couple de nombres o, 8 on a par
bypothése, d'aprés (18), |lax; + B x,[7 = ]2 [ 5, |7 4 [B )7+ | x, 1%
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d’ot par définition de y; et y, il vient ][ay1+py2“p_|a|p m H”-I— .‘
4 1B17-]|y,]|7 et par consequent

1 1 .
(20) f 23,0+ B3O dt =l [ 1O i+ 1812 [ 135002

Dans le cas ot p =1, on en tire, en posant successivement

; %
a=f=1et a=—f=1,la relationflyl(t)“l‘yz(t)ldt =‘/|J’1(t)“yg(t)l dt=

3 . .
= j [{y:@®) |+ ]|y.(?) ] 42, qui n’est possible que lorsque la condition
0

(19) est réalisée.

Dans le cas ou p> 2, on obtient de la relation (20), e
-désignant par H Pensemble des valeurs de tC[O 1] pour Iesquelles

1,(£) - ¥2(¢) 5= 0, la relation

@) [len@®+ey®rdt=al 1y 171817 (138 I o,
/ J |

qui donne, en y posant ¢ (4, £) = |a y,(f) + B yz(t) |7, les égalités

@) 5% =p (a3 + B (®) 17~ sign [231(8) + B O] 34(H)
et

d N - |
L —p 0= Dlan) +B 5@ -2 0.

(23)

Or, comme |x3,(t) + 8 () |,,_'1 C (L(?fﬁ‘i )) ot ym C (L), on

da dat, d’ou

~ selon (22)

a |
(24) 5‘—?_.-. f 9 (o, 2) dt = p-sign o+ | [P~ j |y, (E) |7 at
H

o, d
et par conséquent [ ( (P) dt =0; il en resulte auss1tot (puisqu’on

g \C% 4
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a selon (23) —— > 0) que / / o ‘da df = / wdf d'ott selon (24)
0‘}
/ d o

(%)fﬁxw+¢%ww~<aawzﬁlyawﬂ

H

; q’t pp—1)|ajr=2 / (@) rdr et par conséquent selon (23)

On tire de (25), en posant =0 et =1 Pégalits
6) ‘ﬁhmF 300 P dt =,
ce qui entraine par définition de £/ que m H=01,
Enfin, dans le cas of1 1 < P <2, considérons pour i=1 et 2
la fonctionnelle ¥i(y) = /Y (t) v (&) dt on YO CLY) et ¥yt =
yl(t)lp*l sign y:(f). Lopera’aon conjuguée X = [J, (Y) est une
rotation de lespace ([.(P‘l)) autour de 02). Posons X; = {7 (Y3)
et Xi(x) _/X(t)x(t) dt ot xC (L¥). On g Xi(7) = Yily) =

=1Yi|"|y:] =X x|, dot en verty de Imegahte de Riesz
Xi(t)=0 pour les memes valeurs de ¢ que X{f)=0. Par congé-

quent X, (£) - X,(£) =0 et comme.p f_ 1 >2, on conclut en vertn

du cas précédent que Yy() Yy(#) =0, done que 31(2)- yo(s) = 0.
La condition (19) se trouve ainsi démontrée.

2. Etaizz,‘ donnee une rotation y = U (x) de (l@)) o 1 p=£1
autour de ©, si on a pour deux suites Xy ={EM} ef x, = ’E(-J} appar-

tenant & (1) A
ED-ED =0 pour n=1,2, .., ,

') mH désigne la mesure de Yensemble. H (cf. Introduction, p. 3).
). Pour la démonstration de ce fait, voir plus loin celle du th. 11, p. 188,
S. Banach. Théorie des opeérations linéaires. ‘ 12
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alors pour les suites y; = U(x) = {ﬁgp} et y,= U (%) ={1®} on a
également |
0@ =0 pour n=1,2,..

La démonstration. est analogue a celle du lemme précédent

pour les espaces (L), les modifications 4 apporter étant évidentes.

Les deux lemmes donnent respectivement les théorémes

suivants sur la forme générale des rotations.

1. FEtant donnée une rotation y = U (x) de l'espace (L®), oii .
1 < p 2, autour de 0, il existe deux fonctions ¢ (t) et $ (¢) définies
- pour 0 <K et telles que les conditions suivantes soient remplies:
(a) la fonction ¢ (t) transforme biunivoquement l’interrqalle
fermé [0,1] presque entier en méme intervalle presque entier de facon
que les ensembles mesurables se trouvent transformés en ensembles
mesurables et réciproguement, |
(b) on a pour presque tout t C [0,1]
,t})(t)=[1imm[[t’ht+h]]

hi-»+0

1
p

o 1[t,t+ A] .désigne limage de Lintervalle fermé [t,t h] donnée
par la fonction ¢ (c. & d. Pensemble des points ¢ (s) pour t s t+4,
(c) on a pour tout x C (L®)

@O =x @O
o y (&) =Ul[x (B)]
Réciproquement, si o (t) est une fonction satisfaisant & la con-
dition (a), il existe une fonction $ (t) définie par (b) et Lopération
y = U (x) définie par (c) est une rotation de (L®) autour de ©1).

II. FEtant donnée une rotation quelcongue y = U (x) de lespace
(10 ot 1 < p5~=2 autour de O, il existe une fonction ¢ (n) et une
suite de nombres {s,} telles que |

| 1) Pour la démonstration de ce théoréme voir S. Bana c¢h, Sur les ro-
tations dans les champs des fonctions intégrables avec p-iéme puissance, Studia
Mathematica IV (3 paraitre). :
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(a) la fonction o (n) transforme [lensemble des nombres na-

turels tout entier en lui-méme d’une maniére biunivogue,
(b) on ale,|=1pour n=1,2,..
(¢) on a pour tout couple de suites x = {,} (@) ef
y="{tnp CP) 0t y = U(x)

Nn = €n'omy poUr n=1,2, ..

Réciproquement, pour ¢ (n) et {e,} quelconques satisfaisant aux

conditions (a) et (b), Lopération y U(x) définie par la cozzdufzotz
(c) est une rotation.

- Démonstration. Soit d’abord y = U(x) une rotation de ()
autour de 0. Posons

@7) &(l.):j 1 pour i=n
A " | 0 pourisn

et x;={0} pour i=1,2,.. On a évidemment pour tout

%= {ta) C ()

(28) =3t

=1
En posant y; = U (x;) = {7()}, on a done en vertu de (28) pour
y=U(x) = {1} Pégalité y = 3 &9, doi

(29) Nn ==2 & pour n=1,2,..

i=)

Selon (27) on a £9-£0) =0, lorsque is=j; on en conclut en
vertu du lemme, p. 177, 2, que

(30) 100 =0 pour iz=j et n=1,2,.

Comme y peut étre une suite quelconque appartenant a ({9,
" il n’existe en vertu de (29) et (30) pour tout 7 naturel quun seul

nombre ¢ () tel que 7f™ 5= 0. Il en résulte d’aprés (29) que 'on a
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(31) o = Eo(y &n POWN &= 2@ et n=1, 2, ..y
ce qui réalise la condition ().

D’autre part, 7y 7 s entratne o (1) %= ¢ (1,), car dans le cas’
contraire on aurait selon (31) pour toute suite {1} C (IM) 'égalité
€, Tiny — €m Tn, = 0 qui est impossible; et §’il existait un 7, naturel
tel quon ait ¢ (1) n, pour n=1,2, .., on aurait selon (31) pour

la suite x = {&,) ot
| (1 pour n=r,

"7\ 0 pour nw=ny
Pégalité 7;,,#0 pour n=1, 2,..., ce qui est auss‘i impossible, Ainsi
la condition () se trouve également démontrée. |

Enfin, on a par définition de la rotation: ly|=|x|, ce qui
donne en vertu de (31) E

(32) j Eopny 171 &nl? =Z(En P pour tout x = {&) C (I®).

n=1 oon=X

En conséquence, si on choisit, pour tout #, naturel arbitrairement
donné, la suite x = {&,} de fagon & avoir’
| _ [ 1 pour n=n
W) 0 pour 1.5
on obtient de (32) |, |7 =1, d’0ll les, | =1, ce qui prouve la con-.
dition (b). - |

La réciproque est évidente.

£

£

§ 6. Isomorphie et équivalence. |

Deux espaces £ et E; du type (F) s’appellent isomorpkhes,
lorsqu’il existe une opération biunivoque et linéaire qui transforme
' E en E, tout entier. | .

Soit y = U (x), ot x C E et y C E,, cette opération; en vertu
da th. 5 (Chap. III, § 3), p. 41, Yopération inverse x=U~(y) est
également linéaire, de sorte que l'opération y = U (x) transforme
E en E, dune maniére bicontinue. | |
| “ Les espaces E et E; sont dits équivalents, lorsqu’il existe une
- opération biunivoque et linéaire jl= U(x) qui transforme; E en E;
de fagon que |y|=|x| pour tout x C E. -
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L’équivalence de deux espaces en entraine par conséquent
Iisomorphie, mais, comme nous le verrons, la réciproque n'est
pas vraie.

Considérons deux exemples.

1° Soit (¢,) espace des suites de nombres réels convergentes
vers 0. On a le théoréme:

Les espaces (c) et (c,) sont isomorphes.

En effet, en posant pour x = {£}C(c)

n=Hme; et wm=§ , —w pour i>1,
I—yoo !

on a évidemment limv;=0, d’olt, en posant y= { } on a y{((c) et il est
[—yoc -

facile de voir que 'opération y = U(x) ainsi définie est additive et remplit 1a
condition | U(x)|<2]x|; elle est donec linéaire.
Réciproquement, si y ={ }C(co) on n'a qu’a poser pour x = {E,;
»E'i':f["\z’_,r_l v on 1_1, By
. pour obtenir x C(c), puisque hmE =¥;, et pour voir que ¥ =0 entraine x =40.

i—yoo
L’opération y = U{(x) est done linéaire et determme une transformation

biunivoque de (¢) en (c).
2% Les espaces des fonctionnelles linéaires définies dans
(L), 4P) oz p>1, (L), (I) et (c)

sont équivalents respectivement aux espaces
@), () ok =1, (M), (m) et (D.

Ce m’est qu'unme autre facon de formuler les théorémes sur la forme
générale des fonctionnelles linéaires établis au Chap. IV, § 4 (voir p. 61—868).

Le th. 2, p. 166, implique immédiatement le |
Théoréme 4. Les espaces E et E, du type (B) qui sont iso-
métriques sont équivalents.

§ 7. Produits des espaces du type (B).

Etant donnés deux espaces E et F; du type (B), désignons
par EX E, I'espace que constitue ’ensemble de tous les couples
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ordonnés x,y ot x C E et y C Ey, lorsqu'on y définit I'addition |
et la multiplication par nombres, en posant '

Xy +xy =x+x,y+y et h x,y="hx, hy

(bien entendu, oit x' C E, ¥' (C E, et & étant un nombre) et en y
définissant la norme de fagon que la condition suivante soit
remplie: !

(33) limx,=x, et lim y, ;yg equwaut a hm | Xy Y — X0, Yo || =

n—)oo H—ro

" Ainsi défini, espace E X E; est également du type (B). Nous
Pappellerons produit des espaces E et E,.

11 est aisé de voir que la condition (83) se trouvera remplie,
si on admet en particulier comme norme du couple 2z = X, y I'une
ou Pautre des expressions

1
) ezl =[lxlP+ly[l7 ozp>1,
2) |zl =max[||x], [ y]] |
et qu'elles ne sont pas les seules convenables pour remplir cette
condition. Or, on aperc¢oit aussitdt qu'en choisissant des normes
| qdelconques, pourvu qu’elles soient conformes a la conditions (33),
on obtiendra toujours des espaces isomOrpheé. N
~ Pour mettre en évidence quelle norme a 6té adoptée, con-
venons de désigner le pljoduit des espaces‘E et E; dans le cas
de la norme 1) par (E X E;)p et dans celui de la norme 2) par
(EX E)m. |
On définit de la méme facon le pI‘Odu1t d’un nombre fini
“d’espaces E; X E; X ... X E, du type (B). Il est évident que le pro-
duit des espaces séparables est un espace séparable. | '
Le produit E XE portera le nom du carré de E et sera dé-
signé par E%

Théoréme 5. Les espaces (L@), (I?) oi p >1 et (c) sont
isomorphes respectivement avec leur carré.
Démonstration, 11 suffit de faire correspondre a toute fon-

ction x (£) C (L@®) le couple des fonetions xl(t),xz(zf) définies par
les formules ~
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xl(t) =X (—;—) et x,(H)=x (._1_.

2

+@ ok 0<t<1,
pour avoir une transformation bmmvoque et linéaire de (L®) en
(L@)2.

De méme, il suffit de faire correspondre & toute suite
x =&} C ({P) le couple de suites Xy = {"a}, X, = {L,} définies
par les formules -

N = Ean ef Cn = fn1 O n= 1,2 ..

b4
pour que I’espace (I) se trouve transformé en (1) d’une ma-
niére biunivoque et linéaire.

Enfin, faisons correspondre i toute suite x — & C (0) 1e

couple X; = {Na}, X» = {{,} défini par les formules
n - E‘)n _ 81 Et Cn = é2n+l - Ilm en + St Oll n= 1 2
Il vient

G =lmly Sn="+1liml, ef &=, +lim T 00 n=1,2, ..
n—yeo .

n—yo n—yoo

et on voit que c’est une transformation biunivoque et linéaire
de (c) en (c)2.

Théoréme 6. L’espace (C) est zsomorplze avec le produzt
(€)X (©Y.

‘Démonstration. Désignons par F le sous-espace de (C) for-
mé de fonctions x (£) (C (C) qui satisfont 3 la condition

x(}z) 0 pour n=1,2,.
Construisons pour toute fonction x (%) ((C) une fonction
x (£) C(C) telle que x (712—) =X (711_) et qui soit linéaire dans les
intervalles [ Pk ] pour tout 2 naturel.

Faisons correspondre a tout x (£) C (C) le couple (forme
d’une fonctlon et d’'une suite de nombres)

- ) Ce théoréme a été établi par M. K. Borsuk.
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y(t),fx(—,})}- oi y (@) =x () —% ().

On a évidemment y (¢) C E et { ( ! )} C (-

1l est facile de voir que la transformatlon établie par cette
correspondance est linéaire. |

On apercoit également que pour tout coupIe v (%), {En} C EX(e)
il existe une fonction continue x (£) telle que y (¢) = x (?) —x(t) |

ot £, — x (_’11_) pour #=1,2, .., de sorte que la transformation

considérée est biunivoque et épuise les espaces (C) et EX (c)
entidrement. Ces deux espaces sont donc isomorphes.

1l en résulte isomorphie des espaces (C) X (c) et EX (c) X(c)=
= E X (c)®. Or, (c)* étant (selon le th. 5 qui précéde) isomorphe
avec (c), l'espace (C) X (¢) est isomorphe avec EX (c), donc avec
(C), ¢c. q. f. d.

Théoréme 7. Lespace (C) est zsomorphe avec chacun des es-
paces (C@) ot p=1,2,.. 9.
Démonstration. Faisons correspondre 3 toute fonction x (£) C (Cty
(cf. Introduction, § 7, p. 11, 7) le couple formé de la fonction
¥ () = x?(t) et du systéme de p nombres: x (0), x'(0), ..., X =1(0).

En désignant par R, l'espace a p dimensions, (C®) est donc iso- .-

morphe avec (C) X R, et par conséquent, en vertu du th. 6 qui
précede, avec (C) X (¢) X R,. |

Or, comme (c) X R, est isomorphe avec (¢), I’espace (C?) est
isomorphe avec (C) X (¢), donc (encore d’aprés le th. 6) avec I'es-
pace (©), c. q. 1. d.

Théoréme 8. L'espace (C) est isomorphe avec l’eépace (C)*2).
Démonstration. Faisons correspondre & tout couple x (£), y (2)

de fonctions de (C) le couple 2(¢),& ou 2z (¢)( (C) est la fon-
ction définie par les formules

| Yy Ce théoréme-a été démontré par M. K. Bor s'u k.
%) Ce théoréme est dil aussi 3 M. K. Borsuk.
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¢ {{ x (2 pour 0\<t<:;—§—
z() = .
i Y (2t—1) —y(0) + x (1) pour é»<t<~;<1

et ¢ est le nombre déterminé pour tout y (¢) C (C) par ’équation
¢=y(0).

Ainsi D'espace (C)* se trouve transformé en (C) X R,, ot R,
désigne ’espace de tous les nombres réels. Cette transformation

est linéaire et comme on a par définition x () :z(i) et
)

1 t 1
y(@)=z (E - —é-) —z (—é—) + £, elle est biunivoque. On a ainsi

I'isomorphie des espaces (C)? et (C) X R, et comme en vertu du
th. 6, p. 183, (C) est isomorphe avec (C) X (¢), 'espace (C)® est
isomorphe avec (C) X (c) X R, donc, par suite de P’isomorphie en-
tre (c) X R, et (c), avec P’espace (C) X (¢) et par conséquent (encore
en vertu du th. 6) avec I'espace (C), c. q. . d.

Remarque. On ignore si l'espace (C) est isomorphe avee
celui de toutes les fonctions continues définies dans le carré.

§ 8. Espace (C) comme Uespace universel?).

Théoréme 9. 7Tout espace E du type (B) séparable est équi-
valent & un sous-espace linéaire fermé de Uespace (C). |

Démonstration. Soient I I'ensemble de toutes les fonction-
nelles linéaires 4 la norme <1 définies dans E et {x,} la suite
d’éléments de £ & la norme <1, dense dans la sphére |x| < 1.

Comme distance, posons lpouf tout couple fi, f, de fonction~
nelles appartenant 3 I |

' —_ m_l_. | f1(xn) — folxa) |
©9 v 1’.f )= Z 9% 1+ | f,() — fal%n]

Nous allons montrer que, avec cette définition de la distan-
ce, I est complet et compact. |

1) Les théordmes de ce § ont &té trouvés en commun par M. S. Ma-
zur et moi. . : ,
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Considérons une suite {fi} oll f: C I pour i=1,2,.. et soit
lim (f, f;) = 0. En vertu de (34), il existe donc la limite lim fi(x,).

P“?C"’ n—roc
g—reo

Comme |fi| <1, la suite {fi(x)} est un vertu du th. 3 (Chap. V,
§ 1), p. 79, convergente pour tout x (C E; par consequent la suite
des fonctionnelles {f;} est faiblement convergente vers une fon-

ctlonnelle fetonalfl<1, dou f(C I. Comme llmﬁ(xn) = f (%)
pour n =1, 2 «, on conclut de (34) que hm (f,,f) 0. Ainsi I

est complet. ,
D’autre part, on peut extraire de la suite {fi} par le procédé

de la diagonale une suite partielle {fi,} telle que kllm fi,(xn) existe
. —roo '

pour n=1,2,.., dol, comme auparavant T'existence d’une fon-
ctionnelle f CF telle que llm (f,k, f)y=0. Ainsi I’ est compact.

Il existe par consequent 1) une transformatlon contlnue de
ensemble parfait et non dense de Cantor P ( [0,1] en ensem-
ble I'. En désignant par f;.(C I"la fonctionnelle qui vient correspon-
dre au point ¢ (C P, considérons un élément quelconque x (CE et
définissons y (f) comme il suit: posons pour tout £ CP

y (&) = filx)

et pour les points de ’'ensemble [0, 1]— P complétons la fonction y (%)
d’'une facon linéaire, en posant notamment pour tout ¢([0,1] —

y{)—

y (@) =257

tiﬂxﬁ—¢%+y6%

ot ¥ et #" désignent les points les plus proches de P tels que
<< 1", | o
Examinons les propriétés de la fonction y (¢) ainsi dé‘finie.
Si lim#,=¢, ot £, ( P, la suite {f;} converge faiblement

n—ycc

vers f, d'olt hm f, (x) = ft (x), donc hm ¥ (t) =y (4). La fonctlon

y est par consequent continue dans P. Comme linéaire allleurs,
elle est done continue dans [0,1] tout entier; ainsi y () C (C).

1) v.p. ex. F.Hausd ortf, Mengenlehre (Berlin 1927), p. 197.
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D’autre part, il existe en vertu du th. 8 (Chap.IV, § 2), p. 55,
une fonctionnelle f(C /[ telle que |f(x)| =[x . Soit £, [0,1] le
point tel que f=/r, On adone |y({) = fi(x)=!x et comme

vy @OI=1f)] <Ifil-[x] <|x| pour tout ¢ P,

on en conclut en raison du fait que la fonction |y (¢) atteint son

maximum dans ’ensemble P, que max |y (f), = x .
Il v

Ainsi, nous avons fajt correspondre a tout élement x (C E
un élément y =13 () (C (C) et on voit, en posant y= U (x), que
cette opération est additive, Comme | y/| =] x|, elle est linéaire
et transforme l'espace £ en un sous-espace E; de (C) d’une facon
isométrique. Les espaces E et E, ( (C) sont donec équivalents,
c. q. f. d. |

Théoréme 10. Tout espace métrique Séparable E peut étre
transformé d’'une maniére isométrique en un sous-espace de (C).

Démonstration. Selon une remarque de M. Fréchet?) tout
espace métrique séparable E se laisse transformer isométrique-
ment en un sous-espace de (fn). Une telle transformation s’obtient,
comme on le vérifie sans peine, en faisant correspondre & tout
x (C E la suite {&,} définie par la formule

En = (X, Xp) — (X, Xn) pour n=1,2,..

ol la suite {x,} forme un ensemble dense dans E.

En conséquence, nous pouvons nous borner au cas ot £ (7).
On montre facilement que 'espace formé de toutes les combinaisons
linéaires d’éléments de E et de leurs limites est un espace du
type (B) séparable. En vertu du th. 9 qui précéde il existe done
une transformation isométrique de cet espace, et a plus forte
raison de son sous-espace E, en un sous-espace de (C), e. q. £. d.

- Remargue. En vertu des th. 9 et 10 qui viennent d’&tre établis

Pespace (C) peut &tre considéré comme l'espace universel pour les

1) cf. M. Fréchet, Les dzmerzszons d'un ensemble abstrait, Math. Anna-
len 68 (1910), p. 161.
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espaces separables du type (B), resp. métriques. L’étude des es-
paces du type (B) se réduit donc & celle des sous- -ensembles li-

néaires fermés de lespace (O).

§ 9. Espaces conjugues.

Etant donné un espace E du type (B), 1’espace E de toutes
les fonctlonnelles hnealres définies dans E est évidemment aussi

du type (B). Nous appellerons E lespace conjugué avec E.

Théoreme 11. Si deux espaces E et E du type (B) sont
‘isomorphes, resp. équivalents, les espaces E et E, sont egalement
isomorphes, resp. équivalents.

 Démonstration. En effet, si une opération linéaire y = U(x)
transforme F en FE; d’'une maniére biunivoque et bicontinue,
Popération conjuguée X = U (Y) transforme en vertu du th. 5
(Chap. X, § 1), p. 149, 'espace E, en espace E tout entier égale-
ment d’une maniére biunivoque et linéaire, d’ou Pisomorphie de
ces derniers espaces. |

8i, en outre, E et E; ‘sont équivalents, on a pour les fon-
ctionnelles hnealres correspondantes X et Y-
| X| =borne supX(x) borne sup Y[U(x)] borne sup Y (y)=| Y|,
xi<1 A< yi<t

de sorte que les espaces E et E, sont dans ce cas équivalents,
c. q. £. d. ' ' '

Remargue. Cependant, I’équivalence des espaces E et E n'en-
traine pas toujours celle des espaces E et E,.

~ Considérons, a titre d’exemple, les espaces E=(c) et E, = ()% ).
Comme espaces conjugués avec eux on obtient E=() et E, = (D2t

et on établit facilement leur équivalence. Mais il n’en est pas
ainsi des espaces E et E;. Nous pouvons regarder E comme
- T'espace des fonctions continues définies dans l'ensemble Q com-

. 1 , |
posé de nombres 0 et P ot n=1,2,.. et l'espace E, peut &tre

1y Pm;r _la signification des indices dmaynls ces symboles voir p. 182 '



§ 9. Espaces conjugués. 189

considéré comme celui des fonctions continues définies dans I'en-

semble Q; formé de nombres 0,1, 1 et 1 +_1__ ol =1,2,.. Or
n - . Or,

les ensembles Q et Q, en question nétant pas homéomorphes,
on en conclut en vertu du th. 8, p. 170, que les espaces E et E,
ne sont pas isométriques, done i plus forte raison équivalents.

Théoreéme 12. Si lespace conjugué E est séparable, Pespace
E lest également.

Démonstration. T C E designant P'ensemble des fonection-
nelles linéaires définies dans F 3 la norme 1, il existe par hy-
pothése une suite {X,}, ot X, (C I, dense dans /"

Soit {x,} la suite d’éléments de E qu1 remplissent les con-
ditions .

@35) |xa|=1 et Xn(x,,)>—é— pour n=1,2, ..

En supposant que ’espace E ne soit pas séparable on peut
affirmer que la suite {x,} n’est pas fondamentale dans E, done,
en vertu du th, 7 (Chap. IV, § 3), p. B8, elle n’y est pas totale..
Il existe par conséquent une fonctionnelle linéaire X (C T telle > que |

- (36) 1 X|=1 et X(x,,)——O pourn_l,.,,...

‘En posant Z,z = X, — X, on a par conséquent selon (35) et (36)
1

Zn(Xn) = Xn(x,,) — X (x) > %a d’ou [Z,|> ——;— ,done | X, — X|> >
~ pour tout ~ naturel, ce qui est impossible, la suite {X,} étant
- supposée dense dans I et X appartenant a I,

‘Théoréme 13. Etant donné un espace E du type (B) Sepam-
ble et tel que toute suite {x;} d'éléments de E & normes bornées
- dans leur ensemble contient une suite partielle faiblement conver-
gente wvers un élément de E, lespace E est équivalent & Uespace
E (conjugué de E) .

Démonstration. Soit G I'ensemble des fonctionnelles linéai-
res F (X) définies dans E et telles que F (X) = X (x,) pour tout
XCE et pour un x, (C £ qui ne dépend que de F. On a donc
F(X)| <|X||%,], ®oi I'inégalité |F| < |x,|. Envertuduth.3
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(Chap. IV, § 2), p. 55, il existe d'autre part une fonctionnelle
X, E telle que | Xy|=1 et X, (%) = | %o |, done F (Xo) =[x},
d'oi1 Vinégalité | F| > | Xo|. Les deux inégalités gonnent | F|=lx,].

G est un ensemble fotal (dans I’espace E des fonctionnelles
linéaires définies dans E).

En effet, si pour un X, CE_ on a F(X,) =0, quel que soit
F(C G, on a aussi X,(x) =0, quel que soit x (C E, donc X, = 0.

Nous alloxis montrer que l’ensemble@(} est trqnsfiniment fermé,

Soient & ce but & un nombre-limite quelconque et {F;} of
Fy (G pour 1 < £<9% une suite transfinie de fonctionnelles
3 normes bornées dans leur ensemble. Il existe donc un nom-
bre M>0 tel quon a |Fi| <M pour 1< ¢ <% et par définition
de G toute fonctionnelle Fy est de la forme Fi(X) = X (x). L'es-
pace E étant par hypothése séparable, soit {x;} la suite dense
dans E. ,

Pour tout 7 naturel désignons par xé”) un terme arbitraire-
ment extrait de {x;} qui satisfait & l'inégalité

1
(1) e il
(87) o [xE” xg§< -

et posons _
Fé")(X y=X (xé")) pour X E.
Dans le cas olt ¢ est confinal avec o (donc ol il existe une

suite {&} a [ naturels de nombres transfinis tels que lim§& =79
i—yoo

et & <% pour i =1,2,..), la suite {xg})} renferme une suite par-
tielle faiblement convergente vers un élément x(W (C E. Evidem-
ment on a alors

lim F{(X) >

TN (n) — T )
I ffm FE(X) = fim X (3§0) > X ()

[—=yoo —yeo
et par conséquent la fonctionnelle FW(X) =X (x(®) est une limite
transfinie de la suite {F{"}.

Dans le eas ol le nombre-limite & n'est pas confinal avec
o, la suite transfinie {xé")}, qui ne contient par définition qu'une
infinité au plus dénombrable de termes différents, renferme un
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terme x( tel que pour tout 7 <<% il existe un £> v donnant lieu
a légalité x{» = x™, On a alors

lim F(")(X )= 11m X ( x(n)) > X (xm),
b 9
de sorte que la fonctionnelle F™(X)= X (x") est encore.une
limite transfinie de la suite {F{"}.

 Ceci établi, considérons la suite {x(™}, On peut en extrai-
re une suite faiblement convergente vers un x(_ E. Posons
X (x) = F(X). On a donc d’une part

(38) lim FO(X) > Fy(X) pour tout X E

oo

et d’autre part, par définition de G, F, ( G. Or, on a selon (37)
1 . o ses
X(x) > X (xg’)) - | X|, d'on, par définition de F; et F,

1 o v 1
= (1)) — — =1j () —_=
éng Fe(X)= élm X (xg) > ?rnX()cE ) - | X| %unFE (X) nEXI}/

>F(”)(X)f”','z_‘X | et par conséquent, selon (38), 'EH%FE(X) >

> lim FM(X) > Fp(X). La fonctionnelle 5, est donc une limite

J1—¥yoo

transfinie de la suite {}¢} et puisque F, (C G, I'ensemble G est
en effet transfiniment fermé.

' Comme total et transfiniment fermé, I'ensemble G coincide
en vertu de la remarque (Chap. VIIL § 2), p. 117, et du lemme 3
(Chap. VIII, § 3), p. 121, avec l'espace E.

Par définition de G,a tout F C}E—: vient donc correspondre
un x (C E tel que, comme il a été prouvé au début, [Fl=]x].
L’opération U (x) = F est par conséquent biunivoque, linéaire et
transforme E en E sans altérer la norme. Les espaces E et E
sont donec équivalents, e. q. f. d.

Remarque. Ainsi p. ex. les espaces (L) et (17)) o p>1
sont équivalents aux espaces conjugués avec ceux des fonction-
nelles linéaires définies dans eux (cf. p. 181, 2°).
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Théoréme 14. L'espace conjugié avec le' produit des eSpaces
du type (B) est isomorphe au produit des espaces conjugués avec eux.

Démonstration. E,, Es, ... , En étant des espaces du type (B), il
s'agit d’établir 'isomorphie entre Pespace'E ott E=E, X Ey X ... X Ey
et 'espace E X E:, e X E, On peut se borner au cas ou n = 2.

Désignons respectivement par X, x2 et 2 les éléments de
E,E, et E et par X, X, et Z les fonctionnelles linéaires définies
dans ces espaces. | '

Soit H I'ensemble de tous les couples x;,0 ou x; (C E,. Nous
pouvons done regarder [/ comme un sous-ensemble de E=E, XE,
et par conséquent toute fonctionnelle linéaire Z, considérée dans
I'espace H, détermine une fonctionnelle linéaire X; définie dans
E,. Posons | '
Z (z) = Xy(x) pour z=x,,0

et d’une facon analogue.
Z (2) = Xa(x5) pour z = 0,x,,
Pour z = X,,%, on a donc, comme il est facile de vérifier,
(39) Z(2) = X(%) + Xo(%,).

| Réciprogquement, étant données deux fonctionnelles linéaires
X, E, et X, E,, la formule (39) détermine la fonctionnelle Z(E.

La correspondanee est biunivoque et établit une transformation
linéaire de E, X E en E -tout entier, donc l’1somorphle de ces deux
espaces, q. f. d. |

Remarque. En posant E = [E; X E; X ... X Ey]jp, - resp. E%
=[E; X E; X ... X Ex|m, on apergoit aisément que I’espace conjugué

E est isométrigue pour p > 1 avec lespace [E, X B3 X .. XEdl _et
1
_ pour p =1 avec l’espace [E, X E, >< . X Enlm, resp. avec 1espace

[E].XEE >< vea X En] .





