CHAPITRE X.

Equations fonctionnelles linéaires.

§ 1. Relations entre les opérations linéaires et les opérations
conjuguées avec elles ).

Nous allons nous occuper dans ce chapitre des équafions de
la forme y = U(x) ot U est une opération linéaire ayant pour le
domaine des x un espace £ du type (B) et pour le contredomaine
un espace E; situé dans une espace E' également du type (B).

Les fonctionnelles définies dans E seront désignées par X et
celles définies dans E' par Y.

Si la transformation de E en E, déterminée par Iopération
linéaire y = U (x) est biunivoque, I'opération inverse X = U~(y)
est évidemment additive. Il est facile de voir que‘ pour lexis-
tence de I'opération inverse, il faut et il suffit que

U (x) =0 entraine x=20.

Si I'opération inverse est continue, il existe un M >0 tel
que f| x| < M-ly]. | |

Réciproquement, §’il existe un nombre 7, > 0 tel que m-jlx|| <
< U (x) ', il existe 'opération inverse continue.

St lopération inverse est continue, le coniredomaine E, est
fermé.

En effet, en posant lim yn% Yy, ou yn=U(x,), on a
‘ n—yoe

1) Les théorémes du § 1 de ce chapitre se trouvent dans la note de
S.Banach, 1. c., Stud. Math. I (1829), p. 234—238.

8. Banach. Théorie des opérations linéaires. 10
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lim! X, — X, || < M-1lim ||y, — yq]' =0, d'ou, en posant lim x,=x,
pye<, g=roo pyes, g¥ee oo

on tire U (x) =
Sila fonctlonnelle Y, est une limite transfinie de la suite

{Ye} du type ¥, la fonctionnelle conjuguée X, = U (Y,) est une
limite transfinie de la suite {X} = {U (Ye)} du type 9.

En effet, on a pour tout x les égalités Xi (x) = Y¢ [U (x)] on
1< E<d |

Lemme. L'opération associée X = U(Y) amettant Iopéra-
| tion inverse continue et I', désignant un ensemble quelconque des ¥
vectoriel et réguliérement fermé, l'ensemblefcorrespondant I'= U ()
est aussi réguliérement fermé.

Démonstration. 1l existe par hypothése un nombre M>0 tel
que l'on a [U(Y)||> M| Y| pour tout Y. Par conséquent, si
Xe C U(;) et || Xe] < C pour tout 1 &<, ol X = —U_(YE),

on aura aussi Yz (C /7 et || ¥i]| < —l——C pour tout 1 <{§<9¥., L'en-

semble I étant par hypothése régulidrement fermé, il existe en
vertu du lem. 3 (Chap. VIII, § 3), p. 121, une limite transfinie ¥, (T}
de la suite {};}. Evidemment la fonctionnelle XO = U(Y,) appartient
“donc & U(y) et elle est une limite transfinie de la suite {X}.
Ainsi 'ensemble "= U([;) est transfiniment fermé, done, en vertu
du méme lemme, régulierement fermé, c. q. f. d:

Théoréme 1. Si lopération associde X = U(Y) admet I'opé-
ration inverse continue, I'équation y = U (x) admet une solution
pour tout y.

Démonstration. Etantdonnéun y,( E' quelconqué, désignons
par [; lensemble de toutes les fonctionnelles linéaires Y telles
que Y(y,) =0 et par I celui de toutes les fonctionnelles X=U (Y)
ou Y(I.. | .

L’ensemble I est ré‘guliéremént fermé; il en résulte en vertu
du lemme qui précéde que I’ensemble I" est aussi regullerement ,
- fermé. D’autre part, ¥, étant une fonctionnelle linéaire telle que
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Yo(30) =1, la fonctionnelle X, = U(V,) n’appartient pas a I
Il existe donc en vertu du th. 1 (Chap. VIII, § 3), p. 122, un

élément x, (_ L tel que I'on a

(1) Xo(x) =1 ef X(x,)=0 pour tout X (T,

En posant
(2) W= U(XQ),
on a Yy(y;) = Xy(x,) et Y(y,)= X (x,), d’ol1 en raison de (1)

@) Yn)=1 et Y(2)=0 pour tout Y( T,

Or, quelle que soit la fonctionnelle linéaire Y, la fonctionnelle
Y=Y—[Y ()l Y, appartient évidemment a I’ 1» puisque Y (y,) =
= Y (3) = [Y(3)] ¥o(3,)=0. On a par conséquent, selon (3)
Y0 =Y(3) ~[Y ()] ¥s(92) = ¥(31) — ¥ (1) =0, done ¥(y, — ) =0
pour tout Y. Il en résulte I'égalité Y1 —JY, =0, done, d’aprés (2),
la solution y,=U(x,) pour I'élément y, ( F, qui a été arbitraire
ment donné d’avance, c. q. . d. |

Réciproquement, on a le
Théoréme 2. Si l'équation X=U(Y) admet une solution pour
tout X, alors |
1° Popération y= U(x) admet Popération inverse continue,
2° le contredomaine de U (x) est l'ensemble des Y qui satisfont
a la condition
@ . Y() =0, si U(r)=o.

Démonstration. 1°. Si l’opération y=U (x)v n’admettait pas
‘d’opération inverse continue, il existerait une suite {xn} d’éléments
de E tels que

® Jim | .| = o

et im [ y5]| =0 ol y, = U (x,).

n—yoa
- Or, Péquation X = U (Y) admettant par hypothése une solution,
quel que soit X, on a lim X (x,)=1lim ¥ (y,)=0 pour toute fonction-
) : : n—oo . ) :

-0
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nelle X définie dans E, ce qui implique en vertu du th. 6 (Chap.
V, § 1), p. 80, que la suite des normes {||x.||} est bornée,

contrairement & (5).
2°. Admettons que pour un élément yo (E'

(6) Ty)=0 entraine ¥ () = 0.

Le contredomaine E; de P'opération U(x) étant fermé en ver-
tu de 1° (cf. ce Chapitre § 1, p. 145), si y, n’appartenait pas & £,
il existerait (cf. Chap. IV, § 3, p. 57, lemme) une fonctionnelle Y,

telle que
(@), Yo() =1

et Y,(¥) =0 pour tout y C E,. En posant X, = ZJ—(YO), on aurait
~done Xy(x) = Yo(y) =0 ot y=U(x) CE;, dou U(Y,;)=0, ce qui
entrame d’aprés (6), Y,(y,) =0, contralrement a (7). Par conséquent

Yo C Es. -
Réciproquement, si U (Y)=X=0, on a pour tout y CE,

Pégalité Y (y) =X (x)=0, c. q. £. d.

En remplagant dans les théorémes 1 et 2 qui précédent x, y,
X, ¥, U et Urespectivement par Y, X,y, x, Uet U et en appliquant
dans le raisonnement les théorémes sur les fonctionnelles 13 oi
on a fait appel aux théorémes concernant les éléments, on obtient

les deux théorémes suivants.

Théoréme 3. Si Popération y= U (x) admet Uopération in-
verse continue, Uéquation X = U(Y) admet une solution pour toute
Sonctionnelle linéaire X définie dans E.

Théoréme 4. Si l’equation y=U(x) admet une solution pour

tout y, alors
1° lopération X=U(Y) admet l'opération inverse continue,
. 2° son contredomaine est l'ensemble des X remplissant pour
tout x (_E la condition:

®  X®=0, s U=
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Les théorémes 1 — 4 donnent lieu facilement aux théorémes
suivants.

Théoréme 5. Si [l'équation y= U (x) admet pour tout y
exactement une solution, léguation X = U(Y) en admet aussi exacte-
ment une pour tout X et réciproquement.

Théoréme 6. Si les opérations y=U(x) et X=U(Y) admet-
tent les opérdtiorzs inverses continues, il existe pour tout y et pour
tout X exactement un x et un Y tels que Pon a y=U(x) et X=U(Y).

Théoréme 7. Si les opérations y=U(x) et X=U(Y) admet-
tent une solution pour tout y et pour tout X, elle est unique.

Nous allons démontrer en outre les trois théorémes qui suivent.

Théoréme 8. Si le contredomaine d'une opération linéaire
U (x) est fermé, celui de lopération associée U (Y) est Pensemble
des X qui remplissent la condition (8): X (x) =0, si U(x)=0.

Démonstration. L’ensemble dérivé E,' du contredomaine E, (C E'
de Popération U(x) ~onstitue (comme ensemble linéaire et fermé)
un espace du type (B).

Or, en désignant par Z une fonctionnelle linéaire quelconque
définie dans E, et par U,(Z) la fonctionnelle linéaire X satisfaisant
a I’équation

Z U (x)] =X (x) pour tout  x C E,
on vérifie aisément que les contredomaines des opérations U(Z)

et U(Y) sont identiques. En effet, pour toute fonctionnelle Y
définie dans £' et assujettie a la condition

©) Z(y)=Y(y) pour tout yC E,
on a Z[U (x)]= Y[U (x)] pour tout x C_ £, d’ot
(10) UZ)=U(Y)

et, par définition de Z, il existe en vertu du th, 2 (Chap. 1V, § 2),
p. 55, une fonctionnelle linéaire ¥ définie dans E' et satisfaisant
4 la condition (9), donc & (10). La condition (8) en résulte en
vertu du th. 4, 2°, p. 148, en remplagant E' par E,.
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Théoréme 9. Si le contredomaine de Popération linéaire U(Y)
est fermé, celui de Lopér ation U (x) est Uensemble de tous les y qui
remplissent la condition (4): ¥ ( y) =0, st U((Y)=0. _
| Démonstration. Les fonctionnelles Z et U,(Z) étant définie
comme dans la démonstration du th. 8, qui précéde, remarquons
que U;(Z) =8 entraine Z(y)=0 pour tout y(CEy'; onadone Z=6,
| Or, les ensembles des Z et des X étant des espaces du type
' (B), Popération X= U,(Z) admet en vertu du th. 5 (Chap. III, § 3)
p. 41, Popération inverse. continue. Il en résulte en vertu du th. 1,
p. 146, que l'équation y = U (x) posséde une solution pour tout
y C E,. Le contredomaine E; = E/ de Vopération y = U (x) est
donc fermé.

La condition (4) étant évidemment remplie, lorsque y C E,,
il ne reste donc qua établir la réciproque, c. & d. démontrer
que tout y, C E' qui satisfait & (4) appartient a E,.

En effet, £, étant un ensemble linéaire et fermé, il existerait
dans le cas contraire (cf. Chap. IV, '§ 8, p. 57, lemme) une
fonctionnelle linéaire Yo’télle que Yy(3,) =1 et Yy(y) =0 pour
tout y(C E,. En posant done X, = U (¥y), on aurait Xy(x) = Yo(y)=0
pour x (C E, dot X,=0, et par consequent U(Y,) = 0 contraire-
ment a la condition (4) supposée pour .

Théoréme 10. Si le contredomaine E, de lopération linéaire
y=U\(x) est fermé, il existe un nombre m >0 tel qu'a tout y CE,
on peut faire correSpona’re un x ( E satisfaisant aux conditions

y=U(x) et

Démonstration. Nous avons établi au cours de la démon-
stration du th. 3 (Chap. 1II, § 3), p. 38, la proposition (1), qui,
dans les hypothéses du théordme a4 démontrer, exprime I'existence
pour tout ¢>0 d'un 1> 0 tel que, étant donné un y arbitraire
assujetti 4 Vinégalité |y| <%, on peut lui faire correspondre un
x satisfaisant aux conditions y = U (x) et | x| <e.

On en dedult facllement existence pour tout y d’un-x satis-

faisant 4 la thése du théoréme avec m =»::—-

X

Lmelyl.
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§ 2. La théorie de Riesz des équations linéaires totalement
continues.

Nous allons nous occuper a présent des équations de la forme
y=x—U(x), ot U est une opération linéaire totalement continue
et dont le contredomaine est situé dans le domaine (dans V'espace
E des valeurs de x)?Y). |

Lemme. Si Popération linéaire U (x) est totalement continue,

Popération T (x)=x— U(x) transforme tout ensemble borné et fermé -
G (_ E en ensemble fermé.

Démonstration. Posons

11 x.C G pour n=1,2,... et lim 7T (x,) =¥,

Ny

La suite {U(x,)} étant en conséquence un ensemble compact,
il existe une suite partielle {U(x,)} convergente vers un élément
%, G. Comme Xn,= U(xn,)+T(xz), on a selon (11) lim Xp;= x,+30,
d'ot T (¥ + Xo) = Yo- o

Théoréme 11. Si [l'opération linéaire U (x) est totalement
continue, les contredomaines des opérations

T(x)=x—Ux) et TX)=X—-U(X)
sont fermés. :

‘Démonstration. G désignant ’ensemble des solutions de I'équa-
tion T (x) =0, soit y, =8 un élément d’accumulation du contre-
" domaine de Vopération 7. Il existe par conséquent une suite
[x.} d’éléments de E telle que y, =r}f£ T (x2).

Si la suite { x.|} était bornée, 1'élément y, appartiendrait
au contredomaine en vertu du lemme qui vient d’étre démoniré.

En désignant par d. la distance entre x, et I'ensemble G,
il existe donc un w. (C G tel que

1) Les théorémes de ce §, excepté ceux of intervient la notion d’opé-
ration associée, ont été établis pour la premiére fois par F. Riesz (Uber line-
are Funktionalgleichungen, Acta Math. 41 (1918), p. 71—98).
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| 1
(12) dn\<.lxn—“wn[\<(1+-;i*>d
On a '
13 lim 7 (X, — @Wn) = Yo -
n-—yes

Si la suite {|x, — @, |} était bornée, la démonstration ge
trouverait achevée en raison du lemme qui précede.
Supposons donc que lim | X, — w,| =0, d'ol, en posant

n=yo0

2y = w, on a, selon (18), lim 7(2,) =0 et |2,|=1. En
‘xn‘—‘wn! [ Adac . ‘

vertu du lemme on peut done extraire de la suite {z.} une suile
{zn,} convergente vers un élément w, tel que T (wg) =0, o

w, C G. En posant.z, — W, = &, il VJen"t
{—yoo

(14) | lim | ey, | =

xn"‘_w;z‘

dODC Zn— W, =m

— w, =&, et par conséquent X, — w, —

— Wy lxn - ’E(U,zl = Ep’ l Xn — Wn l , d’ol sel:on‘ (12) |

< Ie,,il (1 - __]__> d”i‘

Or il ex1ste en vertu de (14) et (156) un n; tel que l'on a

Xn; - Wny — Wy |xﬂi — Wy, |

(15)

n; » . .
<TZ—‘; mais c’est impossible, car

Xy — Wy — Wy | Xiny— Wy, |

W, + Wy | Xn;— Wn;| (C G et dy, est la distance entre Xn; et G
. Ainsi le contredomame de T est ferme Le raisonnement
pour T (X) est analogue.

Théoréme 12. Sz l’operatzon lméaue U (x) est totalement
continue, les équations ,

x=Ux)=0 e X—U(X)=
admettent tout au plus un nombre fini de solutions lirzéairenzent
mdependarztes

Demonstratwn Supposons par conire qu'il emste une suite
infmle {%np & elemen_ts de E linéairement indépendants et satisfai-
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sant’ aux équations x, — U(x,) =0 of 1= 1,2,.. Soit E, l'en-
n

semble des éléments de la forme 2k X, ol &; sont des nombres
. i=1

réels quelconques. Evidemment
(16) x (CE, entraine x — Ux)y=0

et il est facile de voir que pour tout n=1,2 .. ensemble F,
est linéaire et fermé, ne contenant pas X,i;, done un vrai
sous-ensemble de E,;;.

En vertu du lemme (Chap. V, § 8) p. 83, il existe done
une suite {y,} telle que -

(17) yv. C E,, fyn}‘: 1 et |y,—x|> pour tout x(C Epy,

b

d’oti, selon (16), y, — U (y,) = 0 et par conséquent y, = U (y,).
La suite {y.} est donc compacte, contrairement 3 amn.

Pour I'équation X — U (X) =0 le raisonnement est analogue,
car on peut considérer I'ensemble des X comme un espace du
type (B).

Théoréme 13. Si pour une opération linéaire et totalement
continue U (x) Péquation y = x — U (x), resp. Y=X—U(X), admet
une solution pour tout y, resp. ¥, Péquation x — U (x) =, resp.
X—~U(X)=0, admet exactement une solution, & savoir x — 9,
resp. X = 0, |

Démonstration. Posons
Tx)=x—~Uxy=T(x) et TO(x)= T[T =1)(x)],

Désignons par E, 'ensemble de tous les x (_ E satisfaisant
a l'équation 7™(x) =0 et supposons qu’il existe un x; =% 0 tel
que 7'(x;) = O. En désignant par x, I’6lément satisfaisant & I'équa-
tion x,; = T(}c,z), on a donc

TN xnps) =%, # 0 ef T (x,0,) = T(x)=0,
d’ott “ )
| Xnt1 (C Epps — Ene
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L’enserﬂble E, est évidemment linéaire et fermé; il est un
orai sous-ensemble de Eny1. En vertu du lemme, p. 83, il existe
donc une suite {y.} remplissant la condition (17).

Or, comme ynCE,z, on a par définition de T et de E, lecrahte

T (Vn) =Yn— U (yn), d’olt
(18) Uy — U@ =yp—=Vat T(yp)— T ()] =Yp— X
et p> g entraine T¢-V(x) = T¢(yg) + TO(y,) — T@(y,) =0

’ o 1
Par conséquent x ( Ep—s, d’oli, en vertu de (17), |yp— xl > 5>

1
donc, d’aprés (18), |U (yp) — U (y))| =5 pour p>¢, ce qui est

impossible, car la suite {U (3,)} contient des suites partielles
convergentes On doit donc admettre que x =0, ¢. q. f. d. |

Pour l'équation X=U(X)=10 la démonstration est analo-
gue, car on peut considérer ensemble des X comme un espace

du type (B).

Théoréme 14. Si pour une opération linéaire efngotalenzeizt con-
tinue U (x) léquation x — U (x) =0, resp. X — U(X)=0, admet
comme lunique solution x=0, resp. X=90, l'équation y =x—U(x),
resp. ¥Y=X— U (X), admet une solution pour tout y, resp. pour
tout Y.

Démonstration. Le contredomaine de l'opération x— U (x)
étant en vertu du th. 11, p. 151, fermé, on conclut de I’hypothése
en vertu du th. 3, p. 148, que l'équation ¥ = X — U (X) admet
une solution pour tout Y, d’oi, en vertu du th. 18 qui précéde,
la seule solution de Iéquation X — UJ(X)=© est donnée par
X =0 et par conséquent, en vertu du th. 5, p. 149, léquation
~ y=2x—U(x) est soluble pour tout y.

- La démonstration pour ¥V=X — U (X) est symétrique.

Théoréme 15. Si U (x) est une opération linéaire et totale-
‘ment continue, les équations .

x—U@x)=0 e X—U(X)=0
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admettent le méme nombre de solutions lindairement indépen-
dantes ).

Démonstration, Posons comme auparavant
(19) T(x)——x—U(x) et T(X) = — U (X).
Soient
(20) T(x)=8 pour i=1,2,..,n et T(X)=8 pour i=1,2,..,v

ol les éléments de la suite {x;}, de méme que les fonctionnelles
de la suite {X;}, sont supposés linéairement indépendants et les
‘nombres 7n et v désignent respectivement les nombres les plus
grands possibles de solutions linéairement indépendantes des
équations 7(x) =0 et T(X) =

Désignons par 2; ol i = 1,2,..., v un élément arbitraire tel

que 'on ait
@) Xz =] b pomr i=]
| 0 pour [==].

Un tel 2z existe, car 1’ensemble Iinéaire de la forme

i—1 V
Y'aJX + 2 B,X, est faiblement fermé et ne contient pas X
j= J=it

Désignons d’'une facon analogue par Z; ou i=1,2,..,n la
fonctionnelle linéaire telle que
[ 1 pour i=j

‘22 Zi(x;) =
(22) 712%) l 0 pour if,éj.

"' Une telle fonctionnelle Z; existe, ecar x; n’appartient pas

i—1 on
a I'ensemble linéaire fermé de la forme 5‘ 0;X; -1-_2 P;x;
ml ]—1-;-1

Ceei dit, supposons d'abord que v> n. Soit

') Pour certains cas particuliers ce théoréme a été établi par F. Riesz,
L e, Acta Math. 41 (1918), p. 96—98. En toute généralité, mais formulé autre-
ment, ce théoréme a ét6 établi par M. T. H. Hild ebran d t (Uber volistetige
lineare Transformationén, Acta Math. 51 (1928), p. 311 —318) et dans I'énoncé
donné ici par M. J. Schauder, . ¢., Studia Mathematica IT (1930), p. 183—196.
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(23)_ R(x)=U(x) +jZi(x)-zi et W(x)=x—R(x).

Il est facile de voir que l'opération R (x) ainsi définie est
totalement continue. Nous allons montrer que lequatlon W(x)=0
admet exactement une solution, i savoir x = 0.

En effet, admettons que W (x,) = 0. Il s’agit de prouver
que x, = 0. Or, on a selon (19) et (23): |

@4 W (%) =% — R (x0) = T (%) = Y Zilx) 21 =0
=]
et comme d’aprés (20)
(25) XiT(x)=0 pour tout x et i=1,2,..,v,
on tire de (21) et (24)
26)  XW(x)=Zix)=0 pour i=1,2..,n,

d’ou 7 (x,) =6, ce qui 1mphque selon (20) et par définition de #

que X, = 0:X; ol sont des ‘nombres réels correspondants En
) i=1

vertu de (26) et (22) on a done Z(xo) =0; =0 pour tout l'— 1,2,.
d’ou finalement Xy = 6.

Ceci établi, on en conclut en vertu du th. 14, p. 154, qué
Péquation x — R (x) = T(x) — 5’ Zix) z1= Zn+1 admet une solutlon

Mais on voit aussitét en vertu de (21) et (25) que X4t [x —R(x)]=0
et dautre part, en vertu de (21), que X,y (Zn11) = La suppo-
sition que v> 7 est done impossible. |

.
Supposons d présent que v<n. Soit R (x)= Z Z(x)- 2, d'ol

R(X) 2 X (Zz) Z:. En procédant comme plus haut, on mon-

i=}

trerait alors que I'équation TV(X ) — Z X(2)-Z; =0 (conjuguée
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de I'équation T (x) —1:5_; Z{X) z: = 0) admet éxactement une soly-

tion, & savoir X=0. L’équation T(X)— S x (2)Zi=Z,,, de-
i=1 .

vrait done, en vertu du th. 14, p. 154, admettre une solution, ce
qui est cependant impossible, car on g T(X) %, = X[T (*%,41)] =0
pour tout X, d’oly, selon (22), Z{x,1) =0 pour i=1,2 .. 5 et
d’autre part Z,,1(x,41)=1. Ainsi Ia supposition que v<7z jm-
plique également une contradiction.

§ 3. Valeurs régulicres et valeurs propres dans les équations
linéaires. | |

Admettons & présent de I’opération U (x) qu'elle est“ tout
simplement linéaire, mais maintenons Ihypothése que son con-
tredomaine est situé dans le domaine E,

L’opération x — 2 U (x) est alors linéaire pour tout % réel
~ et son opération associée est de la forme X — U(X) ot U dé-
signe l'opération associée a (U, ' ‘

Ceci dit, nous allons étudier les équations associées
(27) X—hUx)=y e¢ X—hUX)=Y

Si, pour un %, donné, 1a premidre, resp. la deuxiéme des
équations (27) admet pour tout y, resp. pour tout ¥, exactement
une solution, %, s’appelle wvaleur réguliére de cette équation; dans
le cas contraire #, s'appelle sa valeur propre. L’ensemble des
valeurs propres constitue Painsi dit spectre.

Si x, resp. X, satisfait & la premiére, resp. 4 la seconde, des -
équations | | o
(28) X+ AEU@) =0 ef X+hUWX)=0,

il porte le nom d'élément propre, resp. de fonctionnelle propre.

En vertu du th. 5, p. 149, les deux équations (27) ont le ma-
e ensemble des valeurs régulidres, donc aussi des valeurs
propres. | |
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On énoncera sans peine les th. 1—9, établis p. 146—150,
pour les équations de la forme (27). Ces théorémes permettent
de conclure sur la maniére dont se comporte I'une des deux équa-
tions d’aprés celle dont se comporte l'autre et réciproquement.

Théoréme 16. L'ensemble des wvaleurs réguliéres est ouvert,

Démonstration. h, étant une valeur réguliére, il existe un
nombre m >0 remplissant les cond1t10ns

\x—h UX)| >m: | x| et | X — hy U(X)I> | X
On a par conséquent pour tout e
5+ U@ | > | 5=k U@ = e[ | U@ > (m—[s] | U
et d’une facon analogue
X — (b +9) T > =1l [UD [ X].
Il en résulte que pour des |¢| assez petits les opérations
f (et UG) et X—(h+TX)

ont les opérations inverses contmues ce qui a pour consequence,
en vertu du th, 6, p. 149, que hy, + ¢ est egalement une valeur

réguliére.

1 B
Theoreme 17 Si|h| <7777 ik h est une valeur réguliére?).

1
Démonstration. Si [k | <7777 ik les solutions peuvent &tre re-

présentées sous la forme

(29) x= y+2 mUM(y) et X= Y—]—Z hﬂUw)(V)

. n=1 ‘ =1
ou

U(y) = U (y) et U“)(Y)mﬁ(y);
Ueiy) = UIUO0)] et U‘")(Y) U [UC=()].

1) Cf. S.Banach, L ¢, Fund. Math. III (1922), p. 161, th. 7.
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Les séries (29) sont convergentes, car on a

S| muery| < V[ R UT Y

et n: o
| UMY < DA Ty

Or, on obtient de (29):

Ux)=U(y) +Z Ut (y) ~~—2 R U®(y) = ——(x ~ 9,
n=1 n==l
d’ott x — AU (x) =y. D'une facon analogue ona X— AU (X )= V.
Ainsi les équations (27) admettent des solutions pour tout y,
resp. pour tout Y. En vertu du th. 7, p, 149, ces solutions sont

donc unigunes et par consequent h en est une valeur réguliére,
c. q. f. d.

Théoréme 18. Si lon a pour h = h':
x—hU(x)=0 o X—~HUX)=9,

alors X (x) = 0.
En d’autres termes: ['élément propre de la valeur h est ortho-
gonal & toute fonctionnelle propre de la waleur K distincte de h.
- Démonstration. On a X (x) = kX [U ()] = hU (X)-x et com-

1 h
me U (X) =5 il vient X (x) = X(x) Si A% F, on a done
X (x) =

§ 4. Théorémes de Fredholm dans la théorie des équations
linéaires totalement continues. “ |

Si, dans les hypothéses du § précédent, 'opération U (x)
est en outre supposée totalement continue, on peut énoncer pour
les équations (28) les théordmes suivants, qui constituent une
généralisation des théordmes de Fredholm sur les équations
intégrales ').

) Cf J. Schauder, L c., Stodia Mathematica II (1930), p. 183—196.
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Théoréme 19. Les équations (28) ont le méme nombre fini

d (h) de solutions indépendantes.
- (Ce n'est quun autre énoncé du th. 15, p. 154.

Théoréme 20. S d(h) =0, h est une wvaleur re’gulie‘re.‘
C’est une conséquence des th. 14, p. 154, et 19, qui préceéde.

Théoréme 21. Si d (k) >0 et si
(xd, resp. (X}, oi i=1,2,...,d(h),

désignent les solutions des équations (28), les équations (27) admet-
tent des solutions pour tout y tel que Xi(y) =0, resp. pour tout Y
tel que Y (x;) = 0.

C’est une consequence des th. 8, p. 149, resp. 9, p. 150, et
11, p. 151,
Nous allons démontrer le

Théoréme 22. Si Popération linéaire U (x) est totalement con-
tinue, les valeurs propres de la premiére équation (27)

y-x——le(x)

constztuent un ensemble isolé ).
Démonstration. Soit {#,} une suite infinie de valeurs pro-
pres ou k= k; pour {=~j. Posons

= bl (%) ef %20,

Montrons d'abord par recurrence que les éléments x, sont
linéairement indépendants.

n—1

En effet, si x,x,, .. xn_l Iétaient, mals Xn= 2, d; X; on
{=1
n—1 n—1

aurait X, = fi, U(x,,)...zlz aU(x,) dolt x, = _Z/z x, et par

n—1
-
conséquent 2 o (1 - _/z—,) Xi =0, Comme par hypothése 72-'-1- # 1

i=1

?) Cf. F Riesz, L c., Acta Math. 41 (1918), p. 90, Satz 12.



§ 5. Equations intégrales de Fredholm.

161

pour n > I, on voit que déja les éléments x,, x,,
raient pas linéairement indépendants.

Ceci établi, soit pour tout n=1,2,... E, Pensemble linéaire

vy Xn—1 D& Se-

n
des éléments y de la forme y = > o; X;; 11 est done fermé et con-
=1

stitue un vrai sous-ensemble de Enys. On a pour tout y C E, se-
- n n . n—1
lon (30) y—hU(y)= _ZIaixz-——_Zlhn az-.f,li =Dy (1 — —’-;ll)xf, doir
i== f= i i=1 A 1

y—hU(¥) C Ene1. En vertu du lemme, p. 83, il existe donc

une suite d’éléments {y,} remplissant les conditions 17), p. 153.
Or, supposons, que la suite {#,} soit convergente. L’opéra-

tion U étant totalement continue, la suite {U (#nys)} formerait done

un ensemble compact. D’autre part, on a pour p>gq

B U Goyo) = U(eya) | = |35 — [3p — hpU (9p) + U (trgyy)]

et, selon (17), y, (CC E;, ce qui implique, comme nous avons
vu, que Yo — U (¥p) (C Ep—1; de méme 2,U (y5) C E; C Egs, @01,
' 1

en vertu de (17) et (31), | U (o) — U (Beyy) | > 5 pour tout p> g,

de sorte que la suite {U (%.y.)} ne formerait pas un ensemble
compact. :

En raison de cette contradiction, on ne peut pas admettre |

qu'une suite {#,} de valeurs propres en question soit convergente.
Elles forment donc un ensemble isolé, e. q. f. d.

§ 5. Equations intégrales de Fredholm.

- Envisageons maintenant quelques applications des théorémes
qui viennent d’étre établis.

Dans les espaces (L®), aux équations de la forme x—~AU(x)=y
se réduisent les ainsi dites équations intégrales de Fredholm,
dont la forme générale est la suivante

| } 1
(32 % (s) — f K(s,Hyx@®)dt=y(s),

ou K (s,t) remplit certaines conditions.

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. i1
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L’équation associée X — AU (X)=Y prend l'aspect
(33) : X(t)——hf‘K(s, B X(s)ds=Y(t).
) 0
Oli doﬁnera facilement linterprétation des théorémes qui

précédent dans le cas de ces équations intégrales.
Si K (s, t) satisfait aux conditions convenables, l'opération

1 o
linéaire [ K(s,t) x (t) di est totalement continue et en consé-
0

quence les théorémes des §§ 2, 3 et 4 de ce chapitre s’appli-
queront aux équations (82) et (33). En particulier, les th. 19—21
prennent alors la forme des théorémes dits de Fredholm (mais,
bien entendu, ils subsistent aussi en dehors des équations in-

tégrales).

§ 6. Equations intégrales de Volterra.

Les équations de la forme
(34) x(s)—fK(s,z)x(t)dt,
' 0

ou K (s,1) est une fonction continue, portent le nom d’équations
de Volterra. ' '

R
L’opération / K(s,t) x () dt est alors totalement continue
g ‘

dans les espaces (C) et (L) ou p > 1.
Nous allons montrer que l'équation’
N | .S: ‘
- (35) x(s)—{f((s,t)x(t)dzmo
o |
admet la solution unique x (S) =0.
_ En‘ effet, admettons que x (s) remplisse cette équation; évi-
demment x (5) est une fonction continue. Posons
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m=max x(s)| et M=max|K(s,1) .
0s<t 0751 '

e

On a donc selon (35)
‘ iy
(36) EOl< M [1x )] dt,
0

d’ott [x(s)| < M-m-s pour 0 <s <1, ce qui donne, en rempla-

gant dans (36) x (f) par M-m-s, Pinégalité | x (s)| < Mg'm'%i' En

N n
procédant ainsi de suite, on obtient done lx (5)| < —@%—;ﬂ—m pour

tout n =1, 2, .., d’ol1, évidemment, x (s) = 0.

Ceci établi, revenons sur I'équation (34). Comme pour x (T (C)
et y (C (C), de méme que pour x (C (L) et y (C (L®), Popération

N

fK (s,8) x (¢) dt est totale‘ment continue, I’équation (34) posséde

0
d'aprés le th. 14, p. 154, pour tout y (C (C), resp. y (C (L®), exac-
. tement une solution x (C (C), resp. x (C (L®).

§ 7. Equations intégrales symétriques.

Si Yopération y= U(x) est linéaire pour x et y de (L®),
Popération associée X = U(Y) peut &tre regardée comme liné-
aire pour X et Y de (L®).

En effet, toute fonctionnelle linéaire dans (L®) étant (cf.
‘ 1
Chap. IV, § 4, p. 64) de la forme j X@E)x(@)dt ot Y(&)(C (L(z))",
s _
nous pouvons considérer Y (f) comme représentant cette fon-
ctionnelle. |

L’opération U (x) s’appelle symétrique, lorsque

1

.
(37) fy U@)dt=|xU(y)dt pour xC L) et y( (L),

0
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: hoe ; TTr ’ .
Comme f y U (x) dt ; f x U (y) dt, toute opération symétrigue
0 0

coincide avec son opération associée.
Lorsque la fomction K(s,f) est symétrique (c. & d. que
Pon a partout K (5, t) = K (t,s)) et en outre l'intégrale double

ij(s, t) x (¢) y (s) dsdt existe pour tous x (C (L®) et y (C (L®),

les opérations

. |
Uxy=[K(s,) x @) dt =y (s),

(88) ~ 1
V(%) =x<s)—/zf1<(s, ) x (t) dt =  (5)

sont des opérationé.linéaires et symétriques, car elles remplis-
sent la condition (37). ' ‘
Les équations de la forme (38) portent le nom d'équations

intégrales symétriques.

Théoréme 23. Si ‘lopération U (x) est symétrique, la valeur .
du paramétre k de Uopération de la forme x —h U (x) = =y est ré-
guliére, lorsque cette opération admet Popération inverse continue
ou bien lorsque cette équation est soluble pour tout y.

La démonstration résulte des th. 3 et 4, p. 148, 4 la suite
du fait que l'équation en question est dans ces conditions iden-
tique 3 I'équation associée. |





