CHAPITRE VIIL.

T ——

Sy

Fonectionnelles linéaires daus les espaces dutype (5).

§ 1. Préliminaires.

Etant donné un espace vectoriel fermé d'éléments G(CE et
Pespace E de toutes les fonctionnelles linéaires définies dans E,
il existe, comme nous avons vu (cf. Chap. IV, § 3, p. 57, lemme),
pour un élément quelconque x, C E G une fonctionnelle lindaire
fCE telle que 1011 a

flx)=1 et F(x)=0 pour tout x(C G

Le probléme s'impese si, reelproquement la relation analogue
ne subsiste entre les espaces I'(CE de fonctionnelles linéaires et
les éléments de E. Plus précisément, il g’agit de savoir si, étant
donné un espace vectoriel fermé I - E de fonctzonnelles linéaires
définies dans £, il existe pour -une fonctzonnelle quelconque
fo CE—T un élément x (_ E tel que Ton ait

(1) ) =1 et f(x)=0 pour tout F(CTI.

Or, la réponse est, dans le cas général, négative.

Conmderons en effet, comme E I’espace (¢) des sunites con-
vergentes de nombres réels, donc comme E I’ensemble de toutes
les fonctionnelles linéaires définies dans (¢), et comme I celui de
toutes les fonctionnelles hnealres définies dans (c) de la forme:

@) fw)= ya, & o x~{ez}c(c) et 2 o |

z-—-l i=1
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Ainsi défini, I est un espace vectoriel et fermé.
En effet, posons |

(3) » - lim [ /o —fll =0,

LY

ou

@  fCT et folx) =Zag.n> e pour n=1,2, ..
=1

1l s'agit de montrer que fFCI. Or, (2) entraine lim || fo—f¢ 1 =0,

pyee, -y

dou comme par définition Jo®)— —fox) = }’ () — a{ D) &;, on conclut

de (3) en vertu du th. (Chap. 1V, § 4), p. 66, que lim V] o) — o) | =

—-—)oo l.....
’I'">°°

et, par conséquent, qu’il existe une suite {a;} telle que lon
a lim % | o —a;|=0 et Y‘M < co, On a donc pour tout ,\:n—:f&i}C(c)‘
f-$oe fz=1 i==1

o

Pégalité lim Y of™ ul-—ya, ¢, d'oli, selon (4), lim fn(x) g,al £ et

n-yoe i=1 i=1 n-yoo

comme selon (3) lim | /fu(x) —F (¥)| < llm Wfa—=fillxl=0,1il vient

n-yee

f(x) ::I_E_,: 2; & pour tout x C (¢). La fonctionnelle f est done de la
- forme (-2), d’ott finalement f (C 1.
Ceci établi, soit
) A =limé pour x= (& C ().
T " |
La fonétionnelle f, ainsi définie n’appartient'vévide‘mment pas

3 I. Cependant il n'existe auneun x, = {¢} C () satisfaisant aux
conditions (1), car (1) et (5) entrainant I'égalité lim §® =1, il est

—yoo

impossible d’avoir pour toute suite de nombres {«;} satisfaisant
aux conditions (2) Pégalité 3 ¢; &0 = 0 exigée par (1).
) i=1

§2 Ensembles réguliérement fermés de fonctionnelles linéaires.

~ Un ensemblevectoriéI_F de fonctionnelles linéaires définies
dans un espace E du type (B) s’appelle réguliérement fermé, lors-
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gu'il existe pour toute fonctionnelle linéaire définie dans E, mais
n’appartenant pas & /, un élément x, _ £ qui remplisse les con-
ditions (1). .

L’exemple qui precede montre que I'ensemble vectoriel fermé
de fonctionnelles linéaires n'est pas toujours régulierement fermé.
Or, la réciproque est vraie: fout ensemble vectoriel de fonction-
nelles linéaires I” qui est réguliérement fermé est en méme temps
fermé dans le sens ordinaire (v. Introduction, p. 13) de ce terme.

En effet, soit

(6)  fa I pour n=1,2,..
et k
(7) lim fo—fo =0

Si dans ces conditions f, n’appartenait pas & l'ensemble 7,
supposé vectoriel et réguliérement fermé, il existerait un x,_,CE
satisfaisant 4 (1); d’aprés (B) on aurait donc en particulier fu(%;) =
pour n=1,2, .., d’oii, selon (7), fo(xg) = hm fa(%,) = 0, contraire-

ment & (1). On dmt done admetire que f0 (T, ec. ad. que Pen-
semble I est fermé.

Il est facile de donner des exemples d’ensembles réguliére-
ment fermés. Soit, en effet, £ un espace du type (B) et G(C E
un ensemble vectoriel, d’ailleurs arbitraire. L’ensemble I des
fonectionnelles linéaires f définies dans E et telles que

f(x)=0 pour tout x( G
est, comme on l'apercoit aisément, réguliérement fermé,

Remargue. 3Si I'ensemble /" en question est non seulement
vectoriel et régulidrement fermé, mais en outre total, il contient.
toutes les fonctionnelles linéaires définies dans E.

En effet, la définition de I'ensemble total (voir Chap. 111,
§ 3, p. 42) implique que le seul élément de E pour lequel toutes
les fonctionnelles f( I s’annulent est I'élément ©.

Nous allons nous oceuper dans ce chapitre des propriétés
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que possédent les ensembles réguliérement fermés de fonction-

nelles linéaires ).

§ 3. Ensembles transfiniment fermés de fonctionnelles linéaires.

Etant donnés un nombre ordinal quelconque ¥ qui est un
nombre-limite, c. & d. wayant pas de précédent immédiat, et une
suite bornée de nombres réels {C;} dutype, c. a d. o 1<CE<Y,
on appelle limife transfinie supérieure de {C¢} et on désigne par
lim C¢ la borne inférieure des nombres réels ¢ satisfaisant & 'iné-
Eree ,
galité C; < ¢ & partir d’un indice (ordinal) qui dépend de t. La
limite transfinie inférieure de {Cy) est ensuite définie par la formule

lim C; = — lim (— Cy).
=L E->d | )

Lemme 1. Si lon a pour une suite {fe} du type ¥ de fon-
ctionnelles linéaires ‘ o

A<M pour 1<E<9,

;1 existe une fonctionnelle linéaire f remplissant les conditions:

8) Ifi <M et limfi(x) <jf(x¥)< I{I_:{}l fe(x) pour tout x C E.
B &
La démonstration résulte du th. 1 (Chap. I, § 2), p. 27, en
y posant p (x) = 1;1—1:—1:1; fe(x). La fonctionnelle p (x) satisfait en outre
_.)

i U'inégalité p (x) < M- |x]|.

Ce lemme &tabli, nous appellerons une fonctionnelle linéaire
f(x) remplissant les conditions (8) limite transfinie de la suite

{fe(3)}.

En particulier, lorsque lim |f, —f|=0, la fonctionnelle f (x)
n—yes

est évidemment une limite transfinie de la suite {/n.(x)}, car on
a lim fu(x) = f(x) =lim fa(x) pour tout x C E:
n-ysa

n—yoa

1) Cf. 8.Bamnach,l c, Studia Mathematica 1, p. 228—234, oit se trou-
vent les théorémes des §§ 3—5 de ce chapitre. : o

-
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Un espace vectoriel /” de fonctionnelles linéaires est dit
transfiniment fermé, lorsque toute suite transfinie {/:} de fon-
ctionnelles de I” & normes bornées dans leur ensemble admet
une limite transfinie f{_ 7.

Tout espace I transfiniment fermé est en méme temps fermé
au sens ordinaire.

En effet, les formules (6) et (7) donnent alors lim f(x) = fo(x)

oo

pour tout x {_ E et comme toute fonctionnelle f qui satisfait

3 la condition lim fi(x) < f(x) < hm f,,(x) est dans ce cas iden-
?2-)"0

tique avec la foncnonnelie fos cette derniére, comme la seule li-

mite transfinie de la suite {f,}, appartient & l'espace [, qui est
par conséquent fermé.

Lemme 2. FEtant donnés un espace wectoriel et transfiniment
fermé T de fonctionnelles linéaires (définies dans E) et une fonction-
nelle linéaire f, nappartenant pas & I', il existe pour chaque nombte
M satisfaisant & la condition '

)] 0<M<|f—f, pour tout f{_IT

un élément x, (_ E tel que l'on a

, 1
folx) =1, flx)=0 pourtout f(C I et |X,] <w./b—'1"

Démonstration. {M;} ou M; =M étant une suite infiniment
croissante quelconque de nombres, désignons par nt le plus grand
nombre cardinal satisfaisant 4 la condition suivante: étant donné
un ensemble quelconque G (C E de puissance <m, il existe une
fonctionnelle linéaire f(_ /" telle que

(10) f <M, et f(x)—fux)| < M-|x| pour tout x(_G.

Le nombre mt ainsi défini—remarquons le de suite—ne dé-
passe pas la puissance de E, car, s'il existait un f( I tel que

() — fox) | < M, - | x| pour tout x (C E, on aurait [f—f, | < My =M,
contrairement 4 I’hypothése (9).
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Ceci dit, nous allons montrer que m est un nombre fini.

Supposmis, en effet, que m ne soit pas fini et considérons
un ensemble quelconque G (_ E de puissance mi. Rangeons les
éléments de G en suite transfinie {x:} ol 1 <{E<#%, en désignant
par ¥ le plus petit nombre ordinal de puissance m; évidemment
¥ est un nombre-limite. En conséquence, pour tout nombre or-
dinal 7 <% la puissance de I'ensemble des termes de la suite {xe}
ot 1 <8< est<<m. Par définition de m il existe done pour
tout 7 < # une fonctionnelle linéaire I C T telle que |

(A1) [f| <My et | folor)— folxe) <M, |xe| pour tout &<

et, /" étant par hypothése transfiniment fermé, il existe une fon-
ctionnelle linéaire 7 (_ I qui est une limite transfinie de la suite
{fs} ot 1 << <%, done, d’aprés (11), qui satisfait ‘aux conditions
Ji<I My et [ fxg) — folxg) < M- x| pour 1 <E<9, c.ad aux
conditions (10). Ainsi, en supposant m non fini, il existerait
pour tout ensemble G (_ E de puissance m un f( / satisfaisant
a (10), contrairement & la définition de m,

Or, m étant fini, il existe un ensemble fini G, (C E tel qu au-
cune fonctionnelle f assujettie aux eondltlons

f=fo <My et [f(x)—f(x)| <M, ]x} pour tout x (G,

n’appartient a I, ’ R o

On en déduit aisément par induction I’existence dans F
d'une suite {G;} d’ensembles finis tels qu’aucune fonctionnelle
f qui, pour un certain k, remplit les conditions -

[=hlI< M et [f(x)— filx)]| < M| x] pour x(CG; et i<k

‘n’appartient & /. Par consequent si 1’011 a-pour un f
(12) }f(x)—fo(x)} M;-| x| pour xCG et I=1,2 ..,

la fonctmnnelle f n’appartient pas.a . :
~Nous pouvons admettre que les elements des ensembles G;

. M,
ou i ;;1, 2, .. ont Ies norrnes egales a M‘ il suffit & ce but de -
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multiplier ces éléments par des nombres convenables. Si l'on
range ensuite les éléments de ces ensembles en une suite {Xa},
en écrivant d’abord ceux de G,, puis ceux de (, et ainsi de suite
on obtient

(13) limx,=9 eof 'x, {1 pour tour n=12,..

et si
(14) ) — filxny <M, epour tout n=1.2, ..,

la fonctionnelle f n’appartient pas a 7.

Désignons par G, lensemble de toutes les suites {/ (x2)}
pour f( I". On a évidemment G,  (¢) et {f,(xn)} _ (¢). Envertu
de (14), la distance de {f,(x.)} & 'ensemble linéaire G, est > M.
Vu la forme générale des fonctionnelles linéaires dans I'espace
(c) (cf. Chap. IV, § 4, p. 66), il .existe donc en vertu du lemme
(Chap. IV, § 38), p. 57 (en y posant G = (), une suite de nombres
{C,} et un nombre C tels que l'on a

15  CHmflx)+ G =1,

—¥so n==1

oo

(16)  Climf(x)+ > Caf (%) =0 pour tout fC T

n-3sc =
et .
| ) | | o | | 1
(1 D G <
) n==1 Ml

e el

En posant done x, = 3 Cy Xu, on obtient finalement de (15)—(17),

. . - n=1
en vertu de (18), fu(x) =1, fix) = 0 pour tout f( [ et
S 1 1
; e % n bl n% L — = — . . I. .
Xy | né‘lc [ Xn | S . M’c q. £. d

Le lemme 2 qui vient d’stre établi implique le suivant

Lemme 3. Les notions d'espaces wectoriels de fonctionnelles
linéaires réguliérement fermés et de ceux trasfiniment fermés sont
- équivalentes.
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Démonstration. Si un espace. vectoriel /° de fonctionnelles
linéaires est transfiniment fermé, il est fermé au sens ordinaire,
ce qui implique immédiatement en vertu du lemme 2 que [ est
un espace réguliérement fermé.

Réciproquement, soient /" un espace vectoriel . réguliérement
fermé de fonctionnelles linéaires, {f:} une suite arbitraire du
type & de fonctionnelles appartenant & /" et dont les normes sont
bornées dans leur ensemble, enfin f, une fonctionnelle quelcon-
que qui est une limite transfinie de la suite {f¢}. On a donc

(18) lim fi(x) </00) <Iim fi() pour tout x CE.
%

Si en conséquence f, n'appartenait pas a /, il existerait par
définition de I un élément x (_ E assujetti aux conditions (1),
p. 115, d’ot1, en particulier, fg(x)zO, contrairement a (18). On
a done f, (I, de sorte que /[ est transfiniment fermé.

Les lemmes 2 et 3 donnent le

Théoréme 1. Etant donné un espace vectoriel réguliérement
fermé I de fonctionnelles linéaires (définies dans E) et une fonction-

nelle linéaire f, n'appartenant pas a I, il existe pour chaque nombre
M satisfaisant & la condition |

0<M<|f—f,| pour tout fC T
un élément x, C‘E tel que lon a |
‘ _ )
Jolx) =1, f(x)=0 pour tout f(C I et |x0|<—j‘V}.

§ 4. Convergence faible des fonctionﬁelles linéaires.

On dit qu'une suite {f,} de fonctionnelles linéaires converge
faiblement vers la fonctionnelle f, lorsqu’on a

lim fu(x) = f (x) pour tout x( E.
Rl

| La fonctionnelle f porte aloré le nom de limite faible de la
suite {fa}. |
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La fonctionnelle f(x) est donec additive et mesurable (B);
selon le th. 4 (Chap. I, § 8), p. 23, elle est done linéaire. D’autre
part, en vertu du th. 5 (Chap. V, § 1), p. 80, la suite des nor-
mes { f» } est bornée. Enfin, on a

(19) J <lim f,
Plmpns

car la convergence faible de la suite {f;} vers f entraine
im fa(x) = |f(x) pour tout x, et comme |fu(x) < fy - X pour

o

n=1,2,..,ona f(x) < x|-lim f,, dod la formule (19).

e

On en déduit aisément le
Théoréme 2. Pour quune suite {f,(x)) de fonctionnelles li-
néaires converge faiblement wers la fonctionnelle f (x), il faut et zl
suffit que Pon ait simultanément
(20) la suite { f.|} bornée
et |
(21) lim Fn(X)=f(x) pour tout élément x d'un ensemble

dense (ou fondamental).

Théoréme 3. Si lespace E est séparable; toute suite de fon-
ctionnelles linéaires {f,} dont ['ensemble des normes est borné con-
tient une suite partielle faiblement convergente.

- Démonstration. T suffit, en effet, d’extraire de la sunite {f,.} |
une suite partielle, convergente dans un ensemble dense dénom-
brable, ce qui est facile de faire par le procédé de la diagonale.

§ 5. Ensembles - faiblement fermés de fonctionnelles linéaires
dans les espaces du type (B) séparables.

Etant donnés deux emsembles de fonctionnelles linéaires A
et ot 4T, ensemble 4 est dit faiblement dense dans [, lors-
que pour tout f( I il existe dans 4 une suite {f,} qui conver-
ge faiblement vers f.
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L'ensemble I" de fonctionnelles linéaires s’appelle Jaiblement
fermé, lorsque I admet comme élément toute fonctionnelle f qui
est la limite faible d’une suite de fonctionllelles appartenant § I

Théoréme 4. Si lespace E est séparable, tout ensemble I' de
fonctionnelles linéaires définies dans E contient un sous-efzsemble_
dénombrable - faiblement dense dans I

Démonstration. On peut se borner au cas ou les normes
des fonctionnelles de /° sont bornées dans leur ensemble, car
tout ensemble de fonctionnelles est une somme tout au plus
d’'une infinité dénombrable d’ensembles ayant cette propriété.

Soient {x,} la suite dense dans £ et Z, pour n=1,2, ..
I’ensemble des points de I’eSpace n-dimensionnel a4 coordonnées

(22) o F(ey), ) s ()

pour tous les f{ /. Il existe évidemment pour tout n un en-
semble dénombrable 4, (_ I tel que les points & coordonnées (22)
pour f(_ 4, forment un ensemble dense dans Z, L’ensemble

4= F‘ 4y est évidemment dénombrable et il existe pour touthF |

rz_.l

une suite { fn} satisfaisant aux cond1t10ns Ir C dn C 4 et | fulx) —

1
—flx) | < o pour tout i=1,2,.,, n, done qui converge faible-

ment vers f, pulsque les fonctionnelles f, appartenant a4 C TS
Pensemble de leurs normes est borné par hypothése. '

Théoréme 5. Pour les espaces E du type (B) séparables les
notions d'ensembles de fonctions linéaires (définies dans E) regulze-'
rement fermé et faiblement fermé sont équivalentes.

Démonstration. Soit, d’une part, {fs} une suite de fonction-
nelles linéaires appartenant a I et qui converge faiblement vers
une fonctlonnelle Jfo- On a donec '

@9 limfil) = fi(x) pour tout x(CE.

Si f, n’appartenait pas 4 Iensemble /) supposé régulidrement "
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ferme, il existerait par définition de cette notion un élément x, _E
satisfaisant aux conditions

(2;) flx)=1 et f(x)=0 pour tout f _ I

Comme f, 7, on aurait par conséquent J{x,)=10 pour tout
n=1,2,.., dol1, en vertu de (23), fulx,) =0, contrairement a (24).
Il en résulte que f,_ I I'ensemble I est done faiblement fermé ).

D’autre part, en vertu du lemme 3, p. 121, il suffit de
montrer que l'ensemble /, supposé faiblement fermé. est transfi-

niment fermé.
Soient {f:} une suite du type & telle que

23) e I et Je <l M o 1< ®

et {X;} une suite dense dans E. Il existe, en raison de Phypothése,
pour tout z naturel un I, ordinal tel que

(26) lim fe(x) — ~1— < Jr (’cz) <L hmjt(x;)n;—i pour 1«1 n,
t——),s.
Or, T'espace E étant séparable, on peut en vertu du th. 3,
p- 123, extraire de la snite { fg}‘ une suite partielle faiblement
convergente. En désignant par f la limite faible de la suite { Je 1
on a en vertu de (25) f (/7 et, en méme temps, on conclut de
(26) que f est une limite transfinie de la suite {fe}.
Les théorémes 1, p- 122, et 5, qui vient d’atre établi, entrainent
immédiatement le
Théoréme 6. Si l'espace E du type (B) est séparable, alors
étant donné un ensemble vectoriel faiblement fermé I de fonctionnelles
linéaires définies dans E et une Sonctionnelle linéaire quelconque f,
- mwappartenant pas al, il exzsz‘e pour chague nombre M satisfaisant

a la condition
0 <M<|f—f,| pour tout f I

) On voit done que la separabxhte de E nmterwent pas dans cette
pariie de la démonstration.
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un élément x, _E tel que lon a ‘
1

(%) =1, f(x) =0 pour tout fC T et |x,]< I

Le th. 5 entraine en vertu du lemme 3, p. 121, léquivalence
des. notions densembles réguliérement, transfiniment et faiblement
fermés de fonctionnelles linéaires dans les espaces E du type (B)

séparables.
"Il en résulte, en tenant compte de la remarque, p. 117, 1e

" Théoreme 7. Si lespace E du type (B) est séparable et I est
un ensemble de fonctionnelles linéaires définies dans E, non seulement
vectoriel et fdiblemerzzf fermé, mais aussi total, alors I” contient toutes
les fonctionnelles linéaires définies dans E (c. & d. I’ = E).

§ 6. Conditions pour la convergence faible des fonctionnelles
linéaires définies dans les espaces (C), (L), (c) et (L),

Nous passons & étudier successivement la convergence faible
des fonctionnelles linéaires dans quelques espaces particuliers du
type (B) séparables.  Tels sont les espaces (©), (L") pour p > 1,
(c) et ({{7) pour p > 1. ‘

L’ensemble dense dénombrable constituent: dans (C) et (L(?)
les polynémes a coefficients rationnels, dans (¢), resp. dans (i),
les suites de nombres rationnels dont tous les termes a partir
d'un indice suffisamment élevé restent constants, resp. sont
égaux a 0. U

Espaces (L®) o p>1. Toute fonctionnelle linéaire f (x)
définie dans (L(”) étant (cf. Chap. IV, § 4, p. 64) de la forme

1

@) [r®ema o a(t)C (L),

0

la suite des fonctionnelles

@) ()= { [*@ et dt} ot an(t) C (L)
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converge faiblement vers la fonectionnelle (27), lorsqu’on a
! !
(29) lim | % (2) 2n(t) dt = j x(6) = (8) dt
, R—yoc | J
g 8

pour toute fonction x (¢) ( (L ).

Or, on peut montrer aisément que pour la convergeice faible

de la suite (28) vers la fonctionnelle (27), il faut et il suffit que
lPon ait simultanément:
1

(80) Iz suite { [1at) 7 dzf“}. bornée

i
et

u u
(81)  lim ' on(t) dt = ; 2 (t)dt pour 0« u 1Y),
n—yoe | ’
o 0

La démonstration résulte du th. 2, p. 123, étant donné que
! p Pl . .
Von a |[f,)= [/ | () P1 dz‘] ?, que, en outre, les fonctions xu(f)

définies pour 0 < # <1 par les conditions

[ 1 pour 0<t<u
X4() =
| 0 pouwr u<it<

forment un ensemble total dans (L() et enfin que f Xu(t) an(t) dt = =

= / 24(¢) d¢ pour tout n=1, 2, .

Espace (L). Toute fonctlonnelle linéaire f(x) defmle dans

(L) étant de la forme @,

)  fw= fx () =@y dt oi =) C (M)
' '. D A | .
(cf. Chap. IV, § 4, p. 65), la suite des fonctionnelles

) Ces conditions ont é&té donnees par F. Riesz, L ¢., Math. Ann 69
(1910), p. 449—497.
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1

33) A9} = { (2 @)t dt}- ot o) C (M)

- [
converge faiblement vers la fonctionnelle (32), lorsqu’on a
I 1

(34) hm‘x(l‘) anlt) dt = J’x ()= (&) dt pour tout x(t) C (L)

Ty

On monire comme dans le cas qui précéde que pour la con-
vergence faible de la suite de fonctionnelles linéaires (33) vers la
fonctionnelle (32), il faut et il suffit davoir simultanément:

(85) les fonctions de la suite {a.(f)} bornées dans leur ensemble, en
dehors tout au plus d’'un ensemble de valeurs de t de mesure lebes-
guienne nulle, '

2] u

(36) lim 1»1,2(1,?) dt = ‘rx B dt pour 0 <Tu < 11Y).
. e, L%,
U O

| Remargque. Les conditions'. (80) et (31) sont évidemment |
nécessaires et suffisantes pour que l'on ait la propriété (29).
Il en est de méme des conditions (35) et (36) pour la propriété (34).
Espaces (I(#)) od p>> 1. Toute fonctidnnelle linéaire f(x)
détinie dans (/7)) étant de la forme |
| GE)

(37) F(x) = \“'al&z o 5= (5 C (0 et ay | E77 ) pour p>1
=1 —l (M) pourp=1

(cf Chap. 1V, § 4, p 6’7-——68) la. sulte des fonctionnelles

G5
_ ¥, o —f Py pour p>1
(38) {fn(x)}‘ lg; "= } ot {‘”}C[ (M) pour p=1

1

converge faiblement vers la fonctionnelle (37), lorsquon a
3 i in & = -i. i ' = {& (2)).
(39) ’}lm o Zq £ poz;r tout x = {&} C (Ir )

- 1) Ces conditions ont été tfquvéés par M. B Lebesgue. |
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Pour que la suife des fonctionnelles linéaires (38) converge
faiblement vers la fonctionnelle (37), il faut et il suffit que lon ait
simultanément

[ | v in| ol pour p>1 ’
(40) la suite: l‘,;‘ J - bornée,
i {boi'ge/ sup | \a iy pour p=1
(41) lim %, = o; pour =1, 2,V
A ]

La démonstration résulte du th. 2, § 4, p. 123, en s’appu-
vant sur le fait que les éléments

_| 1 pour i=j

x; = {5} o §
/ £ = lO pour I[s=j

forment une suite totale dans (/) et que lon a en outre
folx;) = #n pour tous j et n naturels; on tiendra compte enfin de
la représentation de la norme des fonctionnelles linéaires dans
les espaces ([(?), donnée p. 68. |

Remargue. Les conditions (40) et (41) sont en méme temps
nécessaires et suffisantes pour (39).

Espace (r). Vu la forme générale des fonctionnelles linéaires
définies dans (¢)

(12) f(x) = A4 lim & +Zam o x={3C(c) et {a}C ()

i—yoa
i=1

(cf. Chap. IV, § 4, p. 66), la suite des fonctionnelles linéaires

43) {fi(x)} = JA hm & +Z in El oz {oiny (C (1) pozzr fZ—-l 2, .

=1

 converge faiblement vers la,fonctlonnelle (42), lorsque

n—oo [—oc

(44) hm[ 2 limé; + tin ;,] =Alim§; —}-—ZO& & pour tout x={&;} C (0)

, ioo = ‘ =
On montre f‘acilemen’c que pour la convergence faible de la suiz‘e
(43) vers la fonctionnelle(42), il faut et il suffit & avoir szmultanement

8. Ranach. Théorie des opérations linéaires. . , 9
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FAA

el N7 a1 borne
(45) la suzz:z lg Lam-i f ornée,
13d0) Gdd) _
(46) lim ,}'1.:(54*?-?15 lim o, = a; pour tout i=1,2, ..

n—yoa 1—>oa
§ 7. Compacticité faible d’ensembles bornés dans certains es-
paces.

Les résultats qui précédent permettent de déduire en vertu
‘du th. 3, p. 123, les théorémes suivants.

Pour (L(F’)). oir p=>1. Toute suite de fonctions {a.(t)}, oi
a,(t) C (L®), assujettie & la condition |

1
| f; an(t) P dE < M,
;

oit M est un nombre indépendant de n, contient une suite partielle
{an(2)} telle que Pon a pour une fonction ay(t) (C (L&)):.

Iim fa”i(t) X (f) dt =jﬂa0(t) x(f) ét pour fout x (t) C (L(‘r{_i)) 1'). ,

il a
1 . :
En effet, les expressions j 0,(2) x (£) dt pour tout n=1,2, ..
0

peuvent &tre regardées comme des fonctionnelles linéaires définies

R ‘
dans (L(P—l) ). L’'ensemble de leurs normes étant borné et I’espace

7
(L(P“l) ) étant séparable, on peut d’aprés le th. 3, p. 128, extraire

de la suite {u,(f)} une suite faiblement convergente; on n’a en-
suite qu'a appliquer I’énoncé établi pour les espaces (L®) au § 6,
p. 127. | |

Pour (M). Toute suite de fonctions {d,’z (1)} ot a,(t) C (M)

') Ce théoréme est dd & M. F. Reisz, L. c., p. 466—467.
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dont les normes sont bornées dans leur ensemble contient une suife.
partielle {z,(t)} telle que Uon a pour une fonction o, (£) C (M)

1 1
lim [ oa(f) x () dt = [ a,(f) x (£) dt  pour tout x (&) C (L).
5 5

La démonstration est analogue a la précédente.
Pour (1)) oit p>1 et (in) on a des théordmes analogues.

§ 8. Fonctionnelles linéaires faiblement continues définies dans
les espaces des fonctionnelles linéaires.

F(f) oo fCE désignant wune fonctionnelle définie dans
Pensemble E de toutes les fonctionnelles linéaires (définies dans
E supposé un espace du type (B)), nous appelons la fonctionnelle
F (f) faiblement continue, lorsqu’on a lim F (f,) = F (f) pour toute

 N—yoa

suite {f:} de fonctionnelles linéaires faiblement convergente vers f.

Théoréme 8. Si l'espace E du type (B) est séparable et la
fonctionnelle linéaire F (f) définie pour f(_ E est faiblement conti-
nue, il existe un élément x, (_ E tel que 'on a

CHIN F(fy=f(x) pour tout fCE.

Démonstration. I’ désignant ’ensemble de toutes les fon-
ctionnelles 7 (C E qui remplissent équation F(f) = 0, la continu-
ité faible de F a pour conséquence facile que /" est un ensemble
faiblement fermé. On peut évidemment admettre que /"% E. Soit
done f, une fonctionnelle linéaire remplissant P’équation

(48) F(fo=1.

Il en résulte en vertu du th. 6, p. 125, 'existence d’'un x, C E
tel que l'on a

(49) foxy=1 et f(x,)=0 pour tout f(C I.
Or, Pidentité |

G0 f=foF(N)+¢ pourtout fCE, ok o=f—Ff, F(f),
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donne, selon (48), F(tp) =0, d'ou ¢ (C /" et par conséquent, d’ap-. |
rés (49), o (x,) =0, ce qui entraine en vertu dev (50) la propriété
47), q. £. d. '

Remarque. Si l'espace E n’est pas séparable, le th. § reste
yrai, pourva que' la fonctionnelle F (f) soit linéaire et I'ensem-
ble désigné par [ soit régulidrement fermé (ce qui permet de
faire appel dans le raisonnement au th. 1, p. 122, au lieu du th. 6,
p. 125). |





